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�¥°¢»¬ ¢ ¦¥©¸¨¬ °¥§³«¼² ²®¬ ¯® ¯°®¡«¥¬¥ ° ±ª° ±ª¨ ¢¥°¸¨

¯«®±ª®£® £° ´  ¢ 3 ¶¢¥²  ¿¢«¿¥²±¿ ¤®ª §  ¿ �°¥¶¸¥¬ [1] ¢ 1958 £.

²¥®°¥¬  ® ²®¬, ·²® ¥±«¨ ¯«®±ª¨© £° ´ ¥ ±®¤¥°¦¨² ¶¨ª«®¢ ¤«¨» 3,

²® ¥£® ¢¥°¸¨» ¬®¦® ¯° ¢¨«¼® ° ±ª° ±¨²¼ ¢ 3 ¶¢¥² . �°¾¡ ³¬

[2] ¢ 1963 £. ±´®°¬³«¨°®¢ « ±«¥¤³¾¹¥¥ ³±¨«¥¨¥ ²¥®°¥¬» �°¥¶¸ :

¥±«¨ ¯«®±ª¨© £° ´ ±®¤¥°¦¨² ¥ ¡®«¥¥ ²°¥µ 3-¶¨ª«®¢, ²® ® ¿¢«¿¥²±¿

3-° ±ª° ¸¨¢ ¥¬»¬. �®«®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£® ´ ª²  ¡»«® ¤ ®

�ª±¥®¢»¬ ¢ [3]. �°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¨±¯®«¼§®¢ « ±¼ ²¥µ¨ª  ¯°®-

¤®«¦¥¨¿ ° ±ª° ±ª¨, § ¤ ®©   £° ¨,   ¢¥±¼ £° ´. � 1997 £.

�®°®¤¨ [4] ¤ « ®¢®¥, ¡®«¥¥ ¯°®±²®¥, ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» �°¾-

¡ ³¬ , ®±®¢»¢ ¾¹¥¥±¿   ¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¥¨¨ ½©«¥°®¢»µ ¢ª« ¤®¢ ¢

¯«®±ª®¬ £° ´¥ ¨ ² ª  §»¢ ¥¬®© ¯®°¶¨®®© ° ±ª° ±ª¥.

�±®¢»¢ ¿±¼   ¨¤¥¿µ, ° §¢¨²»µ ¢ [3] ¨ [4], ¬» ¤®ª § «¨ ±«¥¤³¾-

¹¨© ´ ª², ®²®±¿¹¨©±¿ ª 3-° ±ª° ±ª¥ ³¦¥ ¥¯«®±ª¨µ £° ´®¢:

�¥®°¥¬  1. �±«¨ G ¯«®±ª¨© £° ´ ¡¥§ 3-¶¨ª«®¢, ²® £° ´, ¯®«³· -

¾¹¨©±¿ ¨§ G ®²®¦¤¥±²¢«¥¨¥¬ «¾¡®© ¯ °» ¥±¬¥¦»µ ¢¥°¸¨, ¿¢-

«¿¥²±¿ 3-° ±ª° ¸¨¢ ¥¬»¬.

� ·¥ £®¢®°¿, ²¥®°¥¬  ³²¢¥°¦¤ ¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ° ±-

ª° ±ª  ¢¥°¸¨ ¯«®±ª®£® £° ´  ¡¥§ 3-¶¨ª«®¢ ¢ ²°¨ ¶¢¥² , ¢ ª®²®°®©

§ ¤ »¥ ¤¢¥ ¢¥°¸¨» ¨¬¥¾² ®¤¨ ¶¢¥². �  ¿ ²¥®°¥¬  ¿¢«¿¥²-

±¿ ¥³«³·¸ ¥¬®© ¢ ²®¬ ±¬»±«¥, ·²® ®  ¯¥°¥±² ¥² ¡»²¼ ¢¥°®© ¯°¨

 «¨·¨¨ ¢ G µ®²¿ ¡» ®¤®£® 3-¶¨ª« ; ½²® ¯®¤²¢¥°¦¤ ¥²±¿ ±®®²¢¥²-

±²¢³¾¹¨¬ ¯°¨¬¥°®¬.

�°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» ± · «  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ±«³· ©, ª®-

£¤  ¢ ¯°¥¤¯®« £ ¥¬®¬ ª®²°¯°¨¬¥°¥ G ®²±³²±²¢³¾² ° §¤¥«¿¾¹¨¥ 4-

¨ 5-¶¨ª«»; ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¯¥°¥° ±¯¥°¥¤¥«¥¨¥ ¢ª« ¤®¢ ¢ G ¯°¨¢®¤¨²

ª ¯°®²¨¢®°¥·¨¾ ± ´®°¬³«®© �©«¥° . �°¨  «¨·¨¨ ¢ G ° §¤¥«¿¾¹¨µ

4- ¨«¨ 5-¶¨ª«®¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ¯¥°¥®±¨²±¿ ±® ¢±¥£® £° ´  G   ±¯¥-

¶¨ «¼® ¢»¡° »© ¯®¤£° ´, ®£° ¨·¥»© ®¤¨¬ ¨§ ² ª¨µ ¶¨ª«®¢.

� ¡®²  ¯®¤¤¥°¦   £° ²®¬ ���� (é 00-01-00916),   ² ª¦¥ £° -

²®¬ �¨¢¥°±¨²¥²» �®±±¨¨ (é 1792) | ¯°®£° ¬¬  ´³¤ ¬¥² «¼»µ

¨±±«¥¤®¢ ¨©.
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�³±²¼ Z

p

n�m

| ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¬ ²°¨¶ ° §¬¥°  n � m  ¤

ª®«¼¶®¬ Z

p

= f0;1; : : : ; p � 1g. � ±² ²¼¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ²¥

¬ ²°¨¶» ¨§ Z

p

n�m

, ³ ª®²®°»µ ¢±¥ ±²®«¡¶» ¨ ¢±¥ ±²°®ª¨ ¯®-

¯ °® ° §«¨·». �« £®¤ °¿ ³±² ®¢«¥®© ±¢¿§¨ ±® ±¢¿§»-

¬¨ £° ´ ¬¨, ¯®«³·¥  ¿¢ ¿ ´®°¬³«  ®¡¹¥£® ·¨±«  ² ª¨µ ¬ ²-

°¨¶. � ©¤¥»¥ ª®¬¡¨ ²®°»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ±¢¿§»µ £° -

´®¢ ¬®£³² ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ± ¬®±²®¿²¥«¼»© ¨²¥°¥±.

�³±²¼Z

p

n�m

| ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¬ ²°¨¶ ° §¬¥°  n�m  ¤ ª®«¼-

¶®¬ Z

p

= f0; 1; : : : ; p � 1g. � ¤ ®© ±² ²¼¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ § ¤ · 

®  µ®¦¤¥¨¨ ·¨±«  M (p;n;m) | ²¥µ ¬ ²°¨¶ ¨§ Z

p

n�m

, ³ ª®²®°»µ

¢±¥ ±²®«¡¶» ¨ ¢±¥ ±²°®ª¨ ¯®¯ °® ° §«¨·».

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. [1] �®½´´¨¶¨¥²»¬ ®¯¥° ²®°®¬ [x

s

]  §»¢ ¥²-

±¿ ®²®¡° ¦¥¨¥, ®¯°¥¤¥«¥®¥   ¬®¦¥±²¢¥ (´®°¬ «¼»µ) ±²¥¯¥-

»µ °¿¤®¢ ¯® ´®°¬³«¥

[x

s

]

X

i

a

i

x

i

def

=

a

s

:
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� «®£¨·»¬ ®¡° §®¬ ª®½´´¨¶¨¥²»¥ ®¯¥° ²®°» ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿

  ´®°¬ «¼»µ ±²¥¯¥»µ °¿¤ µ ¥±ª®«¼ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ.

�«¿ ¤ «¼¥©¸¥£®  ¬ ¯® ¤®¡¿²±¿ ¯°®¨§¢®¤¿¹¨¥ ´³ª¶¨¨

G

n

(x) =

1

X

k=0

g(n; k)x

k

;

£¤¥ g(n; k) | ·¨±«® ±¢¿§»µ £° ´®¢ ± n ¯®¬¥·¥»¬¨ ¢¥°¸¨ ¬¨ ¨

k °¥¡° ¬¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. �³±²¼ �| £° ´ ± n ¢¥°¸¨ ¬¨, ³ ª®²®°®£® ª®¬-

¯®¥² ¬¨ ±¢¿§®±²¨ ¿¢«¿¾²±¿ 

1

®¤®¢¥°¸¨»µ £° ´®¢, 

2

| ¤¢³-

¢¥°¸¨»µ, : : : , 

n

| n-¢¥°¸¨»µ. �®£¤   ¡®° ·¨±¥« (

1

; 

2

; : : : ; 

n

),

ª®²®°»© ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ° ¢¥±²¢³ 

1

+2

2

+ : : :+n

n

= n, ¡³¤¥¬  -

§»¢ ²¼ µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© (±¢¿§®±²¨) £° ´  �.

�¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«¥¤³¥²

�¥¬¬  1. �¨±«® £° ´®¢ ± n ¢¥°¸¨ ¬¨ ¨ s °¥¡° ¬¨, ¨¬¥¾¹¨µ µ -

° ª²¥°¨±²¨ª³ (s

1

; s

2

; : : : ; s

n

), ° ¢®

[x

s

]

n!

1!

s

1

s

1

!2!

s

2

s

2

! : : :n!

s

n

s

n

!

G

1

(x)

s

1

G

2

(x)

s

2

: : :G

n

(x)

s

n

(1)

= [x

s

] n!

n

Y

t=1

�

G

t

(x)

t!

�

s

t

1

s

t

!

:

�±®¡»© ¨²¥°¥± ¤«¿  ± ¡³¤¥² ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ·¨±«® G

n

(�1), ° ¢-

®¥ ° §®±²¨ ¬¥¦¤³ ª®«¨·¥±²¢ ¬¨ ±¢¿§»µ n-¢¥°¸¨»µ £° ´®¢ ±

·¥²»¬ ¨ ¥·¥²»¬ ·¨±«®¬ °¥¡¥°.

�¥¬¬  2. G

n

(�1) = (�1)

n�1

(n � 1)!.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ©¤¥¬ ·¨±«® ¢¥ª²®°®¢ ¨§Z

n

p

, ³ ª ¦¤®£® ¨§ ª®-

²®°»µ ¢±¥ ª®®°¤¨ ²» ¯®¯ °® ° §«¨·». �¥²°³¤® ¯®¿²¼, ·²® ®®

° ¢® ·¨±«³ ° §¬¥¹¥¨© p

n

=

p!

(p�n)!

. � ¤°³£®© ±²®°®», ¯®¯»² ¥¬±¿

¢»·¨±«¨²¼ ¥£® ¦¥, ¨±¯®«¼§³¿ ¯°¨¶¨¯ ¢ª«¾·¥¨¿{¨±ª«¾·¥¨¿.

�³±²¼ B = f(i; j) j 1 � i < j � ng | ¬®¦¥±²¢® ±¢®©±²¢, ª®-

²®°»¬¨ ¬®£³² ®¡« ¤ ²¼ ¨«¨ ¥ ®¡« ¤ ²¼ ¢¥ª²®°» ¨§ Z

n

p

. �¤¥±¼ ¯®¤

±¢®©±²¢®¬ (i; j) ¯®¨¬ ¥²±¿ ²®² ´ ª², ·²® ³ ¢¥ª²®°  i-¿ ¨ j-¿ ª®®°-

¤¨ ²» ° ¢». �®¿²®, ·²® ¢±¥ ª®®°¤¨ ²» ³ ¢¥ª²®°  ° §«¨·»¥



8 � ²°¨¶» ± ° §«¨·»¬¨ ±²°®ª ¬¨ ¨ ±²®«¡¶ ¬¨

²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ½²®² ¢¥ª²®° ¥ ®¡« ¤ ¥² ¨ ®¤¨¬ ¨§

±¢®©±²¢ ¨§ ¬®¦¥±²¢  B. �® ´®°¬³«¥ ¢ª«¾·¥¨¿{¨±ª«¾·¥¨¿ ·¨±«®

¢¥ª²®°®¢, ¥ ®¡« ¤ ¾¹¨µ ¨ ®¤¨¬ ¨§ ±¢®©±²¢ ¨§ B, ° ¢®

X

S�B

(�1)

jSj

f

�

(S); (2)

£¤¥ f

�

(S) ° ¢® ª®«¨·¥±²¢³ ¢¥ª²®°®¢, ®¡« ¤ ¾¹¨µ ¢±¥¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨

¨§ S.

�³±²¼ S ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ±¢®©±²¢ ¬®¹®±²¨ jSj = s.

�®±² ¢¨¬ ¥¬³ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ £° ´ �(S) ± n ¯®¬¥·¥»¬¨ ¢¥°¸¨ ¬¨

¨ s °¥¡° ¬¨, ³ ª®²®°®£® i-¿ ¢¥°¸¨  ±®¥¤¨¥  °¥¡°®¬ ± j-®© (i < j)

²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  (i; j) 2 S.

�³±²¼ �(S) ¨¬¥¥² µ ° ª²¥°¨±²¨ª³ (s

1

; s

2

; : : : ; s

n

). �®¿²®, ·²®

¢¥ª²®° ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¢±¥¬ ±¢®©±²¢ ¬ ¨§ S ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,

ª®£¤  ¥£® ª®®°¤¨ ²»   ª ¦¤®© ¨§ ª®¬¯®¥² ±¢¿§®±²¨ �(S) ®¤¨-

 ª®¢». �®½²®¬³

f

�

(S) = p

s

1

+s

2

+:::+s

n

:

�¥¯¥°¼, ¨±¯®«¼§³¿ (1), ´®°¬³«³ (2) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

1

X

s=0

(�1)

s

[x

s

] F

n

(x); (3)

£¤¥

F

n

(x)

def

=

n!

X

s

1

+2s

2

+:::+ns

n

=n

n

Y

t=1

�

G

t

(x)p

t!

�

s

t

1

s

t

!

:

�«¥¤³¿ [2], ¯®«³· ¥¬, ·²® ¢»° ¦¥¨¥ (3) ° ¢® F

n

(�1). �° ¢¨¢ ¿

°¥§³«¼² ²» ¤¢³µ ±¯®±®¡®¢ ¯®¤±·¥² , § ª«¾· ¥¬, ·²®

F

n

(�1) = p

n

=

�

p

n

�

n!: (4)

� ±±¬®²°¨¬ ½ª±¯®¥¶¨ «¼³¾ ¯°®¨§¢®¤¿¹³¾ ´³ª¶¨¾ ¤«¿ F

n

(x)

~

F (x; y)

def

=

1

P

n=0

F

n

(x)

y

n

n!

=

1

P

n=0

y

n

P

s

1

+2s

2

+:::+ns

n

=n

n

Q

t=1

�

G

t

(x)p

t!

�

s

t

1

s

t

!

=

=

1

P

n=0

P

s

1

+2s

2

+:::+ns

n

=n

n

Q

t=1

�

G

t

(x)py

t

t!

�

s

t

1

s

t

!

=

1

Q

t=1

1

P

i=0

�

G

t

(x)py

t

t!

�

i

1

i!

=

=

1

Q

t=1

exp

�

G

t

(x)py

t

t!

�

= exp

�

p

1

P

t=1

G

t

(x)y

t

t!

�

;
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®²ª³¤ 

1

X

t=1

G

t

(x)y

t

t!

=

1

p

ln

~

F (x; y): (5)

� ±±¬®²°¨¬ ¯®«³·¥®¥ ²®¦¤¥±²¢® ¯°¨ x = �1. �« £®¤ °¿ (4),

§ ·¥¨¥

~

F (�1; y) «¥£ª® ¢»·¨±«¨²¼

~

F (�1; y) =

1

X

n=0

F

n

(�1)

y

n

n!

=

1

X

n=0

p

n

y

n

n!

=

1

X

n=0

�

p

n

�

y

n

= (1 + y)

p

:

�®½²®¬³ ¯®¤±² ®¢ª  x = �1 ¢ (5) ¤ ¥²

1

X

t=1

G

t

(�1)y

t

t!

=

1

p

ln

~

F (�1; y) =

1

p

ln(1+y)

p

= ln(1+y) =

1

X

t=1

(�1)

t�1

y

t

t

:

�²ª³¤  ¥¬¥¤«¥® ±«¥¤³¥², ·²® G

t

(�1) = (�1)

t�1

(t� 1)!.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3. �¨±« ¬¨ �²¨°«¨£  1-£® °®¤  ±® § ª®¬

�

n

i

�

 -

§»¢ ¾²±¿ ª®½´´¨¶¨¥²» ° §«®¦¥¨¿ x

n

¯® ±²¥¯¥¿¬ x:

x

n

=

n

X

i=0

�

n

i

�

x

i

: (6)

� ¬¥· ¨¥ 1. [3] �¯° ¢¥¤«¨¢  ¿¢ ¿ ´®°¬³« 

�

n

i

�

= (�1)

n�i

X

s

1

+s

2

+:::+s

n

=i

s

1

+2s

2

+:::+ns

n

=n

n!

1

s

1

s

1

!2

s

2

s

2

! : : :n

s

n

s

n

!

: (7)

�¥®°¥¬  1.

M (p;n;m) =

n

X

i=0

m

X

j=0

�

n

i

��

m

j

�

p

ij

: (8)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � «®£¨·® ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ «¥¬¬» ° ±±¬®²°¨¬

¤¢  ¬®¦¥±²¢  ±¢®©±²¢

B = f(i; j) j 1 � i < j � ng ¨ C = f(k; l) j 1 � k < l � mg;



10 � ²°¨¶» ± ° §«¨·»¬¨ ±²°®ª ¬¨ ¨ ±²®«¡¶ ¬¨

ª®²®°»¬¨ ¬®£³² ®¡« ¤ ²¼ ¨«¨ ¥ ®¡« ¤ ²¼ ¬ ²°¨¶» ¨§Z

p

n�m

. �¤¥±¼

±¢®©±²¢® (i; j) 2 B ®§ · ¥² ° ¢¥±²¢® i-®© ¨ j-®© ±²°®ª,   ±¢®©±²¢®

(k; l) 2 C | ° ¢¥±²¢® k-®£® ¨ l-®£® ±²®«¡¶®¢. � ¦¤ ¿ ¬ ²°¨¶  ±

¯®¯ °® ° §«¨·»¬¨ ±²°®ª ¬¨ ¨ ±²®«¡¶ ¬¨ ¥ ®¡« ¤ ¥² ¨ ®¤¨¬ ¨§

½²¨µ ±¢®©±²¢ ¨  ®¡®°®². �® ´®°¬³«¥ ¢ª«¾·¥¨¿{¨±ª«¾·¥¨¿ ·¨±«®

¬ ²°¨¶, ¥ ®¡« ¤ ¾¹¨µ ¨ ®¤¨¬ ¨§ ½²¨µ ±¢®©±²¢, ° ¢®

X

S�B;T�C

(�1)

jS[T j

f

�

(S [ T ): (9)

� ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼»¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢  S � B ¨ T � C. �³±²¼

jSj = s; jT j = t,   £° ´» �(S) ¨ �(T ) ¨¬¥¾² ±®®²¢¥²±²¢¥® µ ° ª-

²¥°¨±²¨ª¨ (s

1

; s

2

; : : : ; s

n

) ¨ (t

1

; t

2

; : : : ; t

m

). �®£¤  ¥²°³¤® ¯®¿²¼,

·²®

f

�

(S [ T ) = p

(s

1

+s

2

+:::+s

n

)(t

1

+t

2

+:::+t

m

)

:

� ¯®«®©   «®£¨¨ ± ¤®ª § ²¥«¼±²¢®¬ «¥¬¬» ´®°¬³«³ (9) ¬®¦®

¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

X

1

s=0

1

X

t=0

(�1)

s+t

[x

s

y

t

]n!m!

XX

s

1

+:::+ns

n

=n

t

1

+:::+mt

m

=m

p

(s

1

+:::+s

n

)(t

1

+:::+t

m

)

n

Y

i=1

�

G

i

(x)

i!

�

s

i

1

s

i

!

m

Y

j=1

�

G

j

(y)

j!

�

t

j

1

t

j

!

= n!m!

XX

s

1

+:::+ns

n

=n

t

1

+:::+mt

m

=m

p

(s

1

+:::+s

n

)(t

1

+:::+t

m

)

n

Y

i=1

�

G

i

(�1)

i!

�

s

i

1

s

i

!

m

Y

j=1

�

G

j

(�1)

j!

�

t

j

1

t

j

!

= n!m!

XX

s

1

+:::+ns

n

=n

t

1

+:::+mt

m

=m

p

(s

1

+:::+s

n

)(t

1

+:::+t

m

)

n

Y

i=1

�

(�1)

i�1

i

�

s

i

1

s

i

!

m

Y

j=1

�

(�1)

j�1

j

�

t

j

1

t

j

!

=

XX

s

1

+:::+ns

n

=n

t

1

+:::+mt

m

=m

n! (�1)

n�s

1

�:::�s

n

1

s

1

s

1

!2

s

2

s

2

! : : :n

s

n

s

n

!

m! (�1)

m�t

1

�:::�t

m

1

t

1

t

1

!2

t

2

t

2

! : : :m

t

m

t

m

!
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� p

(s

1

+:::+s

n

)(t

1

+:::+t

m

)

:

�¥¯¥°¼, ¢¢®¤¿ ®¡®§ ·¥¨¿ i = s

1

+ s

2

+ : : :+ s

n

¨ j = t

1

+ t

2

+ : : :+ t

m

¨ ¨±¯®«¼§³¿ (7), ¯®«³· ¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬».

�«¥¤±²¢¨¥ 1. �·¨²»¢ ¿ (6), ´®°¬³«³ (8) ¬®¦® ¯°¥®¡° §®¢ ²¼

M (p;n;m) =

n

X

i=0

m

X

j=0

�

n

i

��

m

j

�

p

ij

=

n

X

i=0

�

n

i

�

(p

i

)

m

=

m

X

j=0

�

m

j

�

(p

j

)

n

;

(10)

®²ª³¤ , ¢ · ±²®±²¨, ±«¥¤³¥², ·²® M (p;n;m) = 0 ¯°¨ n > p

m

¨«¨

m > p

n

.

�®°¬³«  (10) ¯®§¢®«¿¥² ±³¹¥±²¢¥® ±®ª° ²¨²¼ ¢»·¨±«¨²¥«¼»¥

§ ²° ²».

�¥®°¥¬  2. �°¨  «¨·¨¨ ¤®±² ²®·®£® ®¡º¥¬  ¯ ¬¿²¨ ¤«¿ ¢»-

·¨±«¥¨¿ M (p;n;m) ¯® ´®°¬³«¥ (10) ²°¥¡³¥²±¿ O(nm) ®¯¥° ¶¨©.

� § ª«¾·¥¨¥ ¯°¨¢¥¤¥¬ ¤¢  ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ .

�¥®°¥¬  3. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ M

0

(p;n;m) ·¨±«® ¬ ²°¨¶ ° §¬¥° 

n�m ± ¯®¯ °® ° §«¨·»¬¨ ¥³«¥¢»¬¨ ±²°®ª ¬¨ ¨ ±²®«¡¶ ¬¨. �®-

£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢® °¥ª³°°¥²®¥ ±®®²®¸¥¨¥ (n;m > 1)

M

0

(p;n;m) = M (p;n;m)� nM

0

(p;n� 1;m)�

�mM

0

(p;n;m� 1) + nmM

0

(p;n� 1;m� 1)

±  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨

M

0

(p; 0; 0) = 1;

M

0

(p;n; 0) = M

0

(p; 0;m) = 0 ¯°¨ n;m > 0:

�¥®°¥¬  4. �¨±«® d-¬¥°»µ ¬ ²°¨¶ ± ½«¥¬¥² ¬¨ ¨§Z

p

° §¬¥° 

n

1

�n

2

� : : :�n

d

, ³ ª®²®°»µ ¢±¥ (d� 1)-¬¥°»¥ \±°¥§»", ¯®«³· ¥¬»¥

´¨ª±¨°®¢ ¨¥¬ ®¤®© ¨§ ª®®°¤¨ ², ° §«¨·», ° ¢®

M (p;n

1

; n

2

; : : : ; n

d

) =

n

1

X

i

1

=0

n

2

X

i

2

=0

: : :

n

d

X

i

d

=0

�

n

1

i

1

��

n

2

i

2

�

: : :

�

n

d

i

d

�

p

i

1

i

2

:::i

d

:
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����������

[1] �³«¼¤¥�., �¦¥ª±® �. �¥°¥·¨±«¨²¥«¼ ¿ ª®¬¡¨ ²®°¨ª :

�¥°. ±  £«. �.: � ³ª , 1990.

[2] �£®°»·¥¢ �.�. �²¥£° «¼®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¨ ¢»·¨±«¥¨¥ ª®¬-

¡¨ ²®°»µ ±³¬¬. � ³ª , 1977.

[3] �²¥«¨�. �¥°¥·¨±«¨²¥«¼ ¿ ª®¬¡¨ ²®°¨ª : �¥°. ±  £«. �.:

�¨°, 1990.

�

�¨¦¥£®°®¤±ª¨© £®±³¤ °±²¢¥»© ³¨¢¥°±¨²¥² ¨¬. �.�. �®¡ ·¥¢-

±ª®£®

������� ������ ������������ ���� �

������� �� ������������ ��������������

��������� ��� ���������� �����������

�������������� �� ������� ���������

M.�. �«¥µ¨ 

�

� ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ °¥ «¨§ ¶¨¿ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© ±µ¥¬ ¬¨ ¨§ ¥-

 ¤¥¦»µ ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ ¢ ¡ §¨± µ ¨§ ¤¢³µ¢µ®¤®¢»µ

´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ [1]. �µ¥¬  °¥ «¨§³¥² ´³ª¶¨¾ f(x

1

; : : : ;

x

n

); ¥±«¨ ¯°¨ ¯®±²³¯«¥¨¨   ¢µ®¤» ±µ¥¬»  ¡®°  ~a = (a

1

; : : : ; a

n

)

¯°¨ ®²±³²±²¢¨¨ ¥¨±¯° ¢®±²¥©   ¢»µ®¤¥ ±µ¥¬» ¯®¿¢«¿¥²±¿ § ·¥-

¨¥ f(~a): �±¥ ½«¥¬¥²» ±µ¥¬» ¥§ ¢¨±¨¬® ¤°³£ ®² ¤°³£  ± ¢¥°®¿²®±-

²¼¾  ( < 1=2) ¯®¤¢¥°¦¥» ®¤®²¨¯»¬ ª®±² ²»¬ ¥¨±¯° ¢-

®±²¿¬   ¢»µ®¤ µ ½«¥¬¥²®¢. �¥¨±¯° ¢®±²¨ ²¨¯  0   ¢»µ®¤ µ

½«¥¬¥²®¢ µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ²¥¬, ·²® ¢ ¨±¯° ¢®¬ ±®±²®¿¨¨ ´³ª-

¶¨® «¼»© ½«¥¬¥² °¥ «¨§³¥² ¯°¨¯¨± ³¾ ¥¬³ ¡³«¥¢³ ´³ª¶¨¾,  

¢ ¥¨±¯° ¢®¬ | ª®±² ²³ 0. � «®£¨·® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¥¨±¯° ¢-

®±²¨ ²¨¯  1   ¢»µ®¤ µ ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢.

�³±²¼ P

f(~a)

(S; ~a)� ¢¥°®¿²®±²¼ ¯®¿¢«¥¨¿ § ·¥¨¿ f (~a)   ¢»µ®-

¤¥ ±µ¥¬» S; °¥ «¨§³¾¹¥© f(~x); ¯°¨ ¢µ®¤®¬  ¡®°¥ ~a: �¥ ¤¥¦®±²¼

P(S) ±µ¥¬» S ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¬ ª±¨¬ «¼®¥ ¨§ ° §«¨·»µ ·¨±¥«

P

f(~a)

(S; ~a) ¯°¨ ¢±¥¢®§¬®¦»µ ¢µ®¤»µ  ¡®° µ ~a: � ¤¥¦®±²¼ ±µ¥-

¬», ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ° ¢  1� P (S):

�®±²°®¨²¼  ¡±®«¾²®  ¤¥¦³¾ ±µ¥¬³ (P (S) ! 0) ¯°¨ ¤ »µ

¥¨±¯° ¢®±²¿µ ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ´³ª¶¨¨ ¥¢®§¬®¦® [2]. �®§¨-

ª ¥² ¢®¯°®±, ª ª®© ¬ ª±¨¬ «¼®©  ¤¥¦®±²¨ ¬®¦® ¤®¡¨²¼±¿ ¯°¨
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¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ¥ ¤¥¦»µ ½«¥¬¥²®¢, ¯®¤¢¥°¦¥»µ ®¤®²¨¯»¬

ª®±² ²»¬ ¥¨±¯° ¢®±²¿¬   ¢»µ®¤ µ? �²¢¥²   ¥£® § ¢¨±¨² ®²

¡ §¨±  ¨ ²¨¯  ¥¨±¯° ¢®±²¥©.

�§¢¥±²®, ·²® ¯°®¨§¢®«¼»© ¡ §¨± ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¡³«¥¢»µ ´³ª-

¶¨©, ±®¤¥°¦ ¹¨© ´³ª¶¨¨ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥»µ, ®²«¨·»© ®² ¯°¨¢¥¤¥-

»µ ¨¦¥ ¡ §¨±®¢, ¯®«³· ¥²±¿ ¤®¡ ¢«¥¨¥¬ ®¤®© ¨«¨ ¥±ª®«¼ª¨µ

´³ª¶¨© ª ¥ª®²®°®¬³ ¡ §¨±³ ¨§ ±¯¨±ª  [3].

B

1

= f=g; B

2

= f#g; B

3

= f6!;�g; B

4

= f6 ;�g; B

5

= f6!;�g;

B

6

= f6 ;�g; B

7

= f!; 6!g; B

8

= f ; 6 g; B

9

= f&;�g; B

10

= f�;&;�g;

B

11

= f6 ; 1g; B

12

= f�;&; 1g; B

13

= f�;&; 0g; B

14

= f6!; 1g;

B

15

= f!;�g; B

16

= f ;�g; B

17

= f!;�g; B

18

= f ;�g;

B

19

= f_;�g; B

20

= f�;_;�g; B

21

= f!; 0g; B

22

= f�;_; 0g;

B

23

= f ; 0g; B

24

= f ; 6!g; B

25

= f!; 6 g; B

26

= f�;_; 1g:

�±¯®«¼§³¥¬»¥ ¯°¨ ¯¥°¥·¨±«¥¨¨ ¡ §¨±®¢ ®¡®§ ·¥¨¿ ´³ª¶¨© ¯°¨-

¢¥¤¥» ¨¦¥:

x=y = �x _ �y; x # y = �x&�y;

x � y = x&y _ �x&�y; x� y = x&�y _ �x&y;

x! y = �x _ y; x y = x _ �y;

x 6! y = x&�y; x 6 y = �x&y:

� ° ¡®²¥ [4] ¯®ª § ®, ·²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥, ¤®ª § ®¥ ¤«¿ ´³ª¶¨¨

¢ ¥ª®²®°®¬ ¡ §¨±¥ ¯°¨ ¥¨±¯° ¢®±²¿µ ²¨¯  0 (1), ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿

¤¢®©±²¢¥®© ´³ª¶¨¨ ¢ ¤¢®©±²¢¥®¬ ¡ §¨±¥ ¯°¨ ¥¨±¯° ¢®±²¿µ

²¨¯  1 (0). �®½²®¬³ ¤ «¥¥ ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¡ §¨±»¥ ½«¥¬¥-

²» ¯®¤¢¥°¦¥» ¥¨±¯° ¢®±²¿¬ ²¨¯  0   ¢»µ®¤ µ.

1. �«¿ ¡ §¨±  B

1

= fx=yg ¢ [4] ¯®ª § ®, ·²®:

1) «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© S ² ª®©, ·²® ¯°¨

 � 1=50 ¢¥°® P (S) � 2 + 8

2

+ 157

3

;

2) ¤«¿ «¾¡®© ´³ª¶¨¨ f(x

1

; : : : ; x

n

); ¥ ° ¢®© ª®±² ²¥, ¥ ¯°¥¤-

±² ¢¨¬®© ¢ ¢¨¤¥ f(~x) = �x

k

_ g(~x); k 2 f1; : : : ; ng; ¤«¿ °¥ «¨§ ¶¨¨ ª®-

²®°®© ²°¥¡³¥²±¿ ¥ ¬¥¥¥ ²°¥µ ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢, ¨ «¾¡®©

±µ¥¬» S, ¥¥ °¥ «¨§³¾¹¥©, ¯°¨  � 1=3 ¢¥°® P (S) � 2 � 3

2

+ 

3

:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨  ! 0 ¯®·²¨ ¢±¥ ´³ª¶¨¨ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼

±µ¥¬ ¬¨, ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°»µ  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ° ¢  2: � ²®·ª¨

§°¥¨¿  ¤¥¦®±²¨ ´³ª¶¨®¨°®¢ ¨¿ ½²¨ ±µ¥¬» ¡³¤³²  ±¨¬¯²®²¨-

·¥±ª¨  ¨«³·¸¨¬¨.

2. �«¿ B

2

= fx # yg ¢ [4] ¯®ª § ®, ·²®:
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1) «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© S ² ª®©, ·²® ¯°¨

 � 1=50 ¢¥°® P (S) �  + 2

2

+ 35

3

;

2) ¤«¿ «¾¡®© ´³ª¶¨¨ f; ¥ ° ¢®© ª®±² ²¥, ¨ «¾¡®© ±µ¥¬» S,

¥¥ °¥ «¨§³¾¹¥©, ¯°¨  � 1=2 ¢¥°® P (S) � :

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨  ! 0 ¢±¥ ´³ª¶¨¨, ª°®¬¥ ª®±² ²» 0,

¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬ ¬¨, ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°»µ  ±¨¬¯²®²¨·¥±-

ª¨ ° ¢  : � ²®·ª¨ §°¥¨¿  ¤¥¦®±²¨ ´³ª¶¨®¨°®¢ ¨¿ ½²¨ ±µ¥-

¬» ¡³¤³²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨  ¨«³·¸¨¬¨.

3. � ¡ §¨±¥ B

3

= f6!;�g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ �, °¥ «¨§³¾¹³¾ x # y;

¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ (x � y) 6! y: �»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª ¤«¿

±µ¥¬» �:

P

0

= 2 � 

2

¯°¨ ¢µ®¤®¬  ¡®°¥ (00),

P

1

= 0 ¯°¨ ¢µ®¤»µ  ¡®° µ (01), (10), (11).

�µ¥¬  � ¨¬¥¥² ²®² ¦¥  ¡®° ¢¥°®¿²®±²¥© ®¸¨¡®ª, ·²® ¨ ´³ª-

¶¨® «¼»© ½«¥¬¥² x # y; ¯¥°¥µ®¤¿¹¨© ¢ ¥¨±¯° ¢®¥ ±®±²®¿¨¥ ±

¢¥°®¿²®±²¼¾ 2 � 

2

: �®½²®¬³ ¯°¨¬¥¨¬® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ 1) ¯.2, ±®-

£« ±® ª®²®°®¬³ ¯°¨  � 1=100 «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼

±µ¥¬®© S, ¤«¿ ª®²®°®© ¢¥°® P (S) � 2 + 7

2

+ 268

3

:

4. � ¡ §¨±¥ B

4

= f6 ;�g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³, °¥ «¨§³¾¹³¾ x # y; ¬®-

¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ (x 6 (x � y): �¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª   ¢»µ®¤¥ ½²®©

±µ¥¬» ² ª¨¥ ¦¥, ª ª ³ ±µ¥¬» �. �®½²®¬³, ¯®¢²®°¿¿ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¯.3,

¯®«³· ¥¬, ·²® ¯°¨  � 1=100 «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼

±µ¥¬®© S, ¤«¿ ª®²®°®© ¢¥°® P (S) � 2 + 7

2

+ 268

3

:

5. � ¡ §¨±¥ B

5

= f6!;�g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³, °¥ «¨§³¾¹³¾ x # y; ¬®-

¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ �x 6! y: �¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª ¤«¿ ¥¥ ²¥ ¦¥, ·²® ¤«¿

±µ¥¬» �, ¯®½²®¬³ ¯°¨  � 1=100 «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼

±µ¥¬®© S, ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°®© P (S) � 2 + 7

2

+ 268

3

:

6. � ¡ §¨±¥ B

6

= f6 ;�g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³, °¥ «¨§³¾¹³¾ x # y; ¬®-

¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ x 6 �y: �¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª ¤«¿ ¥¥ ²¥ ¦¥, ·²® ¤«¿

±µ¥¬» �, ¯®½²®¬³ ¯°¨  � 1=100 «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼

±µ¥¬®© S, ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°®© P (S) � 2 + 7

2

+ 268

3

:

7. � ¡ §¨±¥ B

7

= f!; 6!g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³, °¥ «¨§³¾¹³¾ x # y;

¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ (x ! (x 6! x)) 6! y: �¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª ¤«¿

¥¥ ²¥ ¦¥, ·²® ¤«¿ ±µ¥¬» �, ¯®½²®¬³ ¯°¨  � 1=100 «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾

¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© S, ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°®© P (S) � 2 +

7

2

+ 268

3

:

8. � ¡ §¨±¥ B

8

= f ; 6 g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³, °¥ «¨§³¾¹³¾ x # y;

¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ x 6 ((x 6 x)  y): �¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª ¤«¿
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¥¥ ²¥ ¦¥, ·²® ¤«¿ ±µ¥¬» �, ¯®½²®¬³ ¯°¨  � 1=100 «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾

¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© S, ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°®© P (S) � 2 +

7

2

+ 268

3

:

9. � ¡ §¨±¥ B

9

= f&;�g

1) ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ B, °¥ «¨§³¾¹³¾ x # y; ¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³

�x&�y: �»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª ¤«¿ ±µ¥¬» B:

P

0

= 3 � 3

2

+ 

3

¯°¨ ¢µ®¤®¬  ¡®°¥ (00),

P

1

= 0 ¯°¨ ¢µ®¤»µ  ¡®° µ (01), (10), (11).

�µ¥¬  B ¨¬¥¥² ²®² ¦¥  ¡®° ¢¥°®¿²®±²¥© ®¸¨¡®ª, ·²® ¨ ´³ª-

¶¨® «¼»© ½«¥¬¥² x # y; ¯¥°¥µ®¤¿¹¨© ¢ ¥¨±¯° ¢®¥ ±®±²®¿¨¥ ±

¢¥°®¿²®±²¼¾ 3�3

2

+

3

: �®½²®¬³ ¯°¨¬¥¨¬® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ 1) ¯.2,

±®£« ±® ª®²®°®¬³ ¯°¨  � 1=150 «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®-

¢ ²¼ ±µ¥¬®© S, ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°®© P (S) � 3 + 15

2

+ 910

3

:

2) � ° ¡®²¥ [4] ¯®ª § ®, ·²® ¥±«¨ ±µ¥¬  S °¥ «¨§³¥² ´³ª¶¨¾

f(x

1

; : : : ; x

n

); ¥ ¯°¥¤±² ¢¨¬³¾ ¨ ¢ ®¤®¬ ¨§ ¢¨¤®¢ f(~x) = x

k

&g(~x)

¨«¨ f(~x) =

�

x

m

&h(~x); k;m 2 f1; : : : ; ng; ¨ ¯°¨  � 1=150 ¢¥°® P (S) �

3 + 15

2

+ 910

3

; ²® P (S) � (3 � 3

2

+ 

3

)(1� )

2

:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨  ! 0 ¯®·²¨ ¢±¥ ´³ª¶¨¨ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼

±µ¥¬ ¬¨, ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°»µ  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ° ¢  3: � ²®·ª¨

§°¥¨¿  ¤¥¦®±²¨ ´³ª¶¨®¨°®¢ ¨¿ ½²¨ ±µ¥¬» ¡³¤³²  ±¨¬¯²®²¨-

·¥±ª¨  ¨«³·¸¨¬¨.

10. � ¡ §¨±¥ B

10

= f�;&;�g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ ¨§ ·¥²»°¥µ ´³ª-

¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢, °¥ «¨§³¾¹³¾ x # y; ¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³

(x � (x� x))&(y � (x� x)):

�®±²°®¥ ¿ ±µ¥¬  ¨¬¥¥² ²®² ¦¥  ¡®° ¢¥°®¿²®±²¥© ®¸¨¡®ª,

·²® ¨ ±µ¥¬  �, °¥ «¨§³¾¹ ¿ x # y: �®½²®¬³ ¯°¨  � 1=150 «¾-

¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© S, ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°®©

P (S) � 3 + 15

2

+ 910

3

:

11. � ¡ §¨±¥ B

11

= f6 ; 1g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³, °¥ «¨§³¾¹³¾ x # y;

¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ x 6 (y 6 1):

�®±²°®¥ ¿ ±µ¥¬  ¨¬¥¥² ²®² ¦¥  ¡®° ¢¥°®¿²®±²¥© ®¸¨¡®ª,

·²® ¨ ±µ¥¬  �, °¥ «¨§³¾¹ ¿ x # y: �®½²®¬³ ¯°¨  � 1=150 «¾-

¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© S, ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°®©

P (S) � 3 + 15

2

+ 910

3

:

12. � ¡ §¨±¥ B

12

= f�;&; 1g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ ¨§ 5 ´³ª¶¨®-

 «¼»µ ½«¥¬¥²®¢, °¥ «¨§³¾¹³¾ x # y; ¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ (x �

1)&(1&(y�1)): �»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª ¤«¿ ¯®±²°®¥®© ±µ¥-

¬»:
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P

0

= 5 � 10

2

+ 10

3

� 5

4

+ 

5

¯°¨ ¢µ®¤®¬  ¡®°¥ (00),

P

1

= 0 ¯°¨ ¢µ®¤»µ  ¡®° µ (01); (10); (11).

�²  ±µ¥¬  ¨¬¥¥² ²®² ¦¥  ¡®° ¢¥°®¿²®±²¥© ®¸¨¡®ª, ·²® ¨ ´³ª-

¶¨® «¼»© ½«¥¬¥² x # y; ¯¥°¥µ®¤¿¹¨© ¢ ¥¨±¯° ¢®¥ ±®±²®¿¨¥

± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 5 � 10

2

+ 10

3

� 5

4

+ 

5

: �®½²®¬³ ¯°¨¬¥¨¬®

³²¢¥°¦¤¥¨¥ 1) ¯.2, ±®£« ±® ª®²®°®¬³ ¯°¨  � 1=250 «¾¡³¾ ´³ª-

¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© S, ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°®© P (S) �

5 + 40

2

+ 4185

3

� 5 + 57

2

:

13. � ¡ §¨±¥ B

13

= f�;&; 0g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³, °¥ «¨§³¾¹³¾ x # y;

¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ (x � 0)&(y � 0):

�®±²°®¥ ¿ ±µ¥¬  ¨¬¥¥² ²®² ¦¥  ¡®° ¢¥°®¿²®±²¥© ®¸¨¡®ª,

·²® ¨ ±µ¥¬  �, °¥ «¨§³¾¹ ¿ x # y: �®½²®¬³ ¯°¨  � 1=150 «¾-

¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© S, ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°®©

P (S) � 3 + 15

2

+ 910

3

:

14. � ¡ §¨±¥ B

14

= f6!; 1g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³, °¥ «¨§³¾¹³¾ x # y;

¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ (1 6! x) 6! y:

�®±²°®¥ ¿ ±µ¥¬  ¨¬¥¥² ²®² ¦¥  ¡®° ¢¥°®¿²®±²¥© ®¸¨¡®ª,

·²® ¨ ±µ¥¬  �, °¥ «¨§³¾¹ ¿ x # y: �®½²®¬³ ¯°¨  � 1=150 «¾-

¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© S, ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°®©

P (S) � 3 + 15

2

+ 910

3

:

�°¥¦¤¥ ·¥¬ ° ±±¬®²°¥²¼ ®±² «¼»¥ ¡ §¨±», ¤®ª ¦¥¬ ¥±ª®«¼ª®

¢±¯®¬®£ ²¥«¼»µ ³²¢¥°¦¤¥¨©.

�³±²¼ ±µ¥¬  � °¥ «¨§³¥² ´³ª¶¨¾ x=y ¨ ¨¬¥¥² ¢¥°®¿²®±²¨ ®¸¨-

¡®ª P

0

(C; (00)) = �; P

0

(C; (01)) = �; P

0

(C; (10)) = �; P

1

(C; (11)) = 0:

�¡®§ ·¨¬ P (C) = �:

�³±²¼ ±µ¥¬  S °¥ «¨§³¥² ´³ª¶¨¾ f ± ¥ ¤¥¦®±²¼¾ P (S): �®§¼-

¬¥¬ ·¥²»°¥ ½ª§¥¬¯«¿°  ±µ¥¬» S; ±®¥¤¨¨¬ ¨µ ¢»µ®¤» ±® ¢µ®¤ ¬¨

¤¢³µ ±µ¥¬ �,   ¢»µ®¤» ¯®«³·¥®© ±µ¥¬» ±®¢  ±®¥¤¨¨¬ ±® ¢µ®¤ -

¬¨ 3-£® ½ª§¥¬¯«¿°  ±µ¥¬» �. �¡®§ ·¨¬ ¯®±²°®¥³¾ ±µ¥¬³ S

�

:

�¥¬¬  1. �±«¨ 18�

2

� �; ²® P (S

�

) � 2�+2(�+�)P (S)+2(P (S))

2

:

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤®±² ²®·® ¢»·¨±«¨²¼ ¨ ®¶¥¨²¼ ±¢¥°µ³ ¢¥-

°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª   ¢»µ®¤¥ ±µ¥¬» S

�

:

�¥¬¬  2. �±«¨ � � 1=70; ²® «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼

±µ¥¬®© S; ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°®© P (S) � 3�:

�®ª § ²¥«¼±²¢® ² ª®¥ ¦¥ ª ª ¢ [4].

�§ «¥¬¬ 1 ¨ 2 ±«¥¤³¥²
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�¥®°¥¬  1. �±«¨ � � 1=70; 18�

2

� �; ±µ¥¬  S °¥ «¨§³¥² ´³ª¶¨¾

f ± ¥ ¤¥¦®±²¼¾ P (S) � 3�; ²® P (S

�

) � 2�+ 6(� + �)�+ 18(�)

2

:

15.� ¡ §¨±¥ B

15

= f!;�g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ C, °¥ «¨§³¾¹³¾ x=y;

¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ x ! �y: �»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª ¤«¿ ±µ¥-

¬» C:

P

0

(C; (00)) = ; P

0

(C; (01)) = ;

P

0

(C; (10)) = 2 � 

2

; P

1

(C; (11)) = 0:

�°¨  � 1=140 ³±«®¢¨¥ 18�

2

� � ¢»¯®«¿¥²±¿, ±µ¥¬  � ³¤®¢«¥-

²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» 1 (� = ; � = ; � = 2 � 

2

; � = 2 � 

2

:)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© D ± ¥-

 ¤¥¦®±²¼¾ P (D) � 2 + 108

2

:

16. � ¡ §¨±¥ B

16

= f ;�g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ C, °¥ «¨§³¾¹³¾ x=y;

¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ �x  y: �»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª ¤«¿ ±µ¥-

¬» C:

P

0

(C; (00)) = ; P

0

(C; (01)) = 2 � 

2

;

P

0

(C; (10)) = ; P

1

(C; (11)) = 0:

�°¨  � 1=140 ³±«®¢¨¥ 18�

2

� � ¢»¯®«¿¥²±¿, ±µ¥¬  � ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦®

°¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© D ± ¥ ¤¥¦®±²¼¾ P (D) � 2 + 108

2

:

17. � ¡ §¨±¥ B

17

= f!;�g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ C, °¥ «¨§³¾¹³¾

x=y; ¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ x ! (y ! (y � y)): �»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¨

®¸¨¡®ª ¤«¿ ±µ¥¬» C:

P

0

(C; (00)) = ; P

0

(C; (01)) = ;

P

0

(C; (10)) = 2 � 

2

; P

1

(C; (11)) = 0:

�°¨  � 1=140 ³±«®¢¨¥ 18�

2

� � ¢»¯®«¿¥²±¿, ±µ¥¬  � ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦®

°¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© D ± ¥ ¤¥¦®±²¼¾ P (D) � 2 + 108

2

:

18. � ¡ §¨±¥ B

18

= f ;�g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ C, °¥ «¨§³¾¹³¾

x=y; ¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ ((x � x) x)  y: �»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¨

®¸¨¡®ª ¤«¿ ±µ¥¬» C:

P

0

(C; (00)) = ; P

0

(C; (01)) = 2 � 

2

;

P

0

(C; (10)) = ; P

1

(C; (11)) = 0:

�°¨  � 1=140 ³±«®¢¨¥ 18�

2

� � ¢»¯®«¿¥²±¿, ±µ¥¬  � ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦®

°¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© D ± ¥ ¤¥¦®±²¼¾ P (D) � 2 + 108

2

:

19. � ¡ §¨±¥ B

19

= f_;�g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ C, °¥ «¨§³¾¹³¾ x=y;

¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ �x_ �y: �»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª ¤«¿ ±µ¥¬»

C:
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P

0

(C; (00)) =  + 

2

� 

3

, P

0

(C; (01)) = 2 � 

2

,

P

0

(C; (10)) = 2 � 

2

, P

1

(C; (11)) = 0:

�°¨  � 1=140 ³±«®¢¨¥ 18�

2

� � ¢»¯®«¿¥²±¿, ±µ¥¬  � ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦®

°¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© D ± ¥ ¤¥¦®±²¼¾ P (D) � 2 + 122

2

� 2

3

:

20. � ¡ §¨±¥ B

20

= f�;_;�g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ C ¨§ 4 ½«¥¬¥²®¢,

°¥ «¨§³¾¹³¾ x=y; ¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ (x � (x� x) _ (y � (x� x)):

�»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª ¤«¿ ±µ¥¬» C:

P

0

(C; (00)) =  + 

2

� 

3

, P

0

(C; (01)) = 2 � 

2

,

P

0

(C; (10)) = 2 � 

2

, P

1

(C; (11)) = 0:

�°¨  � 1=140 ³±«®¢¨¥ 18�

2

� � ¢»¯®«¿¥²±¿, ±µ¥¬  � ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦®

°¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© D ± ¥ ¤¥¦®±²¼¾ P (D) � 2 + 122

2

� 2

3

:

21. � ¡ §¨±¥ B

21

= f!; 0g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ C ¨§ 3 ½«¥¬¥²®¢,

°¥ «¨§³¾¹³¾ x=y; ¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ x ! (y ! 0): �»·¨±«¨¬ ¢¥-

°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª ¤«¿ ±µ¥¬» C:

P

0

(C; (00)) =  + 

2

� 

3

, P

0

(C; (01)) = ,

P

0

(C; (10)) = 2 � 

2

, P

1

(C; (11)) = 0:

�°¨  � 1=140 ³±«®¢¨¥ 18�

2

� � ¢»¯®«¿¥²±¿, ±µ¥¬  � ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦®

°¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© D ± ¥ ¤¥¦®±²¼¾ P (D) � 2 + 110

2

� 2

3

:

22. � ¡ §¨±¥ B

22

= f�;_; 0g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ C, °¥ «¨§³¾¹³¾

x=y; ¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ (x � 0) _ (y � 0): �»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¨

®¸¨¡®ª ¤«¿ ±µ¥¬» C:

P

0

(C; (00)) =  + 

2

� 

3

, P

0

(C; (01)) = 2 � 

2

,

P

0

(C; (10)) = 2 � 

2

, P

1

(C; (11)) = 0:

�°¨  � 1=140 ³±«®¢¨¥ 18�

2

� � ¢»¯®«¿¥²±¿, ±µ¥¬  � ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦®

°¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© D ± ¥ ¤¥¦®±²¼¾ P (D) � 2 + 122

2

� 2

3

:

23. � ¡ §¨±¥ B

23

= f ; 0g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ C, °¥ «¨§³¾¹³¾ x=y;

¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ (0  x)  y: �»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª

¤«¿ ±µ¥¬» C:

P

0

(C; (00)) =  + 

2

� 

3

, P

0

(C; (01)) = 2 � 

2

,

P

0

(C; (10)) = , P

1

(C; (11)) = 0:

�°¨  � 1=140 ³±«®¢¨¥ 18�

2

� � ¢»¯®«¿¥²±¿, ±µ¥¬  � ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦®

°¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© D ± ¥ ¤¥¦®±²¼¾ P (D) � 2 + 110

2

� 2

3

:
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24. � ¡ §¨±¥ B

24

= f ; 6!g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ C, °¥ «¨§³¾¹³¾

x=y; ¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ ((x 6! x) x) y: �»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¨

®¸¨¡®ª ¤«¿ ±µ¥¬» C:

P

0

(C; (00)) = , P

0

(C; (01)) = 2 � 

2

,

P

0

(C; (10)) = , P

1

(C; (11)) = 0:

�°¨  � 1=140 ³±«®¢¨¥ 18�

2

� � ¢»¯®«¿¥²±¿, ±µ¥¬  � ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦®

°¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© D ± ¥ ¤¥¦®±²¼¾ P (D) � 2 + 108

2

:

25. � ¡ §¨±¥ B

25

= f!; 6 g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ C, °¥ «¨§³¾¹³¾

x=y; ¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ x! (y ! (y 6 y)): �»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¨

®¸¨¡®ª ¤«¿ ±µ¥¬» C:

P

0

(C; (00)) = , P

0

(C; (01)) = ,

P

0

(C; (10)) = 2 � 

2

, P

1

(C; (11)) = 0:

�°¨  � 1=140 ³±«®¢¨¥ 18�

2

� � ¢»¯®«¿¥²±¿, ±µ¥¬  � ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦®

°¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© D ± ¥ ¤¥¦®±²¼¾ P (D) � 2 + 108

2

:

26. � ¡ §¨±¥ B

26

= f�;_; 1g ¯®±²°®¨¬ ±µ¥¬³ E ¨§ 4 ½«¥¬¥²®¢,

°¥ «¨§³¾¹³¾ x=y; ¬®¤¥«¨°³¿ ´®°¬³«³ (x � 1) _ (y � 1): �»·¨±«¨¬

¢¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª ¤«¿ ±µ¥¬» E:

P

0

(E; (00)) = 2 � 2

3

+ 

4

, P

0

(E; (01)) = 2 � 

2

,

P

0

(E; (10)) = 2 � 

2

, P

1

(E; (11)) =  � 

2

� 

3

+ 

4

:

�¥¬¬  3. �³±²¼ ±µ¥¬  E °¥ «¨§³¥² x=y ± ¢¥°®¿²®±²¿¬¨ ®¸¨-

¡®ª P

0

(C; (00)) = �; P

0

(C; (01)) = �; P

0

(C; (10)) = �; P

1

(C; (11)) = �:

�µ¥¬  S °¥ «¨§³¥² ¡³«¥¢³ ´³ª¶¨¾ f, ±µ¥¬  S

�

¯®±²°®¥  ¯® ±µ¥¬¥ S

ª ª ¢ «¥¬¬¥ 1 ± § ¬¥®© �   E. �®£¤  P (S

�

) � maxf2�+ � + 2(� +

�)P (S) + 2(P (S))

2

; �+ (� + �)(� + P (S)) + (� + 2P (S))

2

g:

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤®±² ²®·® ¢»·¨±«¨²¼ ¢¥°®¿²®±²¨ ®¸¨¡®ª

  ¢»µ®¤¥ ±µ¥¬» S

�

:

�¥¬¬  4. �±«¨ � � 1=240; ²® «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼

±µ¥¬®© S; ¥ ¤¥¦®±²¼ ª®²®°®© P (S) � 6�:

�®ª § ²¥«¼±²¢® ² ª®¥ ¦¥ ª ª ¢ [4].

�§ «¥¬¬ 3 ¨ 4 ±«¥¤³¥²

�¥®°¥¬  2. �±«¨ � � 1=240; 18�

2

� � + � (1 � � � � � � � 12�);

±µ¥¬  S °¥ «¨§³¥² ´³ª¶¨¾ f ± ¥ ¤¥¦®±²¼¾ P (S) � 6�; ²® ±µ¥¬ 

S

�

°¥ «¨§³¥² f; ¯°¨·¥¬ P (S

�

) � 2�+ � + 12(� + �)�+ 72(�)

2

:
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�°¨  � 1=480 ³±«®¢¨¥ 18�

2

� �+� (1�������12�) ¢»¯®«¿¥²±¿,

±µ¥¬  E ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» 2. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¾¡³¾

´³ª¶¨¾ ¬®¦® °¥ «¨§®¢ ²¼ ±µ¥¬®© D ± ¥ ¤¥¦®±²¼¾ P (D) �

5 + 384

2

:

�² ª, ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ 26 ¡ §¨±®¢ ¨§ ¤¢³µ¢µ®¤®¢»µ ´³ª¶¨® «¼»µ

½«¥¬¥²®¢ ¯°¨ ®¤®²¨¯»µ ª®±² ²»µ ¥¨±¯° ¢®±²¿µ ¬®¦® ¯®-

±²°®¨²¼ ±µ¥¬³, °¥ «¨§³¾¹³¾ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ¡³«¥¢³ ´³ª¶¨¾ ± ¬ ª-

±¨¬ «¼®© ¢¥°®¿²®±²¼¾ ®¸¨¡ª¨   ¢»µ®¤¥ ±° ¢¨¬®© ± ¥ ¤¥¦-

®±²¼¾ ®¤®£® ´³ª¶¨® «¼®£® ½«¥¬¥² .

� § ª«¾·¥¨¥  ¢²®° ¡« £®¤ °¨² ¯°®´¥±±®°  ��� ¨¬.�.�. �®¬®®-

±®¢  �.�.�¥¤¼ª¨  §  ¯®±² ®¢ª³ § ¤ ·¨ ¨ ¢¨¬ ¨¥ ª ° ¡®²¥. � ¡®-

²  ¢»¯®«¥  ¯°¨ ¯®¤¤¥°¦ª¥ �®±±¨©±ª®£® ´®¤  ´³¤ ¬¥² «¼»µ

¨±±«¥¤®¢ ¨©, ®¬¥° ¯°®¥ª²  98-01-00049

����������

[1] �³¯ ®¢�. �. �±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ®¶¥ª¨ ±«®¦®±²¨ ³¯° ¢«¿¾-

¹¨µ ±¨±²¥¬. �.: �§¤-¢® ���, 1984.

[2] � ° ±®¢�. �. � ±¨²¥§³  ¤¥¦»µ ±µ¥¬ ¨§ ¥ ¤¥¦»µ ½«¥-

¬¥²®¢. � ²¥¬. § ¬¥²ª¨, 1976, ².20, é 3, �.391-400.

[3] �®°¡ ²®¢�.�. �±®¢» ¢»±¸¥© ¬ ²¥¬ ²¨ª¨. �.: �»±¸ ¿ ¸ª®-

« , 1986.

[4] �«¥µ¨ �.�. �  ¤¥¦®±²¨ ±µ¥¬ ¨§ ¥ ¤¥¦»µ ´³ª¶¨®-

 «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ ¯°¨ ®¤®²¨¯»µ ª®±² ²»µ ¥¨±¯° ¢®±²¿µ  

¢»µ®¤ µ ½«¥¬¥²®¢. //�¨±ª°¥² ¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª , 1993, ².5, ¢»¯.2, ±.59-

74.

�

�¥§¥±ª¨© £®±³¤ °±²¢¥»© ³¨¢¥°±¨²¥²

����������� ���� ����������� ������� ���

�� ��������

�.�. �¥©¥±®

�

1. �°¨¬¥°. �³±²¼ U | ¥ª®²®°®¥ ª®¥·®¥ ¨«¨ ±·¥²®¥ ¬®¦¥±-

²¢®, L = 2

U

| ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬®¦¥±²¢  U .

�¡®§ ·¨¬ P ±¥¬¥©±²¢® ¥®²°¨¶ ²¥«¼»µ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ´³ª-

¶¨© F   L, ®¡« ¤ ¾¹¨µ ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢®¬:
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¤«¿ «¾¡»µ ª®¥·»µ ¯®¤¬®¦¥±²¢ A ¨ B ¬®¦¥±²¢  U , ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¾¹¨µ ¢ª«¾·¥¨¾ A � B, ¢»¯®«¿¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢®

X

A�C�B

(�1)

jCj�jBj

F (C) � 0:

� ¤ ·  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ®¯¨± ²¼ ¢±¥ ´³ª¶¨¨ F ² ª¨¥, ·²®

¤«¿ «¾¡®£® ¯®«®¦¨²¥«¼®£® ·¨±«  t ´³ª¶¨¿ F

t

¡³¤¥² ¯°¨ ¤«¥¦ ²¼

±¥¬¥©±²¢³ ´³ª¶¨© P, ². ¥. ¢»¿±¨²¼, ¯°¨ ª ª¨µ ³±«®¢¨¿µ   ´³ª-

¶¨¾ F ¤«¿ «¾¡®£® ¯®«®¦¨²¥«¼®£® ·¨±«  t ¨ ¤«¿ «¾¡»µ ª®¥·»µ

¯®¤¬®¦¥±²¢ A ¨ B ¬®¦¥±²¢  U , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ¢ª«¾·¥¨¾

A � B, ¢»¯®«¿¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢®

X

A�C�B

(�1)

jCj�jBj

F

t

(C) � 0:

�¯° ¢¥¤«¨¢® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥:

´³ª¶¨¿ F

t

¡³¤¥² ¯°¨ ¤«¥¦ ²¼ ±¥¬¥©±²¢³ ´³ª¶¨© P ¤«¿ «¾-

¡®£® ¯®«®¦¨²¥«¼®£® ·¨±«  t ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤ 

¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¤¢  ³±«®¢¨¿:

1) ¤«¿ «¾¡»µ ¯®¤¬®¦¥±²¢ A ¨ B ¬®¦¥±²¢  U ¥±«¨ F (A) 6= 0 ¨

F (B) 6= 0, ²®

F (A \B) 6= 0;

2) ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ´³ª¶¨¿ G ¨§ P, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ¯®¤¬®¦¥±-

²¢  A ¬®¦¥±²¢  U , ¥±«¨ F (A) 6= 0, ²®

F (A) = F (U )e

G(A)�G(U)

:

� ¤®ª« ¤¥ ¤ ¥²±¿ ®¡®¡¹¥¨¥ ½²®£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿.

2. �¥ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿. � ±²¨·® ³¯®°¿¤®·¥»¬ ¬®¦¥±-

²¢®¬ (���)  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®,   ª®²®°®¬ ¢¢¥¤¥® ¡¨ °®¥

®²®¸¥¨¥ ¯®°¿¤ª  �, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ³±«®¢¨¿¬ °¥´«¥ª±¨¢®±²¨,

 ²¨±¨¬¬¥²°¨·®±²¨ ¨ ²° §¨²¨¢®±²¨.

�®¤¬®¦¥±²¢® ��� ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ´¨«¼²°®¬, ¥±«¨ ¢¬¥±²¥ ± ª -

¦¤»¬ ½«¥¬¥²®¬ ¢ ¥£® ¢µ®¤¿² ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¡®«¼¸¨¥ ¥£®, ¨ ¯®¤-

¬®¦¥±²¢® ��� ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¨¤¥ «®¬, ¥±«¨ ¢¬¥±²¥ ± ª ¦¤»¬

½«¥¬¥²®¬ ¢ ¥£® ¢µ®¤¿² ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¬¥¼¸¨¥ ¥£®.

�«¿ «¾¡®£® ½«¥¬¥²  a ¨§ ��� ®¡®§ ·¨¬ I

a

£« ¢»© ¨¤¥ « ¤«¿

½«¥¬¥²  a, ²® ¥±²¼ ¬¨¨¬ «¼»© ¨¤¥ «, ±®¤¥°¦ ¹¨© ½«¥¬¥² a, ¨,
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  «®£¨·®, ¤«¿ «¾¡®£® ½«¥¬¥²  a ¨§ ��� ®¡®§ ·¨¬ F

a

£« ¢»©

´¨«¼²° ¤«¿ ½«¥¬¥²  a, ²® ¥±²¼ ¬¨¨¬ «¼»© ´¨«¼²°, ±®¤¥°¦ ¹¨©

½«¥¬¥² a.

�·¥¢¨¤®, ·²®

I

a

= fa

0

: a

0

� ag; F

a

= fa

0

: a

0

� ag:

�¥¸¥²ª®©  §»¢ ¥²±¿ ² ª®¥ · ±²¨·® ³¯®°¿¤®·¥®¥ ¬®¦¥±²¢®,

¢ ª®²®°®¬ ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ¤¢³µ «¾¡»µ £« ¢»µ ¨¤¥ «®¢ ¥±²¼ £« ¢»©

¨¤¥ «,   ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ¤¢³µ «¾¡»µ £« ¢»µ ´¨«¼²°®¢ ¥±²¼ £« ¢»©

´¨«¼²°.

� ª ±«¥¤³¥² ¨§ ½²®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿,   °¥¸¥²ª¥ ¬®¦® ¢¢¥±²¨ ¤¢¥

¡¨ °»¥ ®¯¥° ¶¨¨ ^ ¨ _, ¯®« £ ¿, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ ½«¥¬¥²®¢ °¥¸¥²ª¨

a ¨ b ½«¥¬¥²» a^b ¨ a_b ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±®®²®¸¥¨¿¬¨:

F

a

\ F

b

= F

a_b

; I

a

\ I

b

= I

a^b

:

�°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨¬¥°»  ¨¡®«¥¥ · ±²® ¨±¯®«¼§³¥¬»µ ¨ ¯°®±²»µ °¥-

¸¥²®ª.

�³±²¼ U | ¥ª®²®°®¥ ¬®¦¥±²¢®, 2

U

| ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯®¤¬®-

¦¥±²¢ U . �¯°¥¤¥«¨¬   2

U

¯®°¿¤®ª ¯® ®²®¸¥¨¾ ¢ª«¾·¥¨¿. �®£¤ 

° ±±¬®²°¥®¥ ¢ ¯.1 · ±²¨·® ³¯®°¿¤®·¥®¥ ¬®¦¥±²¢® 2

U

¡³¤¥² °¥-

¸¥²ª®©, ¯°¨ ½²®¬ ®¯¥° ¶¨¨ ^ ¨ _ ¡³¤³² ±®¢¯ ¤ ²¼ ± ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ¯¥-

°¥±¥·¥¨¿ ¨ ®¡º¥¤¨¥¨¿ ¬®¦¥±²¢, ²® ¥±²¼ ¤«¿ «¾¡»µ ¯®¤¬®¦¥±²¢

A ¨ B ¬®¦¥±²¢  U ¡³¤³² ¢»¯®«¿²¼±¿ ±®®²®¸¥¨¿

A _B = A [B; A ^B = A \B:

�³±²¼ n | ¥ª®²®°®¥  ²³° «¼®¥ ·¨±«®. �®£¤    ¬®¦¥±²¢ µ

R

n

¨ Z

n

¬®¦¥¬ ¢¢¥±²¨ ®²®¸¥¨¥ ¯®°¿¤ª  ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ¤«¿

«¾¡»µ ½«¥¬¥²®¢ a = (a

1

; : : : ; a

n

) ¨ b = (b

1

; : : : ; b

n

) ®²®¸¥¨¥ a � b

¢»¯®«¿¥²±¿ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  a

i

� b

i

¤«¿ ¢±¥µ i = 1; : : :n.

�²¨ · ±²¨·® ³¯®°¿¤®·¥»¥ ¬®¦¥±²¢  ² ª¦¥ ¿¢«¿¾²±¿ °¥¸¥²ª -

¬¨, ¯°¨ ½²®¬ ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ±®®²®¸¥¨¿

a _ b =

�

max(a

1

; b

1

);max(a

2

; b

2

); : : : ;max(a

n

; b

n

)

�

;

a ^ b =

�

min(a

1

; b

1

);min(a

2

; b

2

); : : : ;min(a

n

; b

n

)

�

:

3. �®°¬³«¨°®¢ª  § ¤ ·¨ ¨ °¥§³«¼² ²®¢. �³±²¼ L | ¥ª®²®-

° ¿ °¥¸¥²ª , � | ±¨£¬ - «£¥¡° , ¯®°®¦¤¥ ¿ £« ¢»¬¨ ¨¤¥ « ¬¨
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°¥¸¥²ª¨ L,   M | ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¢¥°®¿²®±²»µ ¬¥°   ±¨£¬ -

 «£¥¡°¥ �.

�«¿ «¾¡®© ¬¥°» � ¨§ M ´³ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F

�

¬¥°» �

¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¥®²°¨¶ ²¥«¼³¾ ´³ª¶¨¾   L, ®¯°¥¤¥«¥³¾ ±«¥-

¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ¤«¿ «¾¡®£® ½«¥¬¥²  a ¨§ L

F

�

(a) = �(I

a

):

� ª ª ª ±¨£¬ - «£¥¡°  � ¯®°®¦¤¥  £« ¢»¬¨ ¨¤¥ « ¬¨ °¥¸¥²ª¨ L,

²® ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F

�

®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥² ¬¥°³ � ¨§M.

�«¿ «¾¡®£® ±«³· ©®£® ½«¥¬¥²  � ±® § ·¥¨¿¬¨ ¢ L ®¤®§ ·-

® ®¯°¥¤¥«¨¬ ®²¢¥· ¾¹³¾ ¥¬³ ¬¥°³ � ¨§ M, ¯®« £ ¿ ¤«¿ «¾¡®£®

¬®¦¥±²¢  A ¨§ �

�(A) = P

�

� 2 A

�

(§¤¥±¼ ®¡®§ · ¥¬ P(E) ¢¥°®¿²®±²¼ ±®¡»²¨¿ E).

�·¥¢¨¤®, ·²® °¥¸¥²®· ¿ ®¯¥° ¶¨¿ ^ : L� L �! L ¿¢«¿¥²±¿ ¨§-

¬¥°¨¬®© ®²®±¨²¥«¼® ±¨£¬ - «£¥¡°» �. �®½²®¬³ ¤«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ

±«³· ©»µ ½«¥¬¥²®¢ �

1

¨ �

2

±® § ·¥¨¿¬¨ ¢ L ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼

±«³· ©»© ½«¥¬¥² �   L, ¯®« £ ¿ � = �

1

^ �

2

. �±«¨ ¯°¨ ½²®¬ ±«³-

· ©»¥ ½«¥¬¥²» �

1

¨ �

2

¥§ ¢¨±¨¬»,   �

1

, �

2

¨ � | ¬¥°» ¨§ M,

®²¢¥· ¾¹¨¥ ±«³· ©»¬ ½«¥¬¥² ¬ �

1

, �

2

¨ � ±®®²¢¥²±²¢¥®, ²® ¡³-

¤¥² ¢»¯®«¿²¼±¿ ±®®²®¸¥¨¥

F

�

= F

�

1

F

�

2

:

�¯°¥¤¥«¥¨¥: �«³· ©»© ½«¥¬¥² �  §»¢ ¥²±¿ ¡¥§£° ¨·® ¤¥-

«¨¬»¬, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£®  ²³° «¼®£® n ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ®¤¨ -

ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»¥ ±«³· ©»¥ ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ½«¥¬¥²» �

1n

; : : : ; �

nn

,

·²®

� = �

1n

^ : : :^ �

nn

:

�®®²¢¥²±²¢¥®, ¬¥°  � ¨§M  §»¢ ¥²±¿ ¡¥§£° ¨·® ¤¥«¨¬®© ¢ ²®¬

¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¤«¿ «¾¡®£®  ²³° «¼®£® n ´³ª¶¨¿

F

1=n

�

¿¢«¿¥²±¿ ´³ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¥ª®²®°®© ¬¥°» ¨§M.

� ° ¡®²¥ [1] ¯®±²°®¥ ®¡¸¨°»© ª« ±± ¡¥§£° ¨·® ¤¥«¨¬»µ ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨©   ¤¨±²°¨¡³²¨¢»µ °¥¸¥²ª µ.

�¥§£° ¨·® ¤¥«¨¬»¥ ±«³· ©»¥ ½«¥¬¥²» °¥¸¥²ª¨ ¿¢«¿¾²±¿

  «®£®¬ ¡¥§£° ¨·® ¤¥«¨¬»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ c ¢¥¹¥±²¢¥»-

¬¨ § ·¥¨¿¬¨ (¢¥¹¥±²¢¥ ¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  �  §»¢ ¥²±¿ ¡¥§-
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£° ¨·® ¤¥«¨¬®©, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£®  ²³° «¼®£® n ±³¹¥±²¢³¾² ² -

ª¨¥ ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»¥ ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨»

�

1n

; : : : ; �

nn

, ·²® � = �

1n

+ : : :+ �

nn

).

�«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¬®¦¥±²¢  ¢±¥µ ¡¥§£° ¨·® ¤¥«¨¬»µ ±«³· ©-

»µ ¢¥«¨·¨ ¢ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥© ±«³¦¨² ²¥®°¥¬  �¥¢¨-�¨·¨ .

�°¨¢®¤¨¬ ¿ ¨¦¥ ²¥®°¥¬  ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥²®·»¬   «®£®¬ ²¥®-

°¥¬» �¥¢¨-�¨·¨ .

�¥®°¥¬  1. �¥®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ´³ª¶¨¿ F   L ¿¢«¿¥²±¿ ´³ª¶¨-

¥© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¡¥§£° ¨·® ¤¥«¨¬®© ¬¥°» ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬

±«³· ¥, ª®£¤ 

1) ¤«¿ «¾¡»µ ½«¥¬¥²®¢ a ¨ b ¨§ L, ¥±«¨ F (a) 6= 0 ¨ F (b) 6= 0, ²®

F (a ^ b) 6= 0;

2) ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ±¨£¬ - ¤¤¨²¨¢ ¿ (¢®§-

¬®¦®, ¥®£° ¨·¥ ¿) ¬¥°  �   ±¨£¬ - «£¥¡°¥ �, ·²® ¤«¿ «¾¡®£®

½«¥¬¥²  a ¨§ L ¥±«¨, F (a) 6= 0, ²® ¢»¯®«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥

F (a) = e

��(LnI

a

)

:

�«¿ ª®¥·»µ °¥¸¥²®ª ½²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¡»«® ¯®«³·¥® ¢ ¥®¯³¡-

«¨ª®¢ ®© ¤¨¯«®¬®© ° ¡®²¥ �.�. �¥²¨»¬.

� ±«³· ¥, ª®£¤  °¥¸¥²ª  L ª®¥· , ³±«®¢¨¥ 1 ½²®© ²¥®°¥¬» ½¢¨-

¢ «¥²® ±«¥¤³¾¹¥¬³:

1

0

) ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ½«¥¬¥² a

0

¨§ L, ·²® ¥° ¢¥±²¢® F (a) 6= 0

¢»¯®«¿¥²±¿ ¤«¿ ²¥µ ¨ ²®«¼ª® ²¥µ ½«¥¬¥²®¢ a ¨§ L, ¤«¿ ª®²®°»µ

¢»¯®«¿¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢® a � a

0

.

����������

[1] �²®¥¶�.�., �¥°¥¸¥¢±ª¨©�.�. �¥§£° ¨·® ¤¥«¨¬»¥ ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢¥°®¿²®±²¥©   °¥¸¥²ª µ. // �«£¥¡°  ¨   «¨§, ². 5

(1993 £.), ¢»¯. 6.

[2] �¨°ª£®´�. �¥®°¨¿ °¥¸¥²®ª. �¥°. ±  £«. �.: � ³ª , 1984.

[3] �.�. �®«¬®£®°®¢, �. �.�®¬¨. �«¥¬¥²» ²¥®°¨¨ ´³ª¶¨© ¨

´³ª¶¨® «¼®£®   «¨§ . �: � ³ª , 1972.
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�

, �.�.�«¥¡®¢

�

25

�� ����� ����������� ��������

������� ������

�. �. �®°®¤¨

�

, �. �. �«¥¡®¢

�

�±«¨ ¢ ¯«®±ª®¬ £° ´¥ °¥¡°® ¨¶¨¤¥²® ¤¢³¬ ²°¥³£®«¼»¬ £° -

¿¬, ²® ®®  §»¢ ¥²±¿ ±« ¡»¬,   ¥±«¨ ²®«¼ª® ®¤®© ²°¥³£®«¼®©

£° ¨, ²® ¯®«³±« ¡»¬. �¥± °¥¡°  ¥±²¼ ±³¬¬  ±²¥¯¥¥© ¥£® ª®¶¥¢»µ

¢¥°¸¨.

�®°®¤¨ [1] ¤®ª § «, ·²® «¾¡®© ¥¯³±²®© ¯«®±ª¨© £° ´ ±®¤¥°¦¨²

«¨¡® ±« ¡®¥ °¥¡°® ¢¥±  ¥ ¡®«¥¥ 13, «¨¡® ¯®«³±« ¡®¥ °¥¡°® ¢¥±  ¥ ¡®-

«¥¥ 10, «¨¡® °¥¡°® ¢¥±  ¥ ¡®«¥¥ 8, ¯°¨·¥¬ ¢±¥ £° ¨¶» ¤®±²¨¦¨¬».

� [2] ¡»« ¤®ª §  ¤°³£®© ¯®µ®¦¨© ´ ª²: ª ¦¤»© ±¢¿§»© ¯«®±ª¨©

£° ´ ¥ ¬¥¥¥ ·¥¬ ± ¤¢³¬¿ ¢¥°¸¨ ¬¨ ±®¤¥°¦¨² «¨¡® ¤¢¥ ¢¥°¸¨»

± ±³¬¬®© ±²¥¯¥¥© ¥ ¡®«¥¥ 5, «¨¡® ¤¢¥ ¢¥°¸¨»   ° ±±²®¿¨¨ 2

± ±³¬¬®© ±²¥¯¥¥© ¥ ¡®«¥¥ 7, «¨¡® ±« ¡®¥ °¥¡°® ¢¥±  ¥ ¡®«¥¥ 11,

«¨¡® ¯®«³±« ¡®¥ °¥¡°® ¢¥±  ¥ ¡®«¥¥ 9, «¨¡® °¥¡°® ¢¥±  ¥ ¡®«¥¥ 7.

�  ¿ ±²°³ª²³° ¿ ²¥®°¥¬  ¨±¯®«¼§®¢ « ±¼ ¢ [2] ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²-

¢  ²®£®, ·²® ¨§ «¾¡®£® ¯«®±ª®£® £° ´  ³¤ «¥¨¥¬ ¥ ¡®«¥¥ 5 °¥¡¥°

¬®¦® ¯®«³·¨²¼ £° ´, ®¡« ¤ ¾¹¨© ¥²°¨¢¨ «¼»¬  ¢²®¬®°´¨§¬®¬.

�¤ ª® ± ¬  ½²  ±²°³ª²³° ¿ ²¥®°¥¬  ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¥³«³·¸ ¥¬®© ¢

²®¬ ±¬»±«¥, ·²® ¥ ¢±¥ ³ª § »¥ ¢ ¥© ®¶¥ª¨ ¤®±²¨¦¨¬». � ¬¨

¤®ª §  ±«¥¤³¾¹¨© ³±¨«¥»© ¢ °¨ ² ¤ ®© ²¥®°¥¬» ± ¥³«³·¸ -

¥¬»¬¨ ®¶¥ª ¬¨.

�¥®°¥¬  1. � ¦¤»© ±¢¿§»© ¯«®±ª¨© £° ´ ¥ ¬¥¥¥ ·¥¬ ± ¤¢³¬¿

¢¥°¸¨ ¬¨ ±®¤¥°¦¨² ®¤¨ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ´° £¬¥²®¢:

 ) ¤¢¥ ¢¥°¸¨» ± ±³¬¬®© ±²¥¯¥¥© ¥ ¡®«¥¥ 4;

¡) ¤¢¥ ¢¥°¸¨» ±²¥¯¥¨ 3   ° ±±²®¿¨¨ 2;

¢) ±« ¡®¥ °¥¡°® ¢¥±  ¥ ¡®«¥¥ 11;

£) ¯®«³±« ¡®¥ °¥¡°® ¢¥±  ¥ ¡®«¥¥ 9;

¤) °¥¡°® ¢¥±  ¥ ¡®«¥¥ 7.

�±¥ ®¶¥ª¨ ¥³«³·¸ ¥¬».

�®ª § ²¥«¼±²¢® ®±®¢ ®   ²¥µ¨ª¥ ¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ½©«¥°®-

¢»µ ¢ª« ¤®¢. �«¿ ²®£® ·²®¡» ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ¢±¥ ®¶¥ª¨ ¤®±²¨£ ¾²-

±¿, ¯®±²°®¥» ¯°¨¬¥°» ±«¥¤³¾¹¨µ ¯«®±ª¨µ £° ´®¢: ¤«¿ ±«³· ¿  )

¢±¥ ¯®«»¥ ¤¢³¤®«¼»¥ £° ´» K

2;n

¯°¨ n � 6; ¤«¿ ±«³· ¿ ¡) ²°¨-

 £³«¿¶¨¿, ¯®«³· ¥¬ ¿ ¤®¡ ¢«¥¨¥¬ ¢ ª ¦¤³¾ ¨§ £° ¥© ¨ª®± ½¤° 
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¢¥°¸¨» ±²¥¯¥¨ 3; ¤«¿ ±«³· ¿ ¢) ²°¨ £³«¿-

¶¨¿, ¯®«³· ¥¬ ¿ ¤®¡ ¢«¥¨¥¬ ¢ ª ¦¤³¾ ¨§ £° -

¥© ¨ª®± ½¤°  ²°¥³£®«¼®© °¥¸¥²ª¨; ¤«¿ ±«³· ¿

£) £° ´, ¯®«³· ¥¬»© § ¬¥®© ª ¦¤®© £° ¨ ®ª-

² ½¤°    ª®´¨£³° ¶¨¾, ¯®ª § ³¾   °¨±. 1;

¤«¿ ±«³· ¿ ¤) ·¥²»°¥ £³«¿¶¨¿, ¯®«³· ¥¬ ¿ ¤®-

¡ ¢«¥¨¥¬ ¢ ª ¦¤³¾ ¨§ £° ¥© ª³¡  ·¥²»°¥µ-

³£®«¼®© °¥¸¥²ª¨.

p r r r p

r r r r

r r r

r r

T

T

�

�

T

T

�

�

�

�
A

A

T

T

�

�
A

A

�

�

A

A

�

�

p p p r p p p

p

p

pp

p

p̀

p

p

p

p

p

p

p

p

p p p

p

p

p

p

p

p

�¨±. 1

� ¡®²  ¯®¤¤¥°¦   £° ²®¬ ���� (é 00-01-00916),   ² ª¦¥ £° -

²®¬ �¨¢¥°±¨²¥²» �®±±¨¨ (é 1792) | ¯°®£° ¬¬  ´³¤ ¬¥² «¼»µ

¨±±«¥¤®¢ ¨©.

����������

[1] O.V.Borodin (1992). Joint extension of two Kotzig's theorems

on 3-polytopes. // Combinatorica, 13, 121{130.

[2] V.A.Aksenov, O.V.Borodin, L. S.Mel'nikov, G.Sabidussi,

M.Stiebitz, B.Toft (1999). Deeply asymmetric planar graphs. //

Journal of Combinatorial Theory B, submitted.
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�.�.�®°®¥ª®

�

� ¥¥ (±¬. [1]) ¡»«  ¨§³·¥  ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ § ¤ · ¬¨ ® ·¨±«¥ ¬®-

®²®»µ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©, ® ·¨±«¥ ±¨±²¥¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢, § ¬ª³-

²»µ ®²®±¨²¥«¼® ¯¥°¥±¥·¥¨©, ¨ °¿¤®¬ § ¤ ·, ±¢¿§ »µ ± ¬®¤¥«¿-

¬¨ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¤«¿ ¡ § ¤ »µ. � [1] ¡»«  ¯®«³·¥   ±¨¬¯²®²¨ª 

«®£ °¨´¬  ·¨±«  ±¨±²¥¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢, § ¬ª³²»µ ®²®±¨²¥«¼® ¯¥-

°¥±¥·¥¨¿, ¨, ª ª ±«¥¤±²¢¨¥, ¤«¿ ·¨±«  ¢±¥µ ¢®§¬®¦»µ ®¯¥° ¶¨©

§ ¬»ª ¨¿   n-½«¥¬¥²®¬ ¬®¦¥±²¢¥.

� ¬»ª ¨¥¬ [ ]   ¬®¦¥±²¢¥ M  §»¢ ¥²±¿ ®²®¡° ¦¥¨¥ 2

M

¢

±¥¡¿, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ²°¥¬ ³±«®¢¨¿¬: 1) ¥±«¨ A � B, ²® [A] � [B];

¤«¿ ¢±¥µ A ¢»¯®«¿¥²±¿ 2) A � [A], 3) [[A]] = [A]. �±«¨ x | ¢¥ª²®°
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¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ ½«¥¬¥²®¢ ¯®¤¬®¦¥±²¢  ¬®¦¥±²¢³ M (µ ° ª²¥-

°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ),   '(x) | ¢¥ª²®° ¯°¨ ¤«¥¦-

®±²¨ ½«¥¬¥²®¢ § ¬»ª ¨¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢  ¬®¦¥±²¢³M , ²® ³±«®¢¨¿

1){3) ±®®²¢¥²±²¢¥® ½ª¢¨¢ «¥²» ³±«®¢¨¿¬:

8x8y x � y =) '(x) � '(y) (¬®®²®®±²¼) (1)

8x '(x) � x (½ª±²¥±¨¢®±²¼) (2)

8x '('(x)) = '(x) (§ ¬ª³²®±²¼) (3)

�±«¨ ³·¨²»¢ ²¼ ª° ²»¥ ¨«¨ ¥·¥²ª¨¥ ¢µ®¦¤¥¨¿ ½«¥¬¥²®¢, ²®

¢®§¨ª ¥² § ¤ ·  ® ¯®¤±·¥²¥ ¬®£®§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨©, ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¾¹¨µ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬.

�¥°¥§ V

i;j

n

(�) ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ¬®¦¥±²¢® ®²®¡° ¦¥¨© n-© ¤¥-

ª °²®¢®© ±²¥¯¥¨ · ±²¨·®£® ¯®°¿¤ª  � ¢ ±¥¡¿, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ

³±«®¢¨¿¬ i; j.

�  ±²®¿¹¥© ° ¡®²¥ ³±² ®¢«¥» ±«¥¤³¾¹¨¥ °¥§³«¼² ²»:

log

k

jV

1

n

(�)j � log

k

jV

1;3

n

(�)j � �

1

(�)k

n

p

n ¯°¨ n!1;

log

k

jV

1;2

n

(�)j � �

2

(�)k

n

p

n ¯°¨ n!1; (�

1

> �

2

� 0);

log

k

jV

2

n

(�)j � log

k

jV

2;3

n

(�)j � �

3

(�)k

n

n ¯°¨ n!1:

� ·¥¨¿ ª®±² ² � ¢»·¨±«¥» ²®·®. �°®¬¥ ½²®£® ³±² ®¢«¥

ª°¨²¥°¨© ° ¢¥±²¢  �

2

= 0: ¥®¡µ®¤¨¬»¬ ¨ ¤®±² ²®·»¬ ³±«®¢¨¥¬

¢»¯®«¥¨¿ ½²®£® ±®®²®¸¥¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ®²±³²±²¢¨¥ ² ª®© ª®±² -

²» a ¢ E

k

, ·²® ±°¥¤¨ ¡�o«¼¸¨µ ¥¥ ¢ ±¬»±«¥ · ±²¨·®£® ¯®°¿¤ª  � ¥±²¼

 ¨¬¥¼¸ ¿.

� ¡®²  ¢»¯®«¥  ¯°¨ ¯®¤¤¥°¦ª¥ ���� (ª®¤ ¯°®¥ª²  00-01-00351)

����������

[1] �«¥ª±¥¥¢ �.�. � ·¨±«¥ ±¥¬¥©±²¢ ¯®¤¬®¦¥±²¢, § ¬ª³²»µ

®²®±¨²¥«¼® ¯¥°¥±¥·¥¨¿. // �¨±ª°¥² ¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª . �. 1, �»¯.

2, 1989. C. 129{136.

�

�®±ª®¢±ª¨© £®±³¤ °±²¢¥»© ³¨¢¥°±¨²¥² ¨¬. �.�. �®¬®®±®¢ ,

´ ª³«¼²¥² ¢»·¨±«¨²¥«¼®© ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¨ ª¨¡¥°¥²¨ª¨
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�������� ��������� f-��������

������������ 4-������� ����

�. �. �°³§¤¥¢

�

� ¤®ª« ¤¥  ©¤¥® ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ f -¢¥ª²®°®¢ ²°¨ £³«¿¶¨©

4-¬¥°®£® ª³¡ .

�» ¡³¤¥¬ ¨§³· ²¼ ²°¨ £³«¿¶¨¨ d-¬¥°®£® ª³¡  P

d

. �¨¨-

¬ «¼®¥ ·¨±«® ±¨¬¯«¥ª±®¢ ¢ ²°¨ £³«¿¶¨¨ P

d

®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ �(d).

�¶¥ª¨ ¤«¿ �(d) ¨§³· «¨±¼ ¢ [3, 10, 11]. �¥°¢»© ¥²°¨¢¨ «¼»© °¥-

§³«¼² ² �(3) = 5 ³±² ®¢«¥ ¢ [9]. �®«®±²¼¾ ¬®¦¥±²¢® ²°¨ £³-

«¿¶¨© P

3

¡»«® ®¯¨± ® ¢ [8]. �¥±ª®«¼ª®  ¢²®°®¢ [4, 10] ¤®ª § «¨,

·²® �(4) = 16. � [10, 11] ³±² ®¢«¥®, ·²® 60 � �(5) � 67. �®±«¥

½²®£® ¡»«® ¤®ª § ® [6], ·²® �(5) = 67. �¢¥¤¥¬ f-¢¥ª²®° ²°¨ £³-

«¿¶¨¨, ª®¬¯®¥²» ª®²®°®£® ¥±²¼ ª®«¨·¥±²¢® £° ¥© ²°¨ £³«¿¶¨¨

° §«¨·»µ ° §¬¥°®±²¥©. �«¿ P

d

¬®¦® ¯®±² ¢¨²¼ ¥±ª®«¼ª® § ¤ ·:

 µ®¦¤¥¨¥ �(d), ®¯¨± ¨¥ ¬®¦¥±²¢  ¢±¥µ f-¢¥ª²®°®¢ ²°¨ £³«¿¶¨©

P

d

, ®¯¨± ¨¥ ¬®¦¥±²¢  ¢±¥µ ²°¨ £³«¿¶¨© P

d

, § ¬¥²¨¢, ·²® ª ¦-

¤ ¿ ±«¥¤³¾¹ ¿ °¥¸ ¥² ¯°¥¤»¤³¹³¾. �¤¥±¼ °¥¸¥  § ¤ ·  ®¯¨± ¨¿

¬®¦¥±²¢  ¢±¥µ f-¢¥ª²®°®¢ ²°¨ £³«¿¶¨© P

4

.

� ±±¬®²°¨¬ d-¬¥°»© ¢»¯³ª«»© ¬®£®£° ¨ª M , ª®²®°»© ¡³-

¤¥¬  §»¢ ²¼ ¯®«¨²®¯®¬. �¥°¥§ �

i

(M ) ®¡®§ ·¨¬ ¬®¦¥±²¢® i-

¬¥°»µ £° ¥© ¯®«¨²®¯  M ¨ ¯®«®¦¨¬ f

M

i

= j�

i

(M )j, i = 0; : : : ; d.

�³±²¼ �(M ) =

S

d

i=0

�

i

(M ) | ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ £° ¥© ¯®«¨²®¯  M .

�±«¨ j�

0

(M )j = d+ 1, ²® M ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ d-¬¥°»¬ ±¨¬¯«¥ª±®¬.

�®¦¥±²¢® ²®·¥ª A = fa

1

; : : : ; a

n

g, a

i

2 R

d

, i = 1; : : : ; n, ¢»-

¯³ª«³¾ ®¡®«®·ª³ ª®²®°®£® ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ [A],  §®¢¥¬ d-¬¥°®©

²®·¥·®© ª®´¨£³° ¶¨¥©, ¥±«¨ [A] | d-¬¥°»© ¯®«¨²®¯.

�°¨ £³«¿¶¨¥© T (A) d-¬¥°®© ²®·¥·®© ª®´¨£³° ¶¨¨ A  §®¢¥¬

¬®¦¥±²¢® T (A) = fS

1

; : : : ; S

t

g d-¬¥°»µ ±¨¬¯«¥ª±®¢ S

1

; : : : ; S

t

² -

ª®¥, ·²®:

(C

1

) [A] =

S

t

�=1

S

�

,

(C

2

) �

0

(S

�

) � A; � = 1; : : : ; t,

(C

3

) S

�

\ S

�

= [�

0

(S

�

) \ �

0

(S

�

)]; �; � = 1; : : : ; t.

�±«¨ A = �

0

([A]), ²® ²°¨ £³«¿¶¨¾ T (A)  §®¢¥¬ ²°¨ £³«¿¶¨¥©

¯®«¨²®¯  [A].

�³±²¼ �

i

(T (A)) =

S

t

�=1

�

i

(S

�

) | ¬®¦¥±²¢® i-¬¥°»µ £° ¥©

²°¨ £³«¿¶¨¨ T (A), f

T (A)

i

= j�

i

(T (A))j | ª®«¨·¥±²¢® i-¬¥°»µ £° -
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¥© ²°¨ £³«¿¶¨¨ T (A), i = 0; : : : ; d. �³±²¼ �(T (A)) =

S

d

i=0

�

i

(T (A))

| ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ £° ¥© ²°¨ £³«¿¶¨¨ T (A). �¯° ¢¥¤«¨¢» ±«¥¤³-

¾¹¨¥ «¥¬¬»:

�¥¬¬  1. 8F

1

; F

2

2 �(T (A)) F

1

\F

2

= [�

0

(F

1

) \ �

0

(F

2

)].

�¥¬¬  2. �«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ a 2 �([A]) ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿

£° ¼ F 2 �(T (A)) ²°¨ £³«¿¶¨ T (A), ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ²®·ª³ a 2 int(F )

¢³²°¨ ±¥¡¿.

�° ¼ F ²°¨ £³«¿¶¨¨ T (A)  §®¢¥¬ ¢³²°¥¥©, ¥±«¨ ®  ¨¬¥¥²

¢³²°¥¨¥ ²®·ª¨ ¨§ [A], ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¥¥  §®¢¥¬ ¢¥¸¥©.

�³±²¼ G

i

(T (A)) = fF = F 2 �

i

(T (A)) ¨ F 6� [A]nint[A]g|¬®¦¥±²¢®

i-¬¥°»µ ¢³²°¥¨µ £° ¥© ²°¨ £³«¿¶¨¨ T (A), g

T (A)

i

= jG

i

(T (A))j

| ª®«¨·¥±²¢® i-¬¥°»µ ¢³²°¥¨µ £° ¥© ²°¨ £³«¿¶¨¨ T (A), i =

0; : : : ; d. � ª¨¬ ®¡° §®¬ g

T (A)

d

= f

T (A)

d

, ¨ ¥±«¨ A � [A]nint([A]), ²®

g

T (A)

0

= 0, .

�¥ª²®° f

T (A)

= (f

T (A)

0

; : : : ; f

T (A)

d

)  §®¢¥¬ f-¢¥ª²®°®¬ ²°¨ £³-

«¿¶¨¨ T (A), ¯®±² ¢¨¢ ¥¬³ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ f-¯®«¨®¬ f

T (A)

(�) =

P

d+1

i=0

f

T (A)

i�1

�

i

, £¤¥ f

T (A)

�1

= 1. �¥ª²®° g

T (A)

= (g

T (A)

0

; : : : ; g

T (A)

d

)  -

§®¢¥¬ g-¢¥ª²®°®¬ ²°¨ £³«¿¶¨¨ T (A), ¯®±² ¢¨¢ ¥¬³ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥

g-¯®«¨®¬ g

T (A)

(�) =

P

d+1

i=1

g

T (A)

i�1

�

i

.

�®¦¥±²¢® ¢±¥µ ²°¨ £³«¿¶¨© ²®·¥·®© ª®´¨£³° ¶¨¨ A ®¡®§ -

·¨¬ ·¥°¥§ � (A). �®« £ ¿ F (A) = ff

T (A)

= T (A) 2 � (A) g, ®¯°¥¤¥«¨¬

¬®¦¥±²¢® F (A) ¢±¥µ f-¢¥ª²®°®¢ ²°¨ £³«¿¶¨© ²®·¥·®© ª®´¨£³-

° ¶¨¨ A, ª®²®°®¬³ ¯®±² ¢¨¬ ¢® ¢§ ¨¬®-®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥

¬®¦¥±²¢® F(A) = ff

T (A)

(�) = T (A) 2 � (A) g.

�³±²¼  

d;i

(�) = �

i

(1 + �)

d+1�i

, '

d;2i

=  

d;i

(�) = �

i

(1 + �)

d+1�i

,

'

d;2i�1

=  

d+1;i

(�) �  

d+1;d+2�i

(�) = �

i

(1 + �)

d+2�i

� �

d+2�i

(1 + �)

i

.

�®£¤  ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ²°¨ £³«¿¶¨¨ T (A) d-¬¥°®© ²®·¥·®© ª®-

´¨£³° ¶¨¨ A ¨§ [1, 2] ±«¥¤³¥²

g

T (A)

(�) = (�1)

d+1

f

T (A)

(�1� �) (2)

�¥¬¬  3. �³¹¥±²¢³¾², ¥¤¨±²¢¥» ¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¶¥«»¬¨ ¥®²-

°¨¶ ²¥«¼»¬¨ ·¨±«  �

T (A)

i

, i = 0; : : : ; d, ² ª¨¥, ·²® f

T (A)

(�) =

P

d

i=0

�

T (A)

i

'

d;i

(�), ¯°¨·¥¬ �

T (A)

0

= 1.

�«¥¤±²¢¨¥ 1. �

T (A)

1

= g

T (A)

0

, ¨ ¥±«¨ d � 3 ¨ �

T (A)

1

= 0, ²®

�

T (A)

3

= g

T (A)

1

.
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�¥ª²®° �

T (A)

= (�

T (A)

0

; : : : ; �

T (A)

d

)  §®¢¥¬ �-¢¥ª²®°®¬ ²°¨ £³-

«¿¶¨¨ T (A) ¨ ®¯°¥¤¥«¨¬ ¬®¦¥±²¢®�(A) = f�

T (A)

= T (A) 2 � (A) g.

� ª¨¬ ®¡° §®¬ «¥¬¬  3 ±² ¢¨² ¢® ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥

f-¯®«¨®¬ f

T (A)

(�) ¨ �-¢¥ª²®° �

T (A)

, ¬®¦¥±²¢  F(A) ¨�(A).

�®·¥·³¾ ª®´¨£³° ¶¨¾ A

d

 §®¢¥¬ ²®·¥·®© ª®´¨£³° ¶¨¥©,

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© d-¬¥°®¬³ ª³¡³, ¥±«¨ ¢ ¥ª®²®°®© ¤¥ª °²®¢®© ±¨±-

²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² A

d

= f0; 1g

d

. � ¬ ¦¥ d-¬¥°»© ª³¡ ®¯°¥¤¥«¨¬ ª ª

P

d

= [A

d

] ¨ ¯®±² ¢¨¬ § ¤ ·³ ®¯¨± ¨¿ ¬®¦¥±²¢  F(A

4

).

�®°¿¤ª®¬ °¥¡°  e = [u; v] 2 �(T (A

d

)) ²°¨ £³«¿¶¨¨ T (A

d

), £¤¥

u = (u

1

; : : : ; u

d

) 2 A

d

¨ v = (v

1

; : : : ; v

d

) 2 A

d

,  §®¢¥¬ ·¨±«® d(e) =

d(u; v) =

P

d

i=1

ju

i

� v

i

j. �³±²¼ E

i

(T (A

d

)) = fe 2 �

1

(T (A

d

)) = d(e) =

ig | ¬®¦¥±²¢® °¥¡¥° ¯®°¿¤ª  i ¢ ²°¨ £³«¿¶¨¨ T (A

d

) ¨ e

T (A

d

)

i

=

jE

i

(T (A

d

))j | ª®«¨·¥±²¢® °¥¡¥° ¯®°¿¤ª  i ¢ ²°¨ £³«¿¶¨¨ T (A

d

).

�¬¥¾² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿.

G

1

(T (A

d

)) = E

d

(T (A

d

)); g

T (A

d

)

1

= e

T (A

d

)

d

: (3)

�¥¬¬  4. e

T (A

4

)

3

2 f0; : : :8g, g

T (A

4

)

1

2 f0; 1g.

�¥¬¬  5. �

T (A

4

)

= (1; 0; 11; g

T (A

4

)

1

; 2 + e

T (A

4

)

3

).

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ° ¥¥ «¥¬¬  3 ±¢¥«  § ¤ ·³ ®¯¨± ¨¿ F(A

4

) ª

®¯¨± ¨¾ �(A

4

), ²¥¯¥°¼ § ¤ ·a ®¯¨± ¨¿ �(A

4

) ±¢®¤¨²±¿ ª § ¤ -

·¥ ®²»±ª ¨¿ ¢±¥µ ¢®§¬®¦»µ § ·¥¨© ¢¥ª²®°  (g

T (A

4

)

1

; e

T (A

4

)

3

) ¨§

¤¨ ¯ §® , ¯°¨¢¥¤¥®£® ¢ «¥¬¬¥ 4.

�®·ª³ c = (

1

2

;

1

2

;

1

2

;

1

2

)  §®¢¥¬ ¶¥²°®¬ 4-¬¥°®£® ª³¡  ¨ ° ±±¬®²-

°¨¬ ²°¨ £³«¿¶¨¾ T

0

(A

4

) ¡¥§ ¢³²°¥¨µ °¥¡¥° (g

T

0

(A

4

)

1

= 0). �° ¼

F

0

c

2 �(T

0

(A

4

)), ±®¤¥°¦ ¹³¾ ²®·ª³ c 2 int(F

0

c

) ¢³²°¨ ±¥¡¿,  §®-

¢¥¬ ¶¥²° «¼®© £° ¼¾ ²°¨ £³«¿¶¨¨ T

0

(A

4

). �±®¢ ¿ ¨¤¥¿ ¢±¥£®

° ±±³¦¤¥¨¿ § ª«¾·¥  ¢ ²®¬, ·²®¡» ³±² ®¢¨²¼, ·²® ¶¥²° «¼ ¿

£° ¼ ²°¨ £³«¿¶¨¨ T

0

(A

4

) ¨¬¥¥² ¥ ¬¥¥¥ 4 °¥¡¥° ¯®°¿¤ª  3, ¨§

·¥£® ±«¥¤³¥²:

�¥¬¬  6. �±«¨ g

T (A

4

)

1

= 0, ²® e

T (A

4

)

3

� 4.

�¥¯¥°¼ ¯°¥¤±² ¢¨¬ ±¯®±®¡ ¯®«³·¥¨¿ ² ª  §»¢ ¥¬»µ °¥£³«¿°-

»µ ²°¨ £³«¿¶¨© ²®·¥·»µ ª®´¨£³° ¶¨©. �³±²¼ A = fa

1

; : : : ; a

n

g

| d-¬¥° ¿ ²®·¥· ¿ ª®´¨£³° ¶¨¿, a

j

2 R

d

, ¨ ¢¥ª²®° ¢¥±®¢ ! =
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(!

1

; : : : ; !

n

), !

j

2 R, j = 1; : : : ; n. �®±² ¢¨¬ ²®·¥·³¾ ª®´¨£³-

° ¶¨¾ A = f

�

a

1

!

1

�

; : : : ;

�

a

n

!

n

�

g ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ¯®«¨²®¯ [A] ª ª (d + 1)-

¬¥°»©. �®¦¥±²¢® ¥£® £¨¯¥°£° ¥© �

d

([A]) = fF

1

; : : : ; F

m

g ¨

[A] = fx 2 R

d

= (b

i

; x) � �

i

; i = 1; : : : ;mg, £¤¥ b

i

| ®°¬ «¼ ª

£° ¨ F

i

. �³±²¼ S(F

i

) = [fa

j

2 A =

�

a

j

!

j

�

2 �

0

(F

i

)g], i = 1; : : : ;m,

¨ �(A;!; k) = fF

i

= kb

i

d+1

> 0g, k = �1;+1. �¨ª±¨°³¿ k = �1;+1,

³²¢¥°¦¤ ¥¬, ·²® ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© F 2 �(A;!; k) �

0

(F ) = d + 1, ²®

T (A;!; k) = fS(F ) = F 2 �(A;!; k)g ¥±²¼ ²°¨ £³«¿¶¨¿ ²®·¥·®©

ª®´¨£³° ¶¨¨ A. � ¬¥²¨¬, ·²® T (A;!;�k) = T (A;�!; k), ¨ ¯®«®-

¦¨¬ T (A;!) = T (A;!;+1).

�³±²¼ A

4

= fa

1

; : : : ; a

16

g, £¤¥ a

j

| ¤¢®¨·»© ¢¥ª²®°, ±®®²¢¥²-

±²¢³¾¹¨© ¤¢®¨·®© § ¯¨±¨ ·¨±«  j � 1. �¢¥¤¥¬ ¢¥ª²®°» ¢¥±®¢ !

i

j

:

w

0

4

= �(13; 19; 21; 7;30;6;23;30;16;39;1;15;18;16;38;7),

w

0

5

= �(27; 11; 3; 25;11;35;6;10;21;38;6;6;10;7; 23; 19),

w

0

6

= (4; 0; 1; 7;3; 3; 5;2;1; 2; 0; 7;3;7; 6; 5), w

0

7

= �w

0

6

,

w

0

8

= �(0; 6; 3; 0; 7;8;9;9; 0; 4;6;2;8; 1; 2;0),

w

1

0

= (23; 6; 14; 12; 15; 21; 23; 9; 1;18;8;1;13;6; 2; 19),

w

1

1

= �(5; 3; 3; 7; 0;6;8;0; 3; 9;4;4;7; 0; 6;8), w

1

2

= �w

1

0

,

w

1

3

= �(26; 8; 23; 29;14;26;24; 0;4;4; 15;0; 17; 0; 23; 19), w

1

4

= �w

0

4

,

w

1

5

= �(31; 3; 16; 33;29;13;37; 16; 24; 3;37;15;32; 7;1;12), w

1

6

= �w

1

5

,

w

1

7

= (0; 0; 17; 4;5;13;6; 3; 7;8;1;9; 1; 16; 1;5), w

1

8

= �w

1

7

.

�«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  °¥¸ ¥² ¯®±² ¢«¥³¾ § ¤ ·³.

�¥®°¥¬  1.

F(A

4

) =f '

4;0

(�) + 11'

4;2

(�) + �

3

'

4;3

(�) + �

4

'

4;4

(�)j

(�

3

; �

4

) 2 (f0g � f6; : : : ; 10g)

[

(f1g � f2; : : : ; 10g) g:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±¯®«¼§³¿ «¥¬¬» 4 ¨ 6, § ª«¾· ¥¬, ·²® ¤«¿

¯°®¨§¢®«¼®© ²°¨ £³«¿¶¨¨ T (A

4

) ¢¥ª²®° (g

T (A

4

)

1

; e

T (A

4

)

3

) 2 M =

(f0g � f4; : : : ; 8g)

S

(f1g � f0; : : : ; 8g). �¥¯®±°¥¤±²¢¥®© ¯°®¢¥°ª®©

³¡¥¦¤ ¥¬±¿, ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£® ¢¥ª²®°  (i; j) 2 M ±³¹¥±²¢³¥² ±®-

®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¥¬³ ²°¨ £³«¿¶¨¿ T

i

j

(A

4

) = T (A

4

; !

i

j

) ² ª ¿, ·²®

(g

T

i

j

(A

4

)

1

; e

T

i

j

(A

4

)

3

) = (i; j). �°¨¬¥¥¨¥ «¥¬¬ 3 ¨ 5 § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª -

§ ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬».
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�«¥¤±²¢¨¥ 2.

F (A

4

) =f(16; 56; 82; 55;14)+ �(0; 1; 3; 3; 1)+ �(0; 1; 4; 5; 2) j

(�; �) 2 (f4; : : : ; 8g � f0g)

[

(f0; : : : ; 8g � f1g)g:

����������
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�� ��������������� ��������� ����� ������,

��������� � ���������� ����� � ������

�.�. �«¨±¥©ª¨

�¯¨± ¨¥ ¯° ¢¨« ¨£°» °½¤§¾

�¬¥¥²±¿ ª«¥²· ² ¿ ¤®±ª  (¨£°®¢®¥ ¯®«¥) ° §¬¥°®¬ N�N (¢ ª« ±-

±¨·¥±ª®¬ ¢ °¨ ²¥ °½¤§¾ 15�15) «¨¨© ¨ ¸ ¸ª¨ ¤¢³µ ¶¢¥²®¢: ·¥°-

»¥ ¨ ¡¥«»¥. �®¤ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¢»±² ¢«¥¨¥¬ ¸ ¸ª¨   ¯¥°¥±¥·¥¨¥

«¨¨©. �¥°¥±¥·¥¨¿ «¨¨©  §»¢ ¾²±¿ ¯³ª² ¬¨ (¨«¨ ²®·ª ¬¨).

�¨±«® ¸ ¸¥ª ¨·¥¬ ¥ ®£° ¨·¥®. �£°³  ·¨ ¾² ·¥°»¥ µ®¤®¬ ¢

¶¥²° ¤®±ª¨. �¡  ¨£°®ª  ±² ¢¿² ¸ ¸ª¨ ¯® ®·¥°¥¤¨, ±² ° ¿±¼ ¯¥°¢»¬

¯®±²°®¨²¼ °¿¤ ¨§ ¯¿²¨ ±¢®¨µ ¸ ¸¥ª (¯® £®°¨§®² «¨, ¢¥°²¨ª «¨ ¨«¨

¤¨ £® «¨). �¥«¼ ¨£°» - ¯®±²°®¨²¼ ² ª®© °¿¤ ¨§ ¯¿²¨ ±¢®¨µ ¸ ¸¥ª.

�±«¨ ¨ ®¤¨ ¨§ ¨£°®ª®¢ ³¦¥ ¥ ±¬®¦¥² ¯®±²°®¨²¼ °¿¤ ¨§ ¯¿²¨ ±¢®-

¨µ ¸ ¸¥ª (¯°¨ ½²®¬ ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ¤®«¦» ¡»²¼ ¢»±² ¢«¥» ¢±¥

¸ ¸ª¨), ²® ¯ °²¨¿ § ª ·¨¢ ¥²±¿ ¢¨·¼¾.

� ±¯®«®¦¥¨¥ ¯¿²¨ ¸ ¸¥ª ®¤®£® ¶¢¥²  ¯®¤°¿¤ ¥±²¼ ¯¿²¥°ª . �¿¤

¨§ ·¥²»°¥µ ¸ ¸¥ª, ª®²®°»© ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¤¨¬ µ®¤®¬ ¯°¥¢° ¹¥ ¢

¯¿²¥°ª³,  §»¢ ¥²±¿ ·¥²¢¥°ª®©. �±«¨ ¤  ¿ ·¥²¢¥°ª  ¬®¦¥² ¡»²¼

¤®±²°®¥  ¤® ¯¿²¥°ª¨ ± ¤¢³µ ±²®°®, ²® ² ª³¾ ·¥²¢¥°ª³ ¬»  §»¢ ¥¬

®²ª°»²®©. �°®©ª®©  §»¢ ¥²±¿ °¿¤ ¨§ ²°¥µ ¸ ¸¥ª, ª®²®°»© ¬®¦-

® ®¤¨¬ µ®¤®¬ ¤®±²°®¨²¼ ¤® ®²ª°»²®© ·¥²¢¥°ª¨. �°®©ª¨ ¬®£³²

¡»²¼ ¤¢³µ ¢¨¤®¢: ±¯«®¸»¥ ¨ ± ¨²¥°¢ «®¬. �®±²°®¥¨¥ ®¤¨®·®©

²°®©ª¨ ¨«¨ ·¥²¢¥°ª¨, ª®²®° ¿ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®²ª°»²®©, ¢ ¯°¨¶¨¯¥,

¥ ®¯ ±®. �» ¢±¥£¤  ±¬®¦¥¬ ³±²° ¨²¼ ½²³ ³£°®§³ §  ®¤¨ µ®¤.

�®«¥¥ ®¯ ±»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ²®² ±«³· ©, ª®£¤  °¥§³«¼² ²®¬ µ®¤  ±®¯¥°-

¨ª  ±² ®¢¨²±¿ ¯®¿¢«¥¨¥   ¤®±ª¥ ¤¢³µ ¨«¨ ¡®«¼¸¥£® ·¨±«  ²°®¥ª

¨«¨ ·¥²¢¥°®ª. �¹¥ µ³¦¥ ±®§¤ ¨¥ ª®¬¡¨ ¶¨© ²°®¥ª ¨«¨ ·¥²¢¥°®ª

(¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¢ ¯³ª²¥ ¯®¿¢«¥¨¿ ¸ ¸ª¨), ² ª ª ª ²®£¤  ±®¯¥°-

¨ª ¯®¯ ¤ ¥² ¢ ±®¢±¥¬ ²°³¤®¥ ¯®«®¦¥¨¥ ¨ ¥¤¨±²¢¥®¥,   ·²® ®

¬®¦¥²  ¤¥¥²±¿ | ³±¯¥¸ ¿ ª®²° ² ª . � ª¨¥ ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¯°¨¿-

²®  §»¢ ²¼ ¢¨«ª ¬¨. �¨«ª , ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ¤¢³µ °¿¤®¢-²°®¥ª: ¢¨«ª 

3�3, ¨§ ¤¢³µ °¿¤®¢-·¥²¢¥°®ª: ¢¨«ª  4�4. � ª®¥¶, ¢¨«ª , ±®±²®¿¹ ¿

¨§ ®¤®£® °¿¤ - ²°®©ª¨ ¨ ®¤®£® °¿¤ -·¥²¢¥°ª¨,  §»¢ ¥²±¿ ¢¨«ª®©

3� 4.

�¥°»¬ § ¯°¥¹ ¥²±¿ ±®§¤ ¨¥ ®¤¨¬ µ®¤®¬ «¾¡»µ ¢¨«®ª, ±®¤¥°-

¦ ¹¨µ ¤¢¥ ¨ ¡®«¼¸¥¥ ·¨±«® ²°®¥ª ¨«¨ ¤¢¥ ¨ ¡®«¼¸¥¥ ·¨±«® ·¥²¢¥-
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°®ª,   ² ª¦¥ ¯®±²°®¥¨¥ ¤«¨®£® °¿¤  ¨§ ¸¥±²¨ ¨«¨ ¡®«¼¸¥£® ·¨±« 

¸ ¸¥ª. �¡° §®¢ ¨¥ ®¤®© ¨§ ² ª¨µ ¢¨«®ª  §»¢ ¥²±¿ ´®«®¬. �¨«-

ª  ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ °¿¤®¢, ®¤¨ ¨§ ª®²®°»µ | ·¥²¢¥°ª ,   ¤°³£®© |

²°®©ª , ¥ § ¯°¥¹¥ , ª ª ¨ ¢¨«ª¨, ¢®§¨ª ¾¹¨¥ ¢ ²®² ¬®¬¥², ª®-

£¤  ·¥°»¥ ®¡º¿¢«¿¾² ¬ ² (¢»±² ¢«¿¾² ¯¿²¼ ¸ ¸¥ª ±¢®¥£® ¶¢¥²  ¢

°¿¤).

�®±²°®¥¨¥ ¥ª®²®°»µ ¥®¡µ®¤¨¬»µ

¢±¯®¬®£ ²¥«¼»µ ®¡º¥ª²®¢

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �³±²¼ µ®¤®¬ ¢ ¥ª®²®°³¾ ²®·ª³ ®¡° §³¥²±¿ k ²°®-

¥ª ¨ m ·¥²¢¥°®ª. �®·ª³, ¢ ª®²®°³¾ ½²®² µ®¤ ¤¥« ¥²±¿,  §®¢¥¬ ®¡-

®¡¹¥®© ¢¨«ª®©,   ·¨±«® N = k +m  §®¢¥¬ ±²¥¯¥¼¾ ®¡®¡¹¥®©

¢¨«ª¨ (¨«¨ ¯°®±²® ®¡®¡¹¥®© ±²¥¯¥¼¾ ½²®© ²®·ª¨).

� ¬¥· ¨¥ 1. �³ª¢®© S ± ¶¨´°®©-¨¤¥ª±®¬ ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼

¯®¤®§°¨²¥«¼»¥   ´®« ²®·ª¨, ®¡®¡¹¥ ¿ ±²¥¯¥¼ ª®²®°»µ ¬®¦¥²

¡»²¼ ¢»¸¥, ·¥¬ ½²® ±«¥¤³¥² ¨§ °¨±³ª  ¨«¨ ±µ¥¬». � ª®¥ ¬®¦¥²

¯°®¨§®©²¨ ¢ ±¨«³ ²®£®, ·²®   ª ¦¤®¬ ½² ¯¥  ¬¨ ¡³¤¥² ° ±±¬ ²°¨-

¢ ²¼±¿ «¨¸¼ ¥ª®²®°»© ´° £¬¥² ¨£°®¢®© ¯®§¨¶¨¨,   ¯°®¢¥°¿¥¬ ¿

²®·ª  (´®« ® , ¨«¨ ¥ ´®«?) ¬®¦¥² ¡»²¼ ±¢¿§   (¨ ¢ ¡®«¼¸¨±²-

¢¥ ±«³· ¥¢ ±¢¿§  ) ± ¤°³£¨¬¨ · ±²¿¬¨ ¯®§¨¶¨¨ ·¥°¥§ ª®¬¡¨ ¶¨¨

æ²°®©ª ç. �±«¨ ²®·ª  ¥ ¯®¬¥·¥  ®¯¨± »¬ ¢»¸¥ ®¡° §®¬, ²® ¥¥

®¡®¡¹¥ ¿ ±²¥¯¥¼ ¢ ²®·®±²¼ ° ¢  ²®©, ª®²®° ¿ ±«¥¤³¥² ¨§ °¨±³-

ª .

� ¬¥· ¨¥ 2. �  ¯°¨« £ ¥¬»µ °¨±³ª µ ·¥°»¬ ª°³¦®·ª®¬

¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ²®·ª¨, § ¿²»¥ ·¥°»¬¨ ¸ ¸ª ¬¨, ¡¥«»¬ ª°³¦®·-

ª®¬ | ²®·ª¨, § ¿²»¥ ¡¥«»¬¨ ¸ ¸ª ¬¨, ª°¥±²¨ª®¬ ¡³¤³² ®¡®§ -

· ²¼±¿ ²®·ª¨, ¥ § ¿²»¥ ¢ ¤ »© ¬®¬¥². �®·ª¨, ¨ª ª ¥ ®¡®§ -

·¥»¥   °¨±³ª¥, ¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ ¥ § ¿²»¬¨, µ®²¿ ¥±«¨ ¢ ¨µ

² ª¦¥  µ®¤¿²±¿ ¸ ¸ª¨ ¥ ¢ ª®¥© ¬¥°¥ ¥ ¢«¨¿¥²   µ®¤  ¸¨µ ° ±-

±³¦¤¥¨©. �¥²°³¤® § ¬¥²¨²¼, ·²®   ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ · ±²¿µ ¨£-

°®¢®£® ¯®«¿ ª®«¨·¥±²¢® ·¥°»µ ¸ ¸¥ª ¯°¥¢»¸ ¥² ª®«¨·¥±²¢® ¡¥«»µ.

�«¿ ²®£®, ·²®¡» ®¡±³¦¤ ¥¬ ¿ ¯®§¨¶¨¿ ¡»«  ´®°¬ «¼® ¤®±²¨¦¨¬®©

¢ °¥ «¼®© ¨£°¥, ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¥¤®±² ¾¹¨¥ ¡¥«»¥ ¸ ¸ª¨  -

µ®¤¿²±¿ ¥ª®²®°®© ®¡« ±²¨ ¨£°®¢®£® ¯®«¿, ¤®±² ²®·® ³¤ «¥®© ®²

° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ´° £¬¥²®¢ ¤®±ª¨.

�«®ª 1: �ª¢¨¢ «¥²®±²¼.

�  �¨±. 1 ¯°¥¤±² ¢«¥ ª³±®ª ¯®§¨¶¨¨, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨© ¡«®ª ¤ ®-

£® ¢¨¤ ,     �¨±. 2 ¬®¦® ¢¨¤¥²¼ ¥£® ±µ¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥.
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�¨±. 1 �¨±. 2

� ¹¥  ¬ ¡³¤¥² ³¤®¡¥¥ ° ¡®² ²¼ ¨¬¥® ±® ±µ¥¬ ²¨·¥±ª¨¬¨ ¨§®¡-

° ¦¥¨¿¬¨ ¡«®ª®¢. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®  ¬¨ ²¥±²¨°³¥²±¿ ²®·ª  S

1

 

¯°¥¤¬¥² ²®£®, ¿¢«¿¥²±¿ «¨ µ®¤ ¢ ¥¥ ´®«®¬ ¤«¿ ·¥°»µ ( ·¨ ¾¹¨µ)

¨«¨ ¥². �®£¤  ¨±µ®¤¿ ¨§ ¯° ¢¨« °½¤§¾, ®²®±¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥¨¿

´®«®¢, S

1

´®« ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±¤¥« ¢ µ®¤ ¢ S

1

, ¬» § ²¥¬

±¬®¦¥¬ ¯®©²¨ ¢ ®¡®¨µ ¤®±²³¯»µ  ¯° ¢«¥¨¿µ ¤® ¯®±²°®¥¨¿ ®²-

ª°»²®© ·¥²¢¥°ª¨. �  ¯° ¢«¥¨¨ � ½²® ¢®§¬®¦® ¢±¥£¤ . �®½²®¬³

¢±¥ § ¢¨±¨² ®²  ¯° ¢«¥¨¿ �. � ½²®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ¯®±²°®¥¨¥ ®²-

ª°»²®© ·¥²¢¥°ª¨ ¥¢®§¬®¦® ¡¥§ ³· ±²¨¿ ²®·ª¨ B. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,

S

1

| ´®« ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  B ¥ ´®«. �® ¥±²¼, ¯®©¤¿ ¢ B,

¬» ¯®²®¬ ¤®«¦» ¡»²¼ ¥ ¢ ±®±²®¿¨¨ ¯®©²¨ ¢  ¯° ¢«¥¨¨  ¨«¨

¢  ¯° ¢«¥¨¨ �. �  ¯° ¢«¥¨¨ � ¬» ±¬®¦¥¬ ¨£° ²¼ ¯°¨ «¾¡»µ

³±«®¢¨¿µ. �®½²®¬³ B ¥ ´®«, ²®«¼ª® ¥±«¨ ¥¢®§¬®¦® ¯®±²°®¥¨¥

®²ª°»²®© ·¥²¢¥°ª¨ ¢  ¯° ¢«¥¨¨ . � ½²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ²®£¤  ¨

²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  µ®¤ ¢ ²®·ª³ S

2

¥¢®§¬®¦¥, ²® ¥±²¼ ª®£¤  S

2

|

´®«. �®²¿ ¨§ �¨±. 1 ¢°®¤¥ ¡» ¤®«¦® ±«¥¤®¢ ²¼, ·²® S

2

| ¥ ´®«,

¢ ±¨«³ § ¬¥· ¨¿ 1, ®¡®¡¹¥ ¿ ±²¥¯¥¼ S

2

¬®¦¥² ¡»²¼ ° ¢®© ¥

¥¤¨¨¶¥,    ¯°¨¬¥°, ²°¥¬, ¨ ²®£¤  S

2

¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ´®«®¬. �®-

«³·¥  ±«¥¤³¾¹ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¬¥¦¤³ S

2

¨ S

1

: S

1

| ´®« ²®£¤  ¨

²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  S

2

| ´®«.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥°¸¨»   ±µ¥¬ ²¨·¥±ª®¬ ¨§®¡° ¦¥¨¨ ¥-

ª®²®°®© · ±²¨ ¨£°®¢®© ¯®§¨¶¨¨, ®²¬¥·¥»¥ ¦¨°»¬ ª°³¦®·ª®¬,

¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¯®¬¥·¥»¬¨. �±² «¼»¥ ¢¥°¸¨» ±µ¥¬» ¡³¤¥¬

 §»¢ ²¼ ¥¯®¬¥·¥»¬¨.

�«®ª 2: �®º¾ª²¨¢®±²¼.

�  �¨±. 3 ¨§®¡° ¦¥  · ±²¼ ¯®§¨¶¨¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¡«®ª³ ¤ -
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�¨±. 3 �¨±. 4

�¨±. 5 �¨±. 6

®£® ¢¨¤ ,     �¨±. 4 ¯°¥¤±² ¢«¥® ±µ¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥ ¡«®-

ª . �¯¨± »¬ ¢»¸¥ ±¯®±®¡®¬ ¯°®¢¥°¿¥¬, ¿¢«¿¥²±¿ «¨ µ®¤ ¢ ²®·ª³

S

1

´®«®¬ ¨«¨ ¥². � ¨²®£¥ ¨¬¥¥¬: S

1

{ ´®« ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,

ª®£¤  S

2

{ ´®« ¨ S

3

{ ´®«.

�«®ª 3: �²°¨¶ ¨¥.

�  �¨±. 5 ¯®ª §   · ±²¼ ¯®§¨¶¨¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¤ ®¬³ ¢¨-

¤³ ¡«®ª®¢,     �¨±. 6 ¥¥ ±µ¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥. �«¿ ®¯°¥¤¥«¥-

¨¿ ²®£®, ¿¢«¿¥²±¿ «¨ µ®¤ ¢ ²®·ª³ S

1

´®«®¬, ¥®¡µ®¤¨¬® ¯°®¢¥°¨²¼,

¤¥©±²¢¨²¥«¼® «¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ± ¢¨«ª®© 3 � 3 ¨ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ «¨

®¤  ¨§ ²°®¥ª   ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¯±¥¢¤®²°®©ª®©. �® ¯®¢®¤³ ²°®©ª¨ ¢

 ¯° ¢«¥¨¨ � ¨ª ª¨µ ±®¬¥¨© ¥ ¢®§¨ª ¥², ½²® ¤¥©±²¢¨²¥«¼®

²°®©ª . � ±±¬®²°¨¬  ¯° ¢«¥¨¥ �. � ½²®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ¢®§¬®¦®

¯®±²°®¥¨¥ ®²ª°»²®© ·¥²¢¥°ª¨ (¨ ²®£¤  S

1

| ´®«), ²®«¼ª® ¥±«¨ S

2

¥ ¿¢«¿¥²±¿ ´®«®¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬, S

1

| ´®« ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,

ª®£¤  S

2

| ¥ ´®«.

�«®ª 4: �¨§º¾ª²¨¢®±²¼.

�  �¨±. 7 ¨§®¡° ¦¥® ±µ¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¡«®ª . �»-

¢®¤, ª®²®°»© ¬®¦® ±¤¥« ²¼ §¤¥±¼: S

1

| ´®« ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,
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�¨±. 7 �¨±. 8

ª®£¤  S

2

| ´®« ¨«¨ S

3

| ´®«. � ®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¯®«³· ¥²±¿, ¥±-

«¨ ¯°®¢¥±²¨ ° ±±³¦¤¥¨¿, ¯®¤®¡»¥ ²¥¬, ·²® ¬» ¯°®¢®¤¨«¨ ¢»¸¥,

¨«¨ ¦¥, ±®£« ±® ¨§¢¥±²®£® ¯° ¢¨«  ¤¢³§ ·®© «®£¨ª¨, ¯°¨¬¥¨¢

±µ¥¬³ æ®²°¨¶ ¨¥ç ª ±µ¥¬¥ æª®º¾ª²¨¢®±²¼ç.

�«®ª 5: �¡º¥¤¨¥¨¥.

�  �¨±. 8 ¯°¥¤±² ¢«¥  ±µ¥¬  ¡«®ª  ²¨¯  æ®¡º¥¤¨¥¨¥ç. �®ª ¦¥¬

¬¥µ ¨§¬ ¤¥©±²¢¨¿ ½²®£® ¡«®ª . �®·ª  S

2

¿¢«¿¥²±¿ ´®«®¬ ²®£¤  ¨

²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ²®·ª  a ¥ ´®«. �® a ¥ ´®«, ²®«¼ª® ¥±«¨ b ¡³¤¥²

´®«®¬. �®·ª  b ¿¢«¿¥²±¿ ´®«®¬, ¥±«¨ ¨ c, ¨ d ¢¬¥±²¥ ¥ ´®«». �®¤

¢ c ¢±¥£¤  ¥ ´®« (¢¨«ª  4 � 3 ° §°¥¸¥ ), ¯®½²®¬³ ¤®«¦® ¡»²¼,

·²® d ¥ ´®«. �®¤ ¢ ²®·ª³ d ¥ ´®« ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¨«¨

f ´®«, ¨«¨ S

3

´®«. �®·ª  f ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ´®«®¬, ² ª ª ª µ®¤ ¢

c (¯®±«¥ µ®¤  ¢ f) ¢±¥£¤  § ¯°¥¹¥ (¢¨«ª  4 � 4). �«¥¤®¢ ²¥«¼®,

®±² ¥²±¿ ²®«¼ª® ®¤  ¢®§¬®¦®±²¼: S

3

®¡¿§ ® ¡»²¼ ´®«®¬. �² ª,

¬» ¯®«³·¨«¨, ·²® S

2

| ´®« ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  S

3

| ´®«.

� «®£¨·® ¯®«³· ¥²±¿ ² ª®¥ ¦¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¯°® S

1

¨ S

3

.

�«®ª 6: �¥°¥ª°¥±²¨¥.

�  �¨±. 9 ¬®¦® ¢¨¤¥²¼ ±µ¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥ ½²®£® ¡«®ª .

�¤¥±¼ ¨¬¥¾² ¬¥±²® ¤¢¥ æ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ç: S

1

| ´®« ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®

²®£¤ , ª®£¤  S

2

| ´®«, S

3

| ´®« ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  S

4

|

´®«. �®«®¦¨²¥«¼»© ¬®¬¥² ½²®© ª®±²°³ª¶¨¨ ¢ ²®¬, ·²® ¬¥¿¥²±¿

®·¥°¥¤®±²¼ ±«¥¤®¢ ¨¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¶¥¯®·¥ª, ¯°®¨±µ®¤¨² ¯¥-

°¥±¥·¥¨¥ ¨µ ²° ¥ª²®°¨© ¡¥§  °³¸¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯¥°¥µ®¤®¢.

� ¬¥· ¨¥ 3. �«®ª æ½ª¢¨¢ «¥²®±²¼ç, ¯°¥¤±² ¢«¥»© ±µ¥¬®©

  �¨±. 2, ®·¥¢¨¤®, ¬®¦¥² ¡»²¼ ³±²°®¥ ¨ ¤°³£¨¬¨ ±¯®±®¡ ¬¨. �«¿

½²®£® ¤®±² ²®·® ¥±ª®«¼ª® ¨ ·¥ ¢§ ¨¬® ° ±¯®«®¦¨²¼ ª®¬¡¨ ¶¨¨

¸ ¸¥ª ¯® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¬  ¯° ¢«¥¨¿¬. �°¨¬¥°» ±µ¥¬, ±®®²¢¥²-

±²¢³¾¹¨µ ¥ª®²®°»¬ ¢®§¬®¦»¬ ¢ °¨ ² ¬, ¯®ª § »   �¨±. 10.
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�¨±. 9 �¨±. 10

NP-²°³¤®±²¼ ®¤®© § ¤ ·¨ ® ´®« µ

� ¤ · . � ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ª« ±± ¯®§¨¶¨© ¯°¨ ¨£°¥ ¢ °½¤§¾, ¨¬¥-

¾¹¨µ ¥ª®²®°³¾ ®¡¹³¾ ¤«¿ ¢±¥µ ¨µ ®¡« ±²¼ (· ±²¼ ¯®§¨¶¨¨) ± ¢»-

¤¥«¥®© ²®·ª®© ¢ ½²®© ®¡« ±²¨. �¯° ¸¨¢ ¥²±¿, ±³¹¥±²¢³¥² «¨ ¯®-

§¨¶¨¿, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹ ¿ ¤ ®¬³ ª« ±±³, ·²® µ®¤ ¢ ½²³ ¢»¤¥«¥³¾

²®·ª³ ¡³¤¥² ´®«®¬.

�°¨¬¥· ¨¥. �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¬» § ¤ ¥¬±¿ ¢®¯°®±®¬, ¢«¨-

¿¥² «¨ ²®, ·²®  µ®¤¨²±¿ §  ¯°¥¤¥« ¬¨ ³ª § ®© ®¡« ±²¨ (¢¥¸¨¥

³±«®¢¨¿),   ¢®§¬®¦®±²¼ ·¥°»¬ ±¤¥« ²¼ µ®¤ ¢ ¥ª®²®°³¾ ²®·ª³

½²®© ¢»¤¥«¥®© ®¡« ±²¨, ¨ ¥±«¨ ¢«¨¿¥², ²®  ±ª®«¼ª®. �®¦¥² «¨

ª®ª°¥² ¿ ²®·ª  ¯°¨ ®¤¨µ ¢¥¸¨µ ³±«®¢¨¿µ ¡»²¼ ´®«®¬,   ¯°¨

¤°³£¨µ ¥ ´®«®¬.

� ±±¬®²°¨¬ ª« ±±¨·¥±ª³¾ § ¤ ·  ������������,  «£®°¨²-

¬¨·¥±ª ¿ ²°³¤®±²¼ ª®²®°®© ¨§¢¥±² , ¯°¨ ¤«¥¦ ¹³¾ ª« ±±³ NP-

¯®«»µ § ¤ ·. �® ¯°®¨§¢®«¼®© ´®°¬³«¥ F (F | ª®º¾ª²¨¢ ¿

®°¬ «¼ ¿ ´®°¬ ) ®² n ¯¥°¥¬¥»µ ±²°®¨²±¿ ¥ª®²®°»© ª« ±± ¯®-

§¨¶¨© ¢ °½¤§¾. �²®² ª« ±± ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®¡¹¨¬ ª³±ª®¬ ¨£°®¢®£®

¯®«¿, ¯°¨±³²±²¢³¾¹¨¬ ¢ ª ¦¤®© ¨§ ¯®§¨¶¨©, ¨ ¢»¤¥«¥®© ²®·ª®©

S, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¥© ½²®¬³ ª³±ª³, ¯®¤®§°¨²¥«¼®©   ´®« (¯®¤®§°¨-

²¥«¼®±²¼   ´®« ®§ · ¥², ·²® ®¡®¡¹¥ ¿ ±²¥¯¥¼ ²®·ª¨ ¥ ¨¦¥

¤¢³µ). �®±²°®¥¨¥ ¯°®µ®¤¨² ¢ ·¥²»°¥ ½² ¯ . �  ¯¥°¢®¬ ½² ¯¥ °¥ «¨-

§³¾²±¿ ¢±¥ ª®º¾ª¶¨¨, ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ ´®°¬³«³. � ¨²®£¥ ¯®«³· ¥²±¿,

·²® ¥ª®²®° ¿ ²®·ª  S ¯®§¨¶¨¨ ½ª¢¨¢ «¥²  ª®º¾ª¶¨¨ ¤°³£¨µ

k ²®·¥ª (²® ¥±²¼ S | ´®« ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ½²¨ k ²®·¥ª

´®«» ®¤®¢°¥¬¥®; §¤¥±¼ k | ª®«¨·¥±²¢® ¤¨§º¾ª²¨¢»µ ±ª®¡®ª

¢ ´®°¬³«¥ F). �  ¢²®°®¬ ½² ¯¥ ª ³¦¥ ¯®±²°®¥»¬ k ²®·ª ¬ æ¯°¨-

ª«¥¨¢ ¾²±¿ç ±¨§³ ¡«®ª¨, °¥ «¨§³¾¹¨¥ ¤¨§º¾ª¶¨¨; ®¢»¥ ²®·ª¨

¯®¬¥· ¾²±¿ § ·ª ¬¨ ¯¥°¥¬¥»µ ¨«¨ ¨µ ®²°¨¶ ¨©. �  ²°¥²¼¥¬
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| ª ²®·ª ¬, ¯®¬¥·¥»¬ ®²°¨¶ ¨¥¬ ¯¥°¥¬¥»µ, æ ¢¥¸¨¢ ¾²-

±¿ç ¡«®ª¨ ²¨¯  æ®²°¨¶ ¨¥ç (¨ ·¥ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¡«®ª¨ æ½ª¢¨¢ «¥²-

®±²¼ç) ¨ ®¢»¥ ²®·ª¨ ¯®¬¥· ¾²±¿ ²®© ¦¥ ¯¥°¥¬¥®©, ® ³¦¥ ¡¥§

®²°¨¶ ¨¿. �®«³· ¥²±¿ æ½ª¢¨¢ «¥²®±²¼ç ²®·ª¨ S ¥ª®²®°®¬³ ª®-

«¨·¥±²¢³ ²®·¥ª ¯®§¨¶¨¨, ±®£« ±®¢  ¿ ± ´®°¬³«®© F. �  ·¥²¢¥°²®¬

½² ¯¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ®¡º¥¤¨¥¨¥ ¢ ±¬»±«¥ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¿ ¡«®ª  æ®¡º-

¥¤¨¥¨¥ç ²®·¥ª, ¯®¬¥·¥»µ ®¤¨ ª®¢® ¢ ²®·ª³, ¯®¬¥·¥³¾ ²®©

¦¥ ¯¥°¥¬¥®©. �°¨ ½²®¬ ¨®£¤  ¢®§¨ª ¥² ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ¯°¨¬¥-

¥¨¿ æ¯¥°¥ª°¥±²¨¿ç, ¥±«¨ ¬¥¦¤³ ½²¨¬¨ ²®·ª ¬¨  µ®¤¿²±¿ ²®·ª¨,

¯®¬¥·¥»¥ ¨ ·¥. �®«¼ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼»µ ¯®±²°®¥¨©   ¢±¥µ ½² ¯ µ

(¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ «¾¡®© ¨§ ¡«®ª®¢, ¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡»

²®·ª¨  µ®¤¨«¨±¼   ®¤®© £®°¨§®² «¨ ¨ ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¨¬¨

  ½²®© £®°¨§®² «¨ ¡»«® ±²°®£® ®¯°¥¤¥«¥»¬ (¤«¿ ª ¦¤®£® ¡«®ª 

®® ±¢®¥)) ¨±¯®«¿¾² ¡«®ª¨ æ½ª¢¨¢ «¥²®±²¼ç ¢ ° §«¨·»µ ¬®¤¨-

´¨ª ¶¨¿µ. � ¨²®£¥, ¯®«³· ¥²±¿ ª®±²°³ª¶¨¿ ¯®§¨¶¨¨, ®²¢¥· ¾¹¥©

³±«®¢¨¿¬ § ¤ ·¨, ² ª ¿, ·²®  ©¤³²±¿ ¥ª®²®°»¥ ¢¥¸¨¥ ³±«®¢¨¿

(®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ ¿¢«¿¾²±¿ «¨ ´®« ¬¨ ¯®¬¥·¥»¥ ª®¶¥¢»¥ ¢¥°¸¨»

±µ¥¬»), ·²® ¢»¤¥«¥ ¿ ²®·ª  S ¡³¤¥² ´®«®¬, ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£-

¤ , ª®£¤  ¢»¯®«¨¬  ´®°¬³«  F. �²® ®§ · ¥², ·²® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¿

§ ¤ ·  ¿¢«¿¥²±¿ NP-¯®«®©.

� ¡®²  ¢»¯®«¥  ¯°¨ ´¨ ±®¢®© ¯®¤¤¥°¦ª¥ ���� (¯°®¥ª² 99{

01{01175), �°®£° ¬¬» ¯®¤¤¥°¦ª¨ ¢¥¤³¹¨µ  ³·»µ ¸ª®« ����

(¯°®¥ª² 00{15{96103), �°®£° ¬¬» æ�¨¢¥°±¨²¥²» �®±±¨¨ç (¯°®¥ª²

992206) ¨ ��� æ�²¥£° ¶¨¿ç (®¡º¥¤¨¥»© ¯°®¥ª² ��110).

�

�®±ª®¢±ª¨© £®±³¤ °±²¢¥»© ³¨¢¥°±¨²¥² ¨¬. �.�. �®¬®®±®¢ ,

¬¥µ ¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨© ´ ª³«¼²¥²

� ������� ������������� ��������

���������� �����

�. �.�³ª®¢

�

� ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿ § ¤ · . �   ¡®° ¨§ N ·¨±¥«, ª ¦-

¤®¥ ¨§ ª®²®°»µ § ¯¨± ® ¢ ¯®§¨¶¨®®© ±¨±²¥¬¥ ±·¨±«¥¨¿ ± ®±®¢ -

¨¥¬ k ¨ ¨¬¥¥² ¤«¨³ n:

A

j

=

n�1

X

i=0

a

i;j

k

i

;
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a

i;j

2 f0; 1; : : : ; k� 1g; j = 1 : : :N; i = 0 : : :n� 1:

�°¥¡³¥²±¿, ¨±¯®«¼§³¿ ´³ª¶¨¨ k-§ ·®© «®£¨ª¨,  ©²¨ ¨µ ±³¬¬³.

� ° ¡®² µ [1, 3] ½²  § ¤ ·  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¢ ¡³«¥¢®¬ ±«³· ¥

k = 2 ¯°¨¬¥¨²¥«¼® ª ¯®±²°®¥¨¾ ±µ¥¬ ¤«¿ ³¬®¦¥¨¿. �°¥¤-

«®¦¥»¥ �° ¯·¥ª® [1] ±µ¥¬» ³¬®¦¥¨¿ ¤¢³µ ·¨±¥« ¤«¨» n ±®-

±²®¿² ¨§ ²°
�
¥µ · ±²¥©: ± · «  ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿, ª ª ¢

\¸ª®«¼®¬"  «£®°¨²¬¥ ³¬®¦¥¨¿ ¢ ±²®«¡¨ª, ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» n ·¨±¥«

(½²  ¯®¤±µ¥¬  ¨¬¥¥² ¥ § ¢¨±¿¹³¾ ®² n £«³¡¨³ O(1)), § ²¥¬ ¯°®-

¨±µ®¤¨² (n; 2)-¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ((n

1

; n

2

){¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬  §»¢ ¥²±¿

¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ £°³¯¯» ¨§ n

1

±« £ ¥¬»µ ¢ £°³¯¯³ ¨§ n

2

±« £ ¥¬»µ ±

²®© ¦¥ ±³¬¬®© [1]). �¥¸ ¾¹³¾ °®«¼ ¨£° ¥² ²®, ·²® £«³¡¨  (n

1

; n

2

)-

¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¥ § ¢¨±¨² ®² ¤«¨» ±« £ ¥¬»µ. � ª®¥¶, ¯®±«¥¤¿¿

¯®¤±µ¥¬  ¢»·¨±«¿¥² ±³¬¬³ ¤¢³µ ®±² ¢¸¨µ±¿ ·¨±¥« (½²® ¬®¦® ±¤¥-

« ²¼ §  ¢°¥¬¿ log

2

n [2]), ¨   ¥
�
¥ ¢»µ®¤¥ ¬» ¯®«³· ¥¬ ¨±ª®¬®¥ ¯°®-

¨§¢¥¤¥¨¥. � ¨«³·¸ ¿ ¯®«³·¥ ¿ ² ª¨¬ ¬¥²®¤®¬ ¢¥°µ¿¿ ®¶¥ª 

£«³¡¨» (n; 2)-¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±®±² ¢«¿¥² 3:57 log

2

n ([3]). � ¤ ®©

° ¡®²¥ ¯®ª § ®, ·²® ¢ ±«³· ¥ k-§ ·®© «®£¨ª¨ ¬³«¼²¨¯«¨ª ²¨¢³¾

¯®±²®¿³¾ ¯¥°¥¤ § ª®¬ «®£ °¨´¬  ¬®¦® ³¬¥¼¸¨²¼.

�¥®°¥¬  1. � ¡ §¨±¥ ¢±¥µ ¤¢³¬¥±²»µ ´³ª¶¨© k-§ ·®© «®£¨ª¨

¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ±µ¥¬³ S, ª®²®° ¿ ¤«¿ ¢±¿ª®£®  ¡®°  fA

j

g ¨§ N

¸²³ª n-§ ·»µ k-¨·»µ ·¨±¥« ¯®«³· ¥² ¯ °³ k-¨·»µ ·¨±¥« B ¨ C

± ²®© ¦¥ ±³¬¬®©: B + C =

P

A

j

. �°¨ ½²®¬ £«³¡¨  ½²®© ±µ¥¬»

D(S) ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² ·¨±« 

D(S) �

] log

2

(k + 1)[ + ] log

2

] log

2

(k + 1)[[

log

2

(k + 1) � 1

� log

2

N +O(log

2

k):

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³¤¥¬ ±²°®¨²¼ ±µ¥¬³ S  ¤  ¡®°®¬ f�;&g

¤¢³¬¥±²»µ ´³ª¶¨© ¨§ P

k

, £¤¥ ·¥°¥§ � ¨ & ®¡®§ ·¥» ±«®¦¥-

¨¥ ¯® ¬®¤³«¾ k ¨ ¢®§¬®¦»© ¯¥°¥®± ±®®²¢¥²±²¢¥®: ¯°¨ x; y 2

f0; 1; : : : ; k � 1g

x� y = x+ y (mod k);

x&y =

�

1; ¥±«¨ x+ y � k;

0; ¨ ·¥:

�«¿ ½²®£® ¯®²°¥¡³¥²±¿ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼ ¿ ¯®¤±µ¥¬  R

k+1

| ¯®«»©

±³¬¬ ²®°.
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�µ¥¬  R

k+1

¨¬¥¥² k+1 ¢µ®¤®¢ z

1

; : : : ; z

k+1

¨ ¤¢  ¢»µ®¤  x ¨ y. � 

¯®«³· ¥²   ¢µ®¤¥ k-¨·»¥ ¶¨´°» ¨ ¢»·¨±«¿¥² ¨µ ±³¬¬³ ¢ k-¨·®¬

¯®§¨¶¨®®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨: x ¨ y | ½²® ¬« ¤¸¨© ¨ ±² °¸¨© ° §°¿-

¤» ±³¬¬» ¢µ®¤®¢

P

k+1

i=1

z

i

. �®¤±µ¥¬  ¢»·¨±«¥¨¿ ¬« ¤¸¥£® ° §°¿¤ 

| ½²® ¡¨ °®¥ ¤¥°¥¢® ± ¢¥°¸¨ ¬¨{´³ª¶¨® «¼»¬¨ ½«¥¬¥² ¬¨.

�®, ®·¥¢¨¤®, ¨¬¥¥² £«³¡¨³ ] log

2

(k + 1)[, ¨ ³¬¥¼¸¨²¼ ¥
�
¥ ¥«¼§¿.

�¨²¥§ ¯®¤±µ¥¬» ¢»·¨±«¥¨¿ ±² °¸¥£® ° §°¿¤  ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¯®

±µ¥¬¥ ¬« ¤¸¥£® ¯® ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯° ¢¨«³: ¥±«¨ a ¨ b | ¢¥°¸¨» ¥-

ª®²®°®© £«³¡¨» t ¨§ ¯®¤±µ¥¬» ¬« ¤¸¥£® ° §°¿¤  ¨ c | �-¢¥°¸¨ 

£«³¡¨» t+1 ¢ ¯®¤±µ¥¬¥ ¬« ¤¸¥£® ° §°¿¤  (¢ ¥© °¥ «¨§³¥²±¿ ´³ª-

¶¨¿ a � b), ²® ¢ ¯®¤±µ¥¬¥ ±² °¸¥£® ° §°¿¤  ¨¬¥¥²±¿ ±®®²¢¥²±²¢³-

¾¹ ¿ &-¢¥°¸¨  £«³¡¨» t + 1, °¥ «¨§³¾¹ ¿ ´³ª¶¨¾ a&b. �² 

¢¥°¸¨  ³·¨²»¢ ¥² ¢®§¬®¦»© ¯¥°¥®± ¢ ±«¥¤³¾¹¨© ° §°¿¤. � 

±«¥¤³¾¹¥¬ ¸ £¥ ¯¥°¥®±» ±ª« ¤»¢ ¾²±¿, ¨ ².¤. � ²®² ¬®¬¥², ª®-

£¤  ¬« ¤¸¨© ° §°¿¤ ¯®«³·¥, ¤¥°¥¢® ¢»·¨±«¥¨¿ ±² °¸¥£® ° §°¿¤ 

¨¬¥¥² ] log

2

(k+1)[ ¢¥°¸¨ ¯®¤¤¥°¥¢¼¥¢ £«³¡¨» ] log

2

(k+1)[. �  ±«®-

¦¥¨¥ ½²¨µ ·¨±¥« ²°¥¡³¥²±¿ ¥¹
�
¥ ] log

2

] log

2

(k + 1)[[ ¥¤¨¨¶ ¢°¥¬¥¨.

�ª®· ²¥«¼®, ±µ¥¬  R

k+1

¨¬¥¥² £«³¡¨³ ¥ ¡®«¥¥

D(R

k+1

) � ] log

2

(k + 1)[ + ] log

2

] log

2

(k + 1)[[:

�µ¥¬  R

k+1

¨¬¥¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼³¾ £«³¡¨³ (± °®±-

²®¬ k). �²® ¯®§¢®«¿¥² ¯®±²°®¨²¼ ¨¬¥¾¹³¾  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ®¯²¨-

¬ «¼³¾ £«³¡¨³ ±µ¥¬³ S ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.

�§ ±®®²¢¥²±¢³¾¹¥£® ª®«¨·¥±²¢  ±®¥¤¨
�
¥»µ ¯ ° ««¥«¼® ±µ¥¬

R

k+1

¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ±µ¥¬³ Q

k+1

, ¢µ®¤» ª®²®°®© ° §¡¨²»   k+ 1

£°³¯¯, ¢»µ®¤» |   ¤¢¥ £°³¯¯». �«®ª Q

k+1

§ ¬¥¿¥² £°³¯¯³ ¨§

k + 1 ±« £ ¥¬»µ (k-¨·»µ ·¨±¥«) £°³¯¯®© ¨§ ¤¢³µ ±« £ ¥¬»µ ± ²®©

¦¥ ±³¬¬®©, ®±³¹¥±²¢«¿¿ (k + 1; 2){¯°¥®¡° §®¢ ¨¥. �¥°¢®¥ ±« -

£ ¥¬®¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©  ¡®° ¬« ¤¸¨µ ° §°¿¤®¢ ¯®° §°¿¤»µ

±³¬¬ ¶¨´° ¢µ®¤»µ ·¨±¥«, ¢²®°®¥ |  ¡®° ±² °¸¨µ ° §°¿¤®¢ ½²¨µ

±³¬¬. �·¥¢¨¤®, £«³¡¨  ±µ¥¬» Q

k+1

¥ § ¢¨±¨² ®² ·¨±«  ° §°¿-

¤®¢ k-¨·»µ ·¨±¥«   ¥
�
¥ ¢µ®¤ µ ¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± £«³¡¨®© ±µ¥¬» R

k+1

:

D(Q

k+1

) = D(R

k+1

).

� «¼¥©¸ ¿ ¯°®¶¥¤³°  ¥ ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¨§«®¦¥®© ¢ [1]. �¥ «¨-

§³¥¬®¥ ±µ¥¬®© S (N; 2){¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢»¯®«¿¥²±¿ ¯® ¸ £ ¬, ª ¦-

¤»© ¨§ ª®²®°»µ ±¢®¤¨²±¿ ª ¢»¯®«¥¨¾ ±®¢®ª³¯®±²¨ ¡®«¥¥ ¯°®±²»µ

(k+1; 2)-¯°¥®¡° §®¢ ¨©, °¥ «¨§³¥¬»µ ¡«®ª ¬¨Q

k+1

. �¡®§ ·¨¬ ·¥-

°¥§ n

j

·¨±«® ±« £ ¥¬»µ   ¸ £¥ ± ®¬¥°®¬ j, ²®£¤  «¥£ª® ¢¨¤¥²¼ (±¬.
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[1]), ·²® n

j

< N

�

2

k+1

�

j

+

(k+1)

2

k�1

: �§¿¢ d {  ¨¬¥¼¸¥¥ ¶¥«®¥ °¥¸¥¨¥

¥° ¢¥±²¢  N

�

2

k+1

�

d

� 1, ²® ¥±²¼ d =] logk+1

2

N [, ¯®«³·¨¬ n

d

< k+4

¯°¨ k � 2, ¨ n

d

� k + 1 ¯°¨ k � 5.

�¡¹ ¿ £«³¡¨  ±µ¥¬» S ¥±²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ (¯®±²®¿®©) £«³¡¨»

ª ¦¤®£® ¸ £    ·¨±«® ¸ £®¢:

D(S) � D(Q

k+1

) � (d+ 2)

� (] log

2

(k + 1)[+] log

2

] log

2

(k + 1)[[) � (] log k+1

2

N [+2)

�

] log

2

(k + 1)[ + ] log

2

] log

2

(k + 1)[[

log

2

(k + 1) � 1

log

2

N

+ 3(] log

2

(k + 1)[+] log

2

] log

2

(k + 1)[[)

�

�

1 +

log

2

log

2

(k + 1) + 4

log

2

(k + 1)� 1

�

� log

2

N + O(log

2

k):

�¥®°¥¬  ¤®ª §  .

�°³£®© ¯°¨¬¥° ±µ¥¬» ¤«¿ ¡»±²°®£® (N; 2)-¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¤ 
�
¥²

±«¥¤³¾¹ ¿

�¥®°¥¬  2. �³±²¼ k = 2

r

+1, r � 1. �®£¤  ¢ ¡ §¨±¥ ¨§ ¤¢³¬¥±²»µ

´³ª¶¨© k-§ ·®© «®£¨ª¨ ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ±µ¥¬³ S

k;N

, ¯°¨ N !1

®±³¹¥±²¢«¿¾¹³¾ (N; 2)-¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ §  ¢°¥¬¿

D(S

k;N

) �

1

1� log

2

�

log

2

N � (1 + o(1));

£¤¥ � |  ¨¡®«¼¸¨© ¨§ ¬®¤³«¥© ª®°¥© ¬®£®·«¥  x

r+1

� x

r

� 1.

� · ±²®±²¨, D(S

3;N

) � 3:27 log

2

N , D(S

9;N

) � 1:87 log

2

N .

�®ª § ²¥«¼±²¢® ®±®¢ ®   ²®¬, ·²® ¯°¨ ±«®¦¥¨¨ k-¨·»µ ·¨-

±¥« ¢®§¬®¦»© ¯¥°¥®± ¨§ ° §°¿¤  ¢ ° §°¿¤ ¢±¥£¤  ¥ ¡®«¼¸¥ ¥¤¨¨-

¶». �®½²®¬³ ¯¥°¥®±» ¬®¦® ±ª« ¤»¢ ²¼ ¤°³£ ± ¤°³£®¬ ¡¥§ ¯¥°¥-

¯®«¥¨¿ ° §°¿¤®¢.

�² ª, k = 2

r

+ 1; ±µ¥¬», ª ª ¨ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 1,

±²°®¨¬ ¨§ ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢, °¥ «¨§³¾¹¨µ ´³ª¶¨¨ � ¨

& ¨§ P

k

.

� §®¢
�
¥¬ ·¨±«® x �-·¨±«®¬, ¥±«¨ ¢±¥ ¥£® ¶¨´°» x

i

³¤®¢«¥²¢®°¿¾²

¥° ¢¥±²¢³

8i 0 � x

i

� �:
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�«£®°¨²¬ ¯®±²°®¥¨¿ ±µ¥¬» (N; 2)-¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢»¯®«¿¥²±¿

¯®¸ £®¢®. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ M

i

(t) ª®«¨·¥±²¢® 2

i

-·¨±¥«   ¸ £¥ t,

i = 0; : : : ; r. �  ª ¦¤®¬ ¸ £¥ ¢»¯®«¿¾²±¿ ¤¢¥ ¯°®¶¥¤³°»:

1) �ª« ¤»¢ ¿ ¢±¿ª¨¥ ¤¢  (k�1)-·¨±« , ¯®«³· ¥¬ ®¤® (k�1)-·¨±«®

¨ ®¤® 1-·¨±«®. � ¨¬¥®, ¥±«¨

X =

n

X

i=0

x

i

k

i

; Y =

n

X

i=0

y

i

k

i

;

£¤¥ 0 � x

i

; y

i

� k � 1, ²®

x

i

+ y

i

= w

i

+ t

i

;

£¤¥ w

i

= x

i

� y

i

, t

i

= x

i�1

&y

i�1

, ¯°¨·
�
¥¬ 0 � w

i

� k � 1 ¨ 0 � t

i

� 1.

�®«³· ¥¬

X + Y =W + T;

£¤¥ W =

P

n

i=0

w

i

k

i

| (k � 1)-·¨±«®, T =

P

n+1

i=0

t

i

k

i

| 1-·¨±«®.

2) �±«¨ � �

k�1

2

, ²® ±ª« ¤»¢ ¿ ¤¢  �-·¨±«  ¯®«³· ¥¬ ®¤® 2�-·¨±«®

(  «®£¨·®¥ ° ±±³¦¤¥¨¥).

�®«¥§® ¢¢¥±²¨ ¥¹
�
¥ ®¤® ®¯°¥¤¥«¥¨¥. �³±²¼ m = fm

0

; : : : ;m

r

g,

m

0

= fm

0

0

; : : : ;m

0

r

g. � §®¢
�
¥¬ (m;m

0

)-¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ ² ª®¥ (m

0

+

m

1

+ : : :+m

r

;m

0

0

+m

0

1

+ : : :+m

0

r

)-¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ·²® m

i

| ª®«¨-

·¥±²¢® 2

i

-·¨±¥« ¢ ±³¬¬¥ ¤® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿,   m

0

i

| ¯®±«¥. �®£¤ 

  ª ¦¤®¬ ¸ £¥ t  «£®°¨²¬ 1) { 2), ±ª« ¤»¢ ¿ ¤°³£ ± ¤°³£®¬ ¬ ª±¨-

¬ «¼®¥ ¢®§¬®¦®¥ ª®«¨·¥±²¢® 2

i

-·¨±¥«, i = 0 : : : r, ±²°®¨² ¯®¤±µ¥¬³,

±®¢¥°¸ ¾¹³¾ (fM

0

(t� 1); : : : ;M

r

(t� 1)g; fM

0

(t); : : : ;M

r

(t)g) { ¯°¥-

®¡° §®¢ ¨¥, £¤¥

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

M

0

(t) = [

M

r

(t�1)

2

] + � (M

0

(t� 1)) ;

M

1

(t) = [

M

0

(t�1)

2

] + � (M

1

(t� 1)) ;

: : :

M

r�1

(t) = [

M

r�2

(t�1)

2

] + � (M

r�1

(t� 1)) ;

M

r

(t) = [

M

r�1

(t�1)

2

] +

i

M

r

(t�1)

2

h

;

(1)

¤«¿ ±®ª° ¹¥¨¿ ®¡®§ ·¥®

�(n) =

i

n

2

h

�

h

n

2

i

=

�

0; ¥±«¨ n ·¥²®¥;

1; ¥±«¨ n ¥·¥²®¥:
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�«³¡¨  ¯®¤±µ¥¬», ®·¥¢¨¤®, ° ¢  1. �  ¯¥°¢®¬ ¸ £¥ M

0

(0) =

M

1

(0) = : : : = M

r�1

(0) = 0, M

r

(0) = N . �«£®°¨²¬ § ª ·¨¢ ¥²

° ¡®²³, ª®£¤ 

P

r

i=0

M

i

(t) = 2.

�¶¥¨¬ ²¥¯¥°¼ £«³¡¨³ ¯®«³·¥®© ±µ¥¬». �³±²¼ N = 2

n

, ²®£¤ 

¯°¨ 1 � t � n:

M

0

(t) = M

r

(t� 1)=2;

M

1

(t) = M

0

(t � 1)=2;

: : :

M

r�1

(t) = M

r�2

(t� 1)=2;

M

r

(t) = M

r

(t� 1)=2 +M

r�1

(t � 1)=2:

(2)

�¡®§ ·¨¬N

i

(t) =

M

i

(t)

N

2

t

= M

i

(t)2

t�n

. �§ (2), ®·¥¢¨¤®, ±«¥¤³¥²,

·²®

N

0

(t) = N

r

(t � 1); N

1

(t) = N

0

(t� 1); : : : N

r�1

(t) = N

r�2

(t � 1);

N

r

(t) = N

r

(t� 1) +N

r�1

(t � 1) = N

r

(t� 1) + N

r�2

(t� 2) = : : : =

= N

r

(t� 1) +N

0

(t � r) = N

r

(t � 1) + N

r

(t� r � 1):

�®«³·¨«¨ °¥ª³°°¥²®¥ ±®®²®¸¥¨¥

�

N

r

(t) �N

r

(t� 1)� N

r

(t � r � 1) = 0;

N

r

(0) = N

r

(1) = : : : = N

r

(r) = 1:

(3)

c µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬ ³° ¢¥¨¥¬

x

r+1

� x

r

� 1 = 0:

�³±²¼ � |  ¨¡®«¼¸¨© ¬®¤³«¼ (ª®¬¯«¥ª±»µ) ª®°¥© ¬®£®·«¥ 

x

r+1

� x

r

� 1. �®£¤  ¤«¿ °¥¸¥¨¿ N

r

(t) °¥ª³°°¥²®£® ±®²®¸¥¨¿

(3) ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¥° ¢¥±²¢®

N

r

(t) � c

1

�

t

(1 + c

2

�

t

);

£¤¥ 0 < � < 1, c

1

¨ c

2

| ¥ª®²®°»¥ ¯®±²®¿»¥. � · ±²®±²¨,

M

r

(n) = N

r

(n) � c

1

�

n

(1 + c

2

�

n

): (4)

�²  ®¶¥ª  ®²®±¨²±¿ ª ¯¥°¢»¬ n ¸ £ ¬  «£®°¨²¬ , ®±³¹¥±²¢-

«¿¾¹¨¬ (f0; 0; : : : ; 0; Ng, fM

0

(n);M

1

(n); : : : ;M

r

(n)g) { ¯°¥®¡° §®¢ -

¨¥. �²®¡» ®¶¥¨²¼ £«³¡¨³ ¢±¥© ±µ¥¬», ¯®«¥§® ¯°®¨§¢¥±²¨ ¥-

ª®²®°»¥ ³¯°®¹¥¨¿. �²® ¯®§¢®«¨² ¨§¡¥¦ ²¼ £°®¬®§¤ª¨µ ¢»ª« ¤®ª.
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�®-¯¥°¢»µ, ².ª. � < 1, ¯°¨ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ n ¬®¦® ±·¨² ²¼,

·²® M

r

(n) � c�

n

, £¤¥ c | ¯®±²®¿ ¿. �®-¢²®°»µ, ¥±ª®«¼ª® ®£°³¡-

«¿¿ ®¶¥ª³ (·²®, ¢¯°®·¥¬, ¥ ±ª §»¢ ¥²±¿   ®ª®· ²¥«¼®¬ °¥§³«¼-

² ²¥), ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²® ¯¥°¢»¥ n ¸ £®¢  «£®°¨²¬  ®±³¹¥±²¢«¿-

¾² (f0; 0; : : : ; 0; Ng, f0; 0; : : : ; 0; (r+1)M

r

(n)g) { ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ (¢»-

²¥ª ¥² ¨§ ®·¥¢¨¤»µ ¥° ¢¥±²¢ M

i

(t) � M

r

(t), i = 0; : : : ; r � 1;

t = 0; : : : ; n) | ¢¥¤¼ ¢±¿ª®¥ �-·¨±«® ¿¢«¿¥²±¿ ¨ -·¨±«®¬ ¯°¨  > �.

�² ª, ¯®«³·¥® (2

n

;m)-¯°¥¡° §®¢ ¨¥ £«³¡¨» n, ¯°¨·
�
¥¬

m � c(r + 1)�

n

� 2

b+n log

2

�

;

b � log

2

c(r + 1) + 1 = const;

².ª. ¡«¨¦ ©¸ ¿ ±¢¥°µ³ ª ·¨±«³ c(r+1)�

n

±²¥¯¥¼ ¤¢®©ª¨ ¨¬¥¥² ¯®ª -

§ ²¥«¼ ] log

2

c(r+1)�

n

[. �°¨¬¥¿¿ ¥£® ¨¤³ª²¨¢® ¤«¿ ° §»µ n, ¬®¦-

® £®¢®°¨²¼ ® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ (2

d

j

; 2

d

j+1

)-¯°¥®¡° §®¢ ¨©: ± -

· «  ¨§ 2

n

= 2

d

0

k-¨·»µ ·¨±¥« ¯®«³· ¥¬ ¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ 2

d

1

k-¨·»µ

·¨±¥«; ¯°¨¬¥¿¿ ª ¨¬ ¯®¤®¡®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ¯®«³· ¥¬ ¥ ¡®«¥¥

·¥¬ 2

d

2

k-¨·»µ ·¨±¥«, ¨ ².¤. �¨±«  d

j

¯®¤·¨¿¾²±¿ °¥ª³°°¥²®¬³

±®®²®¸¥¨¾

�

d

j+1

= b+ d

j

log

2

�;

d

0

= n;

®¡¹¨© ·«¥ ª®²®°®£®, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ¥±²¼

d

j

= n (log

2

�)

j

+ b

1� log

j+1

2

�

1� log

2

�

� n (log

2

�)

j

+

b

1� log

2

�

:

�«³¡¨  ¯®¤±µ¥¬», °¥ «¨§³¾¹¥© (2

d

j

; 2

d

j+1

)-¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ° ¢-

  d

j

. �«³¡¨  ±µ¥¬», ¯®±²°®¥®©  «£®°¨²¬®¬ 1) { 2), ¯® ¯®±²°®¥-

¨¾ ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² ®¡¹¥© £«³¡¨» ¢±¥µ (2

d

j

; 2

d

j+1

)-¯°¥®¡° §®¢ ¨©,

².¥. ¢¥«¨·¨»

P

d

j

. �®·¥¥, ¤«¿ ¢±¿ª®£® m � 0 ±¯° ¢¥¤«¨¢  ±«¥¤³-

¾¹ ¿ ®¶¥ª .

D(S

k;2

n

) �

m

X

j=0

d

j

+D

m

� n

m

X

j=0

log

j

2

�+

bm

1� log

2

�

+D

m

�

n

1� log

2

�

+

bm

1� log

2

�

+D

m

:
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�¤¥±¼ ·¥°¥§ D

m

®¡®§ ·¥  £«³¡¨  (2

d

m+1

; 2)-¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. �»-

¡¥°¥¬ m ª ª  ¨¬¥¼¸¥¥ ¶¥«®¥ °¥¸¥¨¥ ¥° ¢¥±²¢  n (log

2

�)

m

=

b=(1� log

2

�), ²® ¥±²¼

m = �

�

log

log

2

�

n(1� log

2

�)

b

�

� �

log

2

n

log

2

log

2

�

:

� ½²®¬ ±«³· ¥

d

m+1

�

2b

1� log

2

�

�

2 log

2

c(r + 1) + 1

1� log

2

�

= const

| ¥ § ¢¨±¨² ®² n. �®½²®¬³ D

m

= O(1).

�ª®· ²¥«¼®, ¥±«¨ N = 2

n

, ²®

D(S

k;N

) �

n

1� log

2

�

+O(log

2

n) =

n

1� log

2

�

� (1 + o(1)):

�±«¨ ¦¥ N ¥ ¥±²¼ ±²¥¯¥¼ ¤¢®©ª¨, ²®

D(S

k;N

) � D(S

k;2

] log

2

n[
) �

�

log

2

N

1� log

2

�

+O(1)

�

� (1 + o(1))

¯°¨ N !1.

�«¿ r = 1 ¨ r = 3 ·¨±«¥®¥  µ®¦¤¥¨¥ ª®¬¯«¥ª±»µ ª®°-

¥© ¬®£®·«¥  x

r+1

� x

r

� 1 ¤ 
�
¥² � = 1:6180::: ¨ � = 1:3802:::

±®®²¢¥²±²¢¥®. �²±¾¤  ±«¥¤³¾² ®¶¥ª¨ D(S

3;N

) � 3:27 log

2

N ¨

D(S

9;N

) � 1:87 log

2

N . �²  ¨««¾±²° ¶¨¿ § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢®

²¥®°¥¬».

� § ª«¾·¥¨¥ ¯°¨¢¥¤
�
¥¬ ®¤® ¯®«¥§®¥ ±«¥¤±²¢¨¥ °¥§³«¼² ²®¢ �° ¯-

·¥ª®.

�¥®°¥¬  3. � ¡ §¨±¥ ¤¢³¬¥±²»µ ´³ª¶¨© k-§ ·®© «®£¨ª¨ ¬®¦-

® ¯®±²°®¨²¼ ±µ¥¬³ �

n

±«®¦¥¨¿ ¤¢³µ ·¨±¥« ¤«¨» n, ¨¬¥¾¹³¾

 ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼³¾ £«³¡¨³

D(�

n

) � log

2

n:

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¤®±«®¢® ¯®¢²®°¿¥² ° ±±³¦¤¥¨¿ �° ¯·¥ª® [2,

±.109-112]. �¥¿¾²±¿ «¨¸¼ ¥±³¹¥±²¢¥»¥ ¤¥² «¨: ¯¥°¥®± w

i

¨§
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(i+1)-£® ° §°¿¤  ¢ i-© ° §°¿¤ ¯®¤·¨¿¥²±¿ ¯°¥¦¥¬³ °¥ª³°°¥²®¬³

±®®²®¸¥¨¾

w

i�1

= u

i

_ w

i

&v

i

;

£¤¥ u

i

= x

i

&y

i

, v

i

= x

i

� y

i

, ® ¢ ½²®¬ ±®®²®¸¥¨¨ ´³ª¶¨® «¼»¥

±¢¿§ª¨ ¨¬¥¾² ³¦¥ ®¢»© ±¬»±«. �  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ ¤¨§º¾ª¶¨¨ \_"

½²® | ¢»¸¥®¯¨± »¥ ´³ª¶¨¨ k-§ ·®© «®£¨ª¨. �®½²®¬³ ¯®«®±-

²¼¾ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 3 ¬» §¤¥±¼ ¥ ¯°¨¢®¤¨¬.

�«¥¤±²¢¨¥ 1. �±«¨ ¨¬¥¥²±¿  «£®°¨²¬ ¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ±µ¥¬», °¥-

 «¨§³¾¹¥© k-¨·®¥ (n; 2)-¯°¥¡° §®¢ ¨¥ ± £«³¡¨®© ¥ ¡®«¥¥ c � log

2

n �

(1+o(1)), ²® ±³¹¥±²¢³¥² ±µ¥¬  ³¬®¦¥¨¿ ¤¢³µ k-¨·»µ ·¨±¥« ¤«¨»

n £«³¡¨» ¥ ¡®«¥¥ (1 + c) � log

2

n � (1 + o(1)).

� · ±²®±²¨, ¤«¿ k = 9 ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ±µ¥¬³ ³¬®¦¥¨¿ ±

£«³¡¨®© � 2:87 log

2

n � (1 + o(1)).

� ¡®²  ¢»¯®«¥  ¯°¨ ´¨ ±®¢®© ¯®¤¤¥°¦ª¥ ���� (¯°®¥ª² 99{

01{01175), �°®£° ¬¬» ¯®¤¤¥°¦ª¨ ¢¥¤³¹¨µ  ³·»µ ¸ª®« ����

(¯°®¥ª² 00{15{96103), �°®£° ¬¬» æ�¨¢¥°±¨²¥²» �®±±¨¨ç (¯°®¥ª²

992206) ¨ ��� æ�²¥£° ¶¨¿ç (®¡º¥¤¨¥»© ¯°®¥ª² ��110).
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48 �®°®£®¢»¥ ´³ª¶¨¨, § ¢¨±¿¹¨¥ ®² ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥»µ

��������� �������, ��������� �� ����

����������: ��������� ����������� �

�������� ������������ ���������

�.�. �®«®²»µ

�

�°¥¤« £ ¥²±¿  «£®°¨²¬ ° ±¸¨´°®¢ª¨ ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨ ¤¢³µ

¯¥°¥¬¥»µ, ¨±¯®«¼§³¾¹¨© ¥ ¡®«¥¥ 6 log(k� 1)+ 4 ®¡° ¹¥¨©

ª ®° ª³«³ ¨ O(log

2

k)  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨©. �°¨¢¥¤¥ 

±µ¥¬  ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²®£®, ·²® ²³¯¨ª®¢®¥ ° §°¥¸ ¾¹¥¥ ¬®-

¦¥±²¢® ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥»µ ±®±²®¨² «¨¡® ¨§

²°¥µ, «¨¡® ¨§ ·¥²»°¥µ ²®·¥ª.

�¢¥¤¥¨¥

�³ª¶¨¿ k-§ ·®© «®£¨ª¨ n ¯¥°¥¬¥»µ, ¯°¨¨¬ ¾¹ ¿ ¤¢  § -

·¥¨¿ 0, 1  §»¢ ¥²±¿ ¯®°®£®¢®©, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼,

° §¤¥«¿¾¹ ¿ ¥¥ ¬®¦¥±²¢® ³«¥© ¨ ¥¤¨¨¶ (²®·¥ª, ¢ ª®²®°»µ ´³ª-

¶¨¿ ° ¢  0 ¨ 1 ±®®²¢¥²±²¢¥®).

�³±²¼ ± ª ¦¤®© ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¥© ±¢¿§  ®° ª³«, ¯®§¢®«¿¾¹¨©

¯® ¯°®¨§¢®«¼®© ²®·ª¥ ¨§ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ³±² ®¢¨²¼ § ·¥¨¥

´³ª¶¨¨ ¢ ½²®© ²®·ª¥. �®¤ ° ±¸¨´°®¢ª®© § ° ¥¥ ¥ ¨§¢¥±²®© ¯®-

°®£®¢®© ´³ª¶¨¨ ¯®¨¬ ¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ° §¤¥«¿¾-

¹¥© £¨¯¥°¯«®±ª®±²¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ¢®¯°®±®¢ ®° ª³«³ [1].

� [2] ¯°¥¤«®¦¥  «£®°¨²¬ ° ±¸¨´°®¢ª¨ ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨, ¯°¨

«¾¡®¬ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ n ¨±¯®«¼§³¾¹¨© ¥ ¡®«¥¥ O(log

n

k) ®¡° ¹¥-

¨© ª ®° ª³«³ ¨ ¯®«¨®¬¨ «¼®¥ ®² logk ·¨±«®  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥-

° ¶¨© (§¤¥±¼ ¨ ¤ «¥¥ ¢±¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ®¶¥ª¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿

¯°¨ k!1 ¨ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ n � 2).

� §°¥¸ ¾¹¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨ f  §»¢ ¥²±¿ ² -

ª®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® T ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ®²«¨·®© ®²

f ´³ª¶¨¨ g  ©¤¥²±¿ x 2 T , ¤«¿ ª®²®°®£® f(x) 6= g(x). � §°¥¸ ¾¹¥¥

¬®¦¥±²¢® ¬¨¨¬ «¼®© ¬®¹®±²¨  §»¢ ¥²±¿ ¬¨¨¬ «¼»¬ ° §°¥-

¸ ¾¹¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ´³ª¶¨¨ f . � §°¥¸ ¾¹¥¥ ¬®¦¥±²¢®, ¤«¿ ª®-

²®°®£® ¨ª ª®¥ ¥£® ±®¡±²¢¥®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ° §°¥¸ -

¾¹¨¬,  §»¢ ¥²±¿ ²³¯¨ª®¢»¬ ° §°¥¸ ¾¹¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ´³ª¶¨¨

f .

� [4, 5] ¤®ª §   ¥¤¨±²¢¥®±²¼ ²³¯¨ª®¢®£® (¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,

¬¨¨¬ «¼®£®) ° §°¥¸ ¾¹¥£® ¬®¦¥±²¢  «¾¡®© ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨.
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� [6] ¯®ª § ®, ·²® ¬®¹®±²¼ ¬¨¨¬ «¼®£® ° §°¥¸ ¾¹¥£® ¬®¦¥±-

²¢  ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² O(log

n�1

k). � [4, 5] ¤«¿ «¾¡»µ n, k ³±² ®¢«¥®

±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¯®°®£®¢»µ ´³ª¶¨© ± ¬¨¨¬ «¼»¬ ° §°¥¸ ¾¹¨¬

¬®¦¥±²¢®¬ ¬®¹®±²¨ 
(log

n�2

k) ¨ ²¥¬ ± ¬»¬ ¤®ª §   ¥¢®§¬®¦-

®±²¼  «£®°¨²¬  ° ±¸¨´°®¢ª¨, ¨±¯®«¼§³¾¹¥£® ¬¥¥¥ 
(log

n�2

k) ¢®-

¯°®±®¢ ®° ª³«³. �²°³ª²³°  ¬¨¨¬ «¼®£® ° §°¥¸ ¾¹¥£® ¬®¦¥±²¢ 

¡³«¥¢®© (k = 2) ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¢ [7].

� [8] ¯°¥¤«®¦¥  «£®°¨²¬ ° ±¸¨´°®¢ª¨ ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨ ¤¢³µ

¯¥°¥¬¥»µ (n = 2), ¨±¯®«¼§³¾¹¨© ¥ ¡®«¥¥ O(log

2

k) ®¡° ¹¥¨©

ª ®° ª³«³ ¨ ¯®«¨®¬¨ «¼®¥ ®² logk ·¨±«®  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° -

¶¨©. � [9] ½²®²  «£®°¨²¬ ³«³·¸¥, ¢¥°µ¿¿ ®¶¥ª  ·¨±«  ®¡° ¹¥¨©

ª ®° ª³«³ ±¨¦¥  ¤® O(logk),   ¢¥°µ¿¿ ®¶¥ª  ·¨±«   °¨´¬¥²¨-

·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨© | ¤® O(log

2

k). �°¥¤«®¦¥»© ¢ [10]  «£®°¨²¬ ° ±-

¸¨´°®¢ª¨ ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥»µ ¨±¯®«¼§³¥² ¥ ¡®«¥¥

6 logk + 33 log logk � 26 ®¡° ¹¥¨© ª ®° ª³«³ ¨ ¯®«¨®¬¨ «¼®¥ ®²

logk ·¨±«®  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨©.

� ¡®²  ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ ° §¤¥«®¢. � ¯¥°¢®¬ ¯°¥¤« £ ¥²±¿  «£®-

°¨²¬ ° ±¸¨´°®¢ª¨ ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥»µ, ¨±¯®«¼-

§³¾¹¨© ¥ ¡®«¥¥ 6 log(k � 1) + 4 ®¡° ¹¥¨© ª ®° ª³«³ ¨ O(log

2

k)

 °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨©. �® ¢²®°®¬ ° §¤¥«¥ ¯°¨¢¥¤¥  ±µ¥¬  ¤®ª -

§ ²¥«¼±²¢  ²®£®, ·²® ²³¯¨ª®¢®¥ ° §°¥¸ ¾¹¥¥ ¬®¦¥±²¢® ¯®°®£®¢®©

´³ª¶¨¨ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥»µ ±®±²®¨² «¨¡® ¨§ ²°¥µ, «¨¡® ¨§ ·¥²»°¥µ

²®·¥ª. �¥§³«¼² ²» ¡»«¨  ®±¨°®¢ » ² ª¦¥ ¢ [4]. �¢¿§¼ § ¤ ·¨

° ±¸¨´°®¢ª¨ ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨ ± § ¤ ·¥©  µ®¦¤¥¨¿  ¨«³·¸¥£®

¤¨®´ ²®¢®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ° ±±¬®²°¥  ¢ [11].

�«£®°¨²¬ ° ±¸¨´°®¢ª¨ ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨ ¤¢³µ

¯¥°¥¬¥»µ

�³±²¼ k � 2, n � 2, B(k) = f0; 1; : : : ; k� 1g

2

, f : B(k) ! f0; 1g.

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ M

0

(f), M

1

(f) ¬®¦¥±²¢® ³«¥© ¨ ±®®²¢¥²±²¢¥®

¬®¦¥±²¢® ¥¤¨¨¶ ´³ª¶¨¨ f , ².¥.

M

�

(f) = fx 2 B(k) : f(x) = �g (� = 0; 1):

�³ª¶¨¿ f  §»¢ ¥²±¿ ¯®°®£®¢®©, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² a

0

, a

1

, a

2

² ª¨¥,

·²®

M

0

(f) = fx 2 B(k) : a

1

x

1

+ a

2

x

2

� a

0

g : (11)
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�®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯®°®£®¢»µ ´³ª¶¨©, § ¤ »µ   ¬®¦¥±²¢¥ B(k),

®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ F

�

(k). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ± ª ¦¤®© ´³ª¶¨¥© f

¨§ F

�

(k) ±¢¿§  ®° ª³«, ¯®§¢®«¿¾¹¨© ¯® ¯°®¨§¢®«¼®¬³ x 2 B(k)

®¯°¥¤¥«¨²¼ f(x). �®¤ ° ±¸¨´°®¢ª®© § ° ¥¥ ¥ ¨§¢¥±²®© ´³ª¶¨¨ f

¯®¨¬ ¥²±¿  µ®¦¤¥¨¥ ± ¯®¬®¹¼¾ ®° ª³«  ¶¥«»µ ·¨±¥« a

0

, a

1

, a

2

,

¯°¨ ª®²®°»µ ¢»¯®«¿¥²±¿ (11). �³±²¼  «£®°¨²¬ A ¤«¿ ° ±¸¨´°®¢-

ª¨ ´³ª¶¨¨ f ¨±¯®«¼§³¥² � (A; k; f) ®¡° ¹¥¨© ª ®° ª³«³ ¨ �(A; k; f)

 °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨©  ¤ ¶¥«»¬¨ ·¨±« ¬¨. �¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥-

¨¿:

� (A; k) = max

f2F

�

(k)

� (A; k; f); �(A; k) = max

f2F

�

(k)

�(A; k; f):

�¥®°¥¬  1. 1) �«¿ «¾¡®£®  «£®°¨²¬  A ° ±¸¨´°®¢ª¨ ¯®°®£®¢®©

´³ª¶¨¨ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥»µ ±¯° ¢¥¤«¨¢®  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ¥° ¢¥±²¢®

� (A; k)

>

�

4 logk:

2) �³¹¥±²¢³¥²  «£®°¨²¬ A

1

° ±¸¨´°®¢ª¨ ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨ ¤¢³µ

¯¥°¥¬¥»µ, ¤«¿ ª®²®°®£®

� (A

1

; k) � 6 log(k � 1) + 4; �(A

1

; k) = O(log

2

k):

�¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» 1 ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ®¶¥ª¨

jF

�

(k)j � k

4

¨§ [12].

�³±²¼ ¢ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬¥ � ± ¶¥«®·¨±«¥»¬¨ ¢¥°¸¨ ¬¨ R

0

; R

1

,

R

2

; R

3

±²®°®» R

0

R

1

¨ R

2

R

3

ª°®¬¥ ª®¶®¢ ¥ ±®¤¥°¦ ² ¤°³£¨µ ¶¥-

«®·¨±«¥»µ ²®·¥ª:

R

i

2 Z

2

(i = 0; : : : ; 3);

[R

0

; R

1

]\ Z

2

= fR

0

; R

1

g;

[R

2

; R

3

]\ Z

2

= fR

2

; R

3

g:

(12)

� §®¢¥¬ ¥° ¢¥±²¢®

�

1

x

1

+ �

2

x

2

� �

0

(13)

®²±¥·¥¨¥¬ ¢¥°¸¨» R

i

(i = 0; : : : ; 3) ¯ ° ««¥«®£° ¬¬  �, ¥±«¨ ®®

¥ ¢»¯®«¿¥²±¿ ¤«¿ ª®®°¤¨ ² ²®·ª¨ R

i

. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ®²±¥-

·¥¨¥ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ²®·ª³ (x

1

; x

2

), ¥±«¨ �

1

x

1

+ �

2

x

2

= �

0

. �²±¥-

·¥¨¥ (13) ¢¥°¸¨» R

i

 §»¢ ¥²±¿ ¯° ¢¨«¼»¬, ¥±«¨ ¢»¯®«¿¾²±¿
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±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿: 1) ¥° ¢¥±²¢® (13) ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ¢±¥µ ¶¥«®-

·¨±«¥»µ ²®·¥ª ¨§ � ª°®¬¥ R

i

; 2) ®²±¥·¥¨¥ (13) ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§

¢¥°¸¨³ R

0

, ±®±¥¤¾¾ ± R

i

¯® °¥¡°³ R

0

R

1

¨«¨ R

2

R

3

; 3) ®²±¥·¥¨¥

(13) ¯°®µ®¤¨² ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ ¥¹¥ ·¥°¥§ ®¤³ ²®·ª³ ¨§ � \Z

2

.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 1 ®±®¢ ®   ±«¥¤³¾¹¨µ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼-

»µ ³²¢¥°¦¤¥¨¿µ.

�¥¬¬  1. �³¹¥±²¢³¥²  «£®°¨²¬ A

0

, ª®²®°»© ¤«¿ «¾¡®£® ¯ ° «-

«¥«®£° ¬¬  � = R

0

R

1

R

2

R

3

� B(k), ®¡« ¤ ¾¹¥£® ±¢®©±²¢®¬ 12 ¨

§ ¤ ®£® ±¢®¨¬¨ ¢¥°¸¨ ¬¨, §  «¨¥©®¥ ®² log k ¢°¥¬¿ ±²°®¨² ¯° -

¢¨«¼®¥ ®²±¥·¥¨¥ ¢¥°¸¨» R

0

.

�¥¬¬  2. �³±²¼ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ � = R

0

R

1

R

2

R

3

®¡« ¤ ¥² ±¢®©±-

²¢®¬ (12) ¨ ª°®¬¥ ¢¥°¸¨ ±®¤¥°¦¨² ¥¹¥ µ®²¿ ¡» ®¤³ ¶¥«®·¨±«¥³¾

²®·ª³. �®£¤  «¨¡® ¯° ¢¨«¼®¥ ®²±¥·¥¨¥ ¢¥°¸¨» R

0

, «¨¡® ¯° ¢¨«¼-

®¥ ®²±¥·¥¨¥ ¢¥°¸¨» R

1

±®¤¥°¦¨² ¥ ¬¥¥¥ 3 ²®·¥ª ¬®¦¥±²¢ 

� \ Z

2

.

�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ¯®¸ £®¢®¬³ ®¯¨± ¨¾  «£®°¨²¬  A

1

.

� £ 0. �¯°¥¤¥«¨¬ f(x) ¢ ¢¥°¸¨ µ ¯°¿¬®³£®«¼¨ª  B(k) ¨

®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ S

�

(� = 0; 1) ¬®¦¥±²¢® ²¥µ ¨§ ¨µ, ¤«¿ ª®²®°»µ

f(x) = �. �±«¨ ¯°¨ � = 0 ¨«¨ ¯°¨ � = 1 ¬®¦¥±²¢® S

�

¯³±²®, ²® ° ±-

¸¨´°®¢ª  § ª®·¥ , ² ª ª ª ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ M

�

(f) = ; ¨ f � 1� �.

� £ 1. �³±²¼ L

i

(i = 0; 1) | ±²®°®  ¯°¿¬®³£®«¼¨ª  B(k),

¢ ª®¶ µ ª®²®°®© ´³ª¶¨¿ f ¯°¨¨¬ ¥² ° §«¨·»¥ § ·¥¨¿. �¨-

µ®²®¬¨¥©   ª ¦¤®© ¨§ ±²®°® L

0

, L

1

 ©¤¥¬ ¯ °³ ±®±¥¤¨µ ¶¥-

«®·¨±«¥»µ ²®·¥ª R

0

, R

1

¨ R

2

, R

3

±®®²¢¥²±²¢¥®, ² ª, ·²®¡»

f(R

0

) = f(R

3

) = �, f(R

1

) = f(R

2

) = 1 � � (� = 0; 1). �°¨±®¥¤¨¨¬

R

0

, R

3

ª S

�

,   R

1

, R

2

ª S

1��

. �«¿ ¶¥«®·¨±«¥»µ ²®·¥ª ¨§ ConvS

�

(� = 0; 1) ¨¬¥¥¬ f(x) = �. �±«¨ L

0

¨ L

1

| ¯°®²¨¢®¯®«®¦»¥ ±²®°®-

» ¯°¿¬®³£®«¼¨ª  B(k), ²®£¤  R

0

� R

1

= R

3

� R

2

, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,

R

0

R

1

R

2

R

3

| ¯ ° ««¥«®£° ¬¬. � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  L

0

, L

1

| ±¬¥¦»¥, ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ R ¨µ ®¡¹³¾ ¢¥°¸¨³ ¨ ° ±±¬®²°¨¬

²³ ¯ °³ ²®·¥ª R

2i

, R

2i+1

, ª®²®° ¿ ° ±¯®«®¦¥  ¤ «¼¸¥ ®² R. �³±²¼

j 2 f1; 2g ¨ � 2 f0; 1g ¢»¡° » ² ª, ·²® R

2i

, R

2i+1

¿¢«¿¾²±¿ ±®±¥¤¿-

¬¨ ¯® ª®®°¤¨ ²¥ j ¨ R

2i+�

° ±¯®«®¦¥  ¤ «¼¸¥ ®² R, ·¥¬ R

2i+1��

.

� ¬¥¨¬ R

2i+�

²®·ª®© R

0

2i+�

, ±®±¥¤¥© ± R

2i+1��

¯® ª®®°¤¨ ²¥ 3�j.

�·¥¢¨¤®, ·²® f(R

0

2i+�

) = f(R

2i+�

). �®«®¦¨¬ R

2i+�

:= R

0

2i+�

. �®§-

¬®¦¥ ±«³· ©, ª®£¤  ¤® § ¬¥» ®¡¥ ¯ °» R

0

, R

1

¨ R

2

, R

3

¡»«¨ ° ¢-

®³¤ «¥» ®² R, ²®£¤ , ®·¥¢¨¤®, � = R

0

R

1

R

2

R

3

¥ ±®¤¥°¦¨² ¢³²-
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°¥¨µ ¶¥«®·¨±«¥»µ ²®·¥ª ¨ M

�

(f) = ConvS

�

\B(k) (� = 0; 1) |

° ±¸¨´°®¢ª  § ¢¥°¸¥ .

� £ 2. �«£®°¨²¬®¬ A

0

¯®±²°®¨¬ ¯° ¢¨«¼»¥ ®²±¥·¥¨¿ ¢¥°¸¨

R

0

¨R

1

¨ ¢»¡¥°¥¬ ¨§ ¨µ ®²±¥·¥¨¥, ¯°®µ®¤¿¹¥¥ ·¥°¥§ ¡
�
®«¼¸¥¥ ·¨±«®

²®·¥ª ¨§ �\B(k), £¤¥ � = R

0

R

1

R

2

R

3

. �³±²¼ i| ®¬¥° ±®®²¢¥²±²¢³-

¾¹¥© ¢»¡° ®¬³ ®²±¥·¥¨¾ ¢¥°¸¨». �±«¨   ®²±¥·¥¨¨ ¥² ¨

®¤®© ¶¥«®·¨±«¥®© ¢³²°¥¥© ²®·ª¨ ®¡« ±²¨ �, ²® � ¢®®¡¹¥ ¥

±®¤¥°¦¨² ¢³²°¥¨µ ¶¥«®·¨±«¥»µ ²®·¥ª, M

�

(f) = ConvS

�

\B(k)

(� = 0; 1) | ° ±¸¨´°®¢ª  § ¢¥°¸¥ . � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¤¨µ®²®-

¬¨¥©  ©¤¥¬ ¤¢¥ ±®±¥¤¨¥ ¶¥«®·¨±«¥»¥ ²®·ª¨ R

0

0

, R

0

1

, «¥¦ ¹¨¥  

¯®±²°®¥®¬ ®²±¥·¥¨¨, ² ª¨¥, ·²® f(R

0

0

) 6= f(R

0

1

). � «®£¨·³¾

¯°®¶¥¤³°³ ¯°®¢¥¤¥¬ ± ®²±¥·¥¨¥¬ ¢¥°¸¨» R

3�i

: ¤¨µ®²®¬¨¥©  ©-

¤¥¬ «¥¦ ¹¨¥   ½²®¬ ®²±¥·¥¨¨ ±®±¥¤¨¥ ¶¥«®·¨±«¥»¥ ²®·ª¨ R

0

2

,

R

0

3

, ² ª¨¥, ·²® f(R

0

0

) = f(R

0

3

), f(R

0

1

) = f(R

0

2

).

� £ 3. �«¿ ¢±¥µ i = 0; : : : ; 3 ¯®«®¦¨¬ R

i

:= R

0

i

. �®¡ ¢¨¬ R

0

¨

R

3

ª S

�

,   R

1

¨ R

2

ª S

1��

, £¤¥ � = f(R

0

). �¥°¥©¤¥¬   ¸ £ 2.

�·¥¢¨¤®, ·²® §  ª®¥·®¥ ·¨±«® ¸ £®¢  «£®°¨²¬A

1

®±² ®¢¨²±¿,

¯°¨ ½²®¬ M

�

(f) = ConvS

�

\ Z

2

| ´³ª¶¨¿ f ° ±¸¨´°®¢  .

�®§¤  ¿  ¢²®°®¬ ¯°®£° ¬¬ , °¥ «¨§³¾¹ ¿  «£®°¨²¬ A

1

,  µ®-

¤¨²±¿ ¢ Internet ¯®  ¤°¥±³ http://www.uic.nnov.ru/~zny.

�®¹®±²¼ ²³¯¨ª®¢®£® ° §°¥¸ ¾¹¥£® ¬®¦¥±²¢ 

¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥»µ

�®¦¥±²¢® T � B(k)  §»¢ ¥²±¿ ° §°¥¸ ¾¹¨¬ ¤«¿ ´³ª¶¨¨

f 2 F

�

(k), ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ¤°³£®© ´³ª¶¨¨ g 2 F

�

(k)  ©¤¥²±¿ x 2 T ,

¤«¿ ª®²®°®£® f(x) 6= g(x). � §°¥¸ ¾¹¥¥ ¬®¦¥±²¢® ´³ª¶¨¨ f  -

§»¢ ¥²±¿ ²³¯¨ª®¢»¬, ¥±«¨ ¨ª ª®¥ ¥£® ±®¡±²¢¥®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¥

¿¢«¿¥²±¿ ° §°¥¸ ¾¹¨¬ ¤«¿ ´³ª¶¨¨ f .

�¥®°¥¬  2. �«¿ «¾¡®© ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥»µ ²³-

¯¨ª®¢®¥ ° §°¥¸ ¾¹¥¥ ¬®¦¥±²¢® ¥¤¨±²¢¥® ¨ ±®±²®¨² «¨¡® ¨§ 3,

«¨¡® ¨§ 4 ²®·¥ª.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 2 ®±®¢ ®   ±«¥¤³¾¹¥© «¥¬¬¥, ¿¢«¿¾-

¹¥©±¿ · ±²»¬ ±«³· ¥¬ ²¥®°¥¬» ¨§ [5].

�¥¬¬  3. �³¯¨ª®¢®¥ ° §°¥¸ ¾¹¥¥ ¬®¦¥±²¢® ¯®°®£®¢®© ´³ª¶¨¨

f ±®±²®¨² ¨§ ²¥µ ¨ ²®«¼ª® ²¥µ ²®·¥ª x, ¤«¿ ª ¦¤®© ¨§ ª®²®°»µ

 ©¤¥²±¿ ®²«¨· ¿ ®² f ¯®°®£®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ g ² ª ¿, ·²® f(x) 6=

g(x) ¨ f(y) = g(y) ¤«¿ ¢±¥µ y 6= x.
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����� �������������-�������� �������

�. �. �®°®«¥¢

�

1. �±®¢»¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �³ª¶¨¿ f  §»¢ ¥²±¿ ³° ¢®¢¥¸¥®©, ¥±«¨ ª®-

«¨·¥±²¢®  ¡®°®¢,   ª®²®°»µ ®  ¯°¨¨¬ ¥² § ·¥¨¥ 0, ° ¢® ª®-

«¨·¥±²¢³  ¡®°®¢,   ª®²®°»µ ®  ¯°¨¨¬ ¥² § ·¥¨¥ 1.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �³ª¶¨¿ f(x

1

; : : : ; x

n

) : B

n

! B  §»¢ ¥²±¿ ª®°°¥-

«¿¶¨®®-¨¬¬³®© ¯®°¿¤ª  k, ¥±«¨ 8 1 � i

1

< � � � < i

k

� n ¨

8 �

1

; : : : ; �

k

2 B

X

x

i

1

=�

1

;:::;x

i

k

=�

k

f(~x) = � = const:

� ¬¥· ¨¥. �«¿ ³° ¢®¢¥¸¥»µ ª®°°¥«¿¶¨®®-¨¬¬³»µ ´³ª-

¶¨© ¯®°¿¤ª  k ®² n ¯¥°¥¬¥»µ � = 2

n�k�1

.

�³ª¶¨¾ f ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ° §«¨·»¬¨ ±¯®±®¡ ¬¨, ª ª ² ¡-

«¨¶¥© § ·¥¨©, ² ª ¨ ´®°¬³« ¬¨ ¢ ° §«¨·»µ ¡ §¨± µ.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®«¨®¬®¬ �¥£ «ª¨  ´³ª¶¨¨ f  §»¢ ¥²±¿ ¥¥

¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¢ ¡ §¨±¥ f1;^;�g. � ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¥¤¨±²¢¥® ±

²®·®±²¼¾ ¤® ¯¥°¥±² ®¢ª¨ ±« £ ¥¬»µ, ¬®¦¨²¥«¥© ¨ § ¬¥» x

i

x

i

$

x

i

.
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�¯°¥¤¥«¥¨¥. �²¥¯¥¼¾ ¢µ®¦¤¥¨¿ ¯¥°¥¬¥®© x

i

¢ ´³ª¶¨¾

f(x

1

; : : : ; x

n

) ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¬ ª±¨¬ «¼³¾ ±²¥¯¥¼ ®¤®·«¥ , ±®-

¤¥°¦ ¹¥£® x

i

¢ ¯®«¨®¬¥ �¥£ «ª¨  ´³ª¶¨¨ f . �¡®§ · ²¼ ¬» ¥¥

¡³¤¥¬ deg

f

x

i

.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �²¥¯¥¼¾ ¬®£®·«¥ �¥£ «ª¨  ´³ª¶¨¨ f ¡³¤¥¬

 §»¢ ²¼ deg f = max

i

deg

f

x

i

.

2. �¢¿§¼ ª®°°¥«¿¶¨®®-¨¬¬³®±²¨ ¨ «¨¥©®±²¨

�¥®°¥¬  1. [2] �«¿ «¾¡®£®  ²³° «¼®£® k ±³¹¥±²¢³¥² ¥®²°¨-

¶ ²¥«¼®¥ ¶¥«®¥ ·¨±«® p

0

(k), ² ª®¥ ·²® ¤«¿ «¾¡®£® n > k «¾¡ ¿

´³ª¶¨¿ f(x

1

; : : : ; x

n

), ª®°°¥«¿¶¨®®-¨¬¬³ ¿ ¯®°¿¤ª  n � k, ¬®-

¦¥² § ¢¨±¥²¼ ¥«¨¥©® ¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ ®² p

0

(k) ¯¥°¥¬¥»µ.

�¥®°¥¬  2. (�¥° ¢¥±²¢® �¨£¥² «¥° ) [1]. �±«¨ ¡³«¥¢  ´³ª-

¶¨¿ f(x

1

; : : : ; x

n

) | ª®°°¥«¿¶¨®®-¨¬¬³ ¿ ¯®°¿¤ª  k, ²® deg f �

n� k.

�±«¨ ¯°¨ ½²®¬ ´³ª¶¨¿ f ³° ¢®¢¥¸¥ ¿ ¨ n�k � 2, ²® deg f �

n� k � 1.

�®±ª®«¼ª³  ± ¥ ¨²¥°¥±³¾² ´³ª¶¨¨, ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ¯¥°¥¬¥»¥,

¢µ®¤¿¹¨¥ ´¨ª²¨¢® ¨«¨ «¨¥©® (deg

f

x

i

= 0 ¨«¨ 1), ²® ¬» ¡³¤¥¬

° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±°¥¤¨ ®±² ¢¸¨µ±¿ ± ¬»¥ ¯°®±²»¥ | ª¢ ¤° ²¨·»¥:

deg

f

x

i

= 2.

�¢ ¤° ²¨·»¥ ´³ª¶¨¨ ¬®¦® § ¯¨±»¢ ²¼ ¯®-° §®¬³: ¨ ¢ ¢¨¤¥

±¯¨±ª  § ·¥¨©, ¨ ¢ ¢¨¤¥ ¬®£®·«¥ , ¨ ¢ ¢¨¤¥ ² ¡«¨¶» ª®½´´¨¶¨-

¥²®¢ ¬®£®·«¥  ¨ ¤ ¦¥ °¨±®¢ ²¼ ¢ ¢¨¤¥ £° ´ , ¢ ª®²®°®¬ ¢¥°¸¨ ¬

±®®²¢¥²±²¢³¾² ¯¥°¥¬¥»¥, °¥¡° ¬ | ®¤®·«¥» x

i

x

j

,   ¯¥²«¿¬ |

®¤®·«¥» x

k

.

3. � ¡«¨¶  °¥§³«¼² ²®¢

�¥«¼¾ ° ¡®²» ¡»« ¯®¨±ª ¢±¥µ ª¢ ¤° ²¨·»µ ³° ¢®¢¥¸¥»µ

ª®°°¥«¿¶¨®®-¨¬¬³»µ ´³ª¶¨© ¯®°¿¤ª  k ®² n ¯¥°¥¬¥»µ ¯°¨

¥¡®«¼¸¨µ § ·¥¨¿µ k ¨ n, ¨, ¢ ¯¥°¢³¾ ®·¥°¥¤¼, ¢ ¯®£° ¨·»µ

±«³· ¿µ | ª®£¤  ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ k ¨«¨ n   ¥¤¨¨¶³ ·¨±«® ² ª¨µ

´³ª¶¨© ±² ®¢¨«®±¼ ° ¢»¬ ³«¾.

� °¥§³«¼² ²¥ ¡»«  ¯®«³·¥  ±«¥¤³¾¹ ¿ ² ¡«¨¶ :
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�®«¨·¥±²¢  ª¢ ¤° ²¨·»µ ª®°°¥«¿¶¨®®-¨¬¬³»µ ´³ª¶¨©

n

k

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 - - 4 13 + + + + + +

1 - - - 1 9 147 + + + +

2 - - - - - 2 23 + + +

3 - - - - - - - 6 + +

4 - - - - - - - - - +

� ¦¤®© ª«¥²ª¥ ½²®© ² ¡«¨¶», ¢ ª®²®°®© § ¯¨± ® ·¨±«®, ±®®²¢¥²-

±²¢³¥² ª®ª°¥²»© ±¯¨±®ª ´³ª¶¨©. �°¨·¥¬ ±°¥¤¨ ½²¨µ ´³ª¶¨© ¥

¯®¯ ¤ ¾²±¿ ½ª¢¨¢ «¥²»¥ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¯¥°¥±² ®¢ª¨ ¨¤¥ª±®¢,

¨, ¢¨¤¨¬®, ¯®½²®¬³ ¤«¿ ·¨±¥« ¢ ² ¡«¨¶¥ ¥  ¡«¾¤ ¥²±¿ ª ª¨¬µ-«¨¡®

®·¥¢¨¤»µ § ª®®¬¥°®±²¥©.

� ¡«¨¶  ¯°¨ ½²®¬ ¨¬¥¥² ±²³¯¥· ²»© ¢¨¤, ¯®±ª®«¼ª³ ´³ª¶¨¿,

ª®°°¥«¿¶¨®®-¨¬¬³ ¿ ¯®°¿¤ª  k ¿¢«¿¥²±¿ ª®°°¥«¿¶¨®®-¨¬¬³-

®© ¯®°¿¤ª®¢ k � 1; k � 2; : : : ; 0. � ª¦¥ ¯®¤±² ®¢ª®© ª®±² ²»

¢¬¥±²® ®¤®© ¨§ ¯¥°¥¬¥®© ¬» ¯®«³· ¥¬ ¨§ CI-k (ª®°°¥«¿¶¨®®-

¨¬¬³®© ¯®°¿¤ª  k) ´³ª¶¨¨ ®² n ¯¥°¥¬¥»µ CI-(k� 1) ´³ª¶¨¾

®² n� 1 ¯¥°¥¬¥®©.

�²¥°¥± ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¢»¿±¥¨¥ \³£«   ª«®  ±²³¯¥¥ª". �¯®«-

¥ ¢®§¬®¦®, ·²® ® ° ¢¥

1

2

¨ ·²® ¥ ±³¹¥±²¢³¥² ´³ª¶¨© ± n <

2k + 2.

4. �¥²®¤» ¯®«³·¥¨¿ ´³ª¶¨©

�°¥¤±² ¢«¥¨¿ ´³ª¶¨©. �®±ª®«¼ª³ ¢ ª®¬¯¼¾²¥°¥ ¥±²¼ ¢®§-

¬®¦®±²¼ ¯°®¨§¢®¤¨²¼ ¯®¡¨²®¢»¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¯ ° ««¥«¼®, ²® ¨¬¥¥²

±¬»±« ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ½²® ¯°¥¨¬³¹¥±²¢®, § ¤ ¢ ¿ ±²°®ª³ § ·¥¨© ¥

¢ ¢¨¤¥ ¬ ±±¨¢  «®£¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥»µ,   ¢ ¢¨¤¥ int, long ¨«¨ ¬ ±-

±¨¢  ² ª¨µ ·¨±«®¢»µ ¯¥°¥¬¥»µ.

1) �¥§³«¼² ² ±«®¦¥¨¿ ¤¢³µ ´³ª¶¨© f

1

�f

2

¢»·¨±«¿¥²±¿ §  2

n�5

®¯¥° ¶¨©, ¥±«¨ f

1

¨ f

2

¯°¥¤±² ¢«¥» ¢ ¢¨¤¥ ¬ ±±¨¢®¢ long (32

¡¨² ).

2) �°®¢¥°ª    ³° ¢®¢¥¸¥®±²¼ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ §  � 2

n�1

®¯¥-

° ¶¨©, ¥±«¨ f ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥ ¬ ±±¨¢  long

1

.

1

�¥« ¿ ¯¥°¥µ®¤ N 7! (N � 1)

&

N (\&" | ¯®¡¨²®¢ ¿ ª®º¾ª¶¨¿ ¤¢®¨·»µ

§ ¯¨±¥©), ¬» ³¡¨° ¥¬ ¯®±«¥¤¾¾ ¥¤¨¨¶³, ¨ ª®«¨·¥±²¢® ®¯¥° ¶¨© ¯®«³· ¥²±¿

° ¢»¬ ª®«¨·¥±²¢³ ¥¤¨¨¶,   ¥ ª®«¨·¥±²¢³ ¡¨².
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�®±ª®«¼ª³  ± ¨²¥°¥±³¾² ²®«¼ª® ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´³ª¶¨¨ ± ²®·-

®±²¼¾ ¤® ¯°¨¡ ¢«¥¨¿ 1, ²® f(~x) ¯°¥¤±² ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥:

f(x

1

; : : : ; x

n

) =

M

1�i�j�n

a

ij

x

i

x

j

:

1) �³ª¶¨¾, ¯®«³· ¾¹³¾±¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯®¤±² ®¢ª¨ ª®±² ²

¢¬¥±²® k ¯¥°¥¬¥»µ ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ³¡¨° ¿ ±®®²¢¥²±²¢³-

¾¹¨¥ ±²°®·ª³ ¨ ±²®«¡¶» ¨ ¯°¨ ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ¨§¬¥¿¿ ¤¨ -

£® «¼»¥ ½«¥¬¥²», ¯®½²®¬³ ±«®¦®±²¼ ¬®¦® ®¶¥¨²¼ ª ª

(n � k)

2

.

2) �¥°¥¢®¤ ¢ ±²°®·³¾ § ¯¨±¼ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥¬

§ ° ¥¥ ¢»·¨±«¥»µ ´³ª¶¨©, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ®¤®·«¥ ¬

x

i

x

j

¨ x

k

. �«®¦®±²¼ ¢ µ³¤¸¥¬ ±«³· ¥ �

n(n+1)

2

2

n�5

� n

2

2

n�6

.

3) �°®¢¥°ª    ³° ¢®¢¥¸¥®±²¼ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ¯¥°¥¢®¤¥ ¢ ±²°®·-

³¾ § ¯¨±¼ ¨ ¯°®¢¥°ª¨ ¢ ±²°®·®© § ¯¨±¨. �«®¦®±²¼ �

n

2

2

n�6

2

n�1

= n

2

2

2n�7

.

\�®¡®¢®©" ¯¥°¥¡®°. �±¥£®  ¤® ° ±±¬®²°¥²¼ 2

n(n+1)

2

¬ ²°¨¶, ¢

ª ¦¤®© ¨§ ¨µ  ¤® ¢ ª ¦¤®© ¨§ C

k

n

¢»¡®°®ª ¯¥°¥¬¥»µ ¯®¤±² ¢¨²¼

2

k

¢ °¨ ²®¢ § ·¥¨©, ³¬¥¼¸¨¢ §  (n� k)

2

®¯¥° ¶¨© ¬ ²°¨¶³, ¯¥-

°¥¢¥¤¿ §  k

2

2

k�6

®¯¥° ¶¨© ¥¥ ¢ ±²°®·ª³ ¨ ¯°®¢¥°¨¢ ½²³ ±²°®·ª³  

³° ¢®¢¥¸¥®±²¼ §  2

k�1

®¯¥° ¶¨©. �²®£® ¯®«³· ¥²±¿

�«®¦®±²¼ = 2

n(n+1)

2

C

k

n

2

k

�

(n � k)

2

+ k

2

2

k�6

+ 2

k�1

�

:

�°¨ n = 9, k = 2 ¯®«³· ¥²±¿ ±«®¦®±²¼ ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼® 10

18

®¯¥° ¶¨©, ·²®, ª®¥·®, ¥°¥ «¼® ¢®¯«®²¨²¼ ¢ ®°¬ «¼®¥ ¢°¥¬¿.

� ¦¥ ¥±«¨ ³·¨²»¢ ²¼, ·²® ½²® | ±«®¦®±²¼ ¢ µ³¤¸¥¬ ±«³· ¥, ¨ ·²®

®  ¥ ³·¨²»¢ ¥² ¯°¥ª° ¹¥¨¿ ° ±±¬®²°¥¨¿ ´³ª¶¨©, ³ ª®²®°»µ

µ®²¿ ¡» ®¤  ¯®¤´³ª¶¨¿ ®ª § « ±¼ ¥³° ¢®¢¥¸¥®©. �°¨µ®¤¨²±¿

¨§»±ª¨¢ ²¼ ¤°³£¨¥ ±¯®±®¡»  µ®¦¤¥¨¿ ª®°°¥«¿¶¨®®-¨¬¬³»µ

´³ª¶¨©.

�®¡ ¢«¥¨¥ ¯¥°¥¬¥®©. �®±ª®«¼ª³ ¯°¨ ¯®¤±² ®¢ª¥ ¢ CI-k

´³ª¶¨¾ ®² n ¯¥°¥¬¥»µ ¢¬¥±²® «¾¡®© ¯¥°¥¬¥®© ª®±² ²» ¯®-

«³· ¥²±¿ CI-(k � 1) ´³ª¶¨¿ ®² n � 1 ¯¥°¥¬¥®©, ²® ¬®¦® ¨±ª ²¼

¢±¥ CI-k ´³ª¶¨¨ ®² n ¯¥°¥¬¥»µ, ¤®¡ ¢«¿¿ ¯¥°¥¬¥³¾.
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�³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ CI-(k � 1) ´³ª¶¨¿

f

0

(x

1

; : : : ; x

n�1

) =

M

1�i�j�n�1

a

ij

x

i

x

j

:

�¢¥¤¥¬ ´³ª¶¨¾ f , ¯®« £ ¿

f(x

1

; : : : ; x

n�1

; x

n

) := f

0

(x

1

; : : : ; x

n�1

) �

n

M

i=1

a

in

x

i

x

n

:

�«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯°®¢¥°¨²¼ ¥¥   CI-k, ¥®¡µ®¤¨¬® ¯¥°¥¡° ²¼ ¢±¥

¢®§¬®¦»¥ ¯®¤±² ®¢ª¨ k ª®±² ² ¢¬¥±²® ¯¥°¢»µ n�1 ¯¥°¥¬¥»µ.

�¬¥±²® ¯®±«¥¤¥© ¯¥°¥¬¥®© ¯®¤±² ¢«¿²¼ ª®±² ²» ¥  ¤®, ¯®²®-

¬³ ·²® ²®£¤  ¯®«³·¨²±¿ ¯°®¢¥°ª  f

0

  CI-(k � 1). � ª¨¬ ®¡° §®¬,

¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ ®¤®£® ° ±¸¨°¥¨¿ f

0

¯®«³· ¥²±¿

�«®¦®±²¼ = C

k

n�1

2

k

�

(n� k)

2

+ k

2

2

k�6

+ 2

k�1

�

:

�±«¨  ¬ ¨§¢¥±²» ¢±¥ CI-(k�1) ´³ª¶¨¨ ®² n�1 ¯¥°¥¬¥®©, ¨

¨µ A ¸²³ª, ²® ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ ¢±¥µ CI-k ´³ª¶¨© ®² n ¯¥°¥¬¥»µ

¯®«³· ¥²±¿

�«®¦®±²¼ = A2

n

C

k

n�1

2

k

�

(n� k)

2

+ k

2

2

k�6

+ 2

k�1

�

:

�°¨ n = 9, k = 4 ½²  ±«®¦®±²¼ ¯®«³· ¥²±¿ � 10

8

, ·²® ¢¯®«¥

°¥ «¼® ¯¥°¥¡° ²¼. �° ¢¤ , ¤«¿ ½²®£® ¥®¡µ®¤¨¬® ± · «  ¢»·¨±«¨²¼

¢±¥ ´³ª¶¨¨ ± (n = 5; k = 0), (n = 6; k = 1), (n = 7; k = 2), (n = 8; k =

3), ® ½²® ²®¦¥ ¥ § ¨¬ ¥² ¬®£® ¢°¥¬¥¨.

�±ª«¾·¥¨¥ ¯®¢²®°®¢. �°¨ ° ¡®²¥ ± ¯®¬®¹¼¾ ¬¥²®¤  ¤®¡ ¢«¥-

¨¿ ¯¥°¥¬¥»µ ¢ ¦®, ·²®¡» ° ±±¬ ²°¨¢ «®±¼ ª ª ¬®¦® ¬¥¼¸¥

´³ª¶¨© ¯°¥¤»¤³¹¥£® ³°®¢¿. �®²¿ ¬» ¥ ¬®¦¥¬ ¨§¬¥¨²¼ ®¡¹¥¥

·¨±«® ² ª¨µ ´³ª¶¨©, ¬®¦® ¨±ª«¾·¨²¼ ¨§ ° ±±¬®²°¥¨¿ ´³ª¶¨¨¡

½ª¢¨¢ «¥²»¥ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¯¥°¥±² ®¢ª¨ ¨¤¥ª±®¢ ¯¥°¥¬¥»µ.

�® ¥±²¼  ± ¡³¤¥² ¨¥°¥±®¢ ²¼ ±ª®°¥¥ ¥ ¬ ²°¨¶  ª®½´´¨¶¨¥²®¢,  

£° ´   ¥³¬¥°®¢ »µ ¢¥°¸¨ µ, ª®²®°»© ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¤ ³¾

´³ª¶¨¾.

�°¨ ½²®¬ ¥®¡¿§ ²¥«¼® ¯¥°¥¡¨° ²¼ ¢±¥ n! ¯¥°¥±² ®¢®ª, ¤®±² -

²®·® «¨¸¼ ° ±±¬®²°¥²¼ ¯¥°¥±² ®¢ª¨ ¢³²°¨ ¯®¤¬®¦¥±²¢, ¢ ª®²®-

°»µ (a

ii

;

n

P

j=1

a

ij

) = const, ²® ¥±²¼ ±°¥¤¨ ¢¥°¸¨, ³ ª®²®°»µ ¥±²¼ ¨«¨

¥² ¯¥²«¨ ¨ § ¤  ¿ ±²¥¯¥¼.
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�

� p ¡®²¥ p ±±¬ ²p¨¢ ¥²±¿ p¥ «¨§ ¶¨¿ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© ¨§ § ¬ª-

³²»µ ª« ±±®¢ [3] ±µ¥¬ ¬¨ ¨§ ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ ¨ ¨§³· ¥²-

±¿ ¢®§¬®¦®±²¼ p ±¸¨p¥¨¿ ª« ±±  K ª®±² ²»µ ¥¨±¯p ¢®±²¥©

±µ¥¬ ¨§ ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ ± ±®µp ¥¨¥¬ ½´´¥ª²¨¢®±²¨

¤¨ £®±²¨ª¨.

�®¤ p ±¸¨p¥¨¥¬ ª« ±±  ¥¨±¯p ¢®±²¥© ¡³¤¥¬ ¯®¨¬ ²¼ ±«¥¤³-

¾¹¥¥. �³±²¼ ¢ ±«³· ¥ ª®±² ²»µ ¥¨±¯p ¢®±²¥© ½«¥¬¥², p¥ «¨-

§³¾¹¨© ¢ ¨±¯p ¢®¬ ±®±²®¿¨¨ ´³ª¶¨¾ f , ¢ ¥¨±¯p ¢®¬ ±®±²®-

¿¨¨ ¬®¦¥² p¥ «¨§®¢ ²¼ «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¨§ ¬®¦¥±²¢  K(f),   ¢

±«³· ¥ p ±¸¨p¥®£® ª« ±±  ¥¨±¯p ¢®±²¥© | «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ ¨§

¬®¦¥±²¢  X(f). �®£¤  K(f) � X(f).

�³±²¼ B | ¥¯³±²®¥ ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© ¨

¯³±²¼ S | ±µ¥¬  ¨§ ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢  ¤ B, ¨¬¥¾¹ ¿

®¤¨ ¢»µ®¤. �¨±«® ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ ¢ ±µ¥¬¥ S ¡³¤¥¬ ®¡®-

§ · ²¼ L(S). �¨¨¬ «¼³¾ £«³¡¨³ ¤¥p¥¢  p¥¸¥¨© [2], p¥¸ ¾¹¥-

£® § ¤ ·³ ¤¨ £®±²¨ª¨ ±µ¥¬» S ®²®±¨²¥«¼® ¥¨±¯p ¢®±²¥© ¥ª®-

²®p®£® ª« ±±  X, ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ h

X

(S). �µ¥¬³ ¨§ ´³ª¶¨® «¼-

»µ ½«¥¬¥²®¢ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¡¥±¯®¢²®p®©, ¥±«¨ ¨§ ª ¦¤®£® ¥¥
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½«¥¬¥²  ¨ ¨§ ª ¦¤®£® ¢µ®¤  ¢»µ®¤¨² ¥ ¡®«¥¥ ®¤®© ¤³£¨, ¨ ¢µ®¤ ¬

¯p¨¯¨± » ¯®¯ p® p §«¨·»¥ ¯¥p¥¬¥»¥.

�³«¥¢³ ´³ª¶¨¾ f(x

1

; : : : ; x

n

) ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ª¢ §¨¬®®²®®©,

¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ·¨±«  �

1

; : : : ; �

n

2 E

2

¨ ¬®®²® ¿ ¡³«¥¢  ´³ª-

¶¨¿ g(x

1

; : : : ; x

n

) ² ª ¿, ·²® f(x

1

; : : : ; x

n

) = g(x

�

1

1

; : : : ; x

�

n

n

), £¤¥

x

�

= x, ¥±«¨ � = 1; ¨ x

�

= :x, ¥±«¨ � = 0. �®±² ²» 0 ¨ 1, ¯®

®¯p¥¤¥«¥¨¾, ¿¢«¿¾²±¿ ª¢ §¨¬®®²®»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨.

�¥¯³±²®¥ ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© B ¡³¤¥¬  §»-

¢ ²¼ ª¢ §¨¬®®²®»¬, ¥±«¨ ®® ±®±²®¨² ²®«¼ª® ¨§ ª¢ §¨¬®®²®»µ

´³ª¶¨©.

�¥¯³±²®¥ ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© B ¡³¤¥¬  §»-

¢ ²¼ ª¢ §¨¯p¨¬¨²¨¢»¬, ¥±«¨ ®® ³¤®¢«¥²¢®p¿¥² µ®²¿ ¡» ®¤®¬³ ¨§

±«¥¤³¾¹¨µ ³±«®¢¨©:

 ) ¢±¥ ´³ª¶¨¨ ¬®¦¥±²¢  B ¿¢«¿¾²±¿ «¨¥©»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨;

¡) ¢±¥ ´³ª¶¨¨ ¬®¦¥±²¢  B ¿¢«¿¾²±¿ ª¢ §¨¬®®²®»¬¨ ´³ª-

¶¨¿¬¨.

�³±²¼ ' | ´®p¬³«   ¤ B, p¥ «¨§³¾¹ ¿ ´³ª¶¨¾ f 2 U . �®-

£¤  ¯® ´®p¬³«¥ ' ±²p®¨²±¿ ±µ¥¬  S  ¤ B, ª®²®p ¿ ³¤®¢«¥²¢®p¿¥²

±«¥¤³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬:

 ) ±µ¥¬  S p¥ «¨§³¥² ´³ª¶¨¾ f ;

¡) L(S) = L('), £¤¥ L(') | ·¨±«® ´³ª¶¨® «¼»µ ±¨¬¢®«®¢ ¢

´®p¬³«¥ ';

¢) ¨§ «¾¡®£® ½«¥¬¥²  ±µ¥¬» S ¢»µ®¤¨² ¥ ¡®«¥¥ ®¤®© ¤³£¨.

� ª³¾ ±µ¥¬³ S ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ±µ¥¬®© ´®p¬³«¼®£® ²¨¯ .

� ¤®¯®«¥¨¥ ª ®¡»·®¬³ p¥¦¨¬³ p ¡®²» ±µ¥¬» S p ±±¬ ²p¨¢ -

¥²±¿ ¤¨ £®±²¨·¥±ª¨© p¥¦¨¬, ¯p¨ ª®²®p®¬ ¢µ®¤» ±µ¥¬» S "p ±¹¥¯-

«¿¾²±¿" ¨ ®  ±² ®¢¨²±¿ ¡¥±¯®¢²®p®© ±µ¥¬®©

~

S.

�³±²¼ B | ª¢ §¨¯p¨¬¨²¨¢®¥ ¬®¦¥±²¢®. � [4] ¡»«® ¯®ª § ®,

·²® ±³¹¥±²¢³¥² ª®±² ²  c ² ª ¿, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¡¥±¯®¢²®p®© ±µ¥-

¬» ¨§ ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ S  ¤ B ±¯p ¢¥¤«¨¢® ¥p ¢¥±²¢®

h

K

(S) � cL(S).

�p¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬®¦¥±²¢® B ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ª¢ §¨¯p¨¬¨²¨¢»¬.

� [4] ¡»«® ¯®ª § ®, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±³¹¥±²¢³¾² ¡¥±ª®¥· ¿ ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ S

1

; S

2

; : : : ¡¥±¯®¢²®p»µ ±µ¥¬ ¨§ ´³ª¶¨® «¼»µ

½«¥¬¥²®¢  ¤ B ¨ ª®±² ²  c > 0 ² ª¨¥, ·²® L(S

1

) < L(S

2

) < : : : ¨

¤«¿ i = 1; 2; : : : ±¯p ¢¥¤«¨¢® ¥p ¢¥±²¢® h

K

(S

i

) � 2

cL(S

i

)

.

� «¥¥ ¬» ¡³¤¥¬ p ±±¬ ²p¨¢ ²¼ ²®«¼ª® p¥ «¨§ ¶¨¾ ¡³«¥¢»µ ´³ª-

¶¨© ¯p¨ ¯®¬®¹¨ ±µ¥¬ ´®p¬³«¼®£® ²¨¯   ¤ ª¢ §¨¯p¨¬¨²¨¢»¬¨
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¬®¦¥±²¢ ¬¨ ¨ ¤¨ £®±²¨ª³ ¡¥±¯®¢²®p»µ ±µ¥¬ ¨§ ´³ª¶¨® «¼»µ

½«¥¬¥²®¢.

�«¿ ª¢ §¨¯p¨¬¨²¨¢®£® ¬®¦¥±²¢  B ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© ®¡®§ -

·¨¬ C

K

(B) ¬¨¨¬ «¼®¥ ¥®²p¨¶ ²¥«¼®¥ ¶¥«®¥ c ² ª®¥, ·²® ¤«¿

«¾¡®© ¡¥±¯®¢²®p®© ±µ¥¬» ¨§ ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ S  ¤ B

±¯p ¢¥¤«¨¢® ¥p ¢¥±²¢® h

K

(S) � cL(S).

� [4] ¡»«® ¯®ª § ®, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® § ¬ª³²®£® ª« ±±  ¡³«¥-

¢»µ ´³ª¶¨© U ±³¹¥±²¢³¥² ª¢ §¨¯p¨¬¨²¨¢»© ¡ §¨± B. �¡®§ ·¨¬

C

K

(U ) = minC

K

(B), £¤¥ ¬¨¨¬³¬ ¡¥p¥²±¿ ¯® ¢±¥¢®§¬®¦»¬ ª¢ §¨-

¯p¨¬¨²¨¢»¬ ¡ §¨± ¬ B ª« ±±  U .

� §¨± B ª« ±±  U ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ®¯²¨¬ «¼»¬ ¡ §¨±®¬ ª« ±± 

U ®²®±¨²¥«¼® ª®±² ²»µ ¥¨±¯p ¢®±²¥©, ¥±«¨ B | ª¢ §¨¯p¨-

¬¨²¨¢»© ¡ §¨± ¨ C

K

(B) = C

K

(U ).

�³±²¼ U | § ¬ª³²»© ª« ±± ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© ¨ B | ®¯²¨¬ «¼-

»© ®²®±¨²¥«¼® ª®±² ²»µ ¥¨±¯p ¢®±²¥© ¡ §¨± ª« ±±  U . �²®²

¡ §¨± ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢  ¤«¿ ¯®±²p®¥¨¿ ±µ¥¬, ª®²®p»¥ p¥ «¨-

§³¾² ´³ª¶¨¨ ¨§ U ¨ ¤«¿ ª®²®p»µ ±³¹¥±²¢³¾² ½´´¥ª²¨¢»¥  «-

£®p¨²¬» ¤¨ £®±²¨ª¨ ª®±² ²»µ ¥¨±¯p ¢®±²¥©   ¢µ®¤ µ ½«¥-

¬¥²®¢.

�«¿ ¡¥±¯®¢²®p®© ±µ¥¬»

~

S, ¯®«³·¥®© ¨§ ±µ¥¬» ´®p¬³«¼®£®

²¨¯  S ¯p¨ ¯®¬®¹¨ "p ±¹¥¯«¥¨¿" ¢µ®¤®¢, ±¯p ¢¥¤«¨¢® ®²®¸¥¨¥

h

K

(

~

S) � C

K

(U )L(

~

S) = C

K

(U )L(').

� [5] ¯®ª § ®, ·²® ¥±«¨ U | § ¬ª³²»© ª« ±± ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©

¯®p¿¤ª  � 2 f2; 3g ¨ B | ª¢ §¨¯p¨¬¨²¨¢»© ¡ §¨± ¯®p¿¤ª  � ª« ±± 

U , ±®±²®¿¹¨© ¨§ ´³ª¶¨©, ±³¹¥±²¢¥® § ¢¨±¿¹¨µ ®² ¢±¥µ ±¢®¨µ

¯¥p¥¬¥»µ, ²® C

K

(U ) = � + 1 ¨ B | ®¯²¨¬ «¼»© ¡ §¨± ª« ±±  U

®²®±¨²¥«¼® ª®±² ²»µ ¥¨±¯p ¢®±²¥©.

�  ®±®¢ ¨¨ ½²®£® p¥§³«¼² ²  ¢ [5] ®¯²¨¬ «¼»¥ ¡ §¨±» ¡»«¨

 ©¤¥» ¤«¿ 40 § ¬ª³²»µ ª« ±±®¢ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©. �¥ ¨±±«¥¤®-

¢ »¬¨ ®±² «¨±¼ ¢»p®¦¤¥»¥ ª« ±±», ¥ ±®¤¥p¦ ¹¨¥ ´³ª¶¨©,

±³¹¥±²¢¥® § ¢¨±¿¹¨µ ®² ¤¢³µ ¨«¨ ¡®«¥¥ ¯¥p¥¬¥»µ (¤«¿ ² ª¨µ

ª« ±±®¢ § ¤ ·  ¯®±²p®¥¨¿ ®¯²¨¬ «¼®£® ¡ §¨±  ¥ ¯p¥¤±² ¢«¿¥² ¨-

²¥p¥± ), ¨ ª« ±±» F

�

i

, i = 1; : : : ; 8, � = 3; 4; : : : .

�±®¢®© § ¤ ·¥©, p ±±¬®²p¥®© ¢ ¤ ®© p ¡®²¥, ¡»«® ¨§³·¥-

¨¥ ¢®§¬®¦®±²¥© p ±¸¨p¥¨¿ ª« ±±  ª®±² ²»µ ¥¨±¯p ¢®±²¥©

± ±®µp ¥¨¥¬ ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ¤¨ £®±²¨ª¨. �®«³·¥» ±«¥¤³¾¹¨¥

p¥§³«¼² ²». �³±²¼ U | § ¬ª³²»© ª« ±± ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©, ¨¬¥¾-

¹¨© ª¢ §¨¬®®²®»© ¡ §¨± B (² ª¨¥ ¡ §¨±» ±³¹¥±²¢³¾² ¤«¿ ¢±¥µ
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§ ¬ª³²»µ ª« ±±®¢ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©, ªp®¬¥ ¥¢»p®¦¤¥»µ ª« ±-

±®¢, ±®±²®¿¹¨µ ²®«¼ª® ¨§ «¨¥©»µ ´³ª¶¨©). �¡®§ ·¨¬ Q ª« ±±

ª¢ §¨¬®®²®»µ ¥¨±¯p ¢®±²¥©, ®¯p¥¤¥«¿¥¬»© ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡p -

§®¬. �³ª¶¨® «¼»© ½«¥¬¥², p¥ «¨§³¾¹¨© ¢ ¨±¯p ¢®¬ ±®±²®-

¿¨¨ ª¢ §¨¬®®²®³¾ ´³ª¶¨¾ f(x

1

; : : : ; x

n

) = g(x

�

1

1

; : : : ; x

�

n

n

),

£¤¥ g(x

1

; : : : ; x

n

) | ¬®®²® ¿ ´³ª¶¨¿, ¢ ¥¨±¯p ¢®¬ ±®±²®¿¨¨

¬®¦¥² p¥ «¨§®¢ ²¼ ´³ª¶¨¾ f

0

(x

1

; : : : ; x

n

) = g

0

(x

�

1

1

; : : : ; x

�

n

n

), £¤¥

g

0

(x

1

; : : : ; x

n

) | ¯p®¨§¢®«¼ ¿ ¬®®²® ¿ ´³ª¶¨¿ ®² n ¯¥p¥¬¥-

»µ.

�¥®°¥¬  1. �³±²¼ B | ¥¯³±²®¥ ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ª¢ §¨¬®-

®²®»µ ´³ª¶¨©. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ª®±² ²  c ² ª ¿, ·²® ¤«¿

«¾¡®© ¡¥±¯®¢²®p®© ±µ¥¬» ¨§ ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ S  ¤ B

±¯p ¢¥¤«¨¢® ¥p ¢¥±²¢® h

Q

(S) � cL(S).

�«¿ ª¢ §¨¬®®²®®£® ¬®¦¥±²¢  B ®¡®§ ·¨¬ C

Q

(B) ¬¨¨¬ «¼-

®¥ ¥®²p¨¶ ²¥«¼®¥ ¶¥«®¥ c ² ª®¥, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¡¥±¯®¢²®p®© ±µ¥-

¬» ¨§ ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ S  ¤ B ±¯p ¢¥¤«¨¢® ¥p ¢¥±²¢®

h

Q

(S) � cL(S). �«¿ § ¬ª³²®£® ª« ±±  U , ¤«¿ ª®²®p®£® ±³¹¥±²¢³¥²

ª¢ §¨¬®®²®»© ¡ §¨±, ®¡®§ ·¨¬ C

Q

(U ) = minC

Q

(B), £¤¥ ¬¨¨-

¬³¬ ¡¥p¥²±¿ ¯® ¢±¥¢®§¬®¦»¬ ª¢ §¨¬®®²®»¬ ¡ §¨± ¬ B ª« ±± 

U .

� §¨± B ª« ±±  U ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ®¯²¨¬ «¼»¬ ¡ §¨±®¬ ª« ±± 

U ®²®±¨²¥«¼® ª¢ §¨¬®®²®»µ ¥¨±¯p ¢®±²¥©, ¥±«¨ B | ª¢ §¨-

¬®®²®»© ¡ §¨± ¨ C

Q

(B) = C

Q

(U ). �«¥¤³¾¹¨© p¥§³«¼² ² ¯®«³·¥

± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ p ¡®²» [1].

�¥®°¥¬  2. �³±²¼ U | § ¬ª³²»© ª« ±± ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© ¯®p¿¤-

ª  � = 2 (� = 3) ¨ B | ª¢ §¨¬®®²®»© ¡ §¨± ¯®p¿¤ª  � ª« ±±  U ,

±®±²®¿¹¨© ¨§ ´³ª¶¨©, ±³¹¥±²¢¥® § ¢¨±¿¹¨µ ®² ¢±¥µ ±¢®¨µ ¯¥p¥-

¬¥»µ. �®£¤  C

Q

(U ) = 3 (C

Q

(U ) = 6) ¨ B | ®¯²¨¬ «¼»© ¡ §¨±

ª« ±±  U .

� §p ¡®²  ¯®«¨®¬¨ «¼»©  «£®p¨²¬, ¯®§¢®«¿¾¹¨© ¯® ¨§¢¥±²-

»¬ ³±«®¢»¬ ²¥±² ¬, ¤¨ £®±²¨p³¾¹¨¬ ®¤®½«¥¬¥²»¥ ±µ¥¬» ¢

¥ª®²®p®¬ ª¢ §¨¬®®²®®¬ ¡ §¨±¥, ¨ ¯p®¨§¢®«¼®© ¡¥±¯®¢²®p®©

±µ¥¬¥ ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¯®±²p®¨²¼ §  ¯®«¨®¬¨ «¼®¥ ¢p¥¬¿ ¢»¯®«¿-

¥¬»© ¯³²¼ ¢ ³±«®¢®¬ ²¥±²¥, ¤¨ £®±²¨p³¾¹¥¬ ª¢ §¨¬®®²®»¥

¥¨±¯p ¢®±²¨ ½«¥¬¥²®¢ p ±±¬ ²p¨¢ ¥¬®© ±µ¥¬».

�¥¯¥p¼ ¯³±²¼ U | § ¬ª³²»© ª« ±±, ¢ª«¾· ¾¹¨© ¢ ±¥¡¿ ²®«¼ª®

«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨. �¡®§ ·¨¬ L ª« ±± «¨¥©»µ ¥¨±¯p ¢®±²¥©,
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®¯p¥¤¥«¿¥¬»© ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡p §®¬. �³ª¶¨® «¼»© ½«¥¬¥², p¥ -

«¨§³¾¹¨© ¢ ¨±¯p ¢®¬ ±®±²®¿¨¨ «¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾ f(x

1

; : : : ; x

n

),

¢ ¥¨±¯p ¢®¬ ±®±²®¿¨¨ ¬®¦¥² p¥ «¨§®¢ ²¼ ¯p®¨§¢®«¼³¾ «¨¥©-

³¾ ´³ª¶¨¾ g(x

1

; : : : ; x

n

).

�¥®°¥¬  3. �³±²¼ B | ¥¯³±²®¥ ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® «¨¥©»µ

´³ª¶¨©. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ª®±² ²  c ² ª ¿, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¡¥±-

¯®¢²®p®© ±µ¥¬» ¨§ ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ S  ¤ B ±¯p ¢¥¤«¨¢®

¥p ¢¥±²¢® h

L

(S) � cL(S).

�«¿ ¬®¦¥±²¢  B «¨¥©»µ ´³ª¶¨© ®¡®§ ·¨¬ C

L

(B) ¬¨¨-

¬ «¼®¥ ¥®²p¨¶ ²¥«¼®¥ ¶¥«®¥ c ² ª®¥, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¡¥±¯®¢²®p®©

±µ¥¬» ¨§ ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ S  ¤ B ±¯p ¢¥¤«¨¢® ¥p ¢¥-

±²¢® h

L

(S) � cL(S). �«¿ § ¬ª³²®£® ª« ±±  U , ±®±²®¿¹¥£® ¨§ «¨¥©-

»µ ´³ª¶¨©, ®¡®§ ·¨¬ C

L

(U ) = minC

L

(B), £¤¥ ¬¨¨¬³¬ ¡¥p¥²±¿

¯® ¢±¥¢®§¬®¦»¬ ¡ §¨± ¬ B ª« ±±  U .

� §¨± B ª« ±±  U , ±®±²®¿¹¥£® ²®«¼ª® ¨§ «¨¥©»µ ´³ª¶¨©, ¡³-

¤¥¬  §»¢ ²¼ ®¯²¨¬ «¼»¬ ¡ §¨±®¬ ª« ±±  U ®²®±¨²¥«¼® «¨¥©-

»µ ¥¨±¯p ¢®±²¥©, ¥±«¨ C

L

(B) = C

L

(U ).

�¥®°¥¬  4. �³±²¼ U | § ¬ª³²»© ª« ±± ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©

¯®p¿¤ª  � 2 f2; 3g, ±®±²®¿¹¨© ²®«¼ª® ¨§ «¨¥©»µ ´³ª¶¨©, ¨ B

| ¡ §¨± ¯®p¿¤ª  � ª« ±±  U , ±®±²®¿¹¨© ¨§ ´³ª¶¨©, ±³¹¥±²¢¥®

§ ¢¨±¿¹¨µ ®² ¢±¥µ ±¢®¨µ ¯¥p¥¬¥»µ. �®£¤  C

L

(U ) = � + 1 ¨ B |

®¯²¨¬ «¼»© ¡ §¨± ª« ±±  U .

� ª¨¬ ®¡p §®¬, ¤«¿ § ¬ª³²»µ ª« ±±®¢ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©, ¨¬¥-

¾¹¨µ ¡ §¨±», ±®±²®¿¹¨¥ ²®«¼ª® ¨§ ª¢ §¨¬®®²®»µ ´³ª¶¨©, ¬»

¬®¦¥¬, ±®µp ¿¿ ½´´¥ª²¨¢®±²¼ ¤¨ £®±²¨ª¨, p ±¸¨p¨²¼ ª« ±± ª®-

±² ²»µ ¥¨±¯p ¢®±²¥©, ¤®¯³±ª ¿ p¥ «¨§ ¶¨¾ ¥¨±¯p ¢»¬¨ ½«¥-

¬¥² ¬¨ ¯p®¨§¢®«¼»µ ª¢ §¨¬®®²®»µ ´³ª¶¨© ®² ²®£® ¦¥ ·¨±« 

¯¥p¥¬¥»µ ±® ±«¥¤³¾¹¨¬ ®£p ¨·¥¨¥¬:  ¡®p �

1

; : : : ; �

n

2 E

n

2

,

®¯p¥¤¥«¿¾¹¨©  «¨·¨¥ ®²p¨¶ ¨©  ¤ ¯¥p¥¬¥»¬¨ x

1

; : : : ; x

n

¨±-

µ®¤®© ´³ª¶¨¨, ¤®«¦¥ ±®µp ¿²¼±¿ ¥¨§¬¥»¬ ¨ ¤«¿ ®¢®© ´³ª-

¶¨¨. �«¿ § ¬ª³²»µ ª« ±±®¢ ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨©, ¢ª«¾· ¾¹¨µ ¢ ±¥¡¿

²®«¼ª® «¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨, ¬» ¬®¦¥¬ p ±¸¨p¨²¼ ª« ±± ª®±² ²-

»µ ¥¨±¯p ¢®±²¥©, ¤®¡ ¢¨¢ ¢®§¬®¦®±²¼ § ¬¥» ¨±µ®¤®© ´³ª-

¶¨¨, p¥ «¨§³¥¬®© ½«¥¬¥²®¬,   ¯p®¨§¢®«¼³¾ «¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾,

§ ¢¨±¿¹³¾ ®² ²¥µ ¦¥ ¯¥p¥¬¥»µ.

�±¯®«¼§³¿ ³²¢¥p¦¤¥¨¿ ²¥®p¥¬ 4 ¨ 5, ¬®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¡ §¨-

±» § ¬ª³²»µ ª« ±±®¢, ¯p¨¢¥¤¥»¥ ¢ [5], ¿¢«¿¾²±¿ ®¯²¨¬ «¼»¬¨
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¨ ®²®±¨²¥«¼® p ±±¬ ²p¨¢ ¥¬»µ p ±¸¨p¥¨© ª« ±±  ª®±² ²»µ

¥¨±¯p ¢®±²¥©.

�  ±²®¿¹¥¥ ¢p¥¬¿ ¯p®¢¥p¿¥²±¿ £¨¯®²¥§  ® ²®¬, ·²® ¤ «¼¥©¸¥¥

p ±¸¨p¥¨¥ ² ª¨µ ª« ±±®¢ ¥¨±¯p ¢®±²¥© ± ±®µp ¥¨¥¬ ½´´¥ª²¨¢-

®±²¨ ¤¨ £®±²¨ª¨ ¥¢®§¬®¦®.

� ¡®²  ¢»¯®«¥  ¯p¨ ´¨ ±®¢®© ¯®¤¤¥p¦ª¥ ��� "�²¥£p ¶¨¿"

(¯p®¥ª² A�110), ���� (¯p®¥ª² 99-01-00820) ¨ ¯p®£p ¬¬» "�¨¢¥p-

±¨²¥²» �®±±¨¨" (¯p®¥ª² 015.04.01.76).
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�

�¨¦¥£®°®¤±ª¨© £®±³¤ °±²¢¥»© ³¨¢¥°±¨²¥² ¨¬. �.�. �®¡ ·¥¢-

±ª®£®

� ����������� ���������

��������������� ������

��� ��������� ������� ���������� ����

�. �. �®¬ ®¢

� ° ¡®² µ [2, 3] �. �.�®¦ª¨»¬ ¨ �.�.�®¬ ®¢»¬ ¯°¥¤«®¦¥ ¬¥-

²®¤ ¯®±²°®¥¨¿ ¥¤¨¨·»µ ¤¨ £®±²¨·¥±ª¨µ ²¥±²®¢ ¤«¿ ¥ª®²®°»µ
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ª« ±±®¢ ¡«®·»µ ª®² ª²»µ ±µ¥¬. �  ±²®¿¹¥© ° ¡®²¥ ´®°¬³«¨°³-

¥²±¿ °¥§³«¼² ², ° §¢¨¢ ¾¹¨© ¯°¨¬¥¥¨¥ ¤ ®£® ¬¥²®¤ .

� ° ¡®²¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¤¢³µ¯®«¾±»¥ ¡«®·»¥ ��, ª®²®°»¥

±²°®¿²±¿ ¯³²¥¬ \¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®£® ¯°¨±®¥¤¨¥¨¿" ¤°³£ ª ¤°³£³ ¡ -

§®¢»µ ±µ¥¬,  §»¢ ¥¬»µ ¡«®ª ¬¨ (¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ° §«¨·»µ ¡«®ª®¢

®¡° §³¥² ¡ §¨±) ¨ ¯°¨¬¥¥¨¿ ®¯¥° ¶¨¨ \³±¥·¥¨¿", § ª«¾· ¾¹¥©-

±¿ ¢ ¢»¤¥«¥¨¨ ®¤®£® ¢µ®¤  ¨ ®¤®£® ¢»µ®¤  ±µ¥¬» ¨ ³¤ «¥¨¨ ²¥µ

ª®² ª²®¢ ±µ¥¬», ª®²®°»¥ ¥ ¯°¨ ¤«¥¦ ² ¨ ®¤®© ¯°®¢®¤¿¹¥© ¶¥-

¯¨, ¢¥¤³¹¥© ®² ¢»¤¥«¥®£® ¢µ®¤  ª ¢»¤¥«¥®¬³ ¢»µ®¤³. �«®·-

 ¿ ��  §»¢ ¥²±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®©, ¥±«¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ²¨¯®¢

¥¥ ¡«®ª®¢ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª ¿ ¡¥§ ¯°¥¤¯¥°¨®¤  (½²®² ²¥°¬¨ ² ª¦¥ ¡³¤¥²

¯°¨¬¥¿²¼±¿ ª ¡«®·»¬ ��, ¯®«³·¥»¬ ª ª \³±¥·¥¨¥" ¯¥°¨®¤¨-

·¥±ª¨µ). �«®· ¿ �� S  §»¢ ¥²±¿ ª ±ª ¤®© ¡«®·®© ª®² ª²®©

±µ¥¬®© (����), ¥±«¨ ª ¦¤»© ¥¥ ¡«®ª ³¯° ¢«¿¥²±¿ ®¤®© ¯¥°¥¬¥®©,

° §»¥ ¡«®ª¨ ³¯° ¢«¿¾²±¿ ° §»¬¨ ¯¥°¥¬¥»¬¨, ¢±¿ª¨© ª®² ª²

¡«®ª  ±®¥¤¨¿¥² ª ª®©-²® ¢µ®¤ ¡«®ª  ± ª ª¨¬-²® ¢»µ®¤®¬, ¨ ª ¦¤®¬³

¢µ®¤³ ¡«®ª  ¨¶¨¤¥²» «¨¡® ¤¢  ¯°®²¨¢®¯®«®¦»µ ª®² ª² , «¨¡®

®¤¨ ª®² ª².

\�¤¢¨£®¢»¬" 2d-¯®«¾±»¬ ¡«®ª®¬H

"

d

 §»¢ ¥²±¿ �� ± d ¢µ®¤ ¬¨

¨ d ¢»µ®¤ ¬¨, ¯°®³¬¥°®¢ »¬¨ ·¨±« ¬¨ ®² 0 ¤® d�1, ³¯° ¢«¿¥¬ ¿

±¢®¥© ¯¥°¥¬¥®© x ¨ ² ª ¿, ·²® ¢±¿ª¨© ¢µ®¤ i ±®¥¤¨¥ ± ¢»µ®¤®¬

i ° §¬»ª ¾¹¨¬ ª®² ª²®¬ ¯¥°¥¬¥®© x, ². ¥. ª®² ª²®¬ ¢¨¤  �x, ¨

¢±¿ª¨© ¢µ®¤ i ±®¥¤¨¥ ± ¢»µ®¤®¬ i + " (mod d) (" 2 f1; : : : ; d� 1g)

§ ¬»ª ¾¹¨¬ ª®² ª²®¬ ¯¥°¥¬¥®© x, ². ¥. ª®² ª²®¬ ¢¨¤  x (¯°¨

½²®¬ ¢¥«¨·¨  "  §»¢ ¥²±¿ ±¤¢¨£®¬ ¡«®ª  H

"

d

).

�³±²¼ A, B, T |  ²³° «¼»¥ ¯®±²®¿»¥. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§

�(A;B; T ) ª« ±± ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ¤¢³µ¯®«¾±»µ ���� ¨§ \±¤¢¨£®-

¢»µ" ¡«®ª®¢ ² ª®©, ·²®

- ¤«¨  ¯¥°¨®¤  ª ¦¤®© ¨§ ±µ¥¬ ¥ ¯°¥¢»¸ ¥² T ,

- ¥±«¨ ®±®¢®© ¯¥°¨®¤ �

d

±µ¥¬» ¨¬¥¥² ¢¨¤ H

"

1

d

;H

"

2

d

; : : : ;H

"

�

d

, ²®

¢»¯®«¥® ±®®²®¸¥¨¥

min

("

i

1

; "

i

2

; : : : ; "

i

k

);

1 � i

1

� i

2

� � � � � i

k

� �;

k = 1; A

���

 

k

X

�=1

"

i

�

; d

!

� B:

�«¨³ ¬¨¨¬ «¼®£® ¤¨ £®±²¨·¥±ª®£® ²¥±²  ¤«¿ ±µ¥¬» S ¨ ¨±-

²®·¨ª  ¥¨±¯° ¢®±²¥©, ¤®¯³±ª ¾¹¥£® ®¤® ° §¬»ª ¨¥, ¡³¤¥¬ ®¡®-
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§ · ²¼ ·¥°¥§ l

°

(S),   ¤«¨³ ¬¨¨¬ «¼®£® ¤¨ £®±²¨·¥±ª®£® ²¥±² 

¤«¿ ±µ¥¬» S ¨ ¨±²®·¨ª  ¥¨±¯° ¢®±²¥©, ¤®¯³±ª ¾¹¥£® ®¤® § ¬»-

ª ¨¥, ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ l

§

(S).

�±¯®«¼§³¿ ¯®«³·¥»¥ �.�.� °² ¿®¬ [1] ¨¦¨¥ ®¶¥ª¨ ¤«¨

²¥±²®¢, ¬®¦® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ ²¥®°¥¬³.

�¥®°¥¬ . �³±²¼

^

S

n

(�

d

) | ¤¢³µ¯®«¾± ¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª ¿ ���� ±

¡ §¨±®¬ ¨§ \±¤¢¨£®¢»µ" 2d-¯®«¾±»µ ¡«®ª®¢, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹ ¿ ª« ±±³

�(A;B; T ). �®£¤  ¯°¨ n ! 1 ¨ d ² ª®¬, ·²® log

2

d = O

�p

log

2

n

�

,

¨¬¥¾² ¬¥±²® ±®®²®¸¥¨¿:

l

°

(

^

S

n

(�

d

)) �

d log

2

n

log

2

d

; l

§

(

^

S

n

(�

d

)) �

d log

2

n

log

2

d

:

� ¡®²  ¯®¤¤¥°¦   £° ²®¬ ���� é 99-01-01111.
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�
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�. �. � ´¨ 67

� ������� � ��������� ������ � ���������

������� k-������� ������

�.�. � ´¨

�

�³±²¼ A | ª®¥· ¿ ±¨±²¥¬  ´³ª¶¨© ¨§ P

k

, k � 2, � | ´®°-

¬³«   ¤ A. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ L(�) ·¨±«® ±¨¬¢®«®¢ ¯¥°¥¬¥»µ ¨

ª®±² ², ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ �. �³¤¥¬  §»¢ ²¼ L(�) ±«®¦®±²¼¾ ´®°¬³-

«» �. �«³¡¨³ ´®°¬³«» D(�) ®¯°¥¤¥«¨¬ °¥ª³°°¥²®: D(�) = 0,

¥±«¨ � ±®±²®¨² ¨§ ®¤®£® ±¨¬¢®«  (ª®±² ²» ¨«¨ ¯¥°¥¬¥®©);

D(�) = 1+ max

1�i�k

D(�

i

), ¥±«¨ ´®°¬³«  � ¨¬¥¥² ¢¨¤ '(�

1

;�

2

; : : : ;�

k

),

£¤¥ ' 2 A. �¥°¥§ [A] ®¡®§ ·¨¬ § ¬»ª ¨¥ ±¨±²¥¬» A ®²®±¨²¥«¼-

® ®¯¥° ¶¨¨ ±³¯¥°¯®§¨¶¨¨. �³±²¼ f | ´³ª¶¨¿ ¨§ [A]. �®«®¦¨¬

L

A

(f) = minL(�), D

A

(f) = minD(�), £¤¥ ¬¨¨¬³¬ ¡¥°¥²±¿ ¯® ¢±¥¬

´®°¬³« ¬ �  ¤ A, ª®²®°»¥ °¥ «¨§³¾² ´³ª¶¨¾ f . �¨±²¥¬³ A  -

§®¢¥¬ ° ¢®¬¥°®©, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ª®±² ²» c ¨ d (§ ¢¨±¿-

¹¨¥ ²®«¼ª® ®² ±¨±²¥¬» A), ·²® ¤«¿ ¢±¥µ ´³ª¶¨© f ¨§ [A] ¢»¯®«¥®

¥° ¢¥±²¢®

D

A

(f) � c log

2

L

A

(f) + d:

�§¢¥±²®, ·²® «¾¡ ¿ ¯®« ¿ ¢ P

2

ª®¥· ¿ ±¨±²¥¬  ´³ª¶¨© ° ¢-

®¬¥°  (±¬.,  ¯°¨¬¥°, [1]). � [2] ¤®ª § ®, ·²® «¾¡ ¿ ª®¥· ¿ ±¨±-

²¥¬  ´³ª¶¨© ¨§ P

2

° ¢®¬¥° . � «®£¨·»© °¥§³«¼² ² ¤«¿ ¢±¥µ

ª®¥·»µ ±¨±²¥¬ ´³ª¶¨© ¨§ P

k

, £¤¥ k � 3, ³¦¥ ¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²  (±¬.

[2]). �¢²®°®¬   «®£¨·»© °¥§³«¼² ² ¤®ª §  ¤«¿ ª®¥·»µ ±¨±²¥¬

´³ª¶¨©, ¿¢«¿¾¹¨µ±¿ ¯®°®¦¤ ¾¹¨¬¨ ¤«¿ ¥ª®²®°»µ ¯°¥¤¯®«»µ

ª« ±±®¢ k-§ ·®© «®£¨ª¨.

�±¥ ¯°¥¤¯®«»¥ ª« ±±» ¢ P

3

®¯¨± » ¢ [3], ¢±¥ ±¥¬¥©±²¢  ¯°¥¤-

¯®«»µ ª« ±±®¢ ¢ P

k

| ¢ [4] (±¬. ² ª¦¥ [5]). �³¤¥¬ ¯®«¼§®¢ ²¼±¿

®¡®§ ·¥¨¿¬¨ ¨§ [5], ±®£« ±® ª®²®°»¬ ¢ P

k

¨¬¥¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥

±¥¬¥©±²¢  ¯°¥¤¯®«»µ ª« ±±®¢: 1) ª« ±±» ± ¬®¤¢®©±²¢¥»µ ´³ª-

¶¨© | ª« ±±» ²¨¯  P; 2) ª« ±±» ¬®®²®»µ ´³ª¶¨© | ª« ±±»

²¨¯  O; 3) ª« ±±» «¨¥©»µ ´³ª¶¨© | ª« ±±» ²¨¯  L; 4) ª« ±±»

´³ª¶¨©, ±®µ° ¿¾¹¨µ ° §¡¨¥¨¿ ¬®¦¥±²¢  E

k

, | ª« ±±» ²¨¯  E;

5) ª« ±±» ´³ª¶¨©, ±®µ° ¿¾¹¨µ ¶¥²° «¼»¥ ®²®¸¥¨¿, | ª« ±-

±» ²¨¯  C ; 6) ª« ±±» ´³ª¶¨©, ±®µ° ¿¾¹¨µ ±¨«¼® £®¬®¬®°´»¥

¯°®®¡° §» h- ¤¨·¥±ª¨µ ½«¥¬¥² °»µ ®²®¸¥¨©, | ª« ±±» ²¨¯  B .

�¥°¥§ A

�

¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ª« ±± ´³ª¶¨©, ±®µ° ¿¾¹¨µ ®²®¸¥¨¥

�. �±«¨ � | ®²®¸¥¨¥ · ±²¨·®£® ¯®°¿¤ª    E

k

, ² ª®¥, ·²® ±³-



68 � £«³¡¨¥ ¨ ±«®¦®±²¨ ´®°¬³« k-§ ·®© «®£¨ª¨

¹¥±²¢³¾² ¥¤¨±²¢¥»© ¬ ª±¨¬ «¼»© ¨ ¥¤¨±²¢¥»© ¬¨¨¬ «¼-

»© ½«¥¬¥²» ¨ ¤«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ ½«¥¬¥²®¢ a ¨ b ¨§ E

k

±³¹¥±²¢³¾²

sup(a; b) ¨ inf(a; b) ®²®±¨²¥«¼® ¯®°¿¤ª  �, ²® ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²®

A

�

| ª« ±± ²¨¯  O

�

. �¥²°³¤® ¯®ª § ²¼, ·²®  ¨¬¥¼¸¥¥ ·¨±«® k,

¤«¿ ª®²®°®£® ¢ P

k

±³¹¥±²¢³¥² ª« ±± ²¨¯  O, ¥ ¿¢«¿¾¹¨©±¿ ª« ±-

±®¬ ²¨¯  O

�

, ° ¢® 6. �³¤¥¬  §»¢ ²¼ A

�

ª« ±±®¬ ²¨¯  C

2

, ¥±«¨

� | ¡¨ °®¥ ¶¥²° «¼®¥ ®²®¸¥¨¥. �³¤¥¬  §»¢ ²¼ A

�

ª« ±±®¬

²¨¯  C

1

, ¥±«¨ � | ³ °®¥ ¶¥²° «¼®¥ ®²®¸¥¨¥ (².¥. ³ °®¥

®²®¸¥¨¥, ®²«¨·®¥ ®² E

k

¨ �).

�±®¢»¬ °¥§³«¼² ²®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ .

�¥®°¥¬  1. �³±²¼ A | ª®¥· ¿ ±¨±²¥¬  ´³ª¶¨© ¨§ P

k

(k � 3)

¨ [A] ¯°¨ ¤«¥¦¨² ®¤®¬³ ¨§ ±¥¬¥©±²¢: E, B , O

�

, L,P, C

1

, C

2

. �®£¤ 

A | ° ¢®¬¥° ¿ ±¨±²¥¬ .

�«¥¤±²¢¨¥ 1. (±¬. ² ª¦¥ [6]). �³±²¼ A | ª®¥· ¿ ±¨±²¥¬ 

´³ª¶¨© ¨§ P

3

¨ [A] | ¯°¥¤¯®«»© ª« ±± ¢ P

3

. �®£¤  A | ° ¢®¬¥°-

 ¿ ±¨±²¥¬ .

� ¬¥· ¨¥. �±¯®«¼§³¿ ¤¢®©±²¢¥®±²¼ ¥ª®²®°»µ ¯°¥¤¯®«»µ

ª« ±±®¢, ¥²°³¤® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢    «®£¨·®£®

´ ª²  ¤«¿ P

4

®±² ¥²±¿ ¤®ª § ²¼ ° ¢®¬¥°®±²¼ ¯®°®¦¤ ¾¹¨µ ±¨±²¥¬

¤«¿ ª« ±±® A

�

, £¤¥ ¬ ²°¨¶ M (�) ®²®¸¥¨¿ � ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤

M (�) =

0

@

1 2 2 3 3 1

2 1 3 2 1 3

3 3 1 1 2 2

1

A

T

(c²°®ª ¬¨ ¬ ²°¨¶» M (�) ¿¢«¿¾²±¿  ¡®°» ¨§ �).

� § ª«¾·¥¨¥  ¢²®° ¢»° ¦ ¥² ¨±ª°¥¾¾ ¡« £®¤ °®±²¼ ¯°®´¥±-

±®°³ �.�. �£®«¼¨ª®¢³ §  ¯®±² ®¢ª³ § ¤ ·¨ ¨ ®¡±³¦¤¥¨¥ °¥§³«¼-

² ²®¢ ° ¡®²».

����������
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�������� �������

�.�.�¥«¥§¥¢ 

1. �¢¥¤¥¨¥

�  ±²®¿¹¥© § ¬¥²ª¥ ¯°¥¤±² ¢«¥ °¥§³«¼² ² ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨  «-

£®°¨²¬  ± ¯®«¨®¬¨ «¼®© ¢°¥¬¥®© ±«®¦®±²¼¾ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ § ¤ -

·¨ ° ±¯®§ ¢ ¨¿ ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ ´³ª¶¨¨ k-§ ·®© «®£¨ª¨, ¯°¥¤-

±² ¢«¥®© ¯®«¨®¬®¬, ¯°¥¤¯®«»¬ ª« ±± ¬ «¨¥©»µ ´³ª¶¨©.

�³±²¼ k � 2, E

k

= f0; 1; : : :; k � 1g. �³ª¶¨¾ f(x

1

; : : : ; x

n

), ®¯°¥-

¤¥«¥³¾   E

n

k

¨ ¯°¨¨¬ ¾¹³¾ § ·¥¨¿ ¨§ E

k

,  §®¢¥¬ ´³ª¶¨¥©
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k-§ ·®© «®£¨ª¨. �®¦¥±²¢® ¢±¥µ ´³ª¶¨© k-§ ·®© «®£¨ª¨ ®¡®-

§ ·¨¬ ·¥°¥§ P

k

.

�®¦¥±²¢® P

k

° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª ´³ª¶¨® «¼ ¿ ±¨±²¥¬  ±

®¯¥° ¶¨¥© ±³¯¥°¯®§¨¶¨¨ [1]. �³±²¼ M � P

k

. �®¦¥±²¢® M  §»-

¢ ¥²±¿ ¯®«»¬, ¥±«¨ ª ¦¤ ¿ ´³ª¶¨¿ k-§ ·®© «®£¨ª¨ ¬®¦¥² ¡»²¼

¯®«³·¥  ±³¯¥°¯®§¨¶¥© ¨§ ´³ª¶¨© ¬®¦¥±²¢ M . �® ª°¨²¥°¨¾ ¯®«-

®²» [2] ¬®¦¥±²¢® M ¯®«®, ¥±«¨ ¨ ²®«¼ª® ¥±«¨ ®® ¶¥«¨ª®¬ ¥ ±®-

¤¥°¦¨²±¿ ¨ ¢ ®¤®¬ ¨§ ª®¥·®£® ·¨±«  ¯°¥¤¯®«»µ ª« ±±®¢. �«¥-

¤®¢ ²¥«¼®, § ¤ ·  ° ±¯®§ ¢ ¨¿ ¯®«®²» ¬®¦¥±²¢  M ±¢®¤¨²±¿

ª ª®¥·®¬³ ·¨±«³ § ¤ · ° ±¯®§ ¢ ¨¿ ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ ´³ª¶¨©

¬®¦¥±²¢  M ¯°¥¤¯®«»¬ ª« ±± ¬. �±¥ ¯°¥¤¯®«»¥ ª« ±±» ª®-

±²°³ª²¨¢® ®¯¨± » [1, 3 { 7]. �¨ ° §¤¥«¥»   6 ±¥¬¥©±²¢: ¯°¥¤-

¯®«»¥ ª« ±±» ¬®®²®»µ, ± ¬®¤¢®©±²¢¥»µ, «¨¥©»µ ´³ª¶¨©,

´³ª¶¨©, ±®µ° ¿¾¹¨µ ° §¡¨¥¨¥, ²¨¯  B ¨ ²¨¯  C.

�«£®°¨²¬¨·¥±ª ¿ ±«®¦®±²¼ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ ° ±¯®§ ¢ ¨¿ ¯®«-

®²» ª®¥·»µ ¬®¦¥±²¢ ´³ª¶¨© k-§ ·®© «®£¨ª¨ § ¢¨±¨² ®² ±¯®-

±®¡  ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ´³ª¶¨©. �±«¨ ´³ª¶¨¨ ¯°¥¤±² ¢«¥» ¢ ¢¨¤¥

´®°¬³« ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¨ ¤ ¦¥ ¢ ¢¨¤¥ ®¯°¥¤¥«¥»µ ´®°¬ (ª®º¾ª-

²¨¢»µ ¨«¨ ¤¨§º¾ª²¨¢»µ ®°¬ «¼»µ ´®°¬), ²® ³¦¥ ¢ ¤¢³§ ·-

®© «®£¨ª¥ § ¤ ·  ®ª §»¢ ¥²±¿ NP -¯®«®© [8]. � ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨

¯¥°¥·¨±«¥»µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿µ ´³ª¶¨© ¤¢³§ ·®© «®£¨ª¨ NP -

¯®«®© ¿¢«¿¥²±¿ ¨ § ¤ ·  ° ±¯®§ ¢ ¨¿ ¥«¨¥©®±²¨ ´³ª¶¨¨. �¢-

²®°®¬ ¡»«® ¤®ª § ® [9, 10], ·²® ¯°¨ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨ ´³ª¶¨© k-

§ ·»µ «®£¨ª ¯®«¨®¬ ¬¨ § ¤ ·¨ ° ±¯®§ ¢ ¨¿ ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨

´³ª¶¨¨ ·¥²»°¥¬ ±¥¬¥©±²¢ ¬ ¯°¥¤¯®«»µ ª« ±±®¢,   ¨¬¥® ª« ±-

± ¬ ¬®®²®»µ, ± ¬®¤¢®©±²¢¥»µ ´³ª¶¨©, ´³ª¶¨©, ±®µ° ¿¾-

¹¨µ ° §¡¨¥¨¥, ¨ ª« ±± ¬ ²¨¯  B, ¨¬¥¾² ¯®«¨®¬¨ «¼®¥ °¥¸¥¨¥.

�  ±²®¿¹¥© § ¬¥²ª¥ ¯°¥¤±² ¢«¥   «®£¨·»© °¥§³«¼² ² ¤«¿ ¯°¥¤-

¯®«»µ ª« ±±®¢ «¨¥©»µ ´³ª¶¨©.

2. � ¯°¥¤¯®«»µ ª« ±± µ «¨¥©»µ ´³ª¶¨©

�°¥¤¯®«»© ª« ±± «¨¥©»µ ´³ª¶¨© ¤¢³§ ·®© «®£¨ª¨ ¡»«

®¯°¥¤¥«¥ �. �®±²®¬ [3]. � k-§ ·®© «®£¨ª¥ · ±²¼ ¯°¥¤¯®«»µ ª« ±-

±®¢ «¨¥©»µ ´³ª¶¨© ¡»«  ®¯¨±   �. �. �¡«®±ª¨¬ [1], ®ª®· -

²¥«¼® ¢±¥ ¯°¥¤¯®«»¥ ª« ±±» «¨¥©»µ ´³ª¶¨© k-§ ·®© «®£¨ª¨

®¯¨± « �® �¦³-� © [5].
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�³±²¼   ¬®¦¥±²¢¥ E

k

§ ¤    ¡¥«¥¢  £°³¯¯  G =< E

k

;� > ±

³«¥¬ 0. �³±²¼ 	  ®¡®§ · ¥² ½«¥¬¥² £°³¯¯» G, ®¡° ²»© ª ½«¥-

¬¥²³ a (a 2 E

k

) �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ´³ª¶¨¿ k-§ ·®© «®£¨ª¨

f(x

1

; : : : ; x

n

) «¨¥©  ¯® ®²®¸¥¨¾ ª £°³¯¯¥ G, ¥±«¨ ¢¥°® ²®¦¤¥±²-

¢®

f(x

1

� y

1

; : : : ; x

n

� y

n

) = f(x

1

; : : : ; x

n

)� f(y

1

; : : : ; y

n

)	 f(0; : : : ; 0):

�¡®§ ·¨¬ ¯®±°¥¤±²¢®¬ L

G

¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ «¨¥©»µ ¯® ®²®¸¥¨¾

ª £°³¯¯¥ G ´³ª¶¨©.

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ k = p

h

, £¤¥ p | ¯°®±²®¥ ·¨±«®, h � 1, ¨ ¢ £°³¯-

¯¥ G ª ¦¤»© ¥³«¥¢®© ½«¥¬¥² ¨¬¥¥² ¯®°¿¤®ª p. � ½²®¬ ±«³· ¥

ª ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿ � ¢ £°³¯¯¥ G ¬®¦® ² ª ¤®¡ ¢¨²¼ ®¯¥° ¶¨¾

³¬®¦¥¨¿ 
, ·²® ¬®¦¥±²¢® E

k

®²®±¨²¥«¼® ¨µ ®¡° §³¥² ¯®«¥

F =< E

k

;�;
 >. �¥°» ±«¥¤³¾¹¨¥ ²¥®°¥¬» 1 ¨ 2.

�¥®°¥¬  1. [11] �³±²¼ k = p

h

, £¤¥ p | ¯°®±²®¥ ·¨±«®, h �

1, G =< E

k

;� > |  ¡¥«¥¢  £°³¯¯   ¤ ¬®¦¥±²¢®¬ E

k

, ª ¦¤»©

¥³«¥¢®© ½«¥¬¥² ª®²®°®© ¨¬¥¥² ¯®°¿¤®ª p. �®£¤  ¬®¦¥±²¢® L

G

| ¯°¥¤¯®«»© ª« ±±.

�¥®°¥¬  2. [11] �³±²¼ k = p

h

, £¤¥ p | ¯°®±²®¥ ·¨±«®, h � 1,

F =< E

k

;�;
 > | ¯®«¥  ¤ ¬®¦¥±²¢®¬ E

k

. �³ª¶¨¿ k-§ ·®©

«®£¨ª¨ f(x

1

; : : : ; x

n

) «¨¥©  ¯® ®²®¸¥¨¾ ª £°³¯¯¥ G =< E

k

;� >,

¥±«¨ ¨ ²®«¼ª® ¥±«¨ ®  ¯°¥¤±² ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥

f(x

1

; : : : ; x

n

) = a

0

�

n

M

i=1

h�1

M

j=0

a

ij


 x

p

j

i

:

� ²¥®°¥¬¥ 1 ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ ¯°¥¤¯®«»¥ ª« ±±» «¨-

¥©»µ ´³ª¶¨© k-§ ·®© «®£¨ª¨. �¥®°¥¬®© 2 ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¿¢»©

¢¨¤ ¯®«¨®¬®¢ (®²®±¨²¥«¼® ®¯¥° ¶¨© ¯®«¿ F � ¨ 
) ´³ª¶¨© k-

§ ·®© «®£¨ª¨, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ ®¯°¥¤¥«¥®¬³ ¯°¥¤¯®«®¬³ ª« ±±³

«¨¥©»µ ´³ª¶¨©.

3. � ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨ ´³ª¶¨© k-§ ·®©

«®£¨ª¨ ¯®«¨®¬ ¬¨

� ¤ ¤¨¬ ±¯®±®¡ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ´³ª¶¨© k-§ ·®© «®£¨ª¨.
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�³ª¶¨¨ k-§ ·®© «®£¨ª¨ ¡³¤¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼ ¯®«¨®¬ ¬¨, ². ¥.

¢ ¢¨¤¥

P

l

i=1

c

i

� x

m

i

1

i

1

� � � � � x

m

r

i

i

r

i

. � ¦¤³¾ ´³ª¶¨¾ k-§ ·®© «®-

£¨ª¨ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¯®«¨®¬®¬ ¨ ®¤®§ ·® (± ²®·®±²¼¾ ¤®

¯®°¿¤ª  ±« £ ¥¬»µ ¨ ±®¬®¦¨²¥«¥© ¢ ±« £ ¥¬»µ) ¥±«¨ ¨ ²®«¼ª® ¥±«¨

k = p

h

, £¤¥ p | ¯°®±²®¥ ·¨±«®, h � 1 (±±»«ª  ¢ [12]). �°¨ ² ª¨µ § -

·¥¨¿µ k   ¬®¦¥±²¢¥ E

k

¬®¦® ¢¢¥±²¨ ¤¢³¬¥±²»¥ ®¯¥° ¶¨¨ + ¨

�, ®²®±¨²¥«¼® ª®²®°»µ E

k

®¡° §³¥² ¯®«¥

^

F = (E

k

;+; �). �®«¨®¬»,

¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨¥ ´³ª¶¨¨ k-§ ·®© «®£¨ª¨, ¿¢«¿¾²±¿ ¯®«¨®¬ ¬¨

®²®±¨²¥«¼® ®¯¥° ¶¨© ¯®«¿

^

F . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨ ²°¥¡®¢ ¨¥ ¯°¥¤-

±² ¢«¥¨¿ ´³ª¶¨¨ k-§ ·®© «®£¨ª¨ ¯®«¨®¬®¬, ¨ ²°¥¡®¢ ¨¥ ±³-

¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¯°¥¤¯®«»µ ª« ±±®¢ «¨¥©»µ ´³ª¶¨©  ª« ¤»¢ ¾²

®¤® ¨ ²® ¦¥ ®£° ¨·¥¨¥   § ·®±²¼ «®£¨ª¨,   ¨¬¥® k = p

h

, £¤¥

p | ¯°®±²®¥ ·¨±«®, h � 1.

4. � ±«®¦®±²¨ ° ±¯®§ ¢ ¨¿ ¯°¨ ¤«¥¦®±²¨

¯®«¨®¬  ´³ª¶¨¨ k-§ ·®© «®£¨ª¨

¯°¥¤¯®«»¬ ª« ±± ¬ «¨¥©»µ ´³ª¶¨©

� ¤ ·  ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. � ¤   ´³ª¶¨¿ k-§ ·®© «®£¨ª¨,

¯°¥¤±² ¢«¥ ¿ ¯®«¨®¬®¬. �°¥¡³¥²±¿ ¢»¿±¨²¼, ± ª ª®© ¢°¥¬¥®©

±«®¦®±²¼¾ ¬®¦® ° ±¯®§ ²¼, ¯°¨ ¤«¥¦¨² «¨ ®  ®¯°¥¤¥«¥®¬³

¯°¥¤¯®«®¬³ ª« ±±³ «¨¥©»µ ´³ª¶¨©.

� ª ·¥±²¢¥ ´®°¬ «¼®©  «£®°¨²¬¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²-

°¨¢ ²¼ ¬®£®«¥²®·»¥ ¤¥²¥°¬¨¨°®¢ »¥ ¬ ¸¨»�¼¾°¨£  (��).

�³±²¼ A = fx; 0; 1; : : : ; k � 1; ";+; �g |  «´ ¢¨² ±¨¬¢®«®¢ ��.

�³ª¶¨¾ k-§ ·®© «®£¨ª¨ f(x

1

; : : : ; x

n

) ¯¥°¥¯¨¸¥¬ ±«®¢®¬ �

f

¢  «-

´ ¢¨²¥ A, ¢¥±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¨§¬¥¥¨¿ ¢ ¥¥ ¯®«¨®¬: ¨¤¥ª±» ¯¥-

°¥¬¥»µ § ¯¨¸¥¬ ·¨±« ¬¨ ¢ ±¨±²¥¬¥ ±·¨±«¥¨¿ ¯® ®±®¢ ¨¾ k,

¯¥°¥¤ ¯®ª § ²¥«¿¬¨ ±²¥¯¥¨ ³ª ¦¥¬ ±¨¬¢®« ", ¢±¥  ¤±²°®·»¥ ¨

¯®¤±²°®·»¥ ±¨¬¢®«»  ¯¨¸¥¬ ¢ ±²°®·ª³. �®¤ ¤«¨®© ±«®¢  � ¢

 «´ ¢¨²¥ A ¡³¤¥¬ ¯®¨¬ ²¼ ·¨±«® ±¨¬¢®«®¢ ¢ ¥¬.

�¥®°¥¬  3. �³±²¼ k = p

h

, £¤¥ p | ¯°®±²®¥ ·¨±«®, h �

1, F =< E

k

;�;
 > | ¯®«¥  ¤ ¬®¦¥±²¢®¬ E

k

. �³¹¥±²¢³¥²

¤¥²¥°¬¨¨°®¢  ¿ ��, ª®²®° ¿ ¤«¿ ª ¦¤®£® ±«®¢  �

f

¢  «´ ¢¨-

²¥ A ± ¯®«¨®¬¨ «¼®© ¢°¥¬¥®© ±«®¦®±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¿¥², ´³ª-

¶¨¿ f(x

1

; : : : ; x

n

) ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®© ¯® ®²®¸¥¨¾ ª £°³¯¯¥ G =<

E

k

;� > ¨«¨ ¥².

� ¡®²  ¯®¤¤¥°¦   £° ²®¬ ����, ª®¤ ¯°®¥ª²  00-01-00351.
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������ ������������ ����������

�.C. �¬¨°®¢ 

�

, �. �.�®±®¢±ª¨©

�

�¢¥¤¥¨¥

�® ¬®£¨µ ®¡« ±²¿µ  ³ª¨ ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ± ° §«¨·»-

¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨ ° ¢¥±²¢ ¨«¨ ¥° ¢¥±²¢. � · ±²³¾ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¿

¥ ±²®«¼ª® ¨²¥°¥±³¥² ª®ª°¥²®¥ °¥¸¥¨¥ ¤ ®© ±¨±²¥¬», ±ª®«¼-

ª® ± ¬ ´ ª² ¥¥ ° §°¥¸¨¬®±²¨ ¨«¨ ¥° §°¥¸¨¬®±²¨. � ª®© ¯®¤µ®¤

¨±¯®«¼§³¥²±¿,  ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ ±®¢¬¥±²®±²¨  ¡®°  ³±«®¢¨©

¨«¨ ¢»¿¢«¥¨¿ ´ ª²  ®¤®¢°¥¬¥®£® ¢»¯®«¥¨¿ °¿¤  ±®¡»²¨©. �¤-

¨¬ ¨§ ª« ±±¨·¥±ª¨µ ¯°¨¬¥°®¢ ¿¢«¿¥²±¿ § ¤ ·  ®  «¨·¨¨ ®¡¹¨µ ²®-

·¥ª ³ ¤¢³µ ¨ ¡®«¥¥ ª°¨¢»µ ¨«¨ ¯®¢¥°µ®±²¥© | ¥ ¢±¥£¤  ³¦®

§ ²¼ ª®ª°¥²»¥ ²®·ª¨, § · ±²³¾ ¡»¢ ¥² ¤®±² ²®·® ³±² ®¢¨²¼

²®² ´ ª², ·²® ª°¨¢»¥ ¨«¨ ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢®®¡¹¥ ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¨«¨

®¡¹¨¥ ²®·ª¨ ¢±¥ ¦¥ ±³¹¥±²¢³¾².

�®¢®°¿ ® ±¨±²¥¬ µ ° ¢¥±²¢ ¨«¨ ¥° ¢¥±²¢, ¬®¦® § ¬¥²¨²¼, ·²®

 ¨¡®«¥¥ ° ±¯°®±²° ¥»¬¨ ¨ ¨§¢¥±²»¬¨ ±°¥¤¨ ¨µ ¿¢«¿¾²±¿ «¨-

¥©»¥ ±¨±²¥¬». �¢²®°» ¯°¥¤« £ ¾² ° ±±¬®²°¥²¼ ®¤¨ ¨§ ¯°®±²¥©-

¸¨µ, ® ² ª¦¥ ¥°¥¤ª® ¨±¯®«¼§³¥¬»µ · ±²»µ ±«³· ¥¢ «¨¥©»µ ±¨±-

²¥¬, ª®£¤  ¢±¥ ¥° ¢¥±²¢  ¨¬¥¾² ¢¨¤ � � �, £¤¥ ¢ °®«¨ � ¨ � ¬®£³²

¢»±²³¯ ²¼ ª®±² ²» ¨«¨ ¯¥°¥¬¥»¥ (¢®§¬®¦® ±® § ª®¬),   § ª

±° ¢¥¨¿ � ¿¢«¿¥²±¿ ±²°®£¨¬ ¨«¨ ¥±²°®£¨¬ ¥° ¢¥±²¢®¬ . � ±¨-

«³ ¯°®±²®£® ¢¨¤ ,  §®¢¥¬ ² ª¨¥ ±¨±²¥¬» \«¨¥©»¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨

½«¥¬¥² °»µ ¥° ¢¥±²¢".

� ±²®¿¹ ¿ ±² ²¼¿ ¯°¥¤« £ ¥² ®¤¨ ¨§ ¬¥²®¤®¢ ³±² ®¢«¥¨¿ ±®¢-

¬¥±²®±²¨ ¨«¨ ¥±®¢¬¥±²®±²¨ ±¨±²¥¬ ² ª®£® ¢¨¤ . �¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨,

±²®«¼ ¯°®±²®©   ¯¥°¢»© ¢§£«¿¤, ³±«®¦¿¥²±¿ ± °®±²®¬ ª®«¨·¥±²¢ 

¥° ¢¥±²¢, ³· ±²¢³¾¹¨µ ¢ ±¨±²¥¬¥,   ² ª¦¥ §  ±·¥² °¿¤  ¤®¯®«¨-

²¥«¼»µ ³±«®¢¨©,  ª« ¤»¢ ¥¬»µ   ±¨±²¥¬³. � ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥° 

¨±¯®«¼§®¢ ¨¿ ² ª¨µ ±¨±²¥¬ ¬®¦® ¯°¨¢¥±²¨ § ¤ ·³ ¯°®¢¥°ª¨ ³¯®-

°¿¤®·¥®±²¨ ¬®¦¥±²¢  ®¡º¥ª²®¢, £¤¥ ¢ ª ·¥±²¢¥ ª°¨²¥°¨¿ ³¯®°¿-

¤®·¥®±²¨ ¬®£³² ¢»±²³¯ ²¼ ®¤®¢°¥¬¥® ¥±ª®«¼ª® ¯ ° ¬¥²°®¢.

� ª¦¥ ±¢®¥ ¯°¨¬¥¥¨¥ ±¨±²¥¬» ½«¥¬¥² °»µ ¥° ¢¥±²¢ ¨ § ¤ · 

®¡ ¨µ ¥° §°¥¸¨¬®±²¨  ¸«¨ ¢ ®¡« ±²¿µ ¨±ª³±±²¢¥®£® ¨²¥««¥ª² 

¨ ¬®£®³°®¢¥¢»µ «®£¨ª µ, ®¡° ¡ ²»¢ ¾¹¨µ ¥·¥²ª¨¥ ¤ »¥ [1].
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�°®±²®²  ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» ¯®§¢®«¨«  ¯®«³·¨²¼ ½´´¥ª²¨¢»©  «£®-

°¨²¬ ¯°®¢¥°ª¨ ¥¥ ±®¢¬¥±²®±²¨. �®¡ ¢¨¬ ² ª¦¥, ·²® ª  ±²®¿¹¥¬³

¬®¬¥²³ ¯¥°¢»¬  ¢²®°®¬ ¤®ª« ¤  ±®§¤  ¬ ¸¨»©  «£®°¨²¬, °¥ -

«¨§³¾¹¨© ¯°¥¤«®¦¥»© ¬¥²®¤ ¨ ¢»¯®«¿¾¹¨© ¯°®¢¥°ª³ §  ¯®«¨-

®¬¨ «¼®¥ ¢°¥¬¿ (�¥®°¥¬  2 ¨§ [2]). �°®£° ¬¬   «£®°¨²¬   ¯¨± -

  ¢ ¤¢³µ ¢ °¨ ² µ (ª®±®«¼®£® ¨ ®ª®®£®) ¨ ¯°¥¤ § ·¥  ¤«¿

° ¡®²» ¢ ®¯¥° ¶¨®»µ ±¨±²¥¬ µ DOS ¨ Windows ±®®²¢¥²±²¢¥®.

�¯¨± ¨¥ ¬¥²®¤  ³±² ®¢«¥¨¿

¥° §°¥¸¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬

�¥¯¥°¼ ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ®¯¨¸¥¬ ± ¬ ¬¥²®¤. �³±²¼ ¤   ±¨±²¥¬ 

½«¥¬¥² °»µ ¥° ¢¥±²¢ S:

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

x

11

�

1

x

12

;

: : :

x

i1

�

i

x

i2

;

: : :

x

n1

�

n

x

n2

;

£¤¥ x

ij

¤«¿ i = f1; 2; :::ng; j = f1; 2g ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¥¬¥®© (¢®§¬®¦®

±® § ª®¬) ¨«¨ ª®±² ²®©,   § ª ±° ¢¥¨¿ �

i

2 f<;�g.

�®£¤  ¡»¢ ¥² ¯®«¥§® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ½²³ ±¨±²¥¬³ ¥   ¢±¥© ·¨-

±«®¢®© ®±¨,     § ¤ ®¬ ¨²¥°¢ «¥ [a,b]. � ª ·¥±²¢¥ · ±²®£® ±«³-

· ¿ ¬®£³² ¡»²¼ ° ±±¬®²°¥» ²®«¼ª® ¶¥«»¥ ¨«¨ ° ¶¨® «¼»¥ ·¨±« 

¨§ ½²®£® ¯°®¬¥¦³²ª . �®£¤  ®¡®§ ·¨¬ ¬®¦¥±²¢® [a;b]\ Z(Q) ª ª

D (¤®¬¥ ¨²¥°¯°¥² ¶¨©) ¨ ¡³¤¥¬ ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ° §°¥¸¨¬®±²¼ ±¨±²¥-

¬» S   ½²®¬ ¬®¦¥±²¢¥. (�±«®¢¨¬±¿, ·²® ¥±«¨ ¯°®¬¥¦³²®ª [a;b] ¥

§ ¤ , ²® ¬®¦¥±²¢® D ¥®£° ¨·¥® ¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¢±¥ ¶¥«»¥ ¨«¨

° ¶¨® «¼»¥ ·¨±« ).

1. �  ¯¥°¢®¬ ¸ £¥  «£®°¨²¬  ¨±µ®¤ ¿ ±¨±²¥¬  S ²° ±´®°¬¨°³-

¥²±¿ ¢ ±¨¬¬¥²°¨·³¾, ·²® ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¯®§¢®«¨² ¯®«³·¨²¼  ¨¡®-

«¥¥ ½´´¥ª²¨¢³¾ ¯°®¶¥¤³°³ ¥¥ ®¡° ¡®²ª¨. �°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯°®¨±µ®-

¤¨² ¯® ±«¥¤³¾¹¥© cµ¥¬¥:

1.1. �±«¨ § ¤  ¨²¥°¢ « [a,b], ²® ® ¯¥°¥¢®¤¨²¼±¿ ¢ ±¨¬¬¥²°¨·-

»© ®²®±¨²¥«¼® ³«¿ ®²°¥§®ª [-k,k], £¤¥ k = (b�a)=2. � ª¦¥ ¯¥°¥-

±·¨²»¢ ¾²±¿ ¢±¥ ª®±² ²» ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» S | ¯°®¨§¢®¤¨²¼±¿

±¤¢¨£   (a + b)=2 ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ¬» ¯®«³·¨¬ ±¨±²¥¬³ S

1

. (�·¥-

¢¨¤®,   ¥° §°¥¸¨¬®±²¼ ±¨±²¥¬» ¯ ° ««¥«¼»© ¯¥°¥®± § ·¥¨©
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¥¥ ª®±² ² ¨ ¯¥°¥¬¥»µ ¥ ¢«¨¿¥², ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥±«¨ ° §°¥¸¨¬ 

±¨±²¥¬  S, ²® ° §°¥¸¨¬  ¨ ®¢ ¿ ±¨±²¥¬  S

1

¨  ®¡®°®²). �±«¨ ¦¥

¨²¥°¢ « [a;b] ¥ § ¤ , ²® ² ª®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¥ ¢»¯®«¿¥²±¿.

1.2. �±«¨ ¥®¡µ®¤¨¬® ³·¥±²¼ ²®² ´ ª², ·²® ¬®¦¥±²¢® D ®£° ¨-

·¥®, ¨ ° §°¥¸¨¬®±²¼ ±¨±²¥¬» S

1

° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿   ¬®¦¥±²¢¥

[-k,k], ²® ¤«¿ ª ¦¤®© ¯¥°¥¬¥®© x ±¨±²¥¬» S

1

¤®¡ ¢«¿¥²±¿ ®£° ¨-

·¨²¥«¼®¥ ¤¢®©®¥ ¥° ¢¥±²¢® �k � x � k. � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥

(¬®¦¥±²¢® D ¥®£° ¨·¥®) ½²®² ¯³ª² ² ª¦¥ ¯°®¯³±ª ¥²±¿.

1.3. �, ¥§ ¢¨±¨¬® ®² £° ¨·»µ ³±«®¢¨©, ¤«¿ ª ¦¤®£® ¥° ¢¥-

±²¢  x � y ¤®¡ ¢«¿¥²±¿ ¯°®²¨¢®¯®«®¦®¥ ¥¬³ ¥° ¢¥±²¢® �y � �x,

¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ¯®«³· ¥²±¿ ±¨±²¥¬  S

0

, ½ª¢¨¢ «¥² ¿ ¨±µ®¤®©.

� ª¨¬ ®¡° §®¬ ±¨±²¥¬  S

0

¨¬¥¥² ¢¨¤:

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

x

0

11

�

1

x

0

12

; �x

0

12

�

1

�x

0

11

;

: : : : : : : : : : : : : : : : : :

x

0

i1

�

i

x

0

i2

; �x

0

i2

�

i

�x

0

i1

;

: : : : : : : : : : : : : : : : : :

x

0

n

0

1

�

n

0

x

0

n

0

2

; �x

0

n

0

2

�

n

0

�x

0

n

0

1

;

£¤¥ x

0

ij

¤«¿ i = f1; 2; :::n

0

g; j = f1; 2g ¯®-¯°¥¦¥¬³ ¿¢«¿¾²±¿ ¯¥°¥-

¬¥»¬¨ (¢®§¬®¦® ±® § ª®¬) ¨«¨ ª®±² ² ¬¨,   § ª ±° ¢¥¨¿

�

i

2 f<;�g.

2. �«¥¤³¾¹¨¬ ¸ £®¬  «£®°¨²¬  ¡³¤¥² ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯®±²°®¥-

®© ±¨¬¬¥²°¨·®© ±¨±²¥¬» ¢  £°³¦¥»© ®°¨¥²¨°®¢ »µ £° ´

G

S

0

¯® ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯°¨¶¨¯³:

� ª ·¥±²¢¥ ¢¥°¸¨ £° ´  G

S

0

° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¢±¥ ¯¥°¥¬¥»¥ ¨

ª®±² ²», ¢±²°¥· ¾¹¨¥±¿ ¢ ±¨±²¥¬¥ S

0

(x ¨ �x ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ° §-

«¨·»¥ ¢¥°¸¨»),   ¤³£  ¬¥¦¤³ ¢¥°¸¨ ¬¨ � ¨ � ¤®¡ ¢«¿¥²±¿, ¥±«¨

±¨±²¥¬  S

0

±®¤¥°¦¨² ¥° ¢¥±²¢® � � �, ¨ ¤³£  (�; �) ¯®¬¥· ¥²±¿

§ ª®¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¥° ¢¥±²¢ .

3. � «¥¥ ¯®±²°®¥»© ¯® ±¨±²¥¬¥ S

0

£° ´ G

S

0

²¥±²¨°³¥²±¿    -

«¨·¨¥ ¢ ¥¬ ¢±¥¢®§¬®¦»µ ¯°®²¨¢®°¥·¨© ± ¶¥«¼¾ ¢»¿¢«¥¨¿ ¥° §-

°¥¸¨¬®±²¨ ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» ¥° ¢¥±²¢. �¨¦¥ ¯°¨¢¥¤¥» ±«³· ¨,

¯®§¢®«¿¾¹¨¥ ³±² ®¢¨²¼ ¥±®¢¬¥±²®±²¼ ±¨±²¥¬» S

0

:

3.1. � £° ´¥ G

S

0

®¡ °³¦¥ ¶¨ª«, ®¤  ¨§ ¤³£ ª®²®°®£® ¯®¬¥·¥ 

§ ª®¬ ±²°®£®£® ¥° ¢¥±²¢ .

�°¨¬¥°: a � b � c < a. �·¥¢¨¤®, ·²®  «¨·¨¥ ² ª®£® ¶¨ª« 

¢«¥·¥² ¥±®¢¬¥±²®±²¼ ±¨±²¥¬» S

0

.
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3.2. �° ´ G

S

0

±®¤¥°¦¨² ¶¨ª« ± ¤¢³¬¿ ° §«¨·»¬¨ ª®±² ² ¬¨.

�°¨¬¥°: a � 3 � b � 4 � a. �°¨±³²±²¢¨¥ ² ª®£® ¶¨ª«  ² ª¦¥

¢»¿¢«¿¥² ¥° §°¥¸¨¬®±²¼ S

0

.

3.3. �±«¨ ¢ £° ´¥ G

S

0

¥±²¼ ¶¨ª«, ±®¤¥°¦ ¹¨© ¤¢¥ ¯°®²¨¢®¯®-

«®¦»¥ ¯¥°¥¬¥»¥ ¨ ¥³«¥¢³¾ ª®±² ²³, ¥±®¢¬¥±²®±²¼ ² ª¦¥

®·¥¢¨¤ .

�°¨¬¥°: �x � 5 � x � �x.

3.4. �° ´ G

S

0

±®¤¥°¦¨² ¯³²¼ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ª®±² ² ¬¨, ² ª¨¬¨,

·²® § ·¥¨¥ ª®±² ²» ¢  · «¥ ¯³²¨ ¡®«¼¸¥ § ·¥¨¿   ª®¶¥.

�°¨¬¥°: 8 � a < b < 3.

3.5. �²® ³±«®¢¨¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ²®«¼ª® ¤«¿ ¶¥«®·¨±«¥»µ § -

·¥¨© ª®±² ² ¨ ¯¥°¥¬¥»µ (ª®£¤  D � Z):

G

S

0

±®¤¥°¦¨² ¯³²¼ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ª®±² ² ¬¨, ° §®±²¼ ¬¥¦¤³

ª®²®°»¬¨ ¬¥¼¸¥ ¤«¨» ¯³²¨, ¨§¬¥°¥®© ¢ ª®«¨·¥±²¢¥ ¤³£, ¯®¬¥-

·¥»µ § ª®¬ ±²°®£®£® ¥° ¢¥±²¢ .

�°¨¬¥°: 1 � a < b < 3, ¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¤¢  ° §«¨·»µ ¶¥«»µ ·¨±« ,

ª®²®°»¥ ¡» ¬®¦® ¡»«® ° ±¯®«®¦¨²¼ ¬¥¦¤³ 1 ¨ 3.

�® ¢±¥µ ¯¥°¥·¨±«¥»µ ¢»¸¥ ±«³· ¿µ ®¯¨± » ±¨²³ ¶¨¨, ¯®§¢®-

«¿¾¹¨¥ ±° §³ ³±² ®¢¨²¼ ¥±®¢¬¥±²®±²¼ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ±¨±²¥¬»

½«¥¬¥² °»µ ¥° ¢¥±²¢. �«¥¤³¾¹¨¥ ²°¨ ¥ ¢»¿¢«¿¾² ¥° §°¥¸¨-

¬®±²¼, ® ¯®§¢®«¿¾² ³¯°®±²¨²¼ ¨±µ®¤³¾ ±¨±²¥¬³, ³¤ «¨¢ ¨§ ¥¥ ¢±¥

¶¨ª«», ¥ ®²¢¥· ¾¹¨µ ³±«®¢¨¿¬ 1-3:

3.6.1. �±«¨ ¢ £° ´¥ ®¡ °³¦¥ ¶¨ª«, ¥ ±®¤¥°¦ ¹¨© ±²°®£¨µ ¥-

° ¢¥±²¢ ¨ ª®±² ², ®²«¨·»µ ®² ³«¿, ® ¨¬¥¾¹¨© ¤¢¥ ¯°®²¨¢®-

¯®«®¦»¥ ¯¥°¥¬¥»¥ ¨«¨ ª®±² ²³ 0, ²® ¢¥±¼ ½²®² ¶¨ª« ³¤ «¿¥²±¿

¨§ £° ´  ¨ § ¬¥¹ ¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥®© ¢¥°¸¨®©, ±®¤¥°¦ ¹¥© ®«¼.

(�¤®¢°¥¬¥® ¨§ ±¨±²¥¬» ³¤ «¿¾²±¿ ¢±¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¶¨ª«³

¥° ¢¥±²¢ ,   ¢±¥ ³· ±²¢³¾¹¨¥ ¢ ¨µ ¯¥°¥¬¥»¥ § ¬¥¿¾²±¿ ³-

«¥¬).

� ¯°¨¬¥° ¶¨ª«» a � �x � b � x � a ¨ a � b � 0 � c � a ¡³¤³²

§ ¬¥¥»   ¥¤¨±²¢¥³¾ ¢¥°¸¨³, ±®¤¥°¦ ¹³¾ 0, ·²® ¯®§¢®«¨²

±®ª° ²¨²¼ ±¨±²¥¬³ ±° §³   4 ¥° ¢¥±²¢ .

3.6.2. �±«¨ ¢ £° ´¥ ®¡ °³¦¥ ¶¨ª«, ¥ ±®¤¥°¦ ¹¨© ±²°®£¨µ

¥° ¢¥±²¢ ¨ ¯°®²¨¢®¯®«®¦»µ ¯¥°¥¬¥»µ, ® ¨¬¥¾¹¨© ¥¤¨±²-

¢¥³¾ ª®±² ²³, ®²«¨·³¾ ®² ³«¿, ²® ¢¥±¼ ½²®² ¶¨ª« § ¬¥¿¥²±¿

¥¤¨±²¢¥®© ¢¥°¸¨®©, ±®¤¥°¦ ¹¥© ½²³ ª®±² ²³. (� «®£¨·®

¯°¥¤»¤³¹¥¬³ ±«³· ¾ ¨§ ±¨±²¥¬» ³¤ «¿¾²±¿ ¢±¥ ¥° ¢¥±²¢ , ±®®²-

¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¶¨ª«³,   ¢±¥ ¢±²°¥· ¾¹¨¥±¿ ¢ ¨µ ¯¥°¥¬¥»¥ § ¬¥-



78 �«£®°¨²¬ ¯°®¢¥°ª¨ ° §°¥¸¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬ ¥° ¢¥±²¢

¿¾²±¿ ½²®© ª®±² ²®©).

� ¯°¨¬¥°³ ¶¨ª« a � b � 5 � a ¡³¤¥² § ¬¥¥   ¢¥°¸¨³, ±®-

¤¥°¦ ¹³¾ ª®±² ²³ 5,   ¯¥°¥¬¥»¥ a ¨ b, ¢±²°¥· ¾¹¨¥±¿ ¢ ±¨±-

²¥¬¥ S

0

, ² ª¦¥ ¡³¤³² § ¬¥¹¥» ½²¨¬ § ·¥¨¥¬. �°¨ ½²®¬ ° §-

¬¥° ±¨±²¥¬» ±®ª° ²¨²¼±¿ ¥   3,   ±° §³   6 ¥° ¢¥±²¢, ² ª

ª ª ¢ ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨¨ ±¨±²¥¬» £° ´ ² ª¦¥ ¤®«¦¥ ±®¤¥°¦ ²¼ ¶¨ª«

�a � �5 � �b � �a, ª®²®°»© ² ª¦¥ ±«¥¤³¥² § ¬¥¨²¼ ¢¥°¸¨®© �5.

3.6.3. �±«¨ £° ´ ±®¤¥°¦¨² ¶¨ª«, ¢ ª®²®°®¬ ¢±¥ ¤³£¨ ¯®¬¥·¥» ¥-

±²°®£¨¬ ¥° ¢¥±²¢®¬, ¨ ¥² ¨ ª®±² ², ¨ ¯ ° ¯°®²¨¢®¯®«®¦»µ

¯¥°¥¬¥»µ, ²® ¢¥±¼ ¶¨ª« § ¬¥¹ ¥²±¿ ®¤®© ¢¥°¸¨®©, ±®¤¥°¦ ¹¥©

®¢³¾ ¯¥°¥¬¥³¾,   ±¨¬¬¥²°¨·»© ¥¬³ ¶¨ª« § ¬¥¿¥²±¿   ¯°®-

²¨¢®¯®«®¦³¾ ¯¥°¥¬¥³¾.

�°¨¬¥°: ¶¨ª« a � b � c � a ¡³¤¥² § ¬¥¹¥ ®¢®© ³¨ª «¼®©

¯¥°¥¬¥®© New,   ±¨¬¬¥²°¨·»© ¶¨ª« �a � �c � �b � �a ¯°¥-

®¡° §³¥²±¿ ¢ ¢¥°¸¨³ ± ¯¥°¥¬¥®© �New. � ¢ ±¨±²¥¬¥ S

0

¢¬¥±²®

¯¥°¥¬¥»µ a; b; c ¯°®¿¢¨²¼±¿ ¨µ ¥¤¨»© "§ ¬¥¨²¥«¼" | ¯¥°¥¬¥-

 ¿ New. �® ¦¥ ¯°®¨§®©¤¥² ¨ ± ·«¥ ¬¨ �a;�b;�c, ª®²®°»¥ ¡³¤³²

³¤ «¥» ¨§ S

0

,   ¢¬¥±²® ¨µ ¯®¿¢¨²¼±¿ ®¢»© ·«¥ �New.

� ¶¥«®¬ ¯°®¶¥¤³°  ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ £° ´  ¢»£«¿¤¨² ² ª:

� � · «¥ ¢ ¥¬ ¢»¿¢«¿¾²±¿ ¢±¥ ¶¨ª«» (¤«¿ ¡®«¼¸¥© ½´´¥ª²¨¢-

®±²¨ ¬®¦® ®¡° ¡ ²»¢ ²¼ ª®¬¯®¥²» ±¨«¼®© ±¢¿§®±²¨[2]), ¥±«¨ ¢

ª ª®¬-²® ¨§ ®¡ °³¦¥»µ ¶¨ª«®¢ ¢»¯®«¿¥²±¿ ®¤® ¨§ ³±«®¢¨© 3.1{

3.3, ²® ®·¥¢¨¤® ¢»¿¢«¥® ¯°®²¨¢®°¥·¨¥, ¨ ±¨±²¥¬  S

0

¥±®¢¬¥±² .

� �±«¨ ¦¥ ¨ ®¤¨ ¨§ ¶¨ª«®¢ ¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ 3.1{

3.3, ²® ¢ ¥¬ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ®¤  ¨§ ±µ¥¬ 3.6.1{3.6.3, ·²® ¯®§¢®«¨²

±®ª° ¹ ²¼ £° ´ ¨ ±¨±²¥¬³ ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  ¢ ¥¬ ¥ ®±² ¥²±¿ ¨

®¤®£® ¶¨ª« .

��  ±«¥¤³¾¹¥¬ ½² ¯¥ ¨±±«¥¤³¥²±¿  ¶¨ª«¨·¥±ª¨© £° ´   ¯°¥¤¬¥²

®¡ °³¦¥¨¿ ¢ ¥¬ \¯°®²¨¢®°¥·¨¢»µ" ¯³²¥© ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ª®±² -

² ¬¨. �«¿ ®¡¹¥£® ±«³· ¿ ½²® ¯³ª² 3.4,   ¤«¿ ¶¥«®·¨±«¥®£® 3.4 ¨

3.5. �±«¨ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¢»¿¢«¥®, ²® ±¨±²¥¬ , ®·¥¢¨¤®, ¥° §°¥¸¨-

¬ .

� �±«¨ ¦¥ ¨ ®¤®£® ¯°®²¨¢®°¥·¨¿ ¥ ¢»¿¢«¥®, ²® ±®£« ±® �¥-

®°¥¬¥ 1 ¨§ [2], ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ª ª ¬¨¨¬³¬ ®¤® °¥¸¥¨¥. � ª¨¬

®¡° §®¬, ° ±±¬®²°¥»¥ ±«³· ¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¥®¡µ®¤¨¬»¬ ¨ ¤®±² ²®·-

»¬ ³±«®¢¨¥¬ ¤«¿ ¥° §°¥¸¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» S

0

,   ¢ ±¨«³ ¥¥ ½ª¢¨¢ -

«¥²®±²¨ ±¨±²¥¬¥ S, ²® ¨ ¥° §°¥¸¨¬®±²¨ ± ¬®© S.
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�¥ª®²®°»¥ · ±²»¥ ±«³· ¨ ¤®¬¥  ¨²¥°¯°¥² ¶¨© D

�²¤¥«¼®£® ¢¨¬ ¨¿ ¤®±²®©» · ±²»¥ ±«³· ¨ ¬®¦¥±²¢ ,  

ª®²®°®¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ° §°¥¸¨¬®±²¼ ±¨±²¥¬» S. �¥ª®²®°»¥ ¨§

¨µ ³¦¥ ¡»«¨ ° ±±¬®²°¥» (±«³· © ¥®£° ¨·¥®£® ¤®¬¥  D, ±³-

¦¥¨¥   § ¤ »© ¨²¥°¢ « [a;b], ±³¦¥¨¥   ±¨¬¬¥²°¨·»© ®²®-

±¨²¥«¼® ³«¿ ¨²¥°¢ « [-k,k],   ² ª¦¥ ¶¥«®·¨±«¥»© ±«³· ©).

�²¥°¥±¥ ¨ ¥¹¥ ®¤¨ ¢ °¨ ² ¤®¬¥  D, ª®£¤  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²-

±¿ ±¨¬¬¥²°¨·®¥ ®²®±¨²¥«¼® ³«¿ ¬®¦¥±²¢®, ® ± ¬ ®«¼ ¢ ¥-

£® ¥ ¢µ®¤¨². � ª®© ¯®¤µ®¤ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¯°¨ ®¯¨± ¨¨ ¥ª®²®°»µ

¯° ª²¨·¥±ª¨µ ¨ ¯°¨ª« ¤»µ § ¤ ·, ª®£¤  ° ¢¥±²¢® ³«¾ ¯¥°¥¬¥-

»µ ¥¤®¯³±²¨¬®. � ª¨¬ ®¡° §®¬,D ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤ Z(Q)=f0g ¨«¨

[�k;k]\ Z(Q)=f0g.

�²±³²±²¢¨¥ ³«¿ ¢ ¤®¬¥¥ ¨²¥°¯°¥² ¶¨©  ª« ¤»¢ ¥² ¤®¯®«¨-

²¥«¼»¥ ³±«®¢¨¿    «£®°¨²¬ ¯°®¢¥°ª¨ ¥° §°¥¸¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬»,

·²® ¨®£¤  ¯®§¢®«¿¥² ³±ª®°¨²¼ ¯°®¶¥±± ¢»¿¢«¥¨¿ ¥±®¢¬¥±²®±²¨

±¨±²¥¬». � ¯®¬¨¬, ·²® ¯³ª² 3.6.1, ¢»¿¢«¿¾¹¨© ¢ £° ´¥ ¥-

±²°®£¨© ¶¨ª« ± ¤¢³¬¿ ¯°®²¨¢®¯®«®¦»¬¨ ¯¥°¥¬¥»¬¨, ¯®§¢®«¿«

¢±¥£® «¨¸¼ ±®ª° ²¨²¼ ±¨±²¥¬³, ²®£¤  ª ª ¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ ® ±° -

§³ ¢»¿¢¨² ¥° §°¥¸¨¬®±²¼. � ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ £° ´ ±®¤¥°¦¨² ¶¨ª«

a � b � �a � ± � a, ²® ¥¤¨±²¢¥ ¿ ¢®§¬®¦®±²¼ ¤«¿ ¯¥°¥¬¥»µ

a; b ¨ c | ½²® ¡»²¼ ° ¢»¬¨ ³«¾, ·¥£® ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢ ±¨«³ ®²-

±³²±²¢¨¿ ³«¿ ¢ ¤®¬¥¥ ¨²¥°¯°¥² ¶¨© D. � «®£¨·»© °¥§³«¼² ²

¯®«³· ¥²±¿ ¨ ¯°¨ ®¡ °³¦¥¨¨ ¶¨ª« , ±®¤¥°¦ ¹¥£® ¥¤¨±²¢¥³¾

ª®±² ²³ ®«¼ | ² ª®© ¶¨ª« § ¬¥¥   ®«¼ ¥ ¯®¤«¥¦¨²,   § ·¨²

¨ ¨±µ®¤ ¿ ±¨±²¥¬  ¥° §°¥¸¨¬ .

�¥¯°¨ ¤«¥¦®±²¼ ³«¿ ª® ¬®¦¥±²¢³ D ®²° ¦ ¥²±¿ ¨   ¶¥«®-

·¨±«¥®¬ ±«³· ¥ | ¢ ³±«®¢¨¨ 3.5 ¡³¤¥² ³·¨²»¢ ²¼±¿ ®²±³²±²¢¨¥

³«¿ ¢ ¯³²¨ ¬¥¦¤³ ° §®§ ª®¢»¬¨ ª®±² ² ¬¨. � ¯°¨¬¥°, ¤«¿

¶¥¯®·ª¨ ¥° ¢¥±²¢ �2 < a < b < 1 ¢ ¶¥«®·¨±«¥®¬ ±«³· ¥ ± ³«¥¬

¥±²¼ °¥¸¥¨¥: a = �1; b = 0,   ¡¥§ ³«¿ | °¥¸¥¨© ¥². � ª¨¬

®¡° §®¬, ³±«®¢¨¥ 3.5 ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¥:

3:5

0

. �±«¨ £° ´ G

S

0

±®¤¥°¦¨² ¯³²¼ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ª®±² ² ¬¨

A ¨ B ¨ ¤«¨  ½²®£® ¯³²¨, ¨§¬¥°¥ ¿ ¢ ª®«¨·¥±²¢¥ § ª®¢ <, ¥

¯°¥¢®±µ®¤¨² ¨µ ° §®±²¨, ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  A ¨ B | ¯°®²¨¢®¯®«®¦»µ

§ ª®¢ ¨ ±²°®£® ¬¥¼¸¥ B � A, ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥, ²®£¤  ±¨±²¥¬ 

S

0

¥ ¨¬¥¥² °¥¸¥¨©.

� ®¯¨± ®¬³ ¢»¸¥ ±«³· ¾ ¥¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ ³«¿ ª ¬®¦¥±²¢³

D ±¢®¤¨²¼±¿ ¨ ±«³· © ¶¥«®·¨±«¥»µ ¯¥°¥¬¥»µ ¨§  ±¨¬¬¥²°¨·®-
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£® ¯°®¬¥¦³²ª  [a,b], ª®£¤  ° §®±²¼ b � a ¥·¥² ¿. � ½²®¬ ±«³· ¥

¥«¼§¿ ¯ ° ««¥«¼® ¯¥°¥¥±²¨ ®²°¥§®ª [a;b]   ±¨¬¬¥²°¨·»© ®²®-

±¨²¥«¼® ³«¿ ¨²¥°¢ « [�k;k] ± ±®µ° ¥¨¥¬ ¶¥«®·¨±«¥®±²¨ ¯¥-

°¥¬¥»µ ¨ ª®±² ². � ¯°¨¬¥°, ®²°¥§®ª [a,b]= [0; 1] ¥ ¯®«³·¨²¼±¿

¯°¥®¡° §®¢ ²¼ ¢ ¯°®¬¥¦³²®ª [-k,k], ² ª ª ª ¢ ±«³· ¥ ¶¥«»µ ·¨±¥«

[a;b] ±®¤¥°¦¨² ¢±¥£® ¤¢  § ·¥¨¿ 0 ¨ 1. �® ¥±«¨ ¦¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬

±¨¬¬¥²°¨·®¥ ®²®±¨²¥«¼® ³«¿ ¬®¦¥±²¢® [�1; 1]=f0g, ²® ¥£® ¶¥-

«»¥ ·¨±«  ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·® ®²®¡° §¿²±¿   ¨±µ®¤®¥ ¬®¦¥±²¢®

[a;b]\ Z.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¤®¬¥  ¨²¥°¯°¥² ¶¨© D = [a;b]

\Z ¯°®¨§¢®¤¨²¼±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

�»·¨±«¿¥²±¿ £° ¨¶  ¬®¦¥±²¢ : k = [(b� a + 1)=2] ¨ ²®£¤  ®-

¢»© ¤®¬¥

D

0

=

(

[�k;k]; ¥±«¨ (b� a) | ·¥²®¥;

[�k;k]=f0g; ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥.

�®±² ²» ¨ ¯¥°¥¬¥»¥ ±¨±²¥¬» ¯¥°¥±·¨²»¢ ¾²±¿ ¯® ´®°¬³«¥

c

0

= c � (a+ b)=2� 0:5 � sign(c � (a + b)=2):

£¤¥ c | ±² °®¥ § ·¥¨¥ ¯¥°¥¬¥®© ¨«¨ ª®±² ²»,   c

0

| ®¢®¥.

� ¯°¨¬¥° ¤«¿ ¬®¦¥±²¢  D = [3; 8]\Z ®¢»© ¤®¬¥ ¨²¥°¯°¥² -

¶¨© D

0

= [�2; 2]=f0g, ¨ ª®±² ²¥ c=4 ¡³¤¥² ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ®¢®¥

§ ·¥¨¥ c

0

= 4�(3+8)=2�0:5�sign(4�(3+8)=2) = 4�5:5+0:5 = �1,

  ¤«¿ d = 7 d

0

= 7� 5:5� 0:5 = 1.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±«³· © ¶¥«»µ ·¨±¥« ¤«¿  ±¨¬¬¥²°¨·®£® ¨²¥°-

¢ «  ¢±¥£¤  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥®¡° §®¢  ¢ ¶¥«®·¨±«¥»© ±¨¬¬¥²°¨·-

»©, ¨ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®²  «¨·¨¿ ¢ ®¢®¬ ¤®¬¥¥ D

0

³«¿, ±¨±²¥¬ 

¡³¤¥² ®¡° ¡®²   ²¥¬ ¨«¨ ¨»¬ ±¯®±®¡®¬.
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������� �������� ��������
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�. �.�®°®· 

�

� ±²®¿¹ ¿ ° ¡®²  ¯°®¤®«¦ ¥² ¨±±«¥¤®¢ ¨¥  ±«¥¤±²¢¥»µ ª« ±-

±®¢ ¶¢¥²»µ £° ´®¢,  · ²®¥ ¢ [5], ¨ ®¡®¡¹ ¥² ¥ª®²®°»¥ °¥§³«¼² -

²», ¯®«³·¥»¥ ¢ [1] ¨ [2] ¤«¿  ±«¥¤±²¢¥»µ ª« ±±®¢ ®¡»ª®¢¥»µ

£° ´®¢.

� [5] ¡»«® ¢¢¥¤¥® ¯®¿²¨¥ ¶¢¥²®£® £° ´ , ¨«¨ q-£° ´ . �²®²

£° ´ ¢®§¨ª ¥² ¢ °¥§³«¼² ²¥ ° ±ª° ¸¨¢ ¨¿ °¥¡¥° ®¡»ª®¢¥®£®

¯®«®£® £° ´  ¢ q ¶¢¥²®¢. �®«¥¥ ±²°®£®, ¥±«¨ Q = f1; 2; : : :; qg |

¬®¦¥±²¢® ¶¢¥²®¢, ²® q-£° ´®¬ ± ¬®¦¥±²¢®¬ ¢¥°¸¨ V  §»¢ ¥²±¿

¯ °  G = (V; g), £¤¥ g : V

(2)

! Q, V

(2)

| ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¥³¯®°¿¤®-

·¥»µ ¯ ° ° §«¨·»µ ½«¥¬¥²®¢ ¬®¦¥±²¢  V . �±«¨ g(x; y) = �, ²®

¯ °³ (x; y) ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ °¥¡°®¬ ¶¢¥²  �.

�¡»ª®¢¥»© £° ´ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª 2-£° ´. �¥ª®²®-

°»¥ ²¥°¬¨», ¯°¨¬¥¿¥¬»¥ ¤«¿ ®¡»ª®¢¥»µ £° ´®¢, ¥±²¥±²¢¥-

»¬ ®¡° §®¬ ° ±¯°®±²° ¿¾²±¿ ¨   ¶¢¥²»¥ £° ´». �²® ®²®±¨²-

±¿, ¢ · ±²®±²¨, ª ¯®¿²¨¿¬ ¨§®¬®°´¨§¬ , ¯®°®¦¤¥®£® ¯®¤£° ´  ¨

 ±«¥¤±²¢¥®£® ª« ±± .

�®¤£° ´ G

0

¶¢¥²®£® £° ´  G  §»¢ ¥²±¿ ¯®°®¦¤¥»¬ ¯®¤£° -

´®¬, ¥±«¨ ® ¯®«³·¥ ¯®±°¥¤±²¢®¬ ³¤ «¥¨¿ ¨§ G ¯°®¨§¢®«¼®£® ·¨-

±«  ¢¥°¸¨ (¨ ¢±¥µ ¢®§¨ª ¾¹¨µ ¯°¨ ½²®¬ "¢¨±¿·¨µ" ° ±ª° ¸¥»µ

°¥¡¥°).

�« ±± q-£° ´®¢ X

hqi

 §»¢ ¥²±¿  ±«¥¤±²¢¥»¬ (¨«¨ ´° £¬¥²-

® § ¬ª³²»¬), ¥±«¨ ® ±®¤¥°¦¨² ¢±¿ª¨© q-£° ´ G

0

, ¨§®¬®°´»©

¯®°®¦¤¥®¬³ ¯®¤£° ´³ £° ´  G ¨§ X

hqi

.

�³±²¼ X

hqi

n

| ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢±¥µ q-£° ´®¢ ± ¬®¦¥±²¢®¬ ¢¥°¸¨

f1; : : : ; ng ¨§ ª« ±±  X

hqi

. � ±±¬®²°¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

h

n

�

X

hqi

�

= log

q

�

�

�

X

hqi

n

�

�

�

=

�

n

2

�

:
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�§ [5] ¨§¢¥±²®, ·²® ¤«¿ «¾¡®£®  ±«¥¤±²¢¥®£® ª« ±±  q-£° ´®¢ ±³-

¹¥±²¢³¥² ¯°¥¤¥« h

n

�

X

hqi

�

¯°¨ n ! 1. �²®² ¯°¥¤¥«  §»¢ ¥²±¿ ½-

²°®¯¨¥© ¶¢¥²®£® ª« ±±  X

hqi

¨ ®¡®§ · ¥²±¿ h

�

X

hqi

�

:

h

�

X

hqi

�

= lim

n!1

h

n

�

X

hqi

�

= lim

n!1

2 log

q

�

�

�

X

hqi

n

�

�

�

n

2

:

� ª¦¥ ¢ [5] ¡»«® ¢¢¥¤¥® ¯®¿²¨¥ ¤¢³¤®«¼®£® ¶¢¥²®£® £° ´ .

�¬¥®, ¥±«¨ V ¨ U | ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ¬®¦¥±²¢ , ²® ¤¢³-

¤®«¼»¬ q-£° ´®¬ ± ¤®«¿¬¨ V ¨ U  §»¢ ¥²±¿ ²°®©ª  (V; U; g), £¤¥

g : V � U ! Q (¯°¨ ½²®¬ ´³ª¶¨¿ g ¥ ®¯°¥¤¥«¥    ¬®¦¥±²¢ µ

V

(2)

¨ U

(2)

, ². ¥. ¤¢³¤®«¼»© ¶¢¥²®© £° ´ ´®°¬ «¼® ¥ ¨¬¥¥² ¯° -

¢®  §»¢ ²¼±¿ ¶¢¥²»¬ £° ´®¬). �«¿ ¥¯³±²®£® P � Q ¬®¦¥±²¢®

¢±¥µ ¤¢³¤®«¼»µ q-£° ´®¢ ± g(V �U ) � P ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ B

hqi

(P ).

�¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨§®¬®°´¨§¬ , ¯®°®¦¤¥®£® ¯®¤£° ´  ¨  ±«¥¤±²¢¥®-

£® ª« ±±  ° ±¯°®±²° ¿¾²±¿   ¤¢³¤®«¼»¥ ¶¢¥²»¥ £° ´» ®·¥¢¨¤-

»¬ ®¡° §®¬.

�³±²¼ Y

hqi

| ¬®¦¥±²¢® ¤¢³¤®«¼»µ q-£° ´®¢. �¥°¥§ Y

hqi

n

®¡®-

§ ·¨¬ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ £° ´®¢ ¨§ Y

hqi

, ¢ ª®²®°»µ V = f1; 2; : : : ; ng,

U = fn+1; n+2; : : : ; 2ng. � [3] (¢ ¥±ª®«¼ª® ¨®© ²¥°¬¨®«®£¨¨) ¤®ª -

§ ®, ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£®  ±«¥¤±²¢¥®£® ª« ±±  ¤¢³¤®«¼»µ q-£° ´®¢

±³¹¥±²¢³¥² ½²°®¯¨¿, ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

h

B

(Y

hqi

) = lim

n!1

log

q

jY

hqi

n

j

n

2

:

�®¯®«¥¨¥¬ ¤¢³¤®«¼®£® q-£° ´  G = (V; U; g)  §»¢ ¥²±¿ «¾¡®©

q-£° ´ H = (V [ U; h), ² ª®©, ·²® h ±®¢¯ ¤ ¥² ± g   V � U . �«¿

¥¯³±²»µ ¬®¦¥±²¢ M

1

;M

2

� Q ¯®¯®«¥¨¥, ¢ ª®²®°®¬ h(x; y) 2M

1

¤«¿ ¢±¥µ (x; y) 2 V

(2)

¨ h(x; y) 2 M

2

¤«¿ ¢±¥µ (x; y) 2 U

(2)

,  §®¢¥¬

(M

1

;M

2

)-¯®¯®«¥¨¥¬ ¤¢³¤®«¼®£® ¶¢¥²®£® £° ´ .

� [5] ³¤ «®±¼ ¯®ª § ²¼, ·²®

| ¤«¿ ª®¥·®£® ´° £¬¥²® § ¬ª³²®£® ª« ±±  q-£° ´®¢ h

�

X

hqi

�

=

�1,   ¤«¿ ¡¥±ª®¥·®£® 0 � h

�

X

hqi

�

� 1;

{ ±³¹¥±²¢³¥² q ¬¨¨¬ «¼»µ (¯® ¢ª«¾·¥¨¾)  ±«¥¤±²¢¥»µ ª« ±-

±®¢ q-£° ´®¢,   ª®²®°»µ ¤®±²¨£ ¥²±¿ § ·¥¨¥ h = 0: ¨¬¨ ¿¢«¿¾²±¿

®¤®¶¢¥²»¥ ª« ±±» O

hqi

�

¢±¥µ q-£° ´®¢, ª ¦¤®¥ °¥¡°® ª®²®°»µ ¨¬¥¥²

¶¢¥² �, � = 1; 2; : : :; q;
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{ ®¡« ±²¼ § ·¥¨© ½²°®¯¨¨ ¡¥±ª®¥·»µ ´° £¬¥²® § ¬ª³²»µ

ª« ±±®¢ q-£° ´®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ° §°»¢»¬ ¬®¦¥±²¢®¬: h

�

X

hqi

�

= 0,

«¨¡® 1 /(2 log

2

q) � h

�

X

hqi

�

� 1;

{ ¢ ±«®¥  ±«¥¤±²¢¥»µ ª« ±±®¢ q-£° ´®¢ ± ½²°®¯¨¥© h = 1/(2 log

2

q)

¨¬¥¥²±¿ ¢ ²®·®±²¨

�

q + 1

2

��

q

2

�

¬¨¨¬ «¼»µ (¯® ¢ª«¾·¥¨¾) ½«¥-

¬¥²®¢; ½²¨¬¨ ½«¥¬¥² ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ª« ±±» B

hqi

(f�g; f�g; f; �g)

¢±¥µ (f�g; f�g)-¯®¯®«¥¨© ¤¢³¤®«¼»µ q-£° ´®¢ ¨§ B

hqi

(f; �g), £¤¥

� � �;  < �, �; �; ; � = 1; 2; : : : ; q.

�«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ¥¯³±²®£® ¥³¯®°¿¤®·¥®£® ¬®¦¥±²¢  M �

Q, jM j = m ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ O

hqi

(M ) ª« ±± ¢±¥µ q-£° ´®¢, ¶¢¥² ª -

¦¤®£® °¥¡°  ª®²®°»µ ¥±²¼ ·¨±«® ¨§ M . �·¥¢¨¤®, ·²®

h

�

O

hqi

(M )

�

= log

q

m:

�³±²¼ B

hqi

(P ) | ¥ª®²®°»© ª« ±± ¤¢³¤®«¼»µ q-£° ´®¢, £¤¥ P 6=

;; P � Q; jP j= p. �¥²°³¤® ¢¨¤¥²¼, ·²®

h

B

�

B

hqi

(P )

�

= log

q

p:

�¯°¥¤¥«¨¬ ¯®¿²¨¥ ±¥ª¶¨®®£® ª« ±±  ¶¢¥²»µ £° ´®¢ ±«¥¤³¾-

¹¨¬ ®¡° §®¬. �³±²¼ E

hq;ki

=







E

hqi

ij







k

i;j=1

{ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¬ ²°¨¶ ,

¢ ª®²®°®©

E

hqi

ii

= O

hqi

(M

ii

);   E

hqi

ij

= B

hqi

(M

ij

)

¤«¿ ¥ª®²®°»µ ¥¯³±²»µ ¬®¦¥±²¢ M

ii

;M

ij

� Q, i 6= j, i; j =

1; 2; : : :; k.

�®¤ k-±¥ª¶¨®»¬ (k-¤®«¼»¬) ª« ±±®¬ q-£° ´®¢, § ¤ ¢ ¥¬»¬ ±¨¬-

¬¥²°¨·¥±ª®© ¬ ²°¨¶¥© E

hq;ki

(k � 2), ¡³¤¥¬ ¯®¨¬ ²¼ ±®¢®ª³¯-

®±²¼ ¢±¥µ q-£° ´®¢, ¤®¯³±ª ¾¹¨µ ° §¡¨¥¨¥ ¬®¦¥±²¢  ¢¥°¸¨  

k ±¥ª¶¨©, i-¿ ¨§ ª®²®°»µ ¯®°®¦¤ ¥² ¯®¤£° ´ ¨§ ª« ±±  E

hqi

ii

,   ¯®¤-

£° ´, ¯®°®¦¤¥»© ¢¥°¸¨ ¬¨ i-© ¨ j-© ±¥ª¶¨©, ¿¢«¿¥²±¿ (M

ii

;M

jj

)-

¯®¯®«¥¨¥¬ ¤¢³¤®«¼®£® ¶¢¥²®£® £° ´ , ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¥£® ª« ±±³

E

hqi

ij

, i 6= j, i; j = 1; 2; : : : ; k.

� ª ¦¤»¬ ±¥ª¶¨®»¬ ª« ±±®¬ E

hq;ki

±¢¿¦¥¬ ² ª¦¥ ±¨¬¬¥²°¨-

·¥±ª³¾ ·¨±«®¢³¾ ¬ ²°¨¶³ H

hq;ki

� H =







h

hqi

ij







k

i;j=1

, ¢ ª®²®°®©

h

hqi

ii

= h

�

E

hqi

ii

�

; h

hqi

ij

= h

B

�

E

hqi

ij

�

;
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¯°¨ i 6= j; i; j = 1; 2; : : : ; k.

� ²°¨¶  H = H

hq;ki

 §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶¥© ½²°®¯¨© ±¥ª¶¨®®£®

ª« ±±  E

hq;ki

. �«¥¬¥² ¬¨ H

hq;ki

¿¢«¿¾²±¿ ·¨±«  ¨§ ¬®¦¥±²¢  f0 =

log

q

1; log

q

2; : : : ; log

q

(q � 1); log

q

q = 1g.

� ¬¥²¨¬, ·²® ¬ ²°¨¶» E

hq;ki

¨ H

hq;ki

®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ± ²®·®±²¼¾

¤® ¯¥°¥±² ®¢®ª ±²°®·¥ª ¨ ±²®«¡¶®¢, ². ¥. ± ²®·®±²¼¾ ¤® ³¬¥° ¶¨¨

±¥ª¶¨©.

�¥ª¶¨®»© ª« ±± ¶¢¥²»µ £° ´®¢ E

hq;ki

 §®¢¥¬ °¥£³«¿°»¬, ¥±-

«¨ ¤«¿ ¥£® ¬ ²°¨¶» ½²°®¯¨© H ¢»¯®«¥» ²°¥¡®¢ ¨¥ ¬ ª±¨¬ «¼-

®±²¨:

h1i ¬ ²°¨¶  Q

>

HQ ¿¢«¿¥²±¿ ®²°¨¶ ²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®© (Q |

k� (k� 1)-¬ ²°¨¶ , ¢ ±²®«¡¶ µ ª®²®°®© § ¯¨± » ¡ §¨±»¥ ¢¥ª²®°»

¯®¤¯°®±²° ±²¢  °¥¸¥¨© ³° ¢¥¨¿

~

1

>

~
u = 0),

¨ ³±«®¢¨¥ ¢³²°¥¥© ¤®¯³±²¨¬®±²¨:

h2i H

�1

~

1 >

~

0 (§¤¥±¼

~

1 = f1; 1; : : : ; 1g

>

,

~

0 = f0; 0; : : :; 0g

>

,   ¥° -

¢¥±²¢® ¯®¨¬ ¥²±¿ ¯®ª®¬¯®¥²®).

�®ª § ®, ·²® ¯°®¡«¥¬  ¢»·¨±«¥¨¿ ½²°®¯¨¨ ¢±¿ª®£® ±¥ª¶¨®®-

£® ª« ±±  ¶¢¥²»µ £° ´®¢ ±¢®¤¨²±¿ ª ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ ·¥ ¯®¨±ª  ¬ ª-

±¨¬³¬  ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ± «¨¥©»¬ ®£° ¨·¥¨¥¬ ¯°¨ ³±«®¢¨¨

¥®²°¨¶ ²¥«¼®±²¨ ¯¥°¥¬¥»µ:

h

�

E

hq;ki

�

= max

�

F (
~
u) =

~
u

>

H
~
u

�

�

~

1

>

~
u = 1;

~
u �

~

0

	

:

�¥¸ ¿ ½²³ § ¤ ·³, ¯°¨µ®¤¨¬ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ °¥§³«¼² ²³.

�¥®°¥¬  1. �²°®¯¨¿ ¢±¿ª®£® °¥£³«¿°®£® ±¥ª¶¨®®£® ª« ±± 

¶¢¥²»µ £° ´®¢ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥

h

�

E

hq;ki

�

=

1

~

1

>

H

�1

~

1

:

�²°®¯¨¿ «¾¡®£® ¥°¥£³«¿°®£® ª« ±±  ° ¢  ¬ ª±¨¬ «¼®© ½²°®-

¯¨¨ ¢ ¥¬ ¶¥«¨ª®¬ ±®¤¥°¦ ¹¥£®±¿ ¬®£®¤®«¼®£® ª« ±±  ± ¬¥¼¸¨¬

ª®«¨·¥±²¢®¬ ±¥ª¶¨©.

�¬¥±²¥ ¢®¯°®± ® ²®¬, ª ª ¬®£® ¨¬¥¥²±¿  ±«¥¤±²¢¥»µ ª« ±±®¢

¶¢¥²»µ £° ´®¢ ± ³«¥¢®© ¨ ¥³«¥¢®© ½²°®¯¨¥©. �²¢¥² ±®¤¥°¦¨²±¿

¢ ±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬¥.

�¥®°¥¬  2. �®¦¥±²¢® ´° £¬¥²® § ¬ª³²»µ ª« ±±®¢ q-£° ´®¢

± ³«¥¢®© ½²°®¯¨¥© ª®²¨³ «¼®. �°®¬¥ ²®£®, ¥±«¨ H | ¬ ²°¨-

¶  ½²°®¯¨© k-¤®«¼®£® °¥£³«¿°®£® ±¥ª¶¨®®£® ª« ±± , ²® ¨¬¥¥²±¿
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ª®²¨³ «¼®¥ ±¥¬¥©±²¢®  ±«¥¤±²¢¥»µ ª« ±±®¢ q-£° ´®¢ ± ½²°®-

¯¨¥©, ° ¢®©

1

~

1

>

H

�1

~

1

:

�°¥¤¨ (k�1)-¤®«¼»µ ª« ±±®¢, ±®¤¥°¦ ¹¨µ±¿ ¢ ¯°®¨§¢®«¼®¬ °¥-

£³«¿°®¬ k-±¥ª¶¨®®¬ ª« ±±¥ E

hq;ki

, ¥ ¢±¥ ®¡¿§ » ¡»²¼ °¥£³«¿°-

»¬¨. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢  ±«¥¤³¾¹ ¿

�¥®°¥¬  3. � «¾¡®¬ k-¤®«¼®¬ °¥£³«¿°®¬ ª« ±±¥ ¶¢¥²»µ £° -

´®¢ ¨¬¥¥²±¿ µ®²¿ ¡» ®¤¨ (k � 1)-¤®«¼»© °¥£³«¿°»© ª« ±±.

�³±²¼

�

X

hq;1i

;X

hq;2i

; : : : ;X

hq;k�1i

;X

hq;ki

;X

hq;k+1i

; : : :

	

| ¥ª®²®-

°®¥ ±¥¬¥©±²¢®  ±«¥¤±²¢¥»µ ª« ±±®¢ q-£° ´®¢. �° £¬¥²® § ¬ª-

³²»© ª« ±± X

hqi

�

=

1

[

k=1

X

hq;ki

 §®¢¥¬ ¬¨¨¬ «¼®© ¢¥°µ¥© £° ¨-

¶¥© ¤«¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ X

hq;1i

;X

hq;2i

; : : : ;X

hq;ki

; : : :

�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

�

X

hq;ki

; k 2 N

	

´° £-

¬¥²® § ¬ª³²»µ ª« ±±®¢ ¬®®²®® ¢®§° ±² ¥², ¥±«¨

X

hq;1i

� X

hq;2i

� � � � � X

hq;k�1i

� X

hq;ki

� X

hq;k+1i

� : : :

�¨¨¬ «¼³¾ ¢¥°µ¾¾ £° ¨¶³X

hqi

�

 §®¢¥¬ ¥²°¨¢¨ «¼®©, ¥±-

«¨ ¤«¿ ¥¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¬®®²®® ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

 ±«¥¤±²¢¥»µ ª« ±±®¢

�

X

hq;ki

; k 2N

	

² ª ¿, ·²®

h

�

X

hq;1i

�

< h

�

X

hq;2i

�

< � � � < h

�

X

hq;ki

�

< � � � < h

�

X

hqi

�

�

:

�³±²¼ ¬®®²®® ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ § ·¥¨© ½-

²°®¯¨© ª« ±±®¢ X

hq;1i

;X

hq;2i

; : : : ;X

hq;ki

; : : : ±µ®¤¨²±¿. � ·¥¨¥ h

�

=

h(X

hqi

�

) ½²°®¯¨¨ ¥²°¨¢¨ «¼®© ¬¨¨¬ «¼®© ¢¥°µ¥© £° ¨¶» X

hqi

�

 §®¢¥¬ ²®·ª®© ±£³¹¥¨¿, ¥±«¨ ®® ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯°¥¤¥«®¬ ¯®±«¥¤®¢ -

²¥«¼®±²¨ h

�

X

hq;ki

�

¯°¨ k!1 : h

�

X

hqi

�

�

= lim

k!1

h

�

X

hq;ki

�

:

�³±²¼

e

E

hqi

¨

e

E

hqi

reg

| ±®®²¢¥²±²¢¥® ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ±¥ª¶¨®»µ ¨

°¥£³«¿°»µ ±¥ª¶¨®»µ ª« ±±®¢ q-£° ´®¢. �·¥¢¨¤®, ·²®

e

E

hqi

reg

�

e

E

hqi

,

¯°¨·¥¬ ¨§ ®±®¢®£® °¥§³«¼² ²  ° ¡®²» [4] ±«¥¤³¥², ·²® ° ¢¥±²¢®

¨¬¥¥² ¬¥±²® ²®«¼ª® ¯°¨ q = 2.

�¥®°¥¬  4. �±¿ª¨©  ±«¥¤±²¢¥»© ª« ±±, ¿¢«¿¾¹¨©±¿ ¬¨¨¬ «¼-

®© ¢¥°µ¥© £° ¨¶¥© ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ¬®®²®® ¢®§° ±² ¾¹¥© ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ±¥ª¶¨®»µ ª« ±±®¢, «¨¡® ± ¬ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¬®-

¦¥±²¢³

e

E

hqi

reg

, «¨¡® ±®¤¥°¦¨² ¢ ±¥¡¥ ¶¥«¨ª®¬ ¥ª®²®°»© °¥£³«¿°»©
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¬®£®¤®«¼»© ª« ±± ¨§

e

E

hqi

reg

± ² ª¨¬ ¦¥, ª ª ³ ¥£®, § ·¥¨¥¬ ½-

²°®¯¨¨.

�²¥°¥±»¬ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢®¯°®± ® ª®«¨·¥±²¢¥ ¬¨¨¬ «¼»µ

¢¥°µ¨µ £° ¨¶ ¨ ²®·¥ª ±£³¹¥¨¿ ½²°®¯¨¨  ±«¥¤±²¢¥»µ ª« ±±®¢

q-£° ´®¢. �¯° ¢¥¤«¨¢  ±«¥¤³¾¹ ¿

�¥®°¥¬  5. �°¨ q > 2 ª®«¨·¥±²¢® ¬¨¨¬ «¼»µ ¢¥°µ¨µ £° ¨¶

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ´° £¬¥²® § ¬ª³²»µ ª« ±±®¢ q-£° ´®¢ ¡¥±-

ª®¥·®; ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¢ ®¡« ±²¨ § ·¥¨© ½²°®¯¨¨  ±«¥¤±²-

¢¥»µ ª« ±±®¢ q-£° ´®¢ ¨¬¥¥²±¿ ¡¥±ª®¥·® ¬®£® ²®·¥ª ±£³¹¥¨¿.

� ¡®²  ¢»¯®«¥  ¯°¨ ´¨ ±®¢®© ¯®¤¤¥°¦ª¥ ����, ª®¤ ¯°®¥ª² 

00-01-00601.
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�

1. �¢¥¤¥¨¥

� ·¨²¥«¼»¬ ¸ £®¬ ¢ ° §¢¨²¨¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ¯°®-

£° ¬¬¨°®¢ ¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ±®§¤ ¨¥ �.�.�¿¯³®¢»¬ ¨ �.�.�®¢»¬

¬®¤¥«¨ ¯°®£° ¬¬. � ° ¡®²¥ [1] ¨§«®¦¥  ²¥®°¨¿ ®¯¥° ²®°»µ ±µ¥¬

�®¢  | ´®°¬ «¼®£® ¨±·¨±«¥¨¿, ¢ ª®²®°®¬ ¯®«®±²¼¾ °¥¸ « ±¼

§ ¤ ·  ° ±¯®§ ¢ ¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¥© ¬®¤¥«¥© ¯°®£° ¬¬ ¨ ±²°®¨-

« ±¼ ±¨±²¥¬  ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¯°®£° ¬¬» ¢ «¾¡³¾, ¥©

½ª¢¨¢ «¥²³¾. �±®¢»¬¨ ®¡º¥ª² ¬¨ ½²®© ²¥®°¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¯°¥®¡-

° §®¢ ²¥«¨ (´³ª¶¨¨), ° ±¯®§ ¢ ²¥«¨ (¯°¥¤¨ª ²»), ª®´¨£³° ¶¨¨

(\±®±²®¿¨¿ ¢»¯®«¥¨¿" ¯°®£° ¬¬»).

� ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ±«¥¤³¥² § ¬¥²¨²¼, ·²® ²¥®°¨¿ ®¯¥° ²®°»µ ±µ¥¬

±®§¤ ¢ « ±¼ ¢ £®¤», ª®£¤  ¯°®£° ¬¬» ¡»«¨ ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£® ¢»·¨±«¨-

²¥«¼»¬¨, ²®£¤  ª ª ¢ ¯®±«¥¤¨¥ ¤¢  ¤¥±¿²¨«¥²¨¿ § ·¨²¥«¼® ³¢¥-

«¨·¨«®±¼ ·¨±«® ¨²¥° ª²¨¢»µ. � ª¨¥ ¯°®£° ¬¬» ¬®¦® ° ±±¬ ²-

°¨¢ ²¼ ª ª ¨£°®¢»¥, ².¥. ª ª ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ± ¯®«¼§®¢ ²¥«¥¬, °®¡®-

²®¬, ¤°³£®© ¯°®£° ¬¬®©. �· ±²¨ª  ² ª®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¢ ¤ «¼-

¥©¸¥¬ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¯ °²¥°®¬. �±®¢®¥ ²°¥¡®¢ ¨¥, ¯°¥¤º¿¢-

«¿¥¬®¥ ª ¨£°®¢»¬ ¯°®£° ¬¬ ¬, | ª®°°¥ª² ¿ ° ¡®²  ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨

®² ¶¥«¥© ¯°®£° ¬¬» ¨ ¤¥©±²¢¨© ¯ °²¥° . �» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ² -

ª®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¯¥°¥¬¥»¥ ¬®£³² ¨§¬¥¿²¼±¿ ª ª

¯°®£° ¬¬®©, ² ª ¨ ¯ °²¥°®¬ ¨ ¯°¨¨¬ ¾² ª®¥·®¥ ·¨±«® § ·¥-

¨©.

� · «  ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ±¨²³ ¶¨© ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿  ¢²®°®¬ ¯°¨¬¥-

¿«¨±¼ ±µ¥¬» �®¢ , ®¤  ¨§ ª®²®°»µ ¡»«  ¯®±²°®¥  ª ª °¥¸¥¨¥

¸ µ¬ ²®£® ½²¾¤  ¢ [2], ².¥. ª ª ¨£°®¢ ¿ ¯°®£° ¬¬ , ¢»¯®«¿¾-

¹ ¿ ¯®±² ¢«¥³¾ § ¤ ·³ ¯°¨ «¾¡®© ¨£°¥ ±®¯¥°¨ª . �¤ ª® °®«¼

° ±¯®§ ¢ ²¥«¥© ¢ ¯®«³· ¾¹¨µ±¿ ±µ¥¬ µ ¯°®£° ¬¬ ±¢®¤¨²±¿ «¨¸¼ ª

³·¥²³ ª ¦¤®£® ¨§ ¤¥©±²¢¨© ¯ °²¥° . �®½²®¬³ ¢ ¨£°®¢»µ ¯°®£° ¬-

¬ µ ° ±¯®§ ¢ ²¥«¨ § ¬¥¥»   ¢¥¸¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¨ | ª®¥·-

»¥  ¡®°» ´³ª¶¨© (¤¥©±²¢¨© ¯ °²¥° ). � ª ¿ ¬®¤¥«¼ ¢ ±«³· ¥

®²±³²±²¢¨¿ ¶¨ª«®¢ ¨¬¥¥²   «®£¨¨ ±® ±µ¥¬ ¬¨ ¨§ ´³ª¶¨® «¼»µ

½«¥¬¥²®¢ ¢ k-§ ·®© «®£¨ª¥ ¢ ¡ §¨±¥, § ¤ ®¬ § ´¨ª±¨°®¢ »¬¨
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¢ ³±«®¢¨¨ ´³ª¶¨¿¬¨, ¯°¨·¥¬ ³ ¥ª®²®°»µ ´³ª¶¨® «¼»µ ½«¥-

¬¥²®¢ ¨¬¥¥²±¿ ¥±ª®«¼ª® ¢»µ®¤®¢. � ±±¬®²°¥»© ¢»¸¥ ¯°¨¬¥°

¨««¾±²°¨°³¥² ¢ ¦»© ¯®¤ª« ±± ¨£°®¢»µ ¯°®£° ¬¬, ±®®²¢¥²±²¢³¾-

¹¨µ ¬®¤¥«¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿, ¢ ª®²®°®© ¨§¬¥¥¨¿ ¯¥°¥¬¥»µ ¯°®-

£° ¬¬®© ¨ ¯ °²¥°®¬ ¯°®¨±µ®¤¿² ¯® ®·¥°¥¤¨,   ² ª¦¥ ¢®§¬®¦®±²¼

¨±¯®«¼§®¢ ¨¿ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬» ¢ ª ·¥±²¢¥ °¥¸¥¨¿ ¨£°».

� ¦¤ ¿ ¨£°®¢ ¿ ¯°®£° ¬¬  ¤®«¦  ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ¥ª®²®°»¬

±¢®©±²¢ ¬ (¶¥«¿¬), § ¢¨±¿¹¨¬ ®² ±¨²³ ¶¨¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿. �²¨

±¢®©±²¢  ¬» ¡³¤¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼   ¿§»ª¥ «®£¨ª¨ ¢¥²¢¿¹¥£®±¿ ¢°¥-

¬¥¨ (CTL | Computating Time Logic, [3,4]). �»¡®° ¨¬¥® ½²®£®

¿§»ª  ¤«¿ § ¯¨±¨ ¶¥«¥© ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬» ¢»§¢  ¨²¥°¯°¥² ¶¨¥©

¬®¬¥²  ¢°¥¬¥¨ ª ª \±®±²®¿¨¿ ¢»¯®«¥¨¿" ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬»,

  ¢®§¬®¦®±²¼  «¼²¥° ²¨¢»µ ¨§¬¥¥¨© ±®®²¢¥²±²¢³¥² ° §«¨·»¬

®²¢¥² ¬ ¯ °²¥° .

�² ª, ³±«®¢¨¥¬ ¤«¿ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬» ¿¢«¿¥²±¿ ª®¥·®¥ ·¨-

±«® ¯¥°¥¬¥»µ; ª®¥·®¥ ·¨±«® ¨µ § ·¥¨©;  · «¼»¥ § ·¥¨¿

¯¥°¥¬¥»µ; ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¯¥°¥¬¥»µ, ®±³-

¹¥±²¢«¿¥¬»µ ¯°®£° ¬¬®©; ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¯¥-

°¥¬¥»µ, ®±³¹¥±²¢«¿¥¬»µ ¯ °²¥°®¬; ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ¶¥«¥© ¢

¯°®£° ¬¬¥; ¢»¡° »© ²¨¯ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿. � ¤ ·  ±¨²¥§  ±®±²®¨²

¢ ®²¢¥²¥   ¢®¯°®± ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ¤«¿ § ¤ ®£® ³±«®¢¨¿ ¨£°®¢®©

¯°®£° ¬¬» ¨ ¢ ±«³· ¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ | ¥¥ ¯®±²°®¥¨¿.

�°¥¤« £ ¥¬ ¿ ¨¦¥ ²¥µ¨ª  °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ ±¨²¥§  ¨£°®¢»µ

¯°®£° ¬¬ ±®±²®¨² ¢ 1) ¯®±²°®¥¨¨ ¯® ³±«®¢¨¾ ¤«¿ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬-

¬» ´®°¬³«» «®£¨ª¨ ¢¥²¢¿¹¥£®±¿ ¢°¥¬¥¨, ¢»¯®«¨¬®±²¼ ª®²®°®©

° ¢®±¨«¼  ±³¹¥±²¢®¢ ¨¾ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬»; 2) ¢»¡®°¥  «£®-

°¨²¬  ° ±¯®§ ¢ ¨¿ ¢»¯®«¨¬®±²¨ ´®°¬³«» «®£¨ª¨ ¢¥²¢¿¹¥£®±¿

¢°¥¬¥¨; 3) ¯®±²°®¥¨¨ ¢ ±«³· ¥ ¢»¯®«¨¬®±²¨ ¯® °¥§³«¼² ² ¬ ° -

¡®²»  «£®°¨²¬  ¥ª®²®°®© ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬».

2. �®£¨ª  ¢¥²¢¿¹¥£®±¿ ¢°¥¬¥¨

� «®£¨ª¥ ¢¥²¢¿¹¥£®±¿ ¢°¥¬¥¨ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¨¤¥¨ �.�. �¥©¡¨¶ 

® ±¥¬ ²¨ª¥ ¢®§¬®¦»µ ¬¨°®¢. � ª ¦¤®¬ ¬¨°¥ (¬®¬¥²¥ ¢°¥¬¥-

¨) ¢¥°» ¢±¥ § ª®» ª« ±±¨·¥±ª®© «®£¨ª¨ ¢»±ª §»¢ ¨©,   § ·¥-

¨¿ ¢»±ª §»¢ ¨© ¬®£³² ¨§¬¥¿²¼±¿ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ®¤®£® ¬¨° 

ª ¤°³£®¬³. � ª¨¬ ®¡° §®¬, «®£¨ª  ¢¥²¢¿¹¥£®±¿ ¢°¥¬¥¨ ¿¢«¿¥²±¿

° ±¸¨°¥¨¥¬ «®£¨ª¨ ¢»±ª §»¢ ¨©, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¤®¡ ¢«¿¾²±¿ ®-
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¢»¥ ®¯¥° ²®°», ±¢¿§»¢ ¾¹¨¥ ®¤¨ ¬¨° ± ¤°³£¨¬ ¨ ª¢ ²®°» ¯® ½²¨¬

®¯¥° ²®° ¬.

�¯°¥¤¥«¨¬ ¯®¿²¨¥ ´®°¬³«» «®£¨ª¨ ¢¥²¢¿¹¥£®±¿ ¢°¥¬¥¨.

� � ¦¤ ¿ ¯°®¯®§¨¶¨® «¼ ¿ ¯¥°¥¬¥ ¿ P ¥±²¼ ®±®¢ ¿ ´®°¬³« .

� �±«¨ �, 	 | ®±®¢»¥ ´®°¬³«», ²® (�^	), (�_	), (�! 	), :�

²®¦¥ ®±®¢»¥ ´®°¬³«».

� �±«¨ �, 	| ®±®¢»¥ ´®°¬³«», ²®



�, 2�, 3�, (�0	) ¢°¥¬¥»¥

´®°¬³«».

� �±«¨ � | ¢°¥¬¥ ¿ ´®°¬³« , ²® 8�, 9� | ®±®¢»¥ ´®°¬³«».

� �±®¢ ¿ ´®°¬³«  ¥±²¼ ´®°¬³« . �°³£¨µ ´®°¬³« ¥².

�®¤¥«¼ | ½²® ¯ °  M = h�; Li, £¤¥ � = hU;Ri | ¡¥±ª®¥·®¥

¤¥°¥¢® { ±¢¿§»© ®°¨¥²¨°®¢ »© £° ´ ¡¥§ ¶¨ª«®¢ ± ª®°¥¬ u

0

,

¬®¦¥±²¢®¬ ¢¥°¸¨ U ¨ ¬®¦¥±²¢®¬ ¤³£ R,   L| ®¶¥ª  (´³ª¶¨¿

®§ ·¨¢ ¨¿), ±®¯®±² ¢«¿¾¹ ¿ ª ¦¤®© ¢¥°¸¨¥ ¬®¦¥±²¢® ¨±²¨-

»µ ¢ ¥© ¯°®¯®§¨¶¨® «¼»µ ¯¥°¥¬¥»µ.

�±²¨®±²¼ ´®°¬³«» � ¢ ¬®¤¥«¨M ¢ ¢¥°¸¨¥ (¬¨°¥) u

i

(®¡®§ -

·¨¬ ½²® M;u

i

j= �) ¨ ¨±²¨®±²¼ ¢°¥¬¥®© ´®°¬³«» � ¢ ¬®¤¥«¨

M   ¡¥±ª®¥·®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ x = (u

i

; u

i+1

; u

i+2

; : : :) (®¡®-

§ ·¨¬ ½²® M;x j= �), £¤¥ (u

i+j

; u

i+j+1

) 2 R ¤«¿ «¾¡®£® j � 0,

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨¤³ª²¨¢®.

� M;u

i

j= � () � 2 L(u

i

), ª®£¤  � ¥±²¼ ¯°®¯®§¨¶¨® «¼ ¿ ¯¥°¥-

¬¥ ¿

�M;u

i

j= (� ^	)()M;u

i

j= � ¨ M;u

i

j= 	

�M;u

i

j= (� _	)()M;u

i

j= � ¨«¨M;u

i

j= 	

� M;u

i

j= (� ! 	) () M;u

i

j= 	 ¨«¨ M;u

i

6j= � (¥¢¥°®

M;u

i

j= �)

�M;u

i

j= :�()M;u

i

6j= �

�M;x j=



�()M;u

i+1

j= �

�M;x j= 2�() 8j � i M; u

j

j= �

�M;x j= 3�() 9j � i M; u

j

j= �

� M;x j= (� 0 	) () 9j � i M; u

j

j= 	 ¨ 8k(i � k < j ¢«¥·¥²

M;u

k

j= �)

� M;u

i

j= 9� () ±³¹¥±²¢³¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ x = (u

i

; u

i+1

; : : : )

² ª ¿, ·²® (u

i+j

; u

i+j+1

) 2 R ¤«¿ «¾¡®£® j � 0 ¨ M;x j= �

� M;u

i

j= 8� () M;x j= � ¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ x =

(u

i

; u

i+1

; u

i+2

; : : :) ² ª®©, ·²® (u

i+j

; u

i+j+1

) 2 R ¤«¿ «¾¡®£® j � 0.

�®°¬³«  � ®¡¹¥§ ·¨¬ , ¥±«¨ M;u

0

j= � ¤«¿ ª ¦¤®© ¬®¤¥«¨ M .
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�®°¬³«  � ¢»¯®«¨¬ , ¥±«¨ M;u

0

j= �   ¥ª®²®°®© ¬®¤¥«¨ M .

3. �®¿²¨¥ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬». � ¤ ·  ±¨²¥§ 

�²°³ª²³°  ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬». �³±²¼ Y = fy

1

; : : : ; y

n

g |

ª®¥·®¥ ¥¯³±²®¥ ¬®¦¥±²¢® ¯¥°¥¬¥»µ, y = (y

1

; : : : ; y

n

) |  -

¡®° ¯¥°¥¬¥»µ y

1

; : : : ; y

n

. �³±²¼ A = f�

1

; : : : ; �

m

g | ª®¥· ¿

¥¯³±² ¿ ®¡« ±²¼ § ·¥¨© ¯¥°¥¬¥»µ ¨§ ¬®¦¥±²¢  Y . �®£¤  ¯°¥-

®¡° §®¢ ²¥«¥¬ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ n-¬¥°³¾ ´³ª¶¨¾ f : A ! A

n

, £¤¥

A � A

n

, A 6= ;,   ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬  ¡®°  y | ¢»° ¦¥¨¥ y := f(y),

£¤¥ y ¢ «¥¢®© · ±²¨ ¥±²¼ § ·¥¨¥ f(y). �¥¸¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ ²¥-

«¥¬ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® G(y) = fg

1

(y); : : : ; g

k

(y)g

n-¬¥°»µ ´³ª¶¨© g

i

, ®¯°¥¤¥«¥»µ   ®¤®¬ ¨ ²®¬ ¦¥ ¬®¦¥±²¢¥

A � A

n

, A 6= ;,   ¢¥¸¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬  ¡®°  y | ¢»° ¦¥¨¥

y := G(y) = fg

1

(y); : : : ; g

k

(y)g, £¤¥ y ¢ «¥¢®© · ±²¨ ¥±²¼ § ·¥¨¥

¥ª®²®°®© ´³ª¶¨¨ g

i

(y), 1 � i � k.

�£°®¢ ¿ ¯°®£° ¬¬  ¥±²¼ ±¢¿§»© ª®¥·»© ° §¬¥·¥»© ®°¨¥-

²¨°®¢ »© £° ´ ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ . � ¦¤®© ¢¥°¸¨¥ ¯°¨¯¨± ® «¨¡®

¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ (½²® ¢¥°¸¨ -¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¼), «¨¡® ¢¥¸¥¥ ¯°¥-

®¡° §®¢ ¨¥ (½²® ¢¥°¸¨ -¯ °²¥°), «¨¡® ¨·¥£® ¥ ¯°¨¯¨± ® (½²®

´¨ «¼ ¿ ¢¥°¸¨ ). �§ ¢¥°¸¨»-¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¿ y := f(y) ¢»µ®-

¤¨² ®¤  ¤³£ , ®  ¯®¬¥·¥  ±¨¬¢®«®¬ f(y). �§ ¢¥°¸¨»-¯ °²¥° 

y := G(y) = fg

1

(y); : : : ; g

k

(y)g ¢»µ®¤¨² k ¤³£, ¯®¬¥·¥»µ ±®®²¢¥²-

±²¢¥® ±¨¬¢®« ¬¨ g

1

(y); : : : ; g

k

(y). �§ ´¨ «¼®© ¢¥°¸¨» ¥ ¢»-

µ®¤¨² ¨ ®¤®© ¤³£¨. � £° ´¥ ¢»¤¥«¥  ¢¥°¸¨  v

0

,  §»¢ ¥¬ ¿

 · «¼®©.

�³ª¶¨®¨°®¢ ¨¥ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬». �³±²¼ �

0

|  -

· «¼®¥ § ·¥¨¥  ¡®°  y. �®´¨£³° ¶¨¥© ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬»  -

§»¢ ¥²±¿ ¯ °  c

i

= hv

i

; �

i

i, £¤¥ v

i

| ¢¥°¸¨  £° ´ , �

i

| § -

·¥¨¥  ¡®°  y ¢ ¢¥°¸¨¥ v

i

. �»·¨±«¥¨¥ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬»

¥±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ � ª®´¨£³° ¶¨©, ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ ±«¥¤³¾¹¨¬

®¡° §®¬. �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ � = hc

0

i, £¤¥ c

0

= hv

0

; �

0

i, ¥±²¼

¢»·¨±«¥¨¥ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬». �³±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ � =

hc

0

; : : : ; c

i

i ¥±²¼ ¢»·¨±«¥¨¥ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬». 1) �±«¨ v

i

|

¢¥°¸¨ -¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¼ y := f(y), ²® � = hc

0

; : : : ; c

i

; c

i+1

i, £¤¥

c

i+1

= hv

i+1

; �

i+1

i, v

i+1

| ¢¥°¸¨ , ¢ ª®²®°³¾ ¢¥¤¥² ¤³£  ¨§ v

i

,

  �

i+1

= f(�

i

), ¥±²¼ ²®¦¥ ¢»·¨±«¥¨¥ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬». 2) �±-

«¨ v

i

| ¢¥°¸¨ -¯ °²¥° y := G(y) = fg

1

(y); : : : ; g

k

(y)g, ²® ª ¦¤ ¿
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¨§ k ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© �

j

= hc

0

; : : : ; c

i

; c

i+1;j

i, 1 � j � k, £¤¥

c

i+1;j

= hv

i+1;j

; �

i+1;j

i, v

i+1;j

| ¢¥°¸¨ , ¢ ª®²®°³¾ ¢¥¤¥² ¤³£  ¨§

v

i

, ¯®¬¥·¥ ¿ ±¨¬¢®«®¬ g

j

(y),   �

i+1;j

= g

j

(�

i

), ¿¢«¿¾²±¿ ² ª¦¥

¢»·¨±«¥¨¿¬¨ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬». 3) �±«¨ v

i

| ´¨ «¼ ¿ ¢¥°-

¸¨ , ²® ¢»·¨±«¥¨¥ � ±·¨² ¥²±¿ § ¢¥°¸¥»¬. �³ª¶¨®¨°®¢ ¨¥

¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬» ¥±²¼ ¬®¦¥±²¢® ¥¥ ¢»·¨±«¥¨©.

�¥«¨ ¢ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬¥. �¥«¨ ¢ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬¥ § ¯¨-

±»¢ ¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ´®°¬³« «®£¨ª¨ ¢¥²¢¿¹¥£®±¿ ¢°¥¬¥¨, £¤¥ ¢ ª ·¥±²-

¢¥ ¯°®¯®§¨¶¨® «¼»µ ¯¥°¥¬¥»µ ±²®¿² ¢»±ª §»¢ ¨¿ (y

i

= �

j

),  

¢ ª ·¥±²¢¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ | ¢»·¨±«¥¨¥ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬».

�°¨¬¥°» ¶¥«¥©: 1) 83(y

i

= �

j

) | ¯°¨ «¾¡®¬ ¢»·¨±«¥¨¨ ¨£°®-

¢®© ¯°®£° ¬¬»  ±²³¯¨² ¬®¬¥² ( ©¤¥²±¿ ª®´¨£³° ¶¨¿), ª®£¤ 

y

i

= �

j

. 2) 92:((y

i

1

= �

j

1

) _ (y

i

2

= �

j

2

)) | ±³¹¥±²¢³¥² ¢»·¨±«¥-

¨¥ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬» ² ª®¥, ·²® ¢® ¢±¿ª®© ª®´¨£³° ¶¨¨ ¥¢¥°-

® µ®²¿ ¡» ®¤® ¨§ ¢»±ª §»¢ ¨©: (y

i

1

= �

j

1

) ¨«¨ (y

i

2

= �

j

2

). 3)

8((y

i

1

= �

j

1

) 0 (y

i

2

= �

j

2

)) | ¯°¨ «¾¡®¬ ¢»·¨±«¥¨¨ ¨£°®¢®© ¯°®-

£° ¬¬»  ©¤¥²±¿ ª®´¨£³° ¶¨¿, ¢ ª®²®°®© y

i

2

= �

j

2

, ¨ ¢® ¢±¿ª®©

¤°³£®© ª®´¨£³° ¶¨¨ ¢»·¨±«¥¨¿, ¢±²°¥²¨¢¸¥©±¿ ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¨ ¯¥°¥¤ ¤ ®©, ¢¥°® y

i

1

= �

j

1

. �±² ¥²±¿ ®²ª°»²»¬ ¢®¯°®±

¢»¡®°  ¯®¤µ®¤¿¹¥© ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ ¤«¿ ¢°¥¬¥»µ ´®°¬³«   ª®-

¥·»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¿µ ª®´¨£³° ¶¨©. �®½²®¬³ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬

¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¨£°®¢»¥ ¯°®£° ¬¬» ¡¥§ ´¨ «¼»µ ±®±²®¿¨©.

�¨¯ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿. � ¦¤®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ µ ° ª²¥°¨§³¥²-

±¿ ¯®°¿¤ª®¬ ¨§¬¥¥¨¿ ¯¥°¥¬¥»µ ¢³²°¥¨¬¨ ¨ ¢¥¸¨¬¨ ¯°¥-

®¡° §®¢ ¨¿¬¨. � ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ²¨¯» ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨©: 1)

²¨¯ ¨£°» 


1

, ª®£¤  ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¨ ¨ ¢¥¸¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¨ ¨§-

¬¥¿¾² ¯¥°¥¬¥»¥ ¯® ®·¥°¥¤¨; 2) ²¨¯ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ± ¯°¨®°¨²¥-

²®¬ ¯°®£° ¬¬» 


2

, ª®£¤  ¢ ±«³· ¥ ¢®§¬®¦®±²¨ ¢»¡®°  ¤«¿ ¤ »µ

§ ·¥¨© ¯¥°¥¬¥»µ ª ª ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¿, ² ª ¨ ¢¥¸¥£® ¯°¥®¡° -

§®¢ ²¥«¿ ¢»¡¨° ¥²±¿ ¯¥°¢»©; 3) ²¨¯ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ± ¯°¨®°¨²¥²®¬

¯ °²¥°  


3

, ª®£¤  ¢ ³ª § ®© ¢»¸¥ ±¨²³ ¶¨¨ ¢»¡¨° ¥²±¿ ¢¥¸¨©

¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¼; 4) ®¡¹¨© ²¨¯ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ 


4

, ª®£¤  ¯®°¿¤®ª

¢»¡®°  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°®¨§¢®«¼»¬.

�®±² ®¢ª  § ¤ ·¨ ±¨²¥§ . �³±²¼ ¤«¿ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬»

§ ¤ ® ³±«®¢¨¥ U = hY;A; �

0

; I;E;F ;
i, £¤¥ Y = fy

1

; : : : ; y

n

g, A =

f�

1

; : : : ; �

m

g, �

0

|  · «¼®¥ § ·¥¨¥ y, I, E, F | ±®®²¢¥²±²¢¥®

ª®¥·»¥ ¬®¦¥±²¢  ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¥©, ¢¥¸¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¥©,
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¶¥«¥© ¢ ¯°®£° ¬¬¥, 
 | ²¨¯ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿, 
 2 f


1

;


2

;


3

;


4

g.

�³¹¥±²¢³¥² «¨ ¨£°®¢ ¿ ¯°®£° ¬¬ , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ³±«®¢¨¾ U?

�±«¨ ±³¹¥±²¢³¥², ²® ¥®¡µ®¤¨¬® ¯®±²°®¨²¼ µ®²¿ ¡» ®¤³ ² ª³¾ ¯°®-

£° ¬¬³.

4. �¥µ¨ª  °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ ±¨²¥§ .

�®±²°®¥¨¥ ´®°¬³«». �® ³±«®¢¨¾ U ¬» ¡³¤¥¬ ±²°®¨²¼ ´®°-

¬³«³ �

U

±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ :

�

U

= Init ^Rules ^Aims,

£¤¥ Init § ¯¨±»¢ ¥²  · «¼»¥ § ·¥¨¿ �

0

, Rules ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ª®°-

°¥ª²®¥ ¨§¬¥¥¨¥ § ·¥¨© ¯¥°¥¬¥»µ,   Aims ¥±²¼ ª®º¾ª¶¨¿

¢±¥µ ¶¥«¥©.

�¢¥¤¥¬ n�m ¯°®¯®§¨¶¨® «¼»µ ¯¥°¥¬¥»µ p

i;j

, £¤¥ 1 � i � n,

1 � j � m, ¨ § ¬¥¨¬ ª ¦¤®¥ ° ¢¥±²¢® ¢¨¤  y

i

= �

j

  ¯°®¯®§¨-

¶¨® «¼³¾ ¯¥°¥¬¥³¾ p

i;j

. �®£¤  ª ¦¤ ¿ ¨§ ¶¥«¥© ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿

¢ ´®°¬³«³ «®£¨ª¨ ¢¥²¢¿¹¥£®±¿ ¢°¥¬¥¨ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ®¯°¥¤¥-

«¥¨¿¬¨ ¯³ª²  2,   ´®°¬³«  Init ±² ®¢¨²±¿ ª®º¾ª¶¨¥© n ¯°®-

¯®§¨¶¨® «¼»µ ¯¥°¥¬¥»µ, ¢»¡° »µ ¯®  · «¼»¬ § ·¥¨¿¬

�

0

. �³±²¼ One(z

1

; : : : ; z

k

) = (z

1

_ : : : _ z

k

) ^ [^

1�i<j�k

:(z

i

^ z

j

)],

·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¨±²¨®±²¨ °®¢® ®¤®© ¨§ ¯°®¯®§¨¶¨® «¼»µ

¯¥°¥¬¥»µ z

1

; : : : ; z

k

. �³±²¼ P

h

¥±²¼ ®¡®§ ·¥¨¥ ¤«¿ ª®º¾ª¶¨¨

p

1;i

1

^ : : :^ p

n;i

n

| h-£®  ¡®°  § ·¥¨© ¯¥°¥¬¥»µ y, £¤¥ y

1

= �

i

1

,

: : : , y

n

= �

i

n

, h =

P

n

j=1

(i

j

� 1)m

n�j

. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼,

·²® ´®°¬³«  P

h

¯®«³·¥  ¯®  ¡®°³ y = �.

� ´®°¬³«¥ Rules = V ars ^ Int ^ Ext ^ Type ±®¡° » ¢±¥ ¯° -

¢¨«  ¨§¬¥¥¨© § ·¥¨© ¯¥°¥¬¥»µ. �®°¬³«  V ars = 82 ^

n

i=1

One(p

i;1

; : : : ; p

i;m

) ³²¢¥°¦¤ ¥², ·²® ª ¦¤ ¿ ¯¥°¥¬¥ ¿ y

i

¢ ª ¦¤®©

ª®´¨£³° ¶¨¨ ¤®«¦  ¯°¨¨¬ ²¼ °®¢® ®¤® § ·¥¨¥.

�»¡®° ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ª®´¨£³° ¶¨¨ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯® ´®°¬³«¥

Int = 82(I ! (I ^ Ints)), £¤¥ I | ¯°®¯®§¨¶¨® «¼ ¿ ¯¥°¥¬¥ ¿,

±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ \®·¥°¥¤¨ µ®¤ " ¯°®£° ¬¬»,   Ints = _

m

n

�1

h=0

I

h

|

¢»¡®° ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¿. �³±²¼ y = �, ².¥. y

1

= �

i

1

; : : : ; y

n

= �

i

n

¨ ff

1

(y); : : : ; f

l

(y)g � I | ¢±¥ ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¨, ®¯°¥¤¥«¥»¥  

½²®¬  ¡®°¥ § ·¥¨© ± ¯®¯ °® ° §«¨·»¬¨  ¡®° ¬¨ ¢»µ®¤»µ

§ ·¥¨©. �®£¤  ¥±«¨ l = 0, ²® ¢»¡®°  ¥² | ¯®« £ ¥¬ I

h

=
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(p

1;1

^ :p

1;1

), ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¢»¡®° °®¢® ®¤®£® ¨§ ¯°¥®¡° -

§®¢ ²¥«¥© f

1

(y); : : : ; f

l

(y) ¤«¿  ¡®°  y = � § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ´®°¬³«®©

I

h

= (P

h

^ One(8



P

h

1

; : : : ; 8



P

h

l

)), £¤¥ ´®°¬³«  P

h

¯®«³·¥  ¯®

 ¡®°³ y = �,   ´®°¬³«  P

h

j

| ¯®  ¡®°³ y = f

j

(�), £¤¥ 1 � j � l.

�»¡®° ¢¥¸¥£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ª®´¨£³° ¶¨¨ ¯°®¨§¢®¤¨²-

±¿ ¯® ´®°¬³«¥ Ext = 82(E ! (E ^ Exts)), £¤¥ E | ¯°®¯®§¨-

¶¨® «¼ ¿ ¯¥°¥¬¥ ¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ \®·¥°¥¤¨ µ®¤ " ¯ °²¥-

° ,   Exts = _

m

n

�1

h=0

E

h

| ¢»¡®° ¢¥¸¥£® ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¿. �³±²¼

y = �, ².¥. y

1

= �

i

1

; : : : ; y

n

= �

i

n

¨ fG

1

(y); : : : ; G

l

(y)g � E |

¢±¥ ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¨, ®¯°¥¤¥«¥»¥   ½²®¬  ¡®°¥ § ·¥¨© ± ¯®-

¯ °® ° §«¨·»¬¨ ¬®¦¥±²¢ ¬¨  ¡®°®¢ ¢»µ®¤»µ § ·¥¨©. �®-

£¤  ¥±«¨ l = 0, ²® ¢»¡®°  ¥² | ¯®« £ ¥¬ E

h

= (p

1;1

^ :p

1;1

), ¢

¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¢»¡®° °®¢® ®¤®£® ¨§ ¢¥¸¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ²¥-

«¥© G

1

(y); : : : ; G

l

(y) ¤«¿  ¡®°  y = � § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ´®°¬³«®© E

h

=

(P

h

^One(EG

1

; : : : ; EG

l

)), £¤¥ ´®°¬³«  P

h

¯®«³·¥  ¯®  ¡®°³ y = �.

�³±²¼ G

i

(y) = fg

i;1

(y); : : : ; g

i;k

i

(y)g. �®£¤  ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ® ²®¬, ·²®

®±³¹¥±²¢«¥® ¢¥¸¥¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ².¥. ®¢»¬ § ·¥¨¥¬ y ¿¢-

«¿¥²±¿ ®¤¨ ¨§  ¡®°®¢ y = g

i;1

(y); : : : ; y = g

i;k

i

(y) ¨ ¨ª ª®© ¤°³-

£®©, § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ´®°¬³«®© EG

i

= (8



(_

k

i

j=1

P

h

i;j

)^ (^

k

i

j=1

9



P

h

i;j

)),

£¤¥ ´®°¬³«  P

h

i;j

¯®«³·¥  ¯®  ¡®°³ y = g

i;j

(�), £¤¥ 1 � i � l,

1 � j � k

i

.

�¨¯³ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ 


1

, ¯°¨ ª®²®°®¬  ·¨ ¥² ¯°®£° ¬¬  [¯ °²-

¥°] ±®®²¢¥²±²¢³¥² ´®°¬³«  Type = (I ^ Turn) [Type = (E ^ Turn)],

£¤¥ ´®°¬³«  Turn = 82(((I ^:E)^8



E)_ ((:I^E)^8



I)) ³²¢¥°¦-

¤ ¥², ·²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ¢¥¸¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¤®«¦» ·¥°¥-

¤®¢ ²¼±¿. �±² «¼»¬ ²¨¯ ¬ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ 


2

;


3

;


4

¯®±² ¢¨¬ ¢

±®®²¢¥²±²¢¨¥ ´®°¬³«³ Type = 82((I ^ :E) _ (:I ^ E)), ³²¢¥°¦¤ ¾-

¹³¾, ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£®  ¡®°  § ·¥¨© ¥®¡µ®¤¨¬® ¢»¡° ²¼ ·²®-²®

®¤®: «¨¡® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, «¨¡® ¢¥¸¥¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥. � §«¨·¨¥

¬¥¦¤³ ³ª § »¬¨ ²¨¯ ¬¨ ¢§ ¨¬®¤©¥±²¢¨¿ ¯°®¨±µ®¤¨²   ½² ¯¥ ¢»-

¡®°   «£®°¨²¬ .

�®°¬³« �

U

, ¬®¤¥«¨°³¾¹ ¿ ´³ª¶¨®¨°®¢ ¨¥ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬-

¬» ± ³±«®¢¨¥¬ U , ¯®±²°®¥ .

�»¡®°  «£®°¨²¬ . �«¿ «®£¨ª¨ ¢¥²¢¿¹¥£®±¿ ¢°¥¬¥¨ ±³¹¥±²-

¢³¥² ² ¡«¨·»©  «£®°¨²¬ ° ±¯®§ ¢ ¨¿ ¢»¯®«¨¬®±²¨ ´®°¬³«»,

° ±±¬®²°¥»© ¢ [3,4] ¨ ±®±²®¿¹¨© ¢ ¯®±²°®¥¨¨ ¯® ´®°¬³«¥ £° ´ ,

¢¥°¸¨ ¬ ª®²®°®£® ¯°¨¯¨± » ¬®¦¥±²¢  ´®°¬³«,   «¨§  £° ´  ¨

¯®±²°®¥¨¿ ¢ ±«³· ¥ ¢»¯®«¨¬®±²¨ ¬®¤¥«¨. �®±²°®¥¨¥ ¯® ´®°¬³«¥
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£° ´ , ®¯¨± ®¥ ¢ [4], ®±¨²  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨© µ ° ª²¥° ¨ ¥ ³·¨²»-

¢ ¥² ±®¤¥°¦ ¨¥ ´®°¬³«: ®® ¯®¤µ®¤¨² ¤«¿ ²¨¯®¢ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿




1

;


4

, ® ¥ ¯®§¢®«¿¥² ° §«¨· ²¼ ²¨¯» 


2

¨ 


3

. � [3] ¯°¥¤«®¦¥

¤°³£®©  «£®°¨²¬ ¯®±²°®¥¨¿ ¯® ´®°¬³«¥ £° ´ , ¢ ª®²®°®¬   ª ¦¤®¬

¸ £¥ ¢»¡¨° ¥²±¿ ¥ª®²®° ¿ ¯®¤´®°¬³«  ¨±µ®¤®© ´®°¬³«», ¯°¨·¥¬

¬®¦® ´¨ª±¨°®¢ ²¼ ¯®°¿¤®ª ¢»¡®° . � ª, ¯°¨ ¢»¡®°¥  «¼²¥° ²¨¢»

(I ^ :E) ¢ ´®°¬³«¥ Type °¥ «¨§³¥²±¿ ²¨¯ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ 


2

; ¯°¨

¢»¡®°¥  «¼²¥° ²¨¢» (:I ^ E) | ²¨¯ 


3

; ¢ ±«³· ¥ ¯°®¨§¢®«¼®£®

¢»¡®°  - ²¨¯ 


4

. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢»¡®°  «£®°¨²¬  ° ±¯®§ ¢ ¨¿

¢»¯®«¨¬®±²¨ ´®°¬³« ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥¬ ¨£°®-

¢®© ¯°®£° ¬¬».

�®±²°®¥¨¥ ¨£°®¢®© ¯°®£° ¬¬». � ±«³· ¥ ¢»¯®«¨¬®±²¨

´®°¬³«» «®£¨ª¨ ¢¥²¢¿¹¥£®±¿ ¢°¥¬¥¨ ² ¡«¨·»©  «£®°¨²¬ ¯°¥¤º¿¢-

«¿¥² ¯°¥®¡° §®¢ »© £° ´, ª®²®°»©   § ª«¾·¨²¥«¼®¬ ½² ¯¥ ° §-

¢®° ·¨¢ ¥²±¿ ¢ ¡¥±ª®¥·³¾ ¬®¤¥«¼. �®¤ ¯®±²°®¥®© ¨£°®¢®© ¯°®-

£° ¬¬®© ¬» ¯®¨¬ ¥¬ ¨¬¥® ½²®² ª®¥·»© £° ´, ¢ ª®²®°®¬ ª ¦-

¤³¾ ¢¥°¸¨³ ¯®¬¥· ¥¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ¥© ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¥¬, «¨¡®

¢¥¸¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¥¬; ±¨¬¢®« ¬¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ´³ª¶¨©

¯®¬¥· ¥¬ ¨±µ®¤¿¹¨¥ ¨§ ¥¥ ¤³£¨;   ¢¥°¸¨³, ±®¤¥°¦ ¹³¾ ´®°¬³«³

�

U

, ¯®¬¥· ¥¬ ª ª  · «¼³¾. �§ ¨±²¨®±²¨   ¬®¤¥«¨ ´®°¬³«»
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�³«¥¢®© ´³ª¶¨¥© ®² n  °£³¬¥²®¢  §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼ ¿

´³ª¶¨¿ f : f0; 1g

n

! f0; 1g. �³«¥¢  ´³ª¶¨¿  §»¢ ¥²±¿ ±¨¬¬¥²-

°¨·¥±ª®©, ¥±«¨ ¥á § ·¥¨¥ ¥ ¨§¬¥¿¥²±¿ ¯°¨ ¯°®¨§¢®«¼®© ¡¨¥ª-

²¨¢®© ¯¥°¥±² ®¢ª¥  °£³¬¥²®¢. � ¦¤®© ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ¡³«¥¢®©

´³ª¶¨¨ f ®² n  °£³¬¥²®¢ ¢§ ¨¬®-®¤®§ ·® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¥á
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§ ·¥¨¥¬ ´³ª¶¨¨ f   «¾¡®¬  ¡®°¥, ±®¤¥°¦ ¹¥¬ i ¥¤¨¨¶. � -

¯°¨¬¥°, ´³ª¶¨¿ £®«®±®¢ ¨¿ �

n

| ½²® ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ®²

n  °£³¬¥²®¢ (n ¥·á²®), µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨©  ¡®° ª®²®°®© ¨¬¥¥²

¢¨¤ (0; : : : ; 0; 1; : : : ; 1), £¤¥ ·¨±«® ³«¥© ° ¢® ·¨±«³ ¥¤¨¨¶.

�³±²¼ � | ¯°®¨§¢®«¼®¥ ª®¥·®¥ ´³ª¶¨® «¼® ¯®«®¥ ¬®-

¦¥±²¢® ¡³«¥¢»µ ´³ª¶¨© (² ª®¥ ¬®¦¥±²¢® ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¡ §¨-

±®¬). �®°¬³« ¬¨ ¢ ¡ §¨±¥ �  §»¢ ¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¨ ²®«¼ª® ±«¥¤³-

¾¹¨¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¢  «´ ¢¨²¥ � [ fx
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2) f(F
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), ¥±«¨ f 2 �, f | ´³ª¶¨¿ ®² k  °£³¬¥²®¢, ¨

«¾¡®¥ ¨§ ¢»° ¦¥¨© F

1

; : : : ; F

k

«¨¡® ¿¢«¿¥²±¿ ´®°¬³«®© ¢ ¡ §¨±¥ �,

«¨¡® ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¬®¦¥±²¢³ ¯¥°¥¬¥»µ fx

1

; x

2

; : : :g.

�«®¦®±²¼¾ ´®°¬³«»  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«® ¢µ®¦¤¥¨© ¢ ¥á ¯¥°¥-

¬¥»µ. �«®¦®±²¼¾ ´³ª¶¨¨ f ¢ ¡ §¨±¥ �  §»¢ ¥²±¿ ¬¨¨¬ «¼-

 ¿ ¨§ ±«®¦®±²¥© ´®°¬³« ¢ ¡ §¨±¥ �, °¥ «¨§³¾¹¨µ ´³ª¶¨¾ f .

�«®¦®±²¼ ´³ª¶¨¨ f ¢ ¡ §¨±¥ � ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ L

�

(f).

�¥®°¥¬  1. �«¿ ª ¦¤®£®  ²³° «¼®£® ·¨±«  n ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼

² ª®¥ ¬®¦¥±²¢® T

n

, ±®±²®¿¹¥¥ ²®«¼ª® ¨§ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´³ª-

¶¨© ®² n  °£³¬¥²®¢, ·²® ¢»¯®«¥» ³±«®¢¨¿:

 ) jT

n

j � 2

n+1

; n ! 1 (². ¥. ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¬®¦¥±²¢ T

n

±®¤¥°¦¨² "¯®·²¨ ¢±¥" ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ´³ª¶¨¨);
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¡ ) ¥±«¨ n ¥·á²®, ²® �

n
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n

;

¢) ¤«¿ «¾¡®£® ¡ §¨±  � ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ª®±² ²» A ¨ B, ·²®

¤«¿ «¾¡®£® ·¨±«  n ¨ «¾¡®© ´³ª¶¨¨ f 2 T

n

¢»¯®«¥® ¥° ¢¥±²¢®

L

�

(f) � An log
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n+B:

� ±«³· ¥, ª®£¤  � ±®±²®¨² ²®«¼ª® ¨§ ¤¢³¬¥±²»µ ´³ª¶¨©, �¥®-

°¥¬  ¡»«  ¤®ª §   �¨¸¥°®¬, �¥©¥°®¬ ¨ � ²¥°±®®¬ [1]. �« ¨°³-

¥²±¿, ·²® ±² ²¼¿ ¤®ª« ¤·¨ª  ± ¤®ª § ²¥«¼±²¢®¬ �¥®°¥¬» ¡³¤¥² ®¯³¡-

«¨ª®¢   ¢ ¦³° «¥ "�¨±ª°¥²»©   «¨§ ¨ ¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ®¯¥° ¶¨©",

�¥°¨¿ 1.

�®«¼§³¿±¼ ±«³· ¥¬, ¤®ª« ¤·¨ª ¢»° ¦ ¥² ¡« £®¤ °®±²¼ ±¢®¥¬³

³·¨²¥«¾ ¯® ¤¨±ª°¥²®© ¬ ²¥¬ ²¨ª¥ �«¥£³ �®°¨±®¢¨·³ �³¯ ®¢³.

� ¡®²  ¢»¯®«¥  ¯°¨ ´¨ ±®¢®© ¯®¤¤¥°¦ª¥ ���� (¯°®¥ª² 99{

01{01175), ��� "�²¥£° ¶¨¿" (¯°®¥ª² AO{110), �°®£° ¬¬» "�¨-

¢¥°±¨²¥²» �®±±¨¨" (¯°®¥ª² 992206) ¨ �°®£° ¬¬» ¯®¤¤¥°¦ª¨ ¢¥¤³-

¹¨µ  ³·»µ ¸ª®« ���� (¯°®¥ª² 00{15{96103).
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