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Î ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ ÈÇ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ Ex↓y,
ÏÎÄÂÅÐÆÅÍÍÛÕ ÍÅÈÑÏÐÀÂÍÎÑÒßÌ ÒÈÏÀ 0

Ì.À. Àëåõèíà, À.À. Ùóêèíà (Ïåíçà)

Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-
ìàëüíûìè ïî íàäåæíîñòè ñõåìàìè â áàçèñå {x ↓ y} (x ↓ y = x̄&ȳ) ïðè íåèñ-
ïðàâíîñòÿõ òèïà 0 íà âõîäàõ èëè âûõîäàõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ. Äîêàæåì, ÷òî
ïî÷òè âñå áóëåâû ôóíêöèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíû-
ìè ïî íàäåæíîñòè ñõåìàìè, êîòîðûå ôóíêöèîíèðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ àñèìï-
òîòè÷åñêè ðàâíîé ε ïðè ε→ 0, ãäå ε � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íåèñïðàâíîñòè
òèïà 0 íà âõîäàõ èëè íà âûõîäå áàçèñíîãî ýëåìåíòà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñõåìà èç íåíàäåæíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðå-
àëèçóåò ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) (n ≥ 1), åñëè ïðè ïîñòóïëåíèè íà âõîäû ñõåìû
íàáîðà ã = (a1, . . . , an) ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé â ñõåìå íà åå âûõîäå
ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå f(ã). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà âõîäàõ èëè âûõîäàõ âñåõ
ýëåìåíòîâ ñõåìû ïðîèñõîäÿò íåèñïðàâíîñòè òèïà 0.

Íåèñïðàâíîñòè òèïà 0 íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî
ïîñòóïàþùåå íà âõîä ýëåìåíòà çíà÷åíèå a, a ∈ {0, 1}, ñ âåðîÿòíîñòüþ ε ìîæåò
ïðåâðàòèòüñÿ â íóëü. Íåèñïðàâíîñòè òèïà 0 íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ òåì, ÷òî â èñïðàâíîì ñîñòîÿíèè ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò ðåàëèçóåò
ïðèïèñàííóþ åìó áóëåâó ôóíêöèþ {x ↓ y}, à â íåèñïðàâíîì � êîíñòàíòó 0
(íóëü).

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà âõîäàõ èëè âûõîäàõ âñåõ ýëåìåíòîâ ñõåìû
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà è îò âõîäîâ è âûõîäîâ äðóãèõ ýëåìåíòîâ ñ âåðîÿò-
íîñòüþ ε (ε ∈ (0; 1/2)) ïðîèñõîäÿò íåèñïðàâíîñòè òèïà 0.

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ îøèáîê íà âûõîäå áàçèñíîãî ýëåìåíòà
Ex↓y (äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç E, îïóñêàÿ èíäåêñ) ïðè âñåõ âõîäíûõ
íàáîðàõ ýòîãî ýëåìåíòà:

P0(E, (00)) = ε, P1(E, (01)) = P1(E, (10)) = ε(1− ε), P1(E, (11)) = ε2(1− ε).
Ïóñòü P

f(ã)
(S, ã) � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ f(ã) íà âûõîäå ñõåìû S, ðåà-

ëèçóþùåé áóëåâó ôóíêöèþ f(x̃), ïðè âõîäíîì íàáîðå ã. Íåíàäåæíîñòü P (S)
ñõåìû S îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë P

f(ã)
(S, ã) ïî âñåì âõîä-

íûì íàáîðàì ã ñõåìû S, ò. å. P (S) = max{P
f(ã)

(S, ã)}. Íàäåæíîñòü ñõåìû S

ðàâíà 1 − P (S). Î÷åâèäíî, íåíàäåæíîñòü P (E) áàçèñíîãî ýëåìåíòà E ðàâíà
P (E) = ε, à íàäåæíîñòü 1− ε.

Ïóñòü Pε(f) = inf P (S), ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì S èç íåíà-
äåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ f .

Ñõåìà A èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , íàçûâàåò-
ñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ïî íàäåæíîñòè, åñëè P (A) ∼ Pε(f) ïðè
ε→ 0.
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1. Âåðõíÿÿ îöåíêà íåíàäåæíîñòè ñõåì

Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ; S � ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ f . Âîçüìåì äâà ýêçåìïëÿðà ñõåìû S è ñîåäèíèì èõ âûõîäû ñî âõîäàìè
áàçèñíîãî ýëåìåíòà. Ïîñòðîåííóþ ñõåìó îáîçíà÷èì ψ(S). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà
ñõåìà ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f . Âîçüìåì äâà ýêçåìïëÿðà ñõåìû ψ(S) è ñîåäèíèì
èõ âûõîäû ñî âõîäàìè åùå îäíîãî áàçèñíîãî ýëåìåíòà. Ïîëó÷åííóþ ñõåìó îáî-
çíà÷èì Ψ(S). Î÷åâèäíî, ÷òî ñõåìà Ψ(S) ðåàëèçóåò èñõîäíóþ ôóíêöèþ f .

Òåîðåìà 1 [1]. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, S � ñõåìà, ðå-
àëèçóþùàÿ f ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S). Òîãäà ñõåìà Ψ(S) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
f ñ íåíàäåæíîñòüþ

P (Ψ(S)) ≤ max{2α+τ+2(β+δ)P (S)+2P 2(S), α+(β+δ)(τ+2P (S))+(τ+2P (S))2},

ãäå α = P1(E, (11)) = ε2(1− ε), β = P1(E, (10)), δ = P1(E, (01)), τ = P0(E, (00)).

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò òåîðåìà 2, åñëè âìåñòî α, β, δ, τ ïîäñòàâèòü âû÷èñ-
ëåííûå âûøå âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäå áàçèñíîãî ýëåìåíòà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, S � ñõåìà, ðåàëè-
çóþùàÿ f ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S). Òîãäà ñõåìà Ψ(S) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f
ñ íåíàäåæíîñòüþ

P (Ψ(S)) ≤ max{ε+ 2ε2 + 4εP (S) + 2P 2(S), 4ε2 + 8εP (S) + 4P 2(S)}.

Òåîðåìà 3 [1]. Ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõå-
ìîé A, ÷òî ïðè âñåõ µ ∈ (0, 1/160] (µ � ëþáàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íåíàäåæíîñòè
ñõåìû, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ {x ↓ y}) âåðíî íåðàâåíñòâî P (A) ≤ 4µ.

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò òåîðåìà 4, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîé ñëåäóåò ïîä-
ñòàâèòü ε (íåíàäåæíîñòü áàçèñíîãî ýëåìåíòà) âìåñòî µ.

Òåîðåìà 4. Ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé
A, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/160] âåðíî íåðàâåíñòâî P (A) ≤ 4ε.

Èç òåîðåì 2 è 4 ñëåäóåò òåîðåìà 5.

Òåîðåìà 5. Ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé
B, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/160] âåðíî íåðàâåíñòâî P (B) ≤ ε+ 50ε2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Ïî òåîðåìå 4
ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ P (A) ≤ 4ε. Ïî
ñõåìå A ïîñòðîèì ñõåìó Ψ(A) è îöåíèì åå íåíàäåæíîñòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.
Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî P (Ψ(A)) ≤ max{ε+50ε2, 100ε2} ïðè ε ∈ (0, 1/160]. Ñõåìà
Ψ(A) = B � èñêîìàÿ.

Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.
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2. Íèæíÿÿ îöåíêà íåíàäåæíîñòè ñõåì

Òåîðåìà 6 [1]. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò
êîíñòàíòû, S � ëþáàÿ ñõåìà, åå ðåàëèçóþùàÿ è ñîäåðæàùàÿ õîòÿ áû îäèí
ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò. Ïóñòü ïîäñõåìà C ñõåìû S ñîäåðæèò âûõîä ñõå-
ìû S è ðåàëèçóåò áóëåâó ôóíêöèþ g ñ íåíàäåæíîñòüþ P (C) ≤ 1/2. Îáîç-
íà÷èì ÷åðåç p11, . . . , p1k âñåâîçìîæíûå ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà
âûõîäå ñõåìû C ïðè íóëåâûõ âõîäíûõ íàáîðàõ b̃ , ò. å. g(b̃) = 0. Àíàëîãè÷-
íî, ïóñòü p01, . . . , p0m � âñåâîçìîæíûå ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà
âûõîäå ñõåìû C ïðè åäèíè÷íûõ âõîäíûõ íàáîðàõ b̃ , ò. å. g(b̃) = 1. Ïîëàãàåì
p1 = min{p11, . . . , p1k}, p0 = min{p01, . . . , p0m}. Òîãäà P (S) ≥ pi, i = 0, 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè x1, . . . , xn (n ≥ 1) ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî
íàäåæíî (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, îòëè÷-
íàÿ îò ôóíêöèé x1, . . . , xn (n ≥ 1) è êîíñòàíòû 0, è ïóñòü S � ëþáàÿ ñõå-
ìà, ðåàëèçóþùàÿ f(x1, . . . , xn). Òîãäà ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/2) âåðíî íåðàâåíñòâî
P (S) ≥ ε.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7 äîñòàòî÷íî âûäåëèòü âûõîäíîé ýëåìåíò ñõå-
ìû è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 6, ïîñêîëüêó p0 = ε.

Èç òåîðåìû 7 ñëåäóåò, ÷òî âñå ôóíêöèè, êðîìå, ôóíêöèé x1, . . . , xn (n ≥ 1)
è, áûòü ìîæåò, êîíñòàíòû 0, â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü
ñõåìàìè, íåíàäåæíîñòü êîòîðûõ ìåíüøå ε. Ïîýòîìó ëþáàÿ ñõåìà, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 5 è ðåàëèçóþùàÿ áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn),
îòëè÷íóþ îò ôóíêöèé x1, . . . , xn (n ≥ 1) è, áûòü ìîæåò, êîíñòàíòû 0, ôóíê-
öèîíèðóåò ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé ε ïðè ε→ 0, è ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ïî íàäåæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, âñå ïî÷òè âñå
áóëåâû ôóíêöèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ïî íà-
äåæíîñòè ñõåìàìè, íåíàäåæíîñòü êîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà ε ïðè ε→ 0.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, íîìåð ïðîåêòà 11-
01-00212à.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Àëåõèíà Ì. À. Ñèíòåç àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïî íàäåæ-
íîñòè ñõåì èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ (ìîíîãðàôèÿ). � Ïåíçà:
Èíôîðìàöèîííî-èçäàòåëüñêèé öåíòð ÏÃÓ, 2006. � 156 ñ.
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ÍÅÒÐÈÂÈÀËÜÍÀß ÂÅÐÕÍßß ÎÖÅÍÊÀ
ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÂÎÇÂÅÄÅÍÈß Â ÑÒÅÏÅÍÜ
Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ 4 ß×ÅÅÊ ÏÀÌßÒÈ

Ê.Ñ. Áàëàêèí (Ìîñêâà)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î ñëîæíîñòè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü �
íàõîæäåíèè ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, äîñòàòî÷íîãî äëÿ âîç-
âåäåíèÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà x â çàäàííóþ ñòåïåíü n. Îáû÷íî ýòó çàäà÷ó ôîð-
ìóëèðóþò íà ÿçûêå àääèòèâíûõ öåïî÷åê [1]: íàéòè ìèíèìàëüíóþ äëèíó l(n)
àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ ÷èñëà n. Î÷åâèäíî, ÷òî l(n) ≥ log n (çäåñü è äàëåå ïîä
îáîçíà÷åíèåì log n ïîíèìàåòñÿ log2 n). À. Áðàóýð óñòàíîâèë [2] àñèìïòîòèêó
ðîñòà âåëè÷èíû l(n), äîêàçàâ, ÷òî l(n) ≤ log n + O( log n

log log n ). Íî ïðèâåäåííûé
â äîêàçàòåëüñòâå àëãîðèòì òðåáóåò ðàñòóùåãî ñ ðîñòîì n ÷èñëà ÿ÷ååê ïàìÿ-
òè. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè ñëîæíîñòè âîçâåäåíèÿ
â ñòåïåíü â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ÿ÷ååê ïàìÿòè.

Îïðåäåëåíèÿ

Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à îá ýôôåêòèâíîì âîçâåäåíèè â ñòåïåíü ñ èñïîëüçîâàíèåì
t ÿ÷ååê ïàìÿòè. Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå. Àääèòèâíîé t-öåïî÷êîé äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçû-
âàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a(0), a(1), . . . , a(r) íàáîðîâ a(i) = (a(i)

1 , . . . , a
(i)
t ), òà-

êèõ, ÷òî:
1) a(0) = (1, . . . , 1);
2) íàéäåòñÿ u ∈ {1, . . . , t}, òàêîå, ÷òî a(r)

u = n;
3) äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ i ∈ {1, . . . , r} íàéäåòñÿ j0 ∈ {1, . . . , t}, òàêîå, ÷òî

a
(i)
j0

= a
(i−1)
k + a

(i−1)
s , ãäå 1 ≤ k, s ≤ t, è ïðè ýòîì a

(i)
j = a

(i−1)
j äëÿ âñåõ j 6= j0.

Ïîä lt(n) áóäåì ïîíèìàòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ äëèíó r àääèòèâíîé
t-öåïî÷êè äëÿ ÷èñëà n.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà è îöåíêè

Óòâåðæäåíèå 1. Ïðè t > 1 ëþáîå ÷èñëî n ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ
t ÿ÷ååê ïàìÿòè. Â ñëó÷àå t = 1 ìîæíî âû÷èñëèòü ëèøü ÷èñëà âèäà 2k.

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t, t ≥ 2, ïðè n → ∞ ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå lt(n) � log n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòîò ïðîñòîé ôàêò ñëåäóåò èç î÷åâèäíîé íèæíåé îöåí-
êè log n ≤ lt(n) è íåðàâåíñòâ lt(n) ≤ l2(n) ≤ log n + v(n), ãäå v(n) � ÷èñëî
åäèíèö â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n. Î÷åâèäíî, ÷òî v(n) ≤ log n.

Òåîðåìà 1 (íèæíÿÿ îöåíêà). Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t, t ≥ 2, íàé-
äåòñÿ òàêîå ε = ε(t) > 0, ÷òî ïðè n → ∞ äîëÿ ÷èñåë k èç ìíîæåñòâà
{1, . . . , n}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ lt(k) ≥ (1+ε) log n, ñòðåìèòñÿ ê 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ â [3].
Óòâåðæäåíèå 3 (òðèâèàëüíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà). Äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî k äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè lt(n) ≤ (1+ 1
k ) log n äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

t ≥ 1 + 2k−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 2k−1 ÿ÷ååê ïàìÿòè äîñòà-
òî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 2k. Ýòî òàê,
ïîòîìó ÷òî ìîæíî õðàíèòü ëèøü òå ÷èñëà, â äâîè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ ñòàð-
øèé è ìëàäøèé ðàçðÿä ðàâíû 1 è, êðîìå òîãî, ñàìó åäèíèöó (äëèíà äâîè÷íîé
çàïèñè ïðè ýòîì íå ïðåâîñõîäèò k). Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ âû÷èñ-
ëåíèé òðåáóåòñÿ åù¼ îäíà ÿ÷åéêà äëÿ õðàíåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî ðåçóëüòàòà,
ïîëó÷àåì:

t ≥
k∑

i=2

2i−2 + 1 + 1 = 1 + 2k−1.

Âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ 4-öåïî÷åê

Ïðèâåä¼ííîå âûøå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

lt(n) ≤
(

1 +
1

1 + blog(t− 1)c

)
log n.

Äëÿ ñëó÷àåâ t = 2, 3 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî blog(t − 1)c = log(t − 1). Ñî-
îòâåòñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè óëó÷øèòü îáùóþ âåðõíþþ îöåíêó
â ñëó÷àå, êîãäà ïîäîáíîãî ðàâåíñòâà íåò, ò. å. ïðè t = 4? Èíûìè ñëîâàìè,
âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè óëó÷øèòü îöåíêó l4(n) ≤ 3

2 log n?
Îïðåäåëåíèå. Ìåòîäîì "x − y − z" áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùèé ñïîñîá

âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷åòûð¼õ ÿ÷ååê ïàìÿòè: êîãäà a(i) = (a(i)
1 , x, y, z),

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà i = i0 (ò. å. a(i) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé).

Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî äàòü è äëÿ äðóãèõ ðàçìåðíîñòåé t, îò-
ëè÷íûõ îò 4.

Çàìå÷àíèå. Îáû÷íî ïðîöåññ âû÷èñëåíèé áóäåò ïîñòðîåí òàê, ÷òîáû çà ñëî-
æåíèå a(i)

1 ñ x, y èëè z âû÷èñëÿëîñü â òî÷íîñòè (1 + blog xc), (1 + blog yc) ëèáî
(1 + blog zc) ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëîâ äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà n.

Òåîðåìà 2. Íàéäåòñÿ òàêîé ïàðàìåòð ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî n âûïîë-
íÿåòñÿ îöåíêà l4(n) ≤

(
3
2 − ε

)
log n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε � íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, çíà÷å-
íèå êîòîðîãî âûáåðåì ïîçæå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α äîëþ åäèíèö â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n, ÷åðåç β �
äîëþ íóëåé â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n. Î÷åâèäíî, ÷òî α+ β = 1.

Ñëó÷àé 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α ≥ 2/3+2ε. Ïóñòü â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n
1 . . . 10 . . . 01 . . . 10 . . . 0 . . . . . . 1 . . . 10 . . . 0 êîëè÷åñòâî "áëîêîâ" èç åäèíèö ðàâíî
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u, êîëè÷åñòâî åäèíèö � si, i = 1, . . . , u. Ïðè ýòîì äëèíû áëîêîâ èç íóëåé ïî-
ëîæèòåëüíû (êðîìå, ìîæåò áûòü, ïîñëåäíåãî). Î÷åâèäíî, ÷òî

u∑
i=1

si = α log n,
u ≤ β log n + 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a êîëè÷åñòâî òàêèõ áëîêîâ, ÷òî äëÿ íèõ
si = 3vi, ÷åðåç b � ò. ÷. si = 3vi + 1, ÷åðåç c � ò. ÷. si = 3vi + 2. Ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà "1− 3− 7" ïîëó÷àåì:

l4(n) ≤ log n+
α log n− b− 2c

3
+ b+ c.

Òàê êàê α ≥ 2/3 + 2ε, òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

2b+ c ≤ 2a+ 2b+ 2c ≤ 2β log n+ 2 ≤ 2
(

1
3
− 2ε

)
log n+ 2 ≤

(
2
3
− 3ε

)
log n.

Îòñþäà ñëåäóåò
α log n+ 2b+ c

log n
≤ 3

2
− 3ε,

èç ÷åãî è ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

l4(n) ≤ (3/2− ε) log n.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü α < 2/3 + 2ε. Ðàçîáü¼ì äâîè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà n íà
íåïåðåñåêàþùèåñÿ áëîêè äëèíû 3 (îäèí áëîê ìîæåò áûòü ìåíüøåé äëèíû).
Ðàññìîòðèì êîëè÷åñòâî áëîêîâ âèäà '111'. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç x1.

Ñëó÷àé 2.1. Åñëè x1 ≥ (1/12+3ε/2) log n, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (ïðè
èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà "1− 7" ):

l4(n) ≤ log n+ x1 + α log n− 3x1 ≤
≤ log n(1 + 2/3 + 2ε− 2(1/12 + 3ε/2)) ≤ (3/2− ε) log n.

Ñëó÷àé 2.2. Òåïåðü ïóñòü x1 < (1/12 + 3ε/2) log n. Åñëè ïðèìåíèòü ìåòîä
"1− 3− 5" , òî íà âû÷èñëåíèå êàæäîãî áëîêà, êðîìå áëîêîâ âèäà '111', ïîíà-
äîáèòñÿ íå áîëåå ÷åì ïî ÷åòûðå îïåðàöèè (èç íèõ òðè óäâîåíèÿ), à íà áëîêè
èç òðåõ åäèíèö � íå áîëåå ÷åì ïî 5 îïåðàöèé (òðè óäâîåíèÿ è ïî îäíîìó
ïðèáàâëåíèþ 1 è 5). Ñëåäîâàòåëüíî:

l4(n) ≤
⌈

4
3

log n
⌉

+ x1 ≤ log n
(

4
3

+
1
12

+
3
2
ε

)
.

Òåïåðü âîçüìåì ε òàêèì, ÷òîáû 4
3 + 1

12 + 3
2ε ≤

3
2 − ε.

Èòàê, æåëàåìàÿ îöåíêà ïîëó÷åíà.
Çàìå÷àíèå. Èç ïðèâåä¼ííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî çà ε ìîæíî

âçÿòü, íàïðèìåð, 1
30 .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 11�01�00508)
è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÌÍ ÐÀÍ ½Àëãåáðàè÷åñêèå
è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè è èíôîðìàöèîííûå
ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëåíèÿ“.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÌÅÒÎÄÅ ÏÎÂÛØÅÍÈß
ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ, ÐÅÀËÈÇÓÞÙÈÕ

ÔÓÍÊÖÈÈ ÈÇ P3

Î.Þ. Áàðñóêîâà (Ïåíçà)

Ïóñòü E3 = {0, 1, 2}. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) : (E3)n → E3

(n ≥ 1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç P3 ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé 3-çíà÷íîé ëîãèêè è ïî-

ëîæèì x̃ = (x1, . . . , xn). Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ôóíêöèé èç P3 ñõåìà-
ìè èç íåíàäåæíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå Ðîññåðà �Òóðêåòòà
{0, 1, 2, J0(x1), J1(x1), J2(x1), max{x1, x2},min{x1, x2}}. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà-
÷èì min{x1, x2} ÷åðåç &, à max{x1, x2} ÷åðåç ∨.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñõåìà èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
f(x̃), åñëè ïðè ïîñòóïëåíèè íà âõîäû ñõåìû íàáîðà ã ïðè îòñóòñòâèè íåèñ-
ïðàâíîñòåé íà âûõîäå ñõåìû ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå f(ã).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò áàçèñà íà ëþáîì âõîäíîì íàáîðå
â (â = (a1, a2)) òàêîì, ÷òî f(â) = τ , ñ âåðîÿòíîñòüþ ε âûäàåò çíà÷åíèå τ̄ = µ
è ñ âåðîÿòíîñòüþ ε âûäàåò çíà÷åíèå µ̄. Âñå ýëåìåíòû ñõåìû ïåðåõîäÿò â íåèñ-
ïðàâíûå ñîñòîÿíèÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Ïóñòü ñõåìà S ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f(x̃). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pf(ã) 6=τ (S, ã)
âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà âûõîäå ñõåìû S ïðè âõîäíîì íàáîðå ã, íà êîòîðîì
f(ã) = τ . Òàêèì îáðàçîì, Pf(ã) 6=τ (S, ã) = Pτ+1(S, ã) + Pτ+2(S, ã). Íàïðèìåð,
åñëè ñõåìà S ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f(x̃), è âõîäíîé íàáîð ã ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì,
ò. å. f(ã) = 0, òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàâíà Pf(ã) 6=0(S, ã) = P1(S, ã) + P2(S, ã).

Íåíàäåæíîñòüþ ñõåìû S áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî P (S) = max{Pf(ã) 6=τ (S, ã)},
ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âõîäíûì íàáîðàì ã ñõåìû S.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò E& ñ ôóíêöèåé &. Âû÷èñëèì p0, p1,
p2 âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ 0, 1, 2 íà âûõîäå ýëåìåíòà E& (ñì. òàáë. 1).

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, P (E&) = 2ε, à íàäåæíîñòü 1− 2ε.
Ïóñòü f(x̃) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç P3. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà,

ðåàëèçóþùàÿ f(x̃). Âîçüìåì äâà ýêçåìïëÿðà ñõåìû S è ñîåäèíèì èõ âûõîäû
ñî âõîäàìè ýëåìåíòà E c ôóíêöèåé e (ñì. ðèñ. 1).
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Òàáëèöà 1

xy x&y p0 p1 p2

0 0 0 1− 2ε ε ε
0 1 0 1− 2ε ε ε
0 2 0 1− 2ε ε ε
1 0 0 1− 2ε ε ε
1 1 1 ε 1− 2ε ε
1 2 1 ε 1− 2ε ε
2 0 0 1− 2ε ε ε
2 1 1 ε 1− 2ε ε
2 2 2 ε ε 1− 2ε

Îáîçíà÷èì Pi(B, ã) � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ çíà÷åíèÿ i íà âûõîäå B ïðè
âõîäíîì íàáîðå ã.

Ñïðàâåäëèâà ëåììà 1.
Ëåììà 1. Ïóñòü e = & (ðèñ. 1); p0(S, ã), p1(S, ã), p2(S, ã) � âåðîÿòíîñòè

ïîÿâëåíèÿ 0, 1, 2 íà âûõîäå ñõåìû S ïðè âõîäíîì íàáîðå ã. Òîãäà âåðîÿòíîñòè
ïîÿâëåíèÿ íåâåðíûõ çíà÷åíèé íà âûõîäå ñõåìû B ðàâíû:

P1(B, ã) = ε+ p2
1(S, ã)(1− 3ε) + p1(S, ã)p2(S, ã)(2− 6ε),

P2(B, ã) = ε+ p2
2(S, ã)(1− 3ε) + 2p1(S, ã)ε− 2p2

1(S, ã)ε, åñëè íàáîð ã òàêîé,
÷òî f(ã) = 0;

P0(B, ã) = ε+ p2
0(S, ã)(3ε− 1) + p0(S, ã)(2− 6ε),

P2(B, ã) = ε+ p2
2(S, ã)(1− 3ε), åñëè íàáîð ã òàêîé, ÷òî f(ã) = 1;

P0(B, ã) = ε+ p2
0(S, ã)(3ε− 1) + p0(S, ã)(2− 6ε),

P0(B, ã) = ε + p2
1(S, ã)(3ε − 1) + p1(S, ã)(2 − 6ε) + p0 (S, ã)p1(S, ã)(6ε − 2),

åñëè íàáîð ã òàêîé, ÷òî f(ã) = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò E∨ ñ ôóíêöèåé ∨. Âû÷èñëèì p0, p1,
p2 âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ 0, 1, 2 íà âûõîäå ýëåìåíòà E∨ (ñì. òàá. 2).
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Òàáëèöà 2

xy x ∨ y p0 p1 p2

0 0 0 1− 2ε ε ε
0 1 1 ε 1− 2ε ε
0 2 2 ε ε 1− 2ε
1 0 1 ε 1− 2ε ε
1 1 1 ε 1− 2ε ε
1 2 2 ε ε 1− 2ε
2 0 2 ε ε 1− 2ε
2 1 2 ε ε 1− 2ε
2 2 2 ε ε 1− 2ε

Ñïðàâåäëèâà ëåììà 2.

Ëåììà 2. Ïóñòü e = ∨ (ðèñ. 1); p0(S, ã), p1(S, ã), p2(S, ã) � âåðîÿòíîñòè
ïîÿâëåíèÿ 0, 1, 2 íà âûõîäå ñõåìû S ïðè âõîäíîì íàáîðå ã. Òîãäà âåðîÿòíîñòè
ïîÿâëåíèÿ íåâåðíûõ çíà÷åíèé íà âûõîäå ñõåìû B ðàâíû:

P1(S, ã) = ε+ p2
1(S, ã)(3ε− 1) + p1(S, ã)(2− 6ε)+ p1(S, ã)p2(S, ã)(6ε− 2),

P2(S, ã) = ε + p2
2(S, ã)(3ε − 1) + p2(S, ã)(2 − 6ε), åñëè íàáîð ã òàêîé, ÷òî

f(ã) = 0;
P0(S, ã) = ε+ p2

0(S, ã)(1− 3ε) + 2p0(S, ã)ε+ 2p2(S, ã)ε,
P2(S, ã) = ε−p2

2(S, ã)ε+p2(S, ã)(2−2ε)−p2
2(S, ã), åñëè íàáîð ã òàêîé, ÷òî

f(ã) = 1;
P0(S, ã) = ε+ p2

0(S, ã)(1− 3ε),
P1(S, ã) = ε+ p0(S, ã)p1(S, ã)(2− 6ε) + p2

1(S, ã)(1− 3ε), åñëè íàáîð ã òàêîé,
÷òî f(ã) = 2.

Ñ ïîìîùüþ ëåìì 1 è 2 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x̃) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïóñòü ñõåìà S ðåàëè-
çóåò f(x̃) c íåíàäåæíîñòüþ P (S). Òîãäà ñõåìà ψ(S) (ñì. ðèñ. 2) ðåàëèçóåò
ôóíêöèþ f c íåíàäåæíîñòüþ

P (ψ(S)) ≤ 6ε+ 4εP (S) + 8P 2(S).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 1 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 2.

Òåîðåìà 2. Ëþáóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõå-
ìîé S, ÷òî ïðè âñåõ ε ≤ 1/(8(2n+ 1)(1 + 4 · 3n(3n+ 1))) âåðíî íåðàâåíñòâî

P (S) ≤ 6ε+ 420ε2.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, íîìåð ïðîåêòà 11-
01-00212à.
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ÎÁ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ
ÐÀÇÐÅØÈÌÛÕ ÊËÀÑÑÀÕ Â ÒÐÅÕÇÍÀ×ÍÎÉ

ËÎÃÈÊÅ

À.Â. Áóõìàí (Ìîñêâà)

Â äàííîì äîêëàäå ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ àëãî-
ðèòìîâ äëÿ ïðîâåðêè ñîõðàíåíèÿ ôóíêöèÿìè èç Pk íåêîòîðûõ ïðåäèêàòîâ.
Ýòà ïðîáëåìà àêòóàëüíà òàê êàê å¼ ðåøåíèå âåä¼ò ê ïîñòðîåíèþ ýôôåêòèâ-
íîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíêöèé. Â ðàáîòå ïðîäîëæåíû
èññëåäîâàíèÿ íà÷àòûå â [1�2].

1. Îïðåäåëåíèÿ

Áóäåì îáîçíà÷àòü Ek = {0, . . . , k − 1}.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèåé k-çíà÷íîé ëîãèêè, çàâèñÿùåé îò n ïåðåìåí-
íûõ, áóäåì íàçûâàòü ëþáîå îòîáðàæåíèå âèäà f : En

k → Ek.

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè áóäåì îáîçíà÷àòü Pk.
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Îáû÷íûì îáðàçîì [3] ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè íàä ôóíêöèÿìè èç
Pk.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü Q ⊂ P3. Ìíîæåñòâî Q íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì
êëàññîì, åñëè âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñóïåðïîçèöèè ëþáûõ
ôóíêöèé èç Q, ïðèíàäëåæèò Q.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü m ≥ 1, m-ìåñòíûì ïðåäèêàòîì ρ(x) íà Ek íàçû-
âàåòñÿ ëþáîå îòîáðàæåíèå âèäà Em

k → {0, 1}. Åñëè a íåêîòîðûé íàáîð èç Em
k

òàêîé, ÷òî ρ(a) = 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäèêàò âåðåí íà ýòîì íàáîðå, èíà÷å îí
ëîæåí íà ýòîì íàáîðå.

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ∈ Pk ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò ρ íà
Ek, åñëè äëÿ ëþáûõ a1

1, . . . , a
m
1 , . . . , a

1
n, . . . , a

m
n ∈ Ek òàêèõ, ÷òî

ρ(a1
1, . . . , a

m
1 ) = 1, . . . , ρ(a1

n, . . . , a
m
n ) = 1

áóäåò âåðíî ρ(f(a1
1, . . . , a

1
n), . . . , f(am

1 , . . . , a
m
n )) = 1.

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò ρ, áó-
äåì îáîçíà÷àòü Ak(ρ).

Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 [3]. Ïóòü ρ � m-ìåñòíûé ïðåäèêàò íà Ek. Òîãäà ìíîæåñòâî
Ak(ρ) � çàìêíóòûé êëàññ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìàòðèöåé ïðåäèêàòà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ñòîëáöàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå íàáîðû (âûïèñàííûå â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå), íà êî-
òîðûõ ïðåäèêàò âåðåí.

Â äàííîé ðàáîòå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñïåöèàëüíûé êëàññ ïðåäèêàòîâ �
öåíòðàëüíûå ïðåäèêàòû. Ïðåæäå ÷åì ââåñòè ïîíÿòèå öåíòðàëüíîãî ïðåäèêàòà
äàäèì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü m ≥ 2, m-ìåñòíûé ïðåäèêàò ρ(x) íà Ek íàçîâ¼ì
òîòàëüíî ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà (a1, . . . , am) ∈ Em

k òàêîãî,
÷òî ρ(a1, . . . , am) = 1, è äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè s íàä ìíîæåñòâîì {1, . . . ,m}
âåðíî, ÷òî ρ(as(1), . . . , as(m)) = 1.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü m ≥ 2, m-ìåñòíûé ïðåäèêàò ρ(x) íà Ek íàçûâàåò-
ñÿ òîòàëüíî ðåôëåêñèâíûì, åñëè îí âåðåí íà âñåõ íàáîðàõ èç Em

k , â êîòîðûõ
åñòü õîòÿ áû äâà ñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïðåäèêàò îáëàäàåò öåíòðîì C ⊂ Ek, C 6= ∅, åñëè îí
âåðåí íà ëþáîì íàáîðå, ñîäåðæàùåì õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò c ∈ C.

Òåïåðü ââåä¼ì ïîíÿòèå öåíòðàëüíîãî ïðåäèêàòà.
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Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü m ≥ 2, m-ìåñòíûé ïðåäèêàò íà Ek, îòëè÷íûé îò
òîæäåñòâåííî èñòèííîãî, íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì, åñëè îáëàäàåò ñëåäóþùè-
ìè ñâîéñòâàìè:

1. ßâëÿåòñÿ òîòàëüíî ñèììåòðè÷íûì.
2. ßâëÿåòñÿ òîòàëüíî ðåôëåêñèâíûì.
3. Îáëàäàåò öåíòðîì.
Ëþáîé îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò, êîòîðûé âåðåí õîòÿ áû íà îäíîì ýëåìåíòå,

áóäåì ñ÷èòàòü ïî îïðåäåëåíèþ öåíòðàëüíûì.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäàíèå ôóíêöèè â âèäå ïîëèíîìîâ.
Îïðåäåëåíèå 10. Ìîíîìîì íàä ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ ëþ-

áîå âûðàæåíèå âèäà xj1
ii
. . . xjl

il
, ãäå l ≥ 1, 1 ≤ i1, . . . , il ≤ n, 1 ≤ j1, . . . , jl ≤ k−1,

âñå ïåðåìåííûå ðàçëè÷íû; ëèáî ïðîñòî 1.
Ðàâåíñòâî ìîíîìîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñîìíî-

æèòåëåé.
Îïðåäåëåíèå 11. Ïîëèíîìîì íàçûâàåòñÿ ñóììà ïî ìîäóëþ k êîíå÷íîãî

÷èñëà ðàçëè÷íûõ ìîíîìîâ ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè èç Ek èëè 0 (ìîæíî
ïîíèìàòü êàê ñóììó íóëåâîãî ÷èñëà ìîíîìîâ). Äëèíîé ïîëèíîìà íàçûâàåòñÿ
÷èñëî åãî ñëàãàåìûõ. Äëèíó íóëåâîãî ïîëèíîìà áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé 0.

Ðàâåíñòâî ïîëèíîìîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñëà-
ãàåìûõ.

Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ òð¼õçíà÷íîé ëîãèêè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíà ïîëèíîìîì, ïðè÷¼ì îäíîçíà÷íî. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ïîäà-
¼òñÿ íà âõîä àëãîðèòìó(ìàøèíå Òüþðèíãà) â âèäå ïîëèíîìà. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè â ïîëèíîìå ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ èìååòñÿ L ñëàãàåìûõ, òî äëèíà çà-
ïèñè âõîäíîãî ñëîâà áóäåò N = Ln.

2. Ïðåäèêàòû ñ öåíòðîì C = {0}

Â P3 åñòü òîëüêî îäèí äâóìåñòíûé öåíòðàëüíûé ïðåäèêàò ñ öåíòðîì 0.
Íèæå ïðèâîäèòñÿ ìàòðèöà ýòîãî ïðåäèêàòà.(

0 1 2 0 1 0 2
0 1 2 1 0 2 0

)
Äëÿ êðàòêîñòè ρk

0 áóäåì îáîçíà÷àòü äâóìåñòíûé ïðåäèêàò íàä Ek, êîòîðûé
âåðåí íà òåõ è òîëüêî òåõ íàáîðàõ, ó êîòîðûõ îáå êîìïîíåíòû ñîâïàäàþò èëè
îäíà ðàâíà 0. Ïîíÿòíî, ÷òî ρk

0 � äâóìåñòíûé öåíòðàëüíûé ïðåäèêàò íàä Ek

ñ öåíòðîì C = {0}.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φk

m : Em
k → Ek. Îïðåäåëèì å¼

φk
m(x1, . . . , xm) = x1 . . . xm

∏
1≤i<j≤m

(xi − xj).

Íàïðèìåð, φ3
2(x, y) = (x− y)xy.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè k � ïðîñòîå ÷èñëî, òî φk
2(a1, a2) = 0 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρk
0 âåðåí íà íàáîðå (a1, a2).

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü k � ïðîñòîå, f(x1, . . . , xn) ∈ Pn
k , ýòà ôóíêöèÿ

ñîõðàíÿåò ρk
0 , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðíî, ÷òî

h(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1, . . . , zn) =

= φk
2(f(x1y

k−1
1 , . . . , xny

k−1
n ), f(x1z

k−1
1 , . . . , xnz

k−1
n )) ≡ 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü k � ïðîñòîå ÷èñëî. Ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëü-
íûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïîëèíîìó ôóíêöèè èç Pk ìîæåò îïðåäåëèòü,
ñîõðàíÿåò ëè ýòà ôóíêöèÿ äâóìåñòíûé öåíòðàëüíûé ïðåäèêàò ρk

0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ýòîò àëãîðèòì.
Âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 1. Ïóñòü íà âõîä àëãîðèòìà ïîñòóïàåò Pf �

ïîëèíîì èññëåäóåìîé ôóíêöèè. Ïðåîáðàçóåì åãî â ïîëèíîì ôóíêöèè h èç
óòâåðæäåíèÿ 1. Äëÿ ýòîãî:

1. âìåñòî xi ïîäñòàâëÿåì xiy
2
i â Pf , ïðèâîäèì ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì ïîëèíîì

Pf1;
2. âìåñòî xi ïîäñòàâëÿåì xiz

2
i â Pf , ïðèâîäèì ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì ïîëèíîì

Pf2;
3. â ïîëèíîì ôóíêöèè φ âìåñòî ïåðåìåííûõ ïîäñòàâëÿåì ïîëèíîìû Pf1,

Pf2, ðàñêðûâàåì ñêîáêè, ïðèâîäèì ïîäîáíûå;
4. åñëè â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëñÿ ïîëèíîì, êîòîðûé èìååò õîòÿ áû îäíî ñëà-

ãàåìîå, òî âûäà¼ì îòâåò "íåò". Èíà÷å "äà".
Àëãîðèòìó íà âõîä ïîäà¼òñÿ çàïèñü äëèíû N = L(n + 2), ãäå L � äëèíà

ïîëèíîìà Pf , n � êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ. Îöåíèì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà â
ðàìêàõ àëãîðèòìè÷åñêîé ìîäåëè ââåä¼ííîé ðàíåå. Øàãè 1 è 2 àëãîðèòìà âû-
ïîëíÿþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(N2). Îöåíèì ñëîæíîñòü øàãà 3. Ïîëèíîì ôóíê-
öèè φk

2(x−y) èìååò âèä x2y+(k−1)xy2. Ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ïåðåìåííûõ
ïîëèíîìîâ Pf1 è Pf2 íóæíî áóäåò âûïîëíèòü íå áîëåå ÷åì O(N3) îïåðàöèé
(òàê êàê óìíîæåíèå ïîëèíîìîâ äëèíû N ìîæíî âûïîëíèòü çà O(N2) îïåðà-
öèé). Â èòîãå ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå, äëèíà êîòîðîãî O(N3). Îïåðàöèÿ ïðè-
âåäåíèÿ ïîäîáíûõ èìååò êâàäðàòè÷íóþ ñëîæíîñòü. Ñëîæíîñòü ïîëó÷åííîãî
àëãîðèòìà O(N6).

3. Îöåíêè íà äëèíó ïîëèíîìà

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïîëó÷åíà îöåíêà íà äëèíó ïîëèíîìà ôóíêöèè èç P3,
îáëàäàþùåé íåêîòîðûì ñâîéñòâîì. Òàêæå áóäåò ïîêàçàíî, êàê ýòî ñâîéñòâî
ñâÿçàíî ñ ñîõðàíåíèåì ôóíêöèåé öåíòðàëüíûõ ïðåäèêàòîâ.

Ïóñòü α = (a1, . . . , an) ∈ En
3 . Òîãäà îáîçíà÷èì En

3 |α ìíîæåñòâî

{(b1, . . . , bn) ∈ En
3 | ∀i(ai 6= bi)}.

Ïóñòü íàáîð γ = (c1, . . . , cn) ∈ En
3 |α. Ïðîòèâîïîëîæíûì íàáîðó γ â ìíîæå-

ñòâå En
3 |α áóäåì íàçûâàòü íàáîð γ = (d1, . . . , dn) ∈ En

3 |α, òàêîé ÷òî ∀i(di 6= ci).
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Ëåììà 1. Ïóñòü n ≥ 2, α = (a1, . . . , an) ∈ {0, 2}n, γ = (c1, . . . , cn) ∈ En
3 |α.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Pn
3 òàêîé, ÷òî

f(γ) = 0,
f(γ) = 2,
f(x) = 1, x ∈ En

3 |α \ ({γ} ∪ {γ}),
âåðíî, ÷òî äëèíà ïîëèíîìà äàííîé ôóíêöèè íå ìåíüøå, ÷åì 2n/2 − 2.

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû 1 ìîæíî ïðèìåíèòü ê ðàñ-
ïîçíàâàíèþ ñâîéñòâà ôóíêöèè èç P3 ñîõðàíÿòü äâóìåñòíûé öåíòðàëüíûé ïðå-
äèêàò ñ öåíòðîì 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ∈ P3 íå ñîõðàíÿåò äâóìåñòíûé
öåíòðàëüíûé ïðåäèêàò ñ öåíòðîì 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð α ∈ En

3 , è ïàðà
íàáîðîâ β ∈ En

3 |α, γ ∈ En
3 |α. Íà ýòèõ íàáîðàõ âûïîëíåíî f(β) = 2, f(γ) = 0,

à äëÿ ëþáîãî íàáîðà x òàêîãî, ÷òî åãî xi = αi èëè xi = βi èëè xi = 1, åñëè
βi 6= αi âåðíî, ÷òî f(x) = 1. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íàáîðû β è γ îòëè÷àþòñÿ â ïåðâûõ j êîìïîíåíòàõ. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ
f(x1, . . . , xj , βj+1, . . . , βn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 1. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî äëèíà ïîëèíîìà èñõîäíîé ôóíêöèè áîëüøå ëèáî ðàâíà 2j/2 − 2.

Îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåä¼ííîì âûøå çàìå÷àíèè ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå
òåîðåìû.

Òåîðåìà 3. Ìîæíî ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì ñëîæíî-
ñòè 2O(log2(N)) (N � äëèíà âõîäà), êîòîðûé ïî ïîëèíîìó ôóíêöèè èç P3 ìî-
æåò îïðåäåëèòü, ñîõðàíÿåò ëè ýòà ôóíêöèÿ äâóìåñòíûé öåíòðàëüíûé ïðå-
äèêàò ñ öåíòðîì {1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì äâà ôàêòà.
1. Åñëè L < 2n/2, òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñîõðàíåíèå ôóíêöèåé ïðåäèêàòà

íà íàáîðàõ äëèíû < 2 log(L). Ïîòðåáóåòñÿ O(Cn
2 log L) ïðîâåðîê. Çàìåòèì, ÷òî

Cn
2 log L < nlog L < 2log L log n < 2log2 Ln.
2. Åñëè L ≥ 2n/2, òî ïðîñòîé ïåðåáîð äàñò ïîëèíîìèàëüíóþ îöåíêó íà

ñëîæíîñòü àëãîðèòìà.
Àëãîðèòì ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñíà÷àëà ïðîâåðÿåò êàêîå èç äâóõ óñëîâèé

âåðíî, à çàòåì ïðèìåíÿåò ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì. Îêîí÷àòåëüíî èìååì
ñëîæíîñòü O(2log2 N ).

Òåîðåìà 4. Ìîæíî ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì ñëîæíî-
ñòè 2O(log2(N)) (N � äëèíà âõîäà), êîòîðûé ïî ïîëèíîìó ôóíêöèè èç P3 ìî-
æåò îïðåäåëèòü, ñîõðàíÿåò ëè ýòà ôóíêöèÿ äâóìåñòíûé öåíòðàëüíûé ïðå-
äèêàò ñ öåíòðîì {2}.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé òåîðåìå.
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Î ÂÅÐÕÍÅÉ ÎÖÅÍÊÅ ÍÅÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ
ÍÅÂÅÒÂßÙÈÕÑß ÏÐÎÃÐÀÌÌ Ñ ÍÅÍÀÄÅÆÍÛÌ

ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÓÑËÎÂÍÎÉ ÎÑÒÀÍÎÂÊÈ

Ñ.Ì. Ãðàáîâñêàÿ (Ïåíçà)

Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé íåâåòâÿùèìèñÿ ïðîãðàì-
ìàìè ñ îïåðàòîðàìè óñëîâíîé îñòàíîâêè (ñòîï-îïåðàòîðàìè) [1] â ïîëíîì êî-
íå÷íîì áàçèñå B, ñîäåðæàùåì íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ, ò. å.
íåêîòîðóþ ôóíêöèþ âèäà (xc1

1 &xc2
2 )c3 (c1, c2, c3 ∈ {0, 1}). Ïðîãðàììû ñ îïå-

ðàòîðîì óñëîâíîé îñòàíîâêè õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì óïðàâëÿþùåé êî-
ìàíäû � êîìàíäû óñëîâíîé îñòàíîâêè, äàþùåé âîçìîæíîñòü äîñðî÷íîãî ïðå-
êðàùåíèÿ ðàáîòû ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííîãî óñëîâèÿ. Â èñïðàâíîì ñî-
ñòîÿíèè ñòîï-îïåðàòîð ñðàáàòûâàåò ïðè ïîñòóïëåíèè íà åãî âõîä åäèíèöû.
Ïðè ýòîì ïðîãðàììà ïðåêðàùàåò ðàáîòó, à ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ïðîãðàììû
ñ÷èòàåòñÿ çíà÷åíèå âûõîäíîé ïåðåìåííîé z, âû÷èñëåííîå ïåðåä îñòàíîâêîé.

Ïîëàãàåì, ÷òî îïåðàòîð óñëîâíîé îñòàíîâêè ïîäâåðæåí äâóì òèïàì íåèñ-
ïðàâíîñòåé. Íåèñïðàâíîñòü ïåðâîãî òèïà õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ïðè ïî-
ñòóïëåíèè åäèíèöû íà âõîä ñòîï-îïåðàòîðà îí ñ âåðîÿòíîñòüþ δ (δ ∈ (0, 1/2))
íå ñðàáàòûâàåò, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàáîòà ïðîãðàììû ïðîäîëæàåòñÿ. Íåèñ-
ïðàâíîñòü âòîðîãî òèïà òàêîâà, ÷òî ïðè ïîñòóïëåíèè íóëÿ íà âõîä ñòîï-
îïåðàòîðà îí ñ âåðîÿòíîñòüþ η (η ∈ (0, 1/2)) ñðàáàòûâàåò, è, ñëåäîâàòåëüíî,
ðàáîòà ïðîãðàììû ïðåêðàùàåòñÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âû÷èñëèòåëüíûå îïåðàòîðû áàçèñà B íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà ñ âåðîÿòíîñòüþ ε (ε ∈ (0, 1/2)) ïîäâåðæåíû èíâåðñíûì íåèñ-
ïðàâíîñòÿì íà âûõîäàõ. Èíâåðñíûå íåèñïðàâíîñòè íà âûõîäàõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ îïåðàòîðîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî â èñïðàâíîì ñîñòîÿíèè âû÷èñëè-
òåëüíûé îïåðàòîð ðåàëèçóåò ïðèïèñàííóþ åìó áóëåâó ôóíêöèþ ϕ, à â íåèñ-
ïðàâíîì � ôóíêöèþ ϕ̄.

Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîãðàììà ñ íåíàäåæíûìè îïåðàòîðàìè ðåàëèçóåò áóëåâó
ôóíêöèþ f(x1, x2, . . . , xn), åñëè ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé âî âñåõ åå îïå-
ðàòîðàõ (êàê âû÷èñëèòåëüíûõ, òàê è îñòàíîâêè) íà êàæäîì âõîäíîì íàáîðå
ã (ã = (a1, a2, . . . , an)) çíà÷åíèå âûõîäíîé ïåðåìåííîé z ðàâíî f(ã).
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì íåâåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì ñ óñëîâíîé îñòàíîâêîé, òî÷íåå, ñõåìó èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîãðàììîé, â êîòîðîé íåò íè îä-
íîãî ñòîï-îïåðàòîðà.

Íåíàäåæíîñòüþ N (Pr) ïðîãðàììû Pr íàçîâåì ìàêñèìàëüíóþ âåðîÿò-
íîñòü îøèáêè íà âûõîäå ïðîãðàììû Pr ïðè âñåâîçìîæíûõ âõîäíûõ íàáîðàõ.
Íàäåæíîñòü ïðîãðàììû Pr ðàâíà 1−N (Pr).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü B � ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ, ïðîãðàììà Prg ðåàëèçó-
åò ôóíêöèþ g(x1, x2, x3) = xa1

1 x
a2
2 ∨ xa1

1 x
a3
3 ∨ xa2

2 x
a3
3 (ai ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3})

ñ íåíàäåæíîñòüþ N(Prg). Òîãäà ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f â ýòîì áàçè-
ñå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðîãðàììîé Prf , íåíàäåæíîñòü êîòîðîé ïðè âñåõ
ε ∈ (0, 1/960] óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

N(Prf ) 6 max{v1, v0}+ 15, 6ε ·N(Prg) + 81, 12ε2,

ãäå v1 è v0 � âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïðîãðàììû Prg íà íàáîðàõ (ā1, ā2, ā3)
è (a1, a2, a3) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðîãðàììà Prg ðåàëèçóåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ
g(x1, x2, x3) = xa1

1 x
a2
2 ∨ xa1

1 x
a3
3 ∨ xa2

2 x
a3
3 (ai ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}). Îáîçíà÷èì

÷åðåç fa ôóíêöèþ f , åñëè a = 1, è ôóíêöèþ f̄ , åñëè a = 0. Èçâåñòíî [3], ÷òî
â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f ìîæíî ðåà-
ëèçîâàòü ñõåìîé S, íåíàäåæíîñòü êîòîðîéN(S) 6 5, 2ε ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960].
Îáîçíà÷èì P (ε) = 5, 2ε. Èñïîëüçóÿ ïî îäíîìó ýêçåìïëÿðó ñõåì S1, S2 è S3

è ïðîãðàììó Prg(x1, x2, x3), ïîñòðîèì äëÿ ôóíêöèè f íåâåòâÿùóþñÿ ïðîãðàì-
ìó Prf (ñì. ðèñ. 1).

Prf :
y1 = fa1 [S1]
y2 = fa2 [S2]
y3 = fa3 [S3]
Prg(y1, y2, y3)
Ðèñ. 1

Ïóñòü β̃ � ïðîèçâîëüíûé âõîäíîé íàáîð ïðîãðàììû Prf , à P (Si, β̃) �
âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäàõ ñõåì Si (i ∈ {1, 2, 3}) ñîîòâåòñòâåííî ïðè
âõîäíîì íàáîðå β̃. Îáîçíà÷èì Pi = P (Si, β̃), i ∈ {1, 2, 3}. Î÷åâèäíî, ÷òî
max{P1, P2, P3} 6 {N(S1), N(S2), N(S3)} 6 P (ε). Ïóñòü âõîäíîé íàáîð β̃ òà-
êîé, ÷òî f(β̃) = 0. Íà íàáîðå β̃ îöåíèì âåðîÿòíîñòü îøèáêè P (Prf , β̃) ïðî-
ãðàììû Prf , ò. å. âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ åäèíèöû.

P (Prf , β̃) 6 (1− P1)(1− P2)(1− P3) · v1+
+[P1(1− P2)(1− P3) + (1− P1)P2(1− P3) + (1− P1)(1− P2)P3] ·N(Prg)+
+[P1P2(1− P3) + (1− P1)P2P3 + P1(1− P2)P3] + P1P2P3 6

6 v1 + 3P (ε)N(Prg) + 3P 2(ε).
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Ïóñòü âõîäíîé íàáîð β̃ òàêîé, ÷òî f(β̃) = 1. Íà íàáîðå β̃ îöåíèì âåðîÿò-
íîñòü îøèáêè P (Prf , β̃) ïðîãðàììû Prf , ò. å. âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íóëÿ.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì P (Prf , β̃) 6 v0 + 3P (ε)N(Prg) + 3P 2(ε).

Ïîñêîëüêó N(Prf ) = max
β̃

P (Prf , β̃), òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
N(Prf ) 6 max{v1, v0} + 3P (ε)N(Prg) + 3P 2(ε). Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî çíà÷åíèå P (ε) è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå ε ∈ (0, 1/960], ïîëó÷èì
N(Prf ) 6 max{v1, v0}+ 15, 6εN(Prg) + 81, 12ε2. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Íàáîðû (ā1, ā2, ā3) è (a1, a2, a3) äëÿ ôóíêöèè

g(x1, x2, x3) = xa1
1 x

a2
2 ∨ xa1

1 x
a3
3 ∨ xa2

2 x
a3
3

áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ B ñîäåðæèò íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ äâóõ ïå-
ðåìåííûõ, ò. å. íåêîòîðóþ ôóíêöèþ âèäà (xc1

1 &xc2
2 )c3 (c1, c2, c3 ∈ {0, 1}). Òà-

êèì îáðàçîì, áàçèñ B ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç ôóíêöèé x1 ∨ x2, x̄1 ∨ x2,
x̄1 ∨ x̄2, x1&x2, x̄1&x2, x̄1&x̄2.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ñòàòüè ñôîðìóëèðîâàí â òåîðåìå 2.

Òåîðåìà 2. Â ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå B, ñîäåðæàùåì íåëèíåéíóþ ôóíê-
öèþ äâóõ ïåðåìåííûõ, ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü òà-
êîé ïðîãðàììîé Prf , ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
N(Prf ) 6 ε+ 129σ2, ãäå σ = max{ε, δ, η}.

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2 ïðåäïîøëåì ëåììû 1�3.

Ëåììà 1. Åñëè ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç ôóíê-
öèé x1 ∨ x2, x̄1 ∨ x2, x̄1 ∨ x̄2 èëè x1&x2, òî â ýòîì áàçèñå ìîæíî ðåàëèçî-
âàòü ôóíêöèþ g(x1, x2, x3) = xa1

1 x
a2
2 ∨xa1

1 x
a3
3 ∨xa2

2 x
a3
3 (a1, a2, a3 ∈ {0, 1}) òàêîé

íåâåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé Prg (ðèñ. 2 äëÿ x1∨x2, a1 = a2 = a3 = 1; ðèñ. 3 äëÿ
x̄1 ∨ x2, a1 = 0, a2 = a3 = 1; ðèñ. 4 äëÿ x̄1 ∨ x̄2, a1 = a3 = 0, a2 = 1; ðèñ. 5 äëÿ
x1&x2, a1 = 0, a2 = a3 = 1), ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà max{v1, v0} 6 ε
è N(Prg) 6 3σ, ãäå v1, v0 � âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïðîãðàììû Prg íà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàáîðàõ, σ = max{ε, δ, η}.

Prg : Prg : Prg : Prg :
z = x2 ∨ x3 z = x̄1 ∨ x3 z = x̄1 ∨ x̄3 z = x2&x3

stop(x1) stop(x2) stop(x2) stop(x1)
z = x2 z = x2 z = x2 z = x2

stop(x3) stop(x1) stop(x1) stop(x2)
z = x3 z = x3 z = x̄3 ∨ x̄3 z = x3

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3 Ðèñ. 4 Ðèñ. 5
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç T0 [2] êëàññ âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé f(x1, . . . , xn), ñîõðà-
íÿþùèõ êîíñòàíòó 0, òî åñòü ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
f(0, . . . , 0) = 0.

Ïî òåîðåìå Ïîñòà î ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòå [2] ëþáîé ïîëíûé êîíå÷-
íûé áàçèñ ñîäåðæèò ôóíêöèþ fT0 , êîòîðàÿ íå ñîõðàíÿåò êîíñòàíòó 0, òî åñòü
fT0(0, . . . , 0) = 1 (fT0 /∈ T0).

Ëåììà 2 [2]. Ëþáîé ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ ñîäåðæèò òàêóþ ôóíêöèþ
h, ÷òî h(x, . . . , x) ∈ {1, x̄}.

Ëåììà 3. Åñëè ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç ôóíê-
öèé x̄1&x2 èëè x̄1&x̄2, òî â ýòîì áàçèñå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ôóíêöèþ
g(x1, x2, x3) = xa1

1 x
a2
2 ∨xa1

1 x
a3
3 ∨xa2

2 x
a3
3 (a1, a2, a3 ∈ {0, 1}) òàêîé íåâåòâÿùåé-

ñÿ ïðîãðàììîé Prg (ðèñ. 6 à, á äëÿ x̄1&x2, a1 = a2 = 0, a3 = 1; ðèñ. 7 à, á äëÿ
x̄1&x̄2, a1 = a2 = a3 = 0), ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà max{v1, v0} 6 ε+ δ2

è N(Prg) 6 3σ, ãäå v1, v0 � âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïðîãðàììû Prg íà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàáîðàõ, σ = max{ε, δ, η}.

Prg : Prg : Prg : Prg :
z = x̄2&x3 z = x̄2&x3 z = x̄2&x̄3 z = x̄2&x̄3

stop(x1) stop(x1) stop(x1) stop(x1)
z = x3 z = x3 z = x̄3 z = x̄3&x̄3

stop(x2) stop(x2) stop(x2) stop(x2)
z = x̄2 z = 1 z = x̄2 z = 1
à) á) à) á)

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7

Ðèñóíêè 6 à, 7 à ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà â áàçèñå ñîäåðæèòñÿ x̄, à ðè-
ñóíêè 6 á, 7 á � ñëó÷àþ, êîãäà â áàçèñå ñîäåðæèòñÿ êîíñòàíòà 1 (ñì. ëåììó 3).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Ïóñòü B � ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ, ñîäåðæàùèé íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ
äâóõ ïåðåìåííûõ, ò. å. íåêîòîðóþ ôóíêöèþ âèäà (xc1

1 &xc2
2 )c3 (c1, c2, c3 ∈ {0, 1}).

Âîçìîæíû øåñòü âàðèàíòîâ:

1) c1 = c2 = c3 = 0; 2) c1 = 1, c2 = c3 = 0;
3) c1 = c2 = 1, c3 = 0; 4) c1 = c2 = c3 = 1;
5) c1 = 0, c2 = c3 = 1; 6) c1 = c2 = 0, c3 = 1.

Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïî ëåììàì 1 è 3 ñîîòâåòñòâåííî íåêîòîðóþ
ôóíêöèþ g(x1, x2, x3) = xa1

1 x
a2
2 ∨ xa2

2 x
a3
3 ∨ xa1

1 x
a3
3 (ai ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3})

ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðîãðàììîé Prg, íåíàäåæíîñòü êîòîðîé N(Prg) 6 3σ,
à ìàêñèìóì èç âåðîÿòíîñòåé îøèáîê íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàáîðàõ íå áîëü-
øå ε+ δ2. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ai (i = 1, 2, 3) âî âñåõ ñëó÷àÿõ
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ðàçëè÷íû è ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû:
1) a1 = a2 = a3 = 1; 2) a1 = 0, a2 = a3 = 1;
3) a1 = 0, a2 = 1, a3 = 0; 4) a1 = 0, a2 = a3 = 1;
5) a1 = a2 = 0, a3 = 1; 6) a1 = a2 = a3 = 0.

Ïóñòü f � ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1, âûáèðàÿ
çíà÷åíèÿ a1, a2, a3 â êàæäîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì. Òîãäà ôóíê-
öèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü íåâåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé, íåíàäåæíîñòü êîòîðîé
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

N(Prf ) 6 max{v1, v0}+ 15, 6ε ·N(Prg) + 81, 12ε2 6 ε+ 129σ2.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, â ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå, ñîäåðæàùåì íåëèíåéíóþ ôóíê-
öèþ äâóõ ïåðåìåííûõ è íåíàäåæíûé îïåðàòîð óñëîâíîé îñòàíîâêè, ëþáóþ
áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü íåâåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé ñ íåíàäåæíî-
ñòüþ íå áîëüøå ε+ 129σ2 ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960] è σ = max{ε, δ, η}.

Ñðàâíèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ ñõåì èç ôóíêöèîíàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ.

Îáîçíà÷èì Nε(f) = inf N(S), ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì S èç
íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèì áóëåâó ôóíêöèþ f . Ñõåìà A èç íåíà-
äåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îï-
òèìàëüíîé ïî íàäåæíîñòè, åñëè N(A) ∼ Nε(f) ïðè ε→ 0, ò. å. lim

ε→0

Nε(f)
Nε(A) = 1.

Â ðàçëè÷íûõ ïîëíûõ áàçèñàõ èç äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ [4] ïî÷òè âñå
áóëåâû ôóíêöèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ïî íà-
äåæíîñòè ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìï-
òîòè÷åñêè ðàâíîé kB · ε ïðè ε → 0. Êîíñòàíòà kB çàâèñèò îò áàçèñà, ïðè÷åì
kB ∈ {2, 3, 4, 5}. Íàïðèìåð, kB = 5 â áàçèñå B = {x̄1&x2, 1}, kB = 4 â áà-
çèñå B = {x̄1&x2, x̄1}, kB = 3 â áàçèñå B = {x̄1&x̄2}, kB = 2 â áàçèñå
B = {x1&x2, x1 ⊕ x2, 1}.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (íîìåð ïðîåêòà 11-01-00212à).
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Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÔÎÐÌÓËÀÌÈ
ÔÓÍÊÖÈÉ ÈÇ Pk,2, k > 3

Ä.À. Äàãàåâ (Ìîñêâà)

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôîðìóëàìè
ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè èç çàìêíóòûõ êëàññîâ îïðåäåëåííîãî âèäà.
Ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, îáîáùàþùèé òåîðåìû 1 è 2 èç [1] íà ñëó÷àé ôóíêöèé
ïðîèçâîëüíîé çíà÷íîñòè.

Ñíà÷àëà äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ (ñì. òàêæå ðàáîòû [1�6]). Ïóñòü
k > 2. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Pk,
à ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ òîëüêî
èç ìíîæåñòâà {0, 1}, � ÷åðåç Pk,2. Ïóñòü G ⊆ Pk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [G] çàìêíó-
òûé êëàññ, ïîðîæäåííûé ñèñòåìîé G, à ÷åðåç G(n) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé
èç G, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, n > 1. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ [G],
Φ � ôîðìóëà íàä G, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , à F ⊆ [G]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
L(Φ) ÷èñëî ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó Φ (ñëîæ-
íîñòü ôîðìóëû Φ), à ÷åðåç LG(F (n)) � ôóíêöèþ Øåííîíà äëÿ ìíîæåñòâà
F .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
< 0∞ > (ñîîòâåòñòâåííî < 1∞ >), åñëè ñóùåñòâóåò ïåðåìåííàÿ xi, 1 6 i 6 n,
òàêàÿ, ÷òî f(x1, . . . , xn) > xi (ñîîòâåòñòâåííî f(x1, . . . , xn) 6 xi). Äàëåå áó-
äåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé äëÿ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé
èç ðàáîòû [5], à èìåííî: S � ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé; Ti �
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó i, i = 0, 1; M � ìíîæåñòâî
âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé; L � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé; O∞ �
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ < 0∞ >; I∞ � ìíîæå-
ñòâî âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ < 1∞ >; K � ìíîæåñòâî âñåõ
êîíúþíêöèé;D � ìíîæåñòâî âñåõ äèçúþíêöèé; U � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé,
ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé; C � ìíîæåñòâî
âñåõ ôóíêöèé, íå èìåþùèõ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü i ∈ {0, 1}. Ïîëîæèì

Li = L ∩ Ti, Mi = M ∩ Ti, Ui = U ∩ Ti, Ci = C ∩ Ti;

M01 = M0 ∩M1, L01 = L0 ∩ L1, U01 = U0 ∩ U1;

O∞0 = T0 ∩O∞, I∞1 = T1 ∩ I∞;

MO∞ = M ∩O∞, MI∞ = M ∩ I∞, MO∞0 = M ∩O∞0 , MI∞1 = M ∩ I∞1 .
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Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ¾ïðîåêöèÿ¿ (îáîçíà÷åíèå: prk) èç ìíîæåñòâà Pk,2

â ìíîæåñòâî P2, k > 3. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ Pk,2. Ïðîåêöèåé ôóíêöèè f íà-
çûâàåòñÿ áóëåâà ôóíêöèÿ prkf(x1, . . . , xn), çíà÷åíèå êîòîðîé íà ïðîèçâîëüíîì
íàáîðå α̃ ∈ {0, 1}n îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì prkf(α̃) = f(α̃). Ïðîåêöèåé prkF
ìíîæåñòâà ôóíêöèé F ⊆ Pk,2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

⋃
{prkf}, ãäå îáúåäèíå-

íèå áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì f ∈ F . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
çàìêíóòîãî êëàññà F ⊆ Pk,2 ìíîæåñòâî prkF ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì
áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé. Äëÿ ëþáîãî
k > 3 ïîëîæèì

pr−1
k B = {f ∈ Pk,2| prkf ∈ B}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî pr−1
k B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì. Áîëåå òîãî,

äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êëàññà F ⊆ Pk,2, òàêîãî, ÷òî prkF = B, âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå F ⊆ pr−1

k B, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî pr−1
k B ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè

èç Pk,2, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B. Êëàññ pr−1
k B áóäåì

íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûì çàìêíóòûì êëàññîì. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó çà-
ìêíóòîìó êëàññó áóëåâûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäèí ìàêñèìàëüíûé
êëàññ ôóíêöèé èç Pk,2, k > 3.

Èçâåñòíî (ñì. [6]), ÷òî ïðè ëþáîì k > 3 ìàêñèìàëüíûé çàìêíóòûé êëàññ
pr−1

k B ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà U01 ⊆ B.
Îòìåòèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû â çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçà-

öèè ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ôîðìóëàìè íàä êîíå÷íûìè ñèñòåìàìè.
Â çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé íàä êîíå÷íûìè ïîë-

íûìè ñèñòåìàìè îñíîâîïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Î.Á. Ëóïà-
íîâûì, äîêàçàâøèì [2�4], ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîëíîé ñèñòåìû áóëåâûõ
ôóíêöèé G âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

LG(P2(n)) ∼ 2n

log2 n
.

Çàäà÷à î ïîâåäåíèè ôóíêöèé Øåííîíà äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ áóëåâûõ ôóíê-
öèé òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé î ïîâåäåíèè ôóíêöèéØåííîíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàìêíóòûì êëàññàì áóëåâûõ ôóíêöèé ïðè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé ôîðìóëàìè
â ïîëíûõ êîíå÷íûõ áàçèñàõ. Äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé,
íå ñîäåðæàùèõñÿ â ìíîæåñòâå S∪L∪K∪D, è ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëíîãî áàçè-
ñà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Øåííîíà
áûëè ïîëó÷åíû À.Å. Àíäðååâûì [7].

Äðóãàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñâÿçàíà ñ âîïðîñîì î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè
áóëåâûõ ôóíêöèé èç çàìêíóòûõ êëàññîâ, ïîðîæäåííûõ ïðîèçâîëüíûìè êî-
íå÷íûìè ñèñòåìàìè. À.Á. Óãîëüíèêîâ äîêàçàë [5], ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé
ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé G íàéäåòñÿ êîíñòàíòà c = c(G), òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) èç [G] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî LG(f) 6 cn.

Â çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè èçâåñò-
íûå íà äàííûé ìîìåíò ðåçóëüòàòû èìåþò ìåíüøóþ îáùíîñòü, ÷åì â ñëó÷àå
áóëåâûõ ôóíêöèé. Ðÿä àâòîðîâ (ñì. [8, 9]) äëÿ íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ ïîëíûõ
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ñèñòåì ôóíêöèé G ⊆ Pk, k > 3, ïîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

LG(Pk(n)) ∼ kn

logk n
.

Ïåðåéäåì ê èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì â çàäà÷å î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè
ôóíêöèé èç ìàêñèìàëüíûõ êëàññîâ. Â ðàáîòå [10] äëÿ íåêîòîðîé êîíå÷íîé
ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû êëàññà pr−1

3 L áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷-
íàÿ îöåíêà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Øåííîíà. Â [1, 11] äëÿ êàæäîãî
êîíå÷íî-ïîðîæäåííîãî ìàêñèìàëüíîãî êëàññà ôóíêöèé èç P3,2 è íåêîòîðîé åãî
êîíå÷íîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû áûëè ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ àñèìïòî-
òè÷åñêèå îöåíêè äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà.

Òåîðåìà 1 [1]. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíê-
öèé, òàêîé, ÷òî U01 ⊆ B. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòå-
ìà G êëàññà pr−1

3 B, òàêàÿ, ÷òî

3n

log2 n
. LG(pr−1

3 B(n)) .
3n

log2 n
+ Lpr3G(B(n)).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ýòîé òåîðåìû è èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ñëîæíî-
ñòè áóëåâûõ ôóíêöèé äëÿ íåêîòîðûõ ìàêñèìàëüíûõ êëàññîâ è íåêîòîðûõ èõ
êîíå÷íûõ ïîðîæäàþùèõ ñèñòåì áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íàÿ îöåí-
êà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Øåííîíà.

Òåîðåìà 2 [1]. Ïóñòü B � çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) L01 ⊆ B;
2) M01 ⊆ B;
3) B ∈ {O∞, O∞0 , I∞, I∞1 ,MO∞,MO∞0 ,MI∞,MI∞1 };
4) U01 ⊆ B ⊆ K;
5) U01 ⊆ B ⊆ D.

Òîãäà íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà G ⊆ P3,2, òàêàÿ, ÷òî [G] = pr−1
3 B è

LG(pr−1
3 B(n)) ∼ 3n

log2 n
.

Â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 1 è 2, ïîëó÷åíû äëÿ
ìàêñèìàëüíûõ êëàññîâ ôóíêöèé èç Pk,2, k > 3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíê-
öèé, òàêîé, ÷òî U01 ⊆ B, è ïóñòü k > 3. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïî-
ðîæäàþùàÿ ñèñòåìà G êëàññà pr−1

k B, òàêàÿ, ÷òî

kn

log2 n
. LG(pr−1

k B(n)) .
kn

log2 n
+ LprkG(B(n)).
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü B � çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) L01 ⊆ B;
2) M01 ⊆ B;
3) B ∈ {O∞, O∞0 , I∞, I∞1 ,MO∞,MO∞0 ,MI∞,MI∞1 };
4) U01 ⊆ B ⊆ K;
5) U01 ⊆ B ⊆ D.

Ïóñòü k > 3. Òîãäà íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà G ⊆ Pk,2, òàêàÿ, ÷òî
[G] = pr−1

k B è

LG(pr−1
k B(n)) ∼ kn

log2 n
.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì àíàëîãè÷íà ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåì 1 è 2 (ñì. [1]).

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó À.Á. Óãîëüíèêîâó çà âíèìà-
íèå ê ðàáîòå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �11-01-
00508, è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé
êèáåðíåòèêè è èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëåíèÿ¿, ïðîåêò ¾Çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿.
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Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ ÏÎÐÎÆÄÀÞÙÈÕ ÑÈÑÒÅÌ
ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÄÀ Â ÊËÀÑÑÀÕ

ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ k-ÇÍÀ×ÍÎÉ ËÎÃÈÊÈ

Î.Ñ. Äóäàêîâà (Ìîñêâà)

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè k ≤ 7 âñå ïðåäïîëíûå êëàññû ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè
ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûìè [1], à íà÷èíàÿ ñ k = 8 ñóùåñòâóþò ïðåäïîë-
íûå êëàññû ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, íå èìåþùèå êîíå÷íîãî áàçèñà [2]; ïîëíîãî
îïèñàíèÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé
ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå ïîëó÷åíî. Â ðàáîòàõ àâòîðà [3]�[6] ïîëó÷åí êðèòå-
ðèé êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè äëÿ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ôóíêöèé, ìîíîòîííûõ
îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ øèðèíû äâà, à òàêæå óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ ïîðîæäàþùèõ ñèñòåì äëÿ ðÿäà äðóãèõ ñåìåéñòâ
êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Â äàííîé ðàáîòå ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ
â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Ïóñòü 4 � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå Ek = {1, 2, . . . , k}. Ïîëîæèì
P = (Ek,4). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî P èìååò íàèìåíüøèé è íàèáîëü-
øèé ýëåìåíòû. ×åðåçMP áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé
íàä P (îòìåòèì, ÷òî êëàññ MP ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì [7]).

Ôóíêöèþ λ(x0, x1, . . . , xk) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé âûáîðà, åñëè äëÿ êàæ-
äîãî íàáîðà (i, a1, . . . , ak) ∈ Pk+1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

λ(i, a1, . . . , ak) = ai.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ñî-
äåðæèò âñå êîíñòàíòû 1, 2, . . . , k è ôóíêöèþ âûáîðà, òî îí ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-
ïîðîæäåííûì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè P � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî, ñîäåðæàùåå õîòÿ áû îäíó öåïü äëèíû 2, òî λ(x0, x1, . . . , xk) 6∈ MP .

Ïîëîæèì

Pλ = {(a, b1, . . . , bk) ∈ Pk+1 | åñëè i 4 j, òî bi 4 bj}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ λ ìîíîòîííà íà ìíîæåñòâå Pλ. Íàçîâåì ìîíî-
òîííîé ôóíêöèåé âûáîðà ôóíêöèþ ν(x0, x1, . . . , xk) èç MP , ñîâïàäàþùóþ
íà ìíîæåñòâå Pλ ñ ôóíêöèåé λ(x0, x1, . . . , xk). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
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êëàññ MP ñîäåðæèò ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ âûáîðà, òî îí ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-
ïîðîæäåííûì.

Ïóñòü a1 è a2 � ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P, íå ñðàâíèìûå îòíîñèòåëüíî ÷à-
ñòè÷íîãî ïîðÿäêà 4. Ýëåìåíò b ∈ P íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ýëåìåíòîâ a1

è a2, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a1, a2 4 b. Âåðõíÿÿ ãðàíü b ýëåìåíòîâ a1

è a2 íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé âåðõíåé ãðàíüþ ýòèõ ýëåìåíòîâ, åñëè íå ñóùå-
ñòâóåò òàêîé âåðõíåé ãðàíè c ýëåìåíòîâ a1 è a2, ÷òî c 6= b è c 4 b. Âåðõíÿÿ
ãðàíü b ýëåìåíòîâ a1 è a2 íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ýòèõ ýëåìåíòîâ
(sup(a1, a2)), åñëè äëÿ ëþáîé âåðõíåé ãðàíè c ýëåìåíòîâ a1 è a2 âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî b 4 c Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ íèæíÿÿ, ìàêñèìàëü-
íÿà íèæíÿÿ èòî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ýëåìåíòîâ a1 è a2 (òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç inf(a1, a2)). ×åðåç |P| áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà P. Ïîëîæèì wP = max |J |, ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì àíòèöå-
ïÿì J ìíîæåñòâà P; âåëè÷èíó wP áóäåì íàçûâàòü øèðèíîé ìíîæåñòâà P.

Â ðàáîòå [8] áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1 [8]. Ïóñòü P � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî øèðèíû
äâà. Êëàññ MP ñîäåðæèò ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ âûáîðà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ P â P ñóùåñòâóåò ëèáî sup(a, b), ëèáî
inf(a, b).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîå îáîáùåíèå
òåîðåìû 1 íà ñëó÷àé ìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîé øèðèíû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæå-
ñòâî. Åñëè êëàññ MP ñîäåðæèò ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ âûáîðà, òî äëÿ ëþ-
áîé ïàðû íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ a1 è a2 ìíîæåñòâà P, òàêèõ ÷òî a1 è a2

íå èìåþò â P òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè, è äëÿ ëþáîé âåðõíåé ãðàíè c ýëåìåí-
òîâ a1 è a2, íå ñðàâíèìîé ñ íåêîòîðîé ìèíèìàëüíîé âåðõíåé ãðàíüþ b ýòèõ
ýëåìåíòîâ, â P ñóùåñòâóåò sup(b, c).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ øèðèíû äâà íåîá-
õîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè âûáîðà, ïðèâåäåííûå
â òåîðåìàõ 1 è 2, ýêâèâàëåíòíû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 11-01-
00508, è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ íàóê ÐÀÍ "Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé
êèáåðíåòèêè è èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëåíèÿ", ïðîåêò "Çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì".
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ÎÖÅÍÊÀ ×ÈÑËÀ ÃÐÀÔÎÂ Â ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ
ÏÎÄÊËÀÑÑÀÕ ÄÂÓÄÎËÜÍÛÕ ÃÐÀÔÎÂ

Â.À. Çàìàðàåâ (Íèæíèé Íîâãîðîä)

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáûêíîâåííûå, ïîìå÷åííûå ãðàôû ñ ìíîæå-
ñòâîì âåðøèí {1, . . . , n}. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì êëàññîì
ãðàôîâ, åñëè ëþáîé ãðàô, èçîìîðôíûé ïîðîæäåííîìó ïîäãðàôó ãðàôà èç X ,
òàêæå ïðèíàäëåæèò X . Â [2] Â. Å. Àëåêñååâ äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî áåñêî-
íå÷íîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà ãðàôîâ X , îòëè÷íîãî îò êëàññà âñåõ ãðàôîâ,
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

log2 |Xn| =
(

1− 1
c(X )

)
n2

2
+ o(n2), (1)

ãäå c(X ) � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå èíäåêñîì êëàññà X , à Xn � ìíî-
æåñòâî âñåõ n-âåðøèííûõ ãðàôîâ èç êëàññà X . Èç (1) âèäíî, ÷òî ñåìåéñòâî
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íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ ðàçáèâàåòñÿ íà ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñëîåâ, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç êëàññîâ ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì èíäåêñà. Ìíî-
æåñòâî êëàññîâ ñ èíäåêñîì, ðàâíûì 1, îáðàçóåò óíèòàðíûé ñëîé. Äëÿ êëàñ-
ñîâ èç ýòîãî ñëîÿ ñîîòíîøåíèå (1) íå äàåò àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè âåëè÷èíû
log2 |Xn|, çíàíèå êîòîðîé âàæíî, íàïðèìåð, ïðè ýêîíîìíîì êîäèðîâàíèè ãðà-
ôîâ èç êëàññà X [1]. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè
log2 |Xn| äëÿ êëàññîâ èç óíèòàðíîãî ñëîÿ Â. Å. Àëåêñååâ ââåë ïîíÿòèå ðàâ-
íîâåëèêîñòè [3]. Äâà êëàññà ãðàôîâ X è Y íàçûâàþòñÿ ðàâíîâåëèêèìè, åñëè
ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà c1, c2 è n0 òàêèå, ÷òî |Yn|c1 ≤ |Xn| ≤ |Yn|c2

äëÿ ëþáîãî n > n0. Ðàâíîâåëèêîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè,
à êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ íà-
çûâàþòñÿ ÿðóñàìè.

Â [6] áûëè âûäåëåíû ïåðâûå ÷åòûðå ÿðóñà óíèòàðíîãî ñëîÿ, äëÿ êîòîðûõ
log2 |Xn| ïî ïîðÿäêó ñîâïàäàåò ñ 1, log n, n, n log n, è ïîêàçàíî, ÷òî íèêàêèõ
ïðîìåæóòî÷íûõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Ýòè ÿðóñû íàçûâàþòñÿ êîí-
ñòàíòíûì, ïîëèíîìèàëüíûì, ýêñïîíåíöèàëüíûì è ôàêòîðèàëüíûì ñîîòâåò-
ñòâåííî. Íåçàâèñèìî òàêîé æå ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Â. Å. Àëåêñååâûì [3].
Áîëåå òîãî, äëÿ ïåðâûõ òðåõ ÿðóñîâ Â. Å. Àëåêñååâ ïîëó÷èë ñòðóêòóðíûå îïè-
ñàíèÿ è â êàæäîì èç ÷åòûðåõ íàøåë âñå ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû. Ôàêòîðèàëü-
íûé ÿðóñ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì, äëÿ êîòîðîãî òàêîé õàðàêòåðèçàöèè íåèçâåñò-
íî. Â òî æå âðåìÿ ýòîìó ÿðóñó ïðèíàäëåæàò ìíîãèå êëàññû, ïðåäñòàâëÿþùèå
áîëüøîé èíòåðåñ ñ òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Íàïðèìåð,
îí ñîäåðæèò: ðåáåðíûå ãðàôû, èíòåðâàëüíûå ãðàôû, ëåñà, ïëàíàðíûå ãðàôû,
êîãðàôû è äð.

Êëàññû ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ log2 |Xn| ðàñòåò áûñòðåå ÷åì n log n,
íàçûâàþòñÿ ñâåðõôàêòîðèàëüíûìè. Ôîðìàëüíî êëàññ íàçûâàåòñÿ ñâåðõôàê-
òîðèàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ c è n0 ñóùåñòâóåò n > n0,
òàêîå, ÷òî |Xn| > ncn.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B,B è S êëàññ äâóäîëüíûõ, êîäâóäîëüíûõ è ðàñùåïëÿ-
åìûõ ãðàôîâ ñîîòâåòñòâåííî. Êîëè÷åñòâî n-âåðøèííûõ ãðàôîâ â êàæäîì èç
ýòèõ êëàññîâ ðàâíî 2

n2
4 +o(n2) [2], è ïîýòîìó êàæäûé íèõ ÿâëÿåòñÿ ñôåðõôàêòî-

ðèàëüíûì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñåìåéñòâà íàñëåäñòâåí-
íûõ ïîäêëàññîâ êëàññà äâóäîëüíûõ ãðàôîâ è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç
ýòèõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì ôàêòîðèàëüíûì. Èíòåðåñ ê ïîäêëàññàì
äâóäîëüíûõ ãðàôîâ âûçâàí ñëåäóþùåé ãèïîòåçîé, ïðåäëîæåííîé â [5]:

Ãèïîòåçà. Íàñëåäñòâåííûé êëàññ X ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êëàññîâ: X ∩B, X ∩B è X ∩S ÿâëÿåòñÿ
ôàêòîðèàëüíûì è êàæäûé èç ýòèõ êëàññîâ íå áîëåå ÷åì ôàêòîðèàëüíûé.

Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ îïèñàíèå íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ÷åðåç ìíîæåñòâî
çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, òîãäà
÷åðåç Free(M) ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ãðàôîâ, íå ñîäåðæàùèõ
ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ, èçîìîðôíûõ ãðàôàì èç M . Ìíîæåñòâî ãðàôîâ X
ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì êëàññîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X = Free(M)
äëÿ íåêîòîðîãî M .
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Èñïîëüçóÿ îáùåïðèíÿòóþ ñèìâîëèêó, ÷åðåç Cn èKp,q ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ïðîñòîé n-âåðøèííûé öèêë è ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô ñ p è q âåðøèíàìè â
êàæäîé èç äîëåé ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç Th,d áóäåì îáîçíà÷àòü êîðíåâîå äåðåâî
âûñîòû h, â êîòîðîì êàæäàÿ âåðøèíà, íàõîäÿùàÿñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå
÷åì h− 1 îò êîðíÿ, èìååò ðîâíî d ïîòîìêîâ. Íàïðèìåð, ãðàô T1,d åñòü çâåçäà
ñ d ëèñòüÿìè � K1,d. Ïîäãðàô ãðàôà G, ïîðîæäàåìûé ìíîæåñòâîì âåðøèí
A, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G[A].

1. Äâóäîëüíûå ãðàôû áåç ïîðîæäåííîãî C4

Èçâåñòíî, ÷òî êëàññ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, íå ñîäåðæàùèõ C4 â êà÷åñòâå
ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà, ÿâëÿåòñÿ ñâåðõôàêòîðèàëüíûì (ñì., íàïðèìåð, [4]).
Îäèí èç ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè êðîìå C4 çà-
ïðåòèòü åùå è íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ëåñ, òî òàêîé ïîäêëàññ äâóäîëüíûõ
ãðàôîâ ñòàíîâèòñÿ íå áîëåå ÷åì ôàêòîðèàëüíûì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ h ≥ 1, d ≥ 2, âñÿêèé ãðàô èç êëàññà Free(C4, Th,d)∩B
ñîäåðæèò âåðøèíó, ñòåïåíü êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò c(h, d) = dh−1

d−1 + d− 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó ïî èíäóêöèè ïî h. Äëÿ h = 1 ëåììà
âåðíà â ñèëó òîãî, ÷òî âñÿêàÿ âåðøèíà äâóäîëüíîãî ãðàôà, íå ñîäåðæàùåãî
K1,d, èìååò ñòåïåíü íå áîëåå d− 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà âåðíà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé, ìåíüøèõ h, è äëÿ ëþ-
áîãî ôèêñèðîâàííîãî d ≥ 2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G èç êëàññà
Free(C4, Th,d) ∩ B. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé Th−1,d,
èíà÷å ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â G áûëà áû âåðøèíà, ñòåïåíü êîòîðîé
íå ïðåâîñõîäèò c(h − 1, d) < c(h, d). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ⊆ V (G) ìíîæåñòâî
âåðøèí, ïîðîæäàþùèõ Th−1,d â G. Ïóñòü v ∈ M � êîðåíü ýòîãî äåðåâà,
à Dk ∈ M � ìíîæåñòâî âåðøèí, îòñòîÿùèõ îò v íà ðàññòîÿíèè k â G[M ].
Â ÷àñòíîñòè, D0 = {v}, à Dk = ∅, ïðè k ≥ h. Äëÿ 0 ≤ k ≤ h − 1, |Dk| = dk,
ïîýòîìó

|M | =
h−1∑
k=0

dk =
dh − 1
d− 1

. (2)

Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà G èìååò ñòåïåíü íå
ìåíåå c(h, d) + 1 = dh−1

d−1 + d − 1. Òîãäà ëþáàÿ âåðøèíà u ∈ Dh−1 èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå d ñîñåäíèõ âåðøèí, íè îäíà èç êîòîðûõ íå ñìåæíà íè ñ êàêîé
äðóãîé âåðøèíîé èç M . Äåéñòâèòåëüíî, M ñîäåðæèò dh−1

d−1 − 1 âåðøèí, îòëè÷-
íûõ îò u. Êàæäàÿ èç ýòèõ âåðøèí ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî îáùåãî ñîñåäà
ñ u, èíà÷å â ãðàôå íàéäåòñÿ ïîðîæäåííûé C4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Su ìíîæåñòâî
âåðøèí, ñìåæíûõ ñ u, íî íå ñìåæíûõ ñ äðóãèìè âåðøèíàìè èç M . Îáúåäè-
íåíèå S =

⋃
u∈Dh−1

Su � ïîäìíîæåñòâî îäíîé èç äîëåé ãðàôà G, è ïîýòîìó
ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â G. Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî
M ∪ S ïîðîæäàåò çàïðåùåííîå äåðåâî Th,d. Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå ïðèâîäèò
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íàñ ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî â G åñòü âåðøèíà, ñòåïåíü êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò
c(h, d).

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ëåñà F , êëàññ Free(C4, F ) ∩ B ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå
÷åì ôàêòîðèàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ëåñ F ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåí-
íûì ïîäãðàôîì äåðåâà Th,d, äëÿ íåêîòîðûõ h ≥ 1 è d ≥ 2. Î÷åâèäíî, ÷òî
äëÿ òàêèõ h è d êëàññ Free(C4, F )∩B ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì Free(C4, Th,d)∩B.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü âåðõíþþ
ôàêòîðèàëüíóþ îöåíêó ÷èñëà n-âåðøèííûõ ãðàôîâ â êëàññå Free(C4, Th,d)∩B.

Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîì n-âåðøèííîì ãðàôå èç íàñëåäñòâåííî-
ãî êëàññà Free(C4, Th,d) ∩ B ÷èñëî ðåáåð íå ïðåâîñõîäèò cn, ãäå c = c(h, d).
Ïîýòîìó ÷èñëî n-âåðøèííûõ ãðàôîâ â ýòîì êëàññå íå ïðåâîñõîäèò

cn∑
i=0

((
n
2

)
i

)
≤

cn∑
i=0

n2i ≤ cn2cn+1 + 1 ≤ ndn,

ãäå d � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò n. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2. Õîðäàëüíûå äâóäîëüíûå ãðàôû

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðåëè êëàññ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, ó êî-
òîðûõ çàïðåùåí öèêë C4, íî äîïóñêàþòñÿ ëþáûå äðóãèå ïîðîæäåííûå öèêëû
÷åòíîé äëèíû: C6, C8, C10, . . .. Ðàññìîòðèì òåïåðü êëàññ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ,
ó êîòîðûõ C4 ðàçðåøåí, à âñå îñòàëüíûå öèêëû çàïðåùåíû, òî åñòü êëàññ
CB = Free(C6, C8, C10, . . .) ∩ B. Ýòî êëàññ òàê íàçûâàåìûõ õîðäàëüíûõ äâó-
äîëüíûõ ãðàôîâ. Èçâåñòíî [7], ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ñôåðõôàêòîðèàëüíûì. Çàìå-
òèì, ÷òî åñëè â êëàññå õîðäàëüíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ çàïðåòèòü ïîðîæäåí-
íûé öèêë C4 = K2,2, òî ìû ïîëó÷èì êëàññ ëåñîâ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ôàêòî-
ðèàëüíûì. Åùå îäíèì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ýòîãî
ôàêòà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ñ íå ìåíåå ÷åì 3
âåðøèíàìè. À èìåííî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðèâîäèìàÿ çäåñü áåç
äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ p, q òàêèõ, ÷òî p + q ≥ 3, êëàññ
Free(Kp,q) ∩ CB ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì.
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Î ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ Â ÁÀÇÈÑÀÕ,
ÑÎÄÅÐÆÀÙÈÕ ÊÎÍÑÒÀÍÒÓ 1 È ÔÓÍÊÖÈÞ

ÂÈÄÀ x1(x2 ⊕ x3 ⊕ c)

Ä.Ì. Êëÿí÷èíà (Ïåíçà)

Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ [1] â ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå B, ñîäåðæàùåì êîí-
ñòàíòó 1 è ôóíêöèþ âèäà x1(x2 ⊕ x3 ⊕ c) (c ∈ {0, 1}). Ñ÷èòàåì, ÷òî ñõåìà
ðåàëèçóåò áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) (n ≥ 1), åñëè ïðè ïîñòóïëåíèè íà
âõîäû ñõåìû äâîè÷íîãî íàáîðà ã = (a1, . . . , an) ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíî-
ñòåé íà âûõîäå ñõåìû ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå f(ã). Äîïóñòèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû
ñõåìû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñ âåðîÿòíîñòüþ ε (0 < ε < 1/2) ïåðåõîäÿò
â íåèñïðàâíûå ñîñòîÿíèÿ òèïà 0 íà âûõîäàõ. Ýòè íåèñïðàâíîñòè õàðàêòåðè-
çóþòñÿ òåì, ÷òî â èñïðàâíîì ñîñòîÿíèè ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò ðåàëèçóåò
ïðèïèñàííóþ åìó áóëåâó ôóíêöèþ, à â íåèñïðàâíîì � êîíñòàíòó 0.

Ïóñòü Pf̄(ã)(S, ã) � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ f̄(ã) íà âûõîäå ñõåìû S, ðåà-
ëèçóþùåé áóëåâó ôóíêöèþ f(x̃), ïðè âõîäíîì íàáîðå ã. Íåíàäåæíîñòü P (S)
ñõåìû S îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë Pf̄(ã)(S, ã) ïðè âñåâîçìîæ-
íûõ âõîäíûõ íàáîðàõ ã. Íàäåæíîñòü ñõåìû S ðàâíà 1− P (S).

Äàëåå äîêàæåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ áàçèñàõ âñå áóëåâû ôóíêöèè ìîæ-
íî ðåàëèçîâàòü ñõåìàìè, êîòîðûå ôóíêöèîíèðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ, íå áîëü-
øå 2ε + 149ε2 ïðè ε ∈ (0, 1/960], â òî âðåìÿ êàê â òåõ æå áàçèñàõ ïðè èí-
âåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ [3] � íå áîëüøå 3ε+293ε2 ïðè
ε ∈ (0, 1/960].
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1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Â ðàáîòå [2] ââåäåíî ìíîæåñòâîG1 �ôóíêöèé âèäà xσ1
1 xσ2

2 ∨xσ1
1 xσ3

3 ∨xσ2
2 xσ3

3 ,
σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fσ ôóíêöèþ f , åñëè σ = 1 è ôóíêöèþ f̄ , åñëè σ = 0;
ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ fσ (σ ∈ {0, 1}), áóäåì îáîçíà÷àòü Sσ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ g ∈ G1 (ò. å. ôóíêöèÿ g èìååò âèä xσ1
1 xσ2

2 ∨xσ1
1 xσ3

3 ∨xσ2
2 xσ3

3 ,
σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}), à ñõåìà Sg ðåàëèçóåò ôóíêöèþ g. Âîçüìåì ñõåìû
Sσi , ðåàëèçóþùèå ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè fσi , i ∈ {1, 2, 3}. Ñîåäèíèì âûõîä
ñõåìû Sσi ñ i-ì âõîäîì ñõåìû Sg (i ∈ {1, 2, 3}), ïîñòðîåííóþ ñõåìó îáîçíà÷èì
Φ(S1, S0). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñõåìà Φ(S1, S0) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f .
Äàëåå ñõåìó S1 áóäåì îáîçíà÷àòü S.

Îïåðàöèÿ Φ ïî ñõåìàì S è S0, ðåàëèçóþùèì áóëåâû ôóíêöèè f è f̄ ñî-
îòâåòñòâåííî, ñòðîèò ñõåìó Φ(S, S0), ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ f . Ðåçóëüòàò n-
êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ (n ∈ N) îïåðàöèè Φ ê ñõåìàì S1 è S0 áóäåì îáîçíà÷àòü
Φn(S, S0). Ïðèìåíåíèå îïåðàöèè Φ ê íåêîòîðûì ñõåìàì S è S0 ïðè íåêîòîðûõ
óñëîâèÿõ íà èõ íåíàäåæíîñòè P (S) è P (S0) ïðèâîäèò ê ñõåìàì, èìåþùèì áî-
ëåå âûñîêóþ íàäåæíîñòü, ÷åì èñõîäíàÿ ñõåìà S. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà îïåðàöèÿ
Φ ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê ñõåìàì S (ò. å. êîãäà âñå ÷èñëà σi = 1), ðåçóëüòàò åå
ïðèìåíåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü Φ(S). Åñëè æå îïåðàöèÿ Φ ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî
ê ñõåìàì S0 (ò. å. êîãäà âñå ÷èñëà σi = 0), ðåçóëüòàò åå ïðèìåíåíèÿ áóäåì
îáîçíà÷àòü Φ(S0).

Ëåììà 1 [1]. Äîïóñòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçî-
âàòü ñõåìîé S ñ íåíàäåæíîñòüþ íå áîëüøå p (p ≤ 1/2). Ïóñòü Sg � ñõå-
ìà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ g ∈ G1 ñ íåíàäåæíîñòüþ P (Sg) (P (Sg) ≤ 1/2),
ïðè÷åì v0 è v1 � âåðîÿòíîñòè îøèáîê ñõåìû Sg íà íàáîðàõ (σ1, σ2, σ3)
è (σ̄1, σ̄2, σ̄3) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñõåìà Φ(S, S0) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f
ñ íåíàäåæíîñòüþ P (Φ(S, S0)) ≤ max{v0, v1}+ 3pP (Sg) + 3p2.

Ëåììà 2 [2]. Ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé
S, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960] âåðíî íåðàâåíñòâî P (S) ≤ 5, 2ε.

Ïóñòü Ψ � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, êîíãðóýíòíûõ îäíîé èç ôóíêöèé xσ1
1 xσ2

2 ,
xσ1

1 xσ2
2 xσ3

3 , xσ1
1 (xσ2

2 xσ3
3 ∨ xσ̄2

2 xσ̄3
3 ), xσ1

1 (xσ2
2 ∨ xσ3

3 ), σ1, σ2, σ3 ∈ {0, 1}.
Ëåììà 3 [3]. Ïóñòü φ ∈ Ψ. Òîãäà ïîäñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ èç φ ìîæíî

ïîëó÷èòü ôóíêöèþ xa
1x

b
2 (a, b ∈ {0, 1}).

Ëåììà 4 [4]. Ïóñòü ñõåìà Sϕ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ ϕ = xa1
1 x

a2
2 ⊕ xa3

3

(ai ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}) ñ íåíàäåæíîñòüþ P (Sϕ), ïðè÷åì w0, w1 � âåðîÿòíî-
ñòè îøèáîê ñõåìû Sϕ íà íàáîðàõ (ā1, ā2, 0), (ā1, ā2, 1). Òîãäà ìîæíî ïîñòðî-
èòü ñõåìó Sg, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ g(x1, x2, x3) = (x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3)a3 ,
òàêóþ, ÷òî P (Sg) ≤ P (Sϕ) + 2p⊕ (p⊕ = max{P (S1), P (S2)}, S1 � ëþáàÿ ñõå-
ìà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ x1 ⊕ x2, S2 � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ x1 ⊕ x2 ⊕ 1 â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå), à äëÿ âåðîÿòíîñòåé îøèáîê
v1 è v0 ñõåìû Sg íà íàáîðàõ (0, 0, 0) è (1, 1, 1) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:
v1, v0 ≤ max{w0, w1}+ 2p2

⊕.
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2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ B ñîäåðæèò êîíñòàíòó 1 è
ôóíêöèþ, êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè âèäà ψ = x1(x2 ⊕ x3 ⊕ c) (c ∈ {0, 1}). Òî-
ãäà ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ f â áàçèñå B ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé
ñõåìîé C, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960] âåðíî íåðàâåíñòâî P (C) ≤ 2ε+ 149ε2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîëíûé áàçèñ B ñîäåðæèò êîíñòàíòó 1 è ôóíê-
öèþ, êîíãðóýíòíóþ ôóíêöèè âèäà ψ(x1, x2, x3) = x1(x2 ⊕ x3 ⊕ c) (c ∈ {0, 1}).
Ê ôóíêöèè ψ = x1(x2 ⊕ x3 ⊕ c) (c ∈ {0, 1}) ïðèìåíèìà ëåììà 3, ïî êîòî-
ðîé èç ôóíêöèè ψ ∈ Ψ ïîäñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíê-
öèþ ϕ′(z1, z2) = za

1z
b
2(a, b ∈ {0, 1}). Íåêîòîðóþ ôóíêöèþ φ(x1, x2, x3) âèäà

φ(x1, x2, x3) = xc1
1 x

c2
2 ⊕ xc3

3 (c1, c2, c3 ∈ {0, 1}) ðåàëèçóåì ñõåìîé A ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Ïðîìîäåëèðóåì ôîðìóëó ψ(1, ϕ′(z1, z2), x3) è ïîñòðîèì ñõåìó A èç òðåõ
ýëåìåíòîâ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ψ(1, ϕ′(z1, z2), x3) = za

1z
b
2⊕x3⊕ c = za

1z
b
2⊕xc̄

3,
ò. å. c1 = a, c2 = b, c3 = c̄. Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè îøèáîê w0 íà íàáîðå (ā, b̄, 0)
è w1 íà íàáîðå (ā, b̄, 1) íà âûõîäå ñõåìû A. Ïîëó÷èì w0 ≤ 2ε è w1 = 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, max{w0, w1} ≤ 2ε.

Ïî óñëîâèþ B � ïîëíûé áàçèñ, ñëåäîâàòåëüíî, (x1⊕x2)ā, (x1⊕x3)b̄ ∈ [B].
Ïî ëåììå 2 ðåàëèçóåì ýòè ôóíêöèè òàêèìè ñõåìàìè S1 è S2 ñîîòâåòñòâåííî,
÷òî P (S1) ≤ 5, 2ε è P (S2) ≤ 5, 2ε ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960].

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

φ((x1 ⊕ x2)ā, (x1 ⊕ x3)b̄, x1) = (x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3)c = g ∈ G1.

Ìîäåëèðóÿ ôîðìóëó φ((x1⊕x2)ā, (x1⊕x3)b̄, x1), ïîñòðîèì ñõåìó Sg, ðåàëèçóþ-
ùóþ ôóíêöèþ g ∈ G1. Î÷åâèäíî, ÷òî P (Sg) ≤ 2ε+2 ·5, 2ε = 12, 4ε. Ñ ïîìîùüþ
ëåììû 3 îöåíèì âåðîÿòíîñòè îøèáîê v0 è v1 ñõåìû Sg íà íàáîðàõ (0, 0, 0) è
(1, 1, 1) ñîîòâåòñòâåííî: v0, v1 ≤ max{w0, w1}+2p2

⊕ ≤ 2ε+2(5, 2ε)2 ≤ 2ε+54, 1ε2.
Ïî ëåììå 2 ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé

S ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S) ≤ 5, 2ε ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960].
1. Åñëè c = 1, òî âîçüìåì òðè ýêçåìïëÿðà ñõåìû S, ðåàëèçóþùåé ôóíê-

öèþ f . Èñïîëüçóÿ òðè ýêçåìïëÿðà ñõåìû S è ñõåìó Sg, ïîñòðîèì ñõåìó Φ(S),
êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f . Îöåíèì íåíàäåæíîñòü ñõåìû Φ(S), èñïîëüçóÿ
ëåììó 1 è ïîëàãàÿ p = 5, 2ε. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

P (Φ(S)) ≤ max{v0, v1}+ 3pP (Sg) + 3p2 ≤
≤ 2ε+ 54, 1ε2 + 3(5, 2ε) · 12, 4ε+ 3(5, 2ε)2 ≤ 2ε+ 328, 66ε2 ≤ 2, 34ε

ïðè ε ∈ (0, 1/960].
Ïî ñõåìå Φ(S) ïîñòðîèì ñõåìó Φ2(S). Ïî ëåììå 1 îöåíèì íåíàäåæíîñòü

ñõåìû Φ2(S). Ïîëó÷èì

P (Φ2(S)) ≤ 2ε+ 54, 1ε2 + 3(2, 34ε) · 12, 4ε+ 3(2, 34ε)2 ≤ 2ε+ 157, 58ε2 ≤ 2, 16ε

ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960].
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Ïî ñõåìå Φ2(S) ïîñòðîèì ñõåìó Φ3(S). Ïî ëåììå 1 îöåíèì íåíàäåæíîñòü
ñõåìû Φ3(S). Ïîëó÷èì

P (Φ3(S)) ≤ 2ε+ 54, 1ε2 + 3(2, 16ε) · 12, 4ε+ 3(2, 16ε)2 ≤ 2ε+ 149ε2.

Ñõåìà Φ3(S) = C � èñêîìàÿ.
2. Åñëè c = 0, òî âîçüìåì òðè ýêçåìïëÿðà ñõåìû S0, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ

f̄ . Èñïîëüçóÿ òðè ýêçåìïëÿðà ñõåìû S0 è ñõåìó Sg, ïîñòðîèì ñõåìó Φ(S0),
êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f . Îöåíèì íåíàäåæíîñòü ñõåìû Φ(S0), èñïîëüçóÿ
ëåììó 1. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

P (Φ(S0)) ≤ max{v0, v1}+ 3pP (Sg) + 3p2 ≤
≤ 2ε+ 54, 1ε2 + 3(5, 2ε) · 12, 4ε+ 3(5, 2ε)2 ≤ 2ε+ 328, 66ε2 ≤ 2, 34ε

ïðè ε ∈ (0, 1/960].
Ïî ñõåìå Φ(S0) ïîñòðîèì ñõåìó Φ2(S0). Ïî ëåììå 1 îöåíèì íåíàäåæíîñòü

ñõåìû Φ2(S0). Ïîëó÷èì

P (Φ2(S0)) ≤ 2ε+ 54, 1ε2 + 3(2, 34ε) · 12, 4ε+ 3(2, 34ε)2 ≤ 2ε+ 157, 58ε2 ≤ 2, 16ε

ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960].
Ïî ñõåìå Φ2(S0) ïîñòðîèì ñõåìó Φ3(S0). Ïî ëåììå 1 îöåíèì íåíàäåæíîñòü

ñõåìû Φ3(S0). Ïîëó÷èì

P (Φ3(S0)) ≤ 2ε+ 54, 1ε2 + 3(2, 16ε) · 12, 4ε+ 3(2, 16ε)2 ≤ 2ε+ 149ε2.

Ñõåìà Φ3(S0) = C � èñêîìàÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, íîìåð ïðîåêòà 11-

01-00212à.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Àëåõèíà Ì. À. Ñèíòåç àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïî íàäåæíîñòè
ñõåì (ìîíîãðàôèÿ). � Ïåíçà: èíôîðìàö.-èçäàò. öåíòð ÏÃÓ, 2006. �
156 ñ.

2. Àëåõèíà Ì. À., Âàñèí À. Â. Î íàäåæíîñòè ñõåì â áàçèñàõ, ñîäåðæàùèõ
ôóíêöèè íå áîëåå ÷åì òðåõ ïåðåìåííûõ // Ó÷åíûå çàïèñêè Êàçàíñêî-
ãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ "Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íà-
óêè". � 2009. � Ò. 151, âûï. 2. �Ñ. 25�35.

3. Âàñèí À. Â. Àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû â ïîë-
íûõ áàçèñàõ èç òðåõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ. � Äèññ. ... êàíäèäàòà ôèç.-
ìàò. íàóê. � Ïåíçà, 2010. � 100 ñ.

4. Àëåõèíà Ì. À., Êëÿí÷èíà Ä. Ì. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè áó-
ëåâûõ ôóíêöèé àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ñõåìàìè ñ òðèâèàëüíîé
îöåíêîé íåíàäåæíîñòè // Òðóäû ìåæäóíàðîäíîãî ñèìïîçèóìà "Íà-
ä¼æíîñòü è êà÷åñòâî, 2010" (Ïåíçà, 24�31 ìàÿ 2010 ã.). � Ïåíçà: ÈÈÖ
ÏÃÓ, 2010. � Òîì 1. �Ñ. 229�232.

36



Î ÑÈÍÒÅÇÅ ÑÕÅÌ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ØÈÐÈÍÛ

Â.À. Êîíîâîäîâ (Ìîñêâà)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [5]) ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì áàçèñå Á. Ïîä ñëîæíîñòüþ LÁ(S) ñõåìû S â áàçèñå Á
ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â íåé. Ñëîæíîñòü ôóíêöèè àë-
ãåáðû ëîãèêè f, ò. å. ìèíèìàëüíóþ èç ñëîæíîñòåé ðåàëèçóþùèõ åå ñõåì, áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç LÁ(f), ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñõåìó áóäåì íàçûâàòü ìè-
íèìàëüíîé. Â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî áàçèñà Á0, ñîñòîÿùåãî èç ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ &, ∨, è ¬, ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèè x1 ·x2, x1∨x2 è x̄1 ñîîòâåòñòâåííî,
èíäåêñ Á0 áóäåò îïóñêàòüñÿ. Ïðè ýòîì, êàê îáû÷íî, ôîðìóëàìè íàçûâàþòñÿ
òå îäíîâûõîäíûå ñõåìû, ó êîòîðûõ âûõîä ëþáîãî ýëåìåíòà ëèáî ïîñòóïàåò íà
âõîä îäíîãî (äðóãîãî) ýëåìåíòà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñõåìû.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñõåìû ñ t, t ∈ {1, 2, . . .}, ðåãèñòðàìè. Ïóñòü Σ � ñõå-
ìà èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñëîæíîñòè L, âñå åå ýëåìåíòû çàíóìåðî-
âàíû ÷èñëàìè îò 1 äî L, è êàæäîìó ýëåìåíòó ïðèïèñàí ñèìâîë èç ìíîæå-
ñòâà R = {r1, . . . , rt}. Ýòî ïðèïèñûâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèè â êàæäîì ýëåìåíòå çàïèñûâàåòñÿ â íåêîòîðûé ðåãèñòð ñ èìåíåì,
êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ïðèïèñàííûì ýòîìó ýëåìåíòó ñèìâîëîì. Ïðè ýòîì êàæ-
äûé ýëåìåíò áåðåò â êà÷åñòâå âõîäíûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ
áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, ïîäàþùèåñÿ åìó íà âõîä, è çíà÷åíèÿ èç ðåãèñòðîâ, ïðè-
ïèñàííûõ ýëåìåíòàì, âûõîäû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ åãî âõîäàìè. ½Ñðàáàòûâàíèÿ“
ýëåìåíòîâ ïðîèñõîäÿò â ïîðÿäêå èõ íóìåðàöèè. Ýëåìåíò ñ íîìåðîì L ÿâëÿåò-
ñÿ âûõîäîì ñõåìû, è ðåçóëüòàò îïåðàöèè â íåì òàêæå çàïèñûâàåòñÿ â îäèí èç
ðåãèñòðîâ (âîçìîæíî, èñïîëüçîâàííûé ðàíåå), êîòîðûé îáúÿâëÿåòñÿ âûõîä-
íûì. Äëÿ êîððåêòíîñòè ýòîé ïðîöåäóðû íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ
óñëîâèé äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà E ñõåìû Σ:

1. Âñå ýëåìåíòû, âûõîäû êîòîðûõ ïîäàþòñÿ íà âõîä E , èìåþò ðàçíûå ïðè-
ïèñàííûå ñèìâîëû èç R.

2. E èìååò íîìåð áîëüøèé, ÷åì òå ýëåìåíòû, âûõîäû êîòîðûõ ïîäàþòñÿ íà
åãî âõîä.

3. Åñëè íà âõîä ýëåìåíòà E ñ íîìåðîì j, j ∈ [2, L], ïîäàåòñÿ âûõîä ýëåìåíòà
E ′ ñ íîìåðîì i, i ∈ [1, j − 1], è ïðèïèñàííûì ðåãèñòðîì r, r ∈ R, òî
ýëåìåíòàì ñ íîìåðàìè èç èíòåðâàëà (i, j) ðåãèñòð r íå ïðèïèñàí.

Áîëåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå è ôîðìàëüíîå ïîñòðîåíèå ñõåì ñ t ðåãèñòðàìè ïðè-
âîäèòñÿ â [2].

Äëÿ ñõåìû Σ ñ t, t ∈ {1, 2, . . .}, ðåãèñòðàìè ÷èñëî t áóäåì íàçûâàòü øèðè-
íîé ñõåìû Σ.1 Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè f è äëÿ ëþáîãî t,
t ∈ {1, 2, . . .}, îïðåäåëèì ñëîæíîñòü L(t)

Á
(f) ôóíêöèè f êàê ìèíèìàëüíóþ èç

1Â ðàáîòå [2] âåëè÷èíà t íàçûâàåòñÿ òîëùèíîé ñõåìû.
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ñëîæíîñòåé òåõ ðåàëèçóþùèõ å¼ ñõåì â áàçèñå Á, øèðèíà êîòîðûõ íå ïðåâîñ-
õîäèò t.

Â ðàáîòå [3] ðàññìàòðèâàëèñü ñõåìû øèðèíû 1 � ëèíåéíûå ñóïåðïîçèöèè.
Â îòëè÷èå îò íèõ, ëþáàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ñõåìîé øèðè-
íû 2 (ñì., íàïðèìåð, [4, Ãë. 2, � 4]). Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ Øåííîíà
(ò. å. ñëîæíîñòü ñàìîé ñëîæíîé ôóíêöèè) äëÿ êëàññà ñõåì ïðîèçâîëüíîé êîí-
ñòàíòíîé øèðèíû t, t > 3, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà cÁ 2n

log2 n , ãäå cÁ � êîíñòàíòà,
çàâèñÿùàÿ îò áàçèñà. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñõåìû îãðàíè÷åííîé
øèðèíû â áàçèñàõ Á0 è {&,∨} è èññëåäóåòñÿ ñóùåñòâåííîñòü îñëàáëåíèÿ îãðà-
íè÷åíèÿ íà øèðèíó ñõåìû ñ 2 äî 3. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îãðàíè÷åíèå øèðèíû
äî 2 ìîæåò ìåíÿòü ñëîæíîñòü îòäåëüíûõ ôóíêöèé ïî ïîðÿäêó ïî ñðàâíå-
íèþ ñ îãðàíè÷åíèåì øèðèíû äî 3. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ñõåì îãðàíè÷åííîé
øèðèíû, ÿâëÿþùèõñÿ îïòèìàëüíûìè â ñõåìàõ áåç îãðàíè÷åíèé. Êðîìå òîãî,
ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ ñòðóêòóðà ìèíèìàëüíûõ ñõåì øèðèíû 2.

Ñõåìû ñ äâóìÿ ðåãèñòðàìè

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè, äîïóñêàþùèå îïòèìàëüíóþ ðåàëèçà-
öèþ â êëàññå ñõåì øèðèíû 2, à èìåííî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ln = x1 ⊕ . . . ⊕ xn

è å¼ îòðèöàíèå â êëàññå ñõåì íàä Á0.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî n, n > 2, ñïðàâåäëèâî:

L(2)(ln) = L(2)(l̄n) = 4n− 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íèæíÿÿ îöåíêà ñëåäóåò èç íèæíåé îöåíêè â êëàññå
ñõåì áåç îãðàíè÷åíèé [7]. Âåðõíÿÿ îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì îïòè-
ìàëüíûõ ñõåì. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí ñóììàòîð ïîðÿäêà 2 ñ ðàñïðåäåëåíèåì ðåãè-
ñòðîâ è íóìåðàöèåé âåðøèí. Èñïîëüçóÿ ñóïåðïîçèöèþ òàêèõ áëîêîâ (è àíàëî-
ãè÷íûõ äëÿ l̄n), åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ ñõåìû äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé
ñ óêàçàííîé ñëîæíîñòüþ.

Ðèñ. 1: Îñíîâíîé áëîê äëÿ ln.
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Ëåììà 1. Ïóñòü Σ � ñõåìà èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå Á0

ñ äâóìÿ ðåãèñòðàìè, ÿâëÿþùàÿñÿ ìèíèìàëüíîé äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè àë-
ãåáðû ëîãèêè f. Òîãäà ÷èñëî èñõîäÿùèõ äóã ó ëþáîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ýëå-
ìåíòà ñõåìû Σ íå ïðåâîñõîäèò 2.

Íà îñíîâå ýòîé ëåììû ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñõåìà øèðèíû 2 â áàçèñå
{&,∨} èëè â áàçèñå Á0, ÿâëÿþùàÿñÿ ìèíèìàëüíîé äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïü èç ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ áëîêîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ ìîæåò áûòü îäíèì èç áëîêîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 2, ñ òî÷íîñòüþ
äî çàìåíû èìåí ðåãèñòðîâ è ñäâèãà íóìåðàöèè.

Ðèñ. 2: Áëîêè ñõåì øèðèíû 2.

Æèðíûìè òî÷êàìè íà ðèñóíêå ïîêàçàíû âõîäû áëîêîâ, ïîäñîåäèíÿåìûå
ê âõîäàì ñõåìû, z è w � âõîä è âûõîä áëîêà ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç êîòîðûå
áëîêè ñîåäèíÿþòñÿ â öåïü, îíè ìîãóò ÿâëÿòüñÿ âõîäîì èëè âûõîäîì ñõåìû
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì äëÿ ïåðâîãî áëîêà ñëåâà m > 0, s > 1, p > 1, äëÿ
âòîðîãî áëîêà � m > 1, s > 1, p > 1, à äëÿ ïîñëåäíåãî � m > 1. Â ñëó÷àå
ñòàíäàðòíîãî áàçèñà îáùèé âèä áëîêîâ èçìåíèòñÿ òîëüêî óäàëåíèåì íåêîòî-
ðûõ âõîäîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ.

Íè ñõåìû øèðèíû 1, íè ôîðìóëû íå ìîãóò èìåòü â êà÷åñòâå ïîäñõåì ïåð-
âûå äâà áëîêà íà ðèñ. 2. Òàêîãî âèäà ïîäñõåìû ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü ñëîæ-
íîñòü ìíîãèõ ôóíêöèé ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ ñëîæíîñòüþ â êëàññå ôîðìóë, ïðè-
ìåðîì ýòîìó ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå 1. Îäíàêî, îãðàíè÷åíèå øèðèíû ñõåìû äî
2 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíûì, ÷òî ïîäòâåðæäàþò ðàññóæäåíèÿ íèæå.
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Ñëîæíîñòü ìîíîòîííîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ñ ïîðîãîì 2
è äåøèôðàòîðà

Ðàññìîòðèì ìîíîòîííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñ ïîðîãîì 2:

sn(x1, . . . , xn) =
∨

16i<j6n

xixj .

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ýòîé ôóíêöèè â êëàññå ñõåì
èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå {&,∨} áåç îãðàíè÷åíèé àñèìïòîòè÷å-
ñêè ðàâíà 2n. Êðîìå òîãî, â [4] óñòàíîâëåíî, ÷òî â êëàññå π-ñõåì ñëîæíîñòü
ýòîé ôóíêöèè àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà n log2 n.

Òåîðåìà 1.
L

(2)
{&,∨}(sn) � n log2 n.

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ñõåìà øèðèíû
2 â áàçèñå {&,∨} äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f èìååò ñëîæíîñòü íå ìåíüøóþ, ÷åì
1
2L

Φ(f), ãäå LΦ(f) � ñëîæíîñòü ôóíêöèè f â êëàññå ôîðìóë.
Îñëàáëåíèå îãðàíè÷åíèÿ øèðèíû ñ 2 äî 3 ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ ëèíåéíîé

ñëîæíîñòè äëÿ ýòîé ôóíêöèè, ò. å. îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó.
Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî n, n > 2, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

L
(3)
{&,∨}(sn) 6 3n− 5.

Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ñõåìû, â êîòîðîé ýëåìåíòû
ñ íîìåðàìè 1, 4, 7, 10, . . . , 3n − 5 ðåàëèçóþò ôóíêöèè s2, s3, s4, s5, . . . , sn ñîîò-
âåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå êîíñòðóêöèè, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå
[1], çäåñü íåâîçìîæíî, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõåìà íå ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé
êîíñòàíòíîé øèðèíû.

Ñèñòåìà ôóíêöèéQn, Qn = {x̄1 · · · x̄n−1x̄n, x̄1 · · · x̄n−1xn, . . . , x1 · · ·xn−1xn},
ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ðàíãà n, íàçûâàåòñÿ äåøèôðà-
òîðîì ïîðÿäêà n. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [5]), ÷òî åãî ñëîæíîñòü2 â êëàññå
ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå áåç îãðàíè÷åíèé
àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 2n. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå øèðèíû äî 3 íå
èçìåíèò ýòó àñèìïòîòèêó3.

Òåîðåìà 2.
L(3)(Qn) ∼ 2n.

Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè ðàçáèåíèé áóëå-
âà êóáà íà ðåãóëÿðíûå êîìïîíåíòû [6]. Ñ ïîìîùüþ óñëîæíåíèÿ ïðèìåíÿåìîãî
ìåòîäà ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ îöåíêó.

2Ïîä ñëîæíîñòüþ ñèñòåìû ôóíêöèè F ïîíèìàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü ñõåìû ñ |F |
âûõîäàìè, ðåàëèçóþùåé ñèñòåìó F.

3Â ñõåìàõ îãðàíè÷åííîé øèðèíû ñ m, m > 1, âûõîäàìè âûäåëåíû m ýëåìåíòîâ E1, . . . , Em

è èìåþòñÿ m äîïîëíèòåëüíûõ âûõîäíûõ ðåãèñòðîâ r′
1, . . . , r′

m /∈ R. Ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ Ei,
i = 1, . . . , m, â ðåãèñòð r′

i çàïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå èç ðåãèñòðà, ïðèïèñàííîãî ýëåìåíòó Ei.
Êðîìå òîãî, çíà÷åíèÿ â âûõîäíûõ ðåãèñòðàõ íå ìîãóò ïîäàâàòüñÿ íà âõîäû ýëåìåíòîâ ñõåìû.
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Óòâåðæäåíèå 3.
L(2)(Qn) = O(2n).
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ÍÀÄÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÊËÀÑÑÎÂ
ÊÂÀÇÈÑÀÌÎÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Â.Á. Ëàðèîíîâ, Â.Ñ. Ôåäîðîâà (Ìîñêâà)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ek ìíîæåñòâî {0, 1, . . . , k− 1}. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèåé k-çíà÷íîé ëîãèêè (k > 2), åñëè îíà îïðåäåëåíà íà En

k è âñå
åå çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò Ek.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè îáîçíà÷èì Pk. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A èç Pk

÷åðåç [A] áóäåì îáîçíà÷àòü çàìûêàíèå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè
(äëÿ ôóíêöèé äàëåå âåçäå áóäåò èäòè ðå÷ü èìåííî îá ýòîì òèïå çàìûêàíèÿ).

ßíîâûì è Ìó÷íèêîì â [7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè k > 3 ìíîæåñòâî âñåõ çà-
ìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé èç Pk èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì. Â ñâÿçè ñ ýòèì
îñîáåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå èìåííî ôðàãìåíòîâ ðåøåòêè çà-
ìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé èç Pk.
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Äëÿ äàííîãî êëàññà A íàäñòðóêòóðîé áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî êëàññîâ,
ñòðîãî ñîäåðæàùèõ êëàññ A.

Ðàíåå àâòîðàìè áûëà ïîëíîñòüþ îïèñàíà íàäñòðóêòóðà çàìêíóòûõ êëàññîâ
ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé [3], êîòîðûå ïî ñâîèì ñâîéñòâàì áëèçêè ê ïðåä-
ïîëíûì êëàññàì [5]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâîå ñåìåéñòâî êâàçè-
ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé è ñòðîèòñÿ èõ íàäñòðóêòóðà, êîíå÷íîñòü êîòîðîé
áûëà äîêàçàíà îäíèì èç àâòîðîâ â ðàáîòå [2].

Ïóñòü p(x1, . . . , xm) � íåêîòîðûé ïðåäèêàò, îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå
Em

k , f(y1, . . . , yn) � ôóíêöèÿ èç Pk. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ñîõðàíÿ-
åò ïðåäèêàò p, åñëè äëÿ ëþáûõ n íàáîðîâ ãi = (ai1, . . . , aim), i ∈ {1, . . . , n},
óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðåäèêàòó p, íàáîð f(a11, . . . , an1), . . . , f(a1m, . . . , anm) òàê-
æå óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó p. Ïî îïðåäåëåíèþ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîæäå-
ñòâåííî ëîæíûé ïðåäèêàò ñîõðàíÿåò ëþáàÿ ôóíêöèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pol(p) ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò p.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé A ÷åðåç InvA îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
ïðåäèêàòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîõðàíÿåò ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç A.

Íà ìíîæåñòâå ïðåäèêàòîâ ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè: îòîæäåñòâëåíèå
ïåðåìåííûõ, êîíúþíêöèÿ, äîáàâëåíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî êàêîé-ëèáî
ïåðåìåííîé (ïðîåêöèÿ). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà ïðåäèêàòîâ P ÷åðåç [P ]
áóäåì îáîçíà÷àòü åãî çàìûêàíèå îòíîñèòåëüíî óêàçàííûõ îïåðàöèé. Ïîäðîá-
íîå îïðåäåëåíèå ýòèõ îïåðàöèé ìîæíî íàéòè â [1] è [4].

Ëåììà 1 [1]. Åñëè p1 ∈ [p2], òî Pol(p2) ⊆ Pol(p1).

Ëåììà 2 [6]. Ïóñòü p = p1& . . . ,&pm, ãäå ïðåäèêàòû p1, . . . , pm íå èìåþò
îáùèõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà

Polp =
m⋂

i=1

Polpi.

Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëüíûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà Ek, èìåþùèå ðàâ-
íóþ ìîùíîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç FAB ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà A âî ìíîæåñòâî B, à ÷åðåç Fk � îáúåäè-
íåíèå ìíîæåñòâ FAB äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïàð ïîäìíîæåñòâ A è B óêàçàííîãî
âèäà. Äëÿ f ∈ FAB îáîçíà÷èì Df = A, Tf = A

⋃
B.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ Fk îáîçíà÷èì ÷åðåç Rf (x1, x2) ïðå-
äèêàò, èñòèííûé íà âñåõ ïàðàõ (a, f(a)), ãäå a ∈ Df , è òîëüêî íà íèõ.

Çàìêíóòûå êëàññû ôóíêöèé Sf = Pol(Rf ), ãäå f ∈ Fk, Df ⊆ Ek, áóäåì
íàçûâàòü êëàññàìè êâàçèñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé, à ñàìè ôóíêöèè, âõî-
äÿùèå â óêàçàííûå êëàññû, � êâàçèñàìîäâîéñòâåííûìè ôóíêöèÿìè.

Îòìåòèì, ÷òî, åñëè â ïîñëåäíåì îïðåäåëåíèè ïîëîæèòü Df = Ek, ìû ïîëó-
÷èì îïðåäåëåíèå ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé [5], à åñëè f(a) = a äëÿ ëþáîãî
a ∈ Df è Df ⊂ Ek, òî Sf � ïðåäïîëíûé öåíòðàëüíûé êëàññ [6].

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ Fk îáîçíà÷èì ÷åðåç L1(f) ìíîæå-
ñòâî ýëåìåíòîâ a ∈ Ek òàêèõ, ÷òî a ∈ Df , è ñóùåñòâóåò ÷èñëî n òàêîå, ÷òî
ñïðàâåäëèâî fn(a) = a. Ïóñòü L2(f) = Tf \ L1(f).
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Ïóñòü ïðåäèêàò p ðåàëèçóåòñÿ íàä {Rf} ôîðìóëîé F . Âåçäå äàëåå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî â ôîðìóëå F âûíåñåíû âïåðåä âñå êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ. Ñî-
ïîñòàâèì F îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G(F ) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ìåæäó
ìíîæåñòâîì âåðøèí G(F ) è ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ F (ó÷èòûâàåì è ñâî-
áîäíûå è ñâÿçàííûå) ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Âåðøè-
íó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåìåííîé x, ïîìåòèì ñèìâîëîì "x" , åñëè ïåðåìåííàÿ
x ñâîáîäíàÿ è "∃x" , åñëè ñâÿçàííàÿ, è áóäåì îáîçíà÷àòü vx. Â ãðàôå G(F )
åñòü îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî (vx, vy) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ôîðìóëå F
ñîäåðæèòñÿ çàïèñü Rf (y, x).

Îòìåòèì, ÷òî ïî ãðàôó ôîðìóëû G(F ) ôîðìóëà F ñ âûíåñåííûìè âïåðåä
êâàíòîðàìè ñóùåñòâîâàíèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ïóòåì èç âåðøèíû v1 â âåðøèíó v2 â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G áóäåì íà-
çûâàòü ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð âèäà {(v1, w1), (w1, w2), (w2, w3), . . . ,
(wm, v2)} (âåðøèíû è ðåáðà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ). Îðèåí-
òàöèÿ ðåáåð óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü ëþáàÿ. Çàìêíóòûì
ïóòåì íàçûâàåòñÿ ïóòü, â êîòîðîì ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò.
Ïðîñòûì öèêëîì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûé ïóòü, â êîòîðîì êàæäàÿ âåðøèíà
(êðîìå ïåðâîé è ïîñëåäíåé) âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Äëèíîé ïóòè
áóäåì íàçûâàòü ðàçíîñòü êîëè÷åñòâà ðåáåð, ïðîéäåííûõ â ïðÿìîì íàïðàâëå-
íèè, è êîëè÷åñòâà ðåáåð, ïðîéäåííûõ â îáðàòíîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç c(G) íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äëèí âñåõ ïðîñòûõ öèê-
ëîâ ãðàôà G. Åñëè â G íåò öèêëîâ, ïîëîæèì c(G) = 0.

Ëåììà 3 [3]. Ïóñòü â ñâÿçíîì îðãðàôå G èç âåðøèíû v â âåðøèíó w
ñóùåñòâóåò ïóòü äëèíû l. Òîãäà ëþáîé ïóòü èç âåðøèíû v â âåðøèíó w
èìååò äëèíó l + αc(G), ãäå α � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(v, w) ìèíèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ðàññòîÿíèå â ãðàôå G îò
âåðøèíû v äî âåðøèíû w.

Ïóñòü ñíîâà ïðåäèêàò p ðåàëèçóåòñÿ íàä {Rf} ôîðìóëîé F ñî ñâÿçíûì
ãðàôîì GF . Ïóñòü y1, . . . , yN � âñå ïåðåìåííûå ôîðìóëû F , ïåðâûå n èç êî-
òîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè (îáîçíà÷èì èõ x1, . . . , xn), d(vyi

, vyj
) = di,j . Äëÿ

ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû vy îáîçíà÷èì

dp(y) = max
w∈G(F )

d(vy, w), dn(y) = min
w∈G(F )

d(vy, w),

D(vy) = {a ∈ Ek : ∃fdp(y)(a), f−dn(y)(a)}.

Îáîçíà÷èì òàêæå ìíîæåñòâî Mc = {a ∈ Ek : fc(a) = a}. Äîêàæåì îñíîâíóþ
ëåììó, ÿâëÿþùóþñÿ îáîáùåíèåì ëåììû èç [3].

Ëåììà 4. Ïóñòü GF � ñâÿçíûé ãðàô. Òîãäà p(ã) = TRUE òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n} ñïðàâåäëèâî ai ∈ Mc(GF )

⋂
D(vxi),

aj = fdi,j (ai) äëÿ ëþáîãî j 6= i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàáîð ã òàêîâ, ÷òî p(ã) = TRUE. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî i ñïðàâåäëèâî ai /∈Mc(GF )

⋂
D(vxi

).
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Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ai ∈ L1(f). Åñëè â ãðàôå GF íåò öèêëîâ, òî
c(GF ) = 0, Mc(GF ) = Ek, îòêóäà ai ∈ Mc(GF ). Ïóñòü òåïåðü c(GF ) > 0. Ïî-
ñêîëüêó ãðàô GF ñâÿçíûé, òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé ïóòü L äëèíû c(GF ),
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó vxi

(ìû ìîæåì ïðîéòè â ãðàôå èç vxi
äî öèêëà,

ïðîéòè îäèí ðàç ïî öèêëó è âåðíóòüñÿ â vxi òåì æå ïóòåì). Èç p(ã) = TRUE
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò êîððåêòíûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû
F , ñîîòâåòñòâóþùèå êîòîðûì âåðøèíû ãðàôà GF âõîäÿò â L. Ñëåäîâàòåëüíî,
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ fc(GF )(ai) = ai, òî åñòü ai ∈Mc(GF ). Ïîëó÷àåì ïðîòèâî-
ðå÷èå.

Ïóñòü òåïåðü ai /∈ L1(f). Ïîñêîëüêó ai ∈ Tf , òî ai ∈ L2(f). Â ãðàôå GF èç
âåðøèíû vxi ñóùåñòâóåò ïóòü äëèíû dp(xi) (−dn(xi))) â íåêîòîðóþ âåðøèíó
w1 (ñîîòâåòñòâåííî, w2). Ïîñêîëüêó p(ã) = TRUE, òî ñóùåñòâóþò êîððåêòíûå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû F , ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì w1 è w2. Ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ fdp(y)(ai) è f−dn(y)(ai), îòêóäà ai ∈ D(vxi

).
Îïÿòü ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü îïÿòü p(a1, . . . , an) = TRUE. Ïî îïðåäåëåíèþ ìåæäó âåðøèíàìè
vxi

è vxj
ñóùåñòâóåò ïóòü äëèíû di,j . Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

ñîîòíîøåíèå aj = fdi,j (ai). Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Ïîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü íàáîð ã óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èç ôîð-

ìóëèðîâêè ëåììû. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ÷èñëî i ∈ {1, . . . , n} è îáîçíà÷èì
ai = b. Ïðèñâîèì êàæäîé ïåðåìåííîé yj ïðåäèêàòà p (ñâîáîäíîé è ñâÿçàííîé)
çíà÷åíèå, ðàâíîå fdi,j (b). Â ñèëó ai ∈ D(vxi) äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé íàéäåòñÿ
ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå. Ïîêàæåì äàëåå, ÷òî p(ã) = TRUE.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå âõîæäåíèå ñîìíîæèòåëÿ Rf (yj , yq) â ôîðìóëó
F , çàäàþùóþ ïðåäèêàò p íàä {Rf}. Ïåðåìåííûå yj è yq ïðèìóò ñîîòâåòñòâåí-
íî çíà÷åíèÿ aj = fdi,j (b) è aq = fdi,q (b). Ïî îïðåäåëåíèþ ãðàôà ôîðìóëû â
G(F ) ñóùåñòâóåò ðåáðî (vyq , vyj ). Çíà÷èò, â ãðàôå G(F ) ñóùåñòâóþò ïóòè îò
âåðøèíû vyi ê âåðøèíàì vyq è vyj ñ äëèíàìè ñîîòâåòñòâåííî di,q è di,j . Ñî-
ñòàâèì íîâûé ïóòü èç âåðøèíû vyi

â âåðøèíó vyj
÷åðåç vyq

äëèíû di,q + 1. Ïî
ëåììå 3 ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî α òàêîå, ÷òî di,j = di,q + 1 + αc(GF ).

Ñ ó÷åòîì ai ∈Mc(GF ) ïîëó÷àåì

aj = fdi,j (b) = fdi,q+1+αc(GF )(b) = fdi,q+1(b) = f(aq),

îòêóäà Rf (aj , aq) = TRUE. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íàáîð çíà÷åíèé, íà
êîòîðîì ïðîèçâîëüíî âçÿòûé ñîìíîæèòåëü â ôîðìóëå F èñòèíåí, îòêóäà
p(ã) = TRUE. Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Òåîðåìà. Íàäñòðóêòóðà ïðîèçâîëüíîãî êëàññà êâàçèñàìîäâîéñòâåííûõ
ôóíêöèé Sf ñîñòîèò òîëüêî èç êëàññîâ ñàìîäâîéñòâåííûõ, êâàçèñàìîäâîé-
ñòâåííûõ ôóíêöèé, èõ ïåðåñå÷åíèé è Pk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàññ A, ñîäåðæàùèé Sf .
Èç [1] èìååì InvA ⊆ InvSf = InvPolRf = [Rf , d], ãäå d(x1, x2) � äèàãîíàëü
(d(a, b) = TRUE òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b). Äëÿ ëþáîãî p ∈ InvA
ñïðàâåäëèâî p ∈ [Rf , d]. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó F , ðåàëèçóþùóþ ïðåäèêàò p
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íàä {Rf , d}. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âõîæäåíèÿ d(z1, z2) â F îòîæäåñòâèì ïåðå-
ìåííûå z1 è z2, ÷òî ïîçâîëèò âû÷åðêíóòü ñîìíîæèòåëü d(z1, z2). Â ðåçóëüòàòå
ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó F1, ðåàëèçóþùóþ ïðåäèêàò p1 íàä {Rf}. Èç [1] ñëåäóåò
Polp = Polp1.

Â ñèëó ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ïðåäèêàòà p ∈ [Rf ] êëàññ Polp ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ïåðå÷èñëåííûõ
â òåîðåìå.

Ïóñòü ñíîâà F � ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ p íàä {Rf}, GF � åå ãðàô. Ïðåä-
ïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî GF � ñâÿçíûé ãðàô.

Åñëè ìåñòíîñòü n ïðåäèêàòà p ðàâíà åäèíèöå, òî ïî ëåììå 4 ïîëó÷àåì
p(a) = TRUE òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ∈ T = Mc(GF )

⋂
D(vx). Åñëè

T = Ek èëè T = ∅, òî Polp = Pk, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Polp ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîë-
íûì öåíòðàëüíûì êëàññîì, ïðè ýòîì Polp = PolRf0 , ãäå f0 � òîæäåñòâåííàÿ
ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå T .

Ïóñòü òåïåðü n = 2. Ïî ëåììå 4 ïîëó÷àåì p(a, b) = TRUE òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà a ∈ T = Mc(GF )

⋂
D(vx) è b = fd(a). Åñëè T = Ek, òî Polp � êëàññ

ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé (èëè Pk, åñëè f � òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà),
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Polp � êëàññ êâàçèñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé.

Îñòàåòñÿ ñëó÷àé n > 2. Îáîçíà÷èì ïðåäèêàòû

pi(x1, xi) = ∃y1 . . . , yn−2p(x1, y1, . . . , yi−2, xi, yi−1, . . . , yn−2),

ãäå i ∈ {2, . . . , n}. Ïîëó÷àåì, ÷òî pi ∈ [p], îòêóäà pi ∈ [Rf ]. Ïðåäèêàòû pi

ïîïàäàþò â óæå ðàññìîòðåííûé ñëó÷àé. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî p(x1, . . . , xn) = p2(x1, x2)&p3(x1, x3)& . . .&pn(x1, xn), òî åñòü
p ∈ [{p2, . . . , pn}].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t ïðåäèêàò, ðàâíûé êîíúþíêöèè ïðåäèêàòîâ p2, . . . , pn

áåç îòîæäåñòâëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
p ∈ [t] (p ïîëó÷àåòñÿ èç t îòîæäåñòâëåíèåì ïåðåìåííûõ). Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, èç pi ∈ [p] ñëåäóåò, ÷òî t ∈ [p]. Ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî Polp = Polt. Ïî
ëåììå 2 êëàññ Polt, à çíà÷èò è Polp, ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êëàññîâ Polpi, ò. å.
êëàññîâ ñàìîäâîéñòâåííûõ è êâàçèñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü òåïåðü GF � íåñâÿçíûé ãðàô. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè GF

î÷åâèäíûì îáðàçîì çàäàåò ñâîé ïðåäèêàò, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ïðî-
âåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ. Ïðåäèêàò p ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé (áåç îòîæ-
äåñòâëåíèÿ ïåðåìåííûõ) óêàçàííûõ ïðåäèêàòîâ. Îïÿòü ïîëó÷àåì, ÷òî Polp �
íåêîòîðîå ïåðåñå÷åíèå êëàññîâ ñàìîäâîéñòâåííûõ è êâàçèñàìîäâîéñòâåííûõ
ôóíêöèé. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Î ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÎÌ ÂÛÁÎÐÅ ÑËÀÉÄÎÂÛÕ ÏÀÐ
Â ÊÎÐÐÅËßÖÈÎÍÍÎÌ ÊÐÈÏÒÎÀÍÀËÈÇÅ ØÈÔÐÀ

KeeLoq

Î.Í. Ëåáåäåâà (Íîâîñèáèðñê)

Ââåäåíèå

KeeLoq� áëî÷íûé øèôð, øèðîêî èñïîëüçóåìûé â ñèñòåìàõ óäàë¼ííîãî
äîñòóïà, äèñòàíöèîííîãî óïðàâëåíèÿ è ò.ä. Øèôð áûë ðàçðàáîòàí ïðîôåññî-
ðîì Êàíîì Ã. è çàïàòåíòîâàí Þæíî-Àôðèêàíñêîé êîìïàíèåé Nanoteq â ñåðå-
äèíå 80-õ. Â 1995 ã. ôèðìà MICROCHIP ïðèîáðåëà KeeLoq ó ôèðìû Nanoteq
âìåñòå ñ ëèöåíçèîííûìè ïðàâàìè.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ óñîâåðøåíñòâîâàòü ìåòîä êðèïòîàíàëèçà
øèôðà KeeLoq Áîãäàíîâà À. [1]. Óëó÷øåíèå îñíîâàíî íà ïðîâåðêå íåêîòî-
ðûõ âåðîÿòíîñòíûõ ñîîòíîøåíèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îòñåèâàíèÿ íåïîäõîäÿ-
ùèõ ïàð � ïðåòåíäåíòîâ íà ñëàéäîâóþ ïàðó.

Ïåðâûé êðèïòîàíàëèç KeeLoq áûë îïóáëèêîâàí òîëüêî â ôåâðàëå 2007 ã.
Áîãäàíîâûì À. [1]. Ýòà àòàêà îñíîâàíà íà ñëàéäîâîé òåõíèêå è ëèíåéíîì ïðè-
áëèæåíèè íåëèíåéíîé áóëåâîé ôóíêöèè, èñïîëüçóþùåéñÿ â KeeLoq. Êðèïòî-
àíàëèç èìååò âðåìåííóþ ñëîæíîñòü 252 öèêëîâ øèôðîâàíèÿKeeLoq è òðåáóåò
16ÃÁ ïàìÿòè. Ïîçäíåå Áîãäàíîâ îáíîâèë ñâîé ìåòîä, èñïîëüçóÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèé êðèïòîàíàëèç [2]. Óëó÷øåíèå ïðèâåëî ê óìåíüøåíèþ âðåìåííîé ñëîæíî-
ñòè äî 250,6. Courtois N., Bard V. è Wagner D. [3] ïðèìåíèëè àëãåáðàè÷åñêóþ
òåõíèêó â êðèïòîàíàëèçå KeeLoq. Â 2011 ãîäó èõ êðèïòîàíàëèç áûë óñîâåð-
øåíñòâîâàí [4] êàê â ñðåäíåì, òàê è â ñàìîì ëó÷øåì ñëó÷àå.
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Biham E. è äðóãèå òàêæå ïðåäñòàâèëè êðèïòîàíàëèçKeeLoq [5, 6], êîòîðûé
èñïîëüçóåò 216 îòêðûòûõ òåêñòîâ. Åãî âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâëÿåò 245,
à â ñëó÷àå îáîáùåíèÿ 244,5.

Â ñòàòüå [7] Kasper M., Kasper T., Moradi A. è Paar C. ïðèìåíèëè àòà-
êó ïî ñòîðîííèì êàíàëàì, à èìåííî ïðîñòóþ àòàêó ïî ýíåðãîïîòðåáëåíèþ
SPA(simple power analysis).

1. Îïèñàíèå Àëãîðèòìà

Àëãîðèòì KeeLoq [1, 8] èìååò 64-áèòíûé êëþ÷ è îñóùåñòâëÿåò øèôðîâà-
íèå 32-áèòíûõ áëîêîâ îòêðûòîãî òåêñòà. Â í¼ì èñïîëüçóþòñÿ äâà ðåãèñòðà
ñäâèãà: îäèí� äëèíû 64 áåç ôóíêöèè îáðàòíîé ñâÿçè (äëÿ âûðàáîòêè ïîä-
êëþ÷à), äðóãîé � ðåãèñòð ñäâèãà äëèíû 32 ñ íåëèíåéíîé ôóíêöèåé îáðàòíîé
ñâÿçè NLF îò ïÿòè ïåðåìåííûõ (íåïîñðåäñòâåííî äëÿ øèôðîâàíèÿ). Åé ñî-
îòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ ÀÍÔ:

NLF (y4, y3, y2, y1, y0) = y0 ⊕ y1 ⊕ y0y1 ⊕ y1y2 ⊕ y2y3 ⊕ y0y4 ⊕ y0y3⊕
⊕y2y4 ⊕ y0y1y4 ⊕ y0y2y4 ⊕ y1y3y4 ⊕ y2y3y4

Áëîê îòêðûòîãî òåêñòà ïîìåùàåòñÿ â òåêñòîâûé ðåãèñòð. Øèôðòåêñòîì
ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå ðåãèñòðà ïîñëå 528 öèêëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåãèñòðà
êëþ÷à. Ïóñòü Vn = Zn

2 �ìíîæåñòâî âñåõ n-áèòíûõ ñëîâ; Y (i) è K(i) � ñîîò-
âåòñòâåííî ñîñòîÿíèÿ òåêñòîâîãî ðåãèñòðà è ðåãèñòðà êëþ÷à ïîñëå i öèêëîâ,
Y (i) = (y(i)

31 , . . . , y
(i)
0 ) ∈ V32, K(i) = (k(i)

63 , . . . , y
(i)
0 ) ∈ V64. Êàæäûé öèêë øèôðî-

âàíèÿ ìîæåò áûòü îïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:
� âû÷èñëåíèå î÷åðåäíîãî áèòà:

ϕ = NLF (y(i)
31 , y

(i)
26 , y

(i)
20 , y

(i)
9 , y

(i)
1 )⊕ y

(i)
16 ⊕ y

(i)
0 ⊕ k

(i)
0 ;

� ñäâèã ñîñòîÿíèÿ òåêñòîâîãî ðåãèñòðà:

R(i+1) = (ϕ, y(i)
31 , . . . , y

(i)
1 );

� ñäâèã ñîñòîÿíèÿ ðåãèñòðà êëþ÷à:

K(i+1) = (k(i)
0 , k

(i)
63 , . . . , k

(i)
1 ).

528 öèêëîâ øèôðîâàíèÿKeeLoq ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 8+1/4 ðàóíäîâ,
ãäå êàæäûé ðàóíä èìååò äëèíó 64 öèêëà. Îäèí ðàóíä èñïîëüçóåò âåñü 64-
áèòíûé êëþ÷, à 1/4 ðàóíäà � ïåðâûå 16 áèò êëþ÷à. Íà ýòîì îñíîâàíà ïåðâàÿ
ñëàáîñòü àëãîðèòìà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ñëàéäîâóþ àòàêó. Âòîðàÿ
ñëàáîñòü ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì äîñòàòî÷íî õîðîøåãî ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ
íåëèíåéíîé ôóíêöèè NLF . À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà [1].

Ëåììà. Äëÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ y4, y3, y2 ∈ GF (2) âåðíî ñëåäóþ-
ùåå:

−Pr{NLF (y4, y3, y2, y1, y0) = 0 | y0 ⊕ y1 = 0} = 5/8,
−Pr{NLF (y4, y3, y2, y1, y0) = 1 | y0 ⊕ y1 = 1} = 5/8.
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2. Êðèïòîàíàëèç Áîãäàíîâà À.

Â ñâîåé ðàáîòå [1] Áîãäàíîâ îïèñûâàåò ñëåäóþùèå øàãè. Äëÿ êàæäîãî ïîä-
êëþ÷à K ′ = (k15, . . . , k0) è ñëó÷àéíîãî 32-áèòíîãî âõîäà I0 ∈ V32 ñ ïîìîùüþ
ïàðàäîêñà äíåé ðîæäåíèÿ óãàäûâàåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûé øèôðòåêñò O0 ∈ V32

ïîñëå 64 öèêëîâ øèôðîâàíèÿ. Òàêàÿ ïàðà (I0, O0) íàçûâàåòñÿ ñëàéäîâîé ïàðîé.
Èñïîëüçóÿ ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êëþ÷à, â KeeLoq ãåíåðèðóþòñÿ äðóãèå
ïàðû (Ii, Oi) ∈ (V32)2, i = 1, . . . , N − 1. Äëÿ óñïåøíîé àòàêè èõ ÷èñëî äîëæíî
áûòü îêîëî 28. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî íàáîðà ïàð ïîëó÷àþòñÿ ëèíåéíûå ñîîòíî-
øåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ áèòîâ êëþ÷à ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ â ñâÿçè ñ òåì,
÷òî íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îáðàòíîé ñâÿçè, èñïîëüçóþùàÿñÿ â KeeLoq, íå ÿâ-
ëÿåòñÿ 2-óñòîé÷èâîé. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îïðåäåëèòü (k47, . . . , k16) áèò çà
áèòîì. Ïîñëå ýòîãî ðåøàåòñÿ òðåóãîëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ
îñòàâøèõñÿ áèòîâ êëþ÷à (k63, . . . , k48).

Îòìåòèì, ÷òî â ìåòîäå Áîãäàíîâà äëÿ êàæäîãî ïîäêëþ÷àK ′ = (k15, . . . , k0)
ïî ñóòè ïðîèñõîäèò ïîëíûé ïåðåáîð âñåâîçìîæíûõ ïàð (êàíäèäàòîâ íà ñëàé-
äîâóþ ïàðó (I0, O0)) èç ñëó÷àéíîãî ïîäìíîæåñòâà ìîùíîñòè 216 ìíîæåñòâà
âñåõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû 32 è äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû (I0, O0) âûïîë-
íÿåòñÿ êîððåëÿöèîííûé êðèïòîàíàëèç.

3. Óñîâåðøåíñòâîâàíèå ìåòîäà Áîãäàíîâà À.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íà êàæäîì øàãå êîððåëÿöèîííîãî êðèïòî-
àíàëèçà èñïîëüçîâàòü íàéäåííûå áèòû êëþ÷à äëÿ îòñåèâàíèÿ íåïîäõîäÿùèõ
ïàð. À èìåííî, ìîæíî íàéòè âåðîÿòíîñòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó áèòàìè èç
ïðàâèëüíîé ñëàéäîâîé ïàðû è áèòàìè êëþ÷à, ïðîâåðêà êîòîðîãî ïîçâîëÿåò
äëÿ ÷àñòè íåïðàâèëüíûõ ïàð îñòàíîâèòü âûïîëíåíèå êîððåëÿöèîííîãî êðèï-
òîàíàëèçà óæå íà ýòîì øàãå. Â ýòîì ñîîòíîøåíèè èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíîå ïðè-
áëèæåíèå íåëèíåéíîé ôóíêöèè NLF , âûïîëíÿþùååñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 5/8.

Íàïðèìåð, ñâÿçü áèòà y(64)
0 ñ áèòàìè íà 16-ì ðàóíäå âûðàæàåòñÿ òàê:

y
(64)
0 = y

(33)
31 = NLF (y(32)

31 , y
(32)
26 , y

(32)
20 , y

(32)
9 , y

(32)
1 )⊕ y

(32)
16 ⊕ y

(32)
0 ⊕ k32 =

= y
(32)
1 ⊕ y

(32)
9 ⊕ y

(32)
16 ⊕ y

(32)
0 ⊕ k32 = y

(16)
17 ⊕ y

(16)
25 ⊕ y

(17)
31 ⊕ y

(16)
16 ⊕ k32 =

= y
(16)
17 ⊕ y

(16)
25 ⊕ (NLF (y(16)

31 , y
(16)
26 , y

(16)
20 , y

(16)
9 , y

(16)
1 )⊕ y

(16)
16 ⊕ y

(16)
0 ⊕

⊕k16)⊕ y
(16)
16 ⊕ k32 =

= y
(16)
17 ⊕ y

(16)
25 ⊕ y

(16)
9 ⊕ y

(16)
1 ⊕ y

(16)
0 ⊕ k16 ⊕ k32

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 17/32.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå òîãî êàê áóäóò íàéäåíû k16 è k32 íà ïåðâîì øàãå

êîððåëÿöèîííîé àòàêè, äëÿ îòñåèâàíèÿ íåïðàâèëüíûõ ñëàéäîâûõ ïàð èñïîëü-
çóþòñÿ áèòû êëþ÷à (k16, k15, . . . , k0) è k32.

Íà êàæäîì øàãå êîððåëÿöèîííîé àòàêè èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñî-
îòíîøåíèå äëÿ áèòîâ âõîäíîãî è âûõîäíîãî òåêñòà, ÷òî ïîçâîëÿåò îñòàíàâ-
ëèâàòü êðèïòîàíàëèç äëÿ ïàðû, êîòîðàÿ íå óäîâëåòâîðÿåò ïîëó÷åííûì ñî-
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îòíîøåíèÿì. Ìîæíî ïîñòðîèòü 9 òàêèõ ñîîòíîøåíèé. Ñëåäóþùàÿ òàáëèöà
èëëþñòðèðóåò ïðîöåññ.

øàã 0 1 2 ... 9
êîëè÷åñòâî ñëàéäîâûõ ïàð 232 231 230 ... 223

íàéäåííûå áèòû êëþ÷à k15, . . . , k0 k16, k32 k17, k33 ... k24, k40

Âî âòîðîé ñòðîêå óêàçàíî êîëè÷åñòâî ïàð, äëÿ êîòîðûõ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
ñëåäóþùèé øàã êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà. Íàïðèìåð, èçíà÷àëüíî ïîíàäîáèò-
ñÿ ïåðåáîð 232 ïàð. Çàòåì íàõîäÿòñÿ áèòû êëþ÷à k16 è k32 íà ïåðâîì øà-
ãå êîððåëÿöèîííîé àòàêè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ñîîòíîøåíèè ìåæäó y(64)

0

è áèòàìè øèôðòåêñòà ïîñëå 16 öèêëîâ. Çíà÷èò, ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü ïà-
ðû, íå óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó ñîîòíîøåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ïàð, äëÿ
êîòîðûõ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèé øàã êðèïòîàíàëèçà, ñîêðàòèòñÿ.

Ïî ïàðàäîêñó äíåé ðîæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîäìíîæåñòâî A
âåêòîðîâ äëèíû 32 ìîùíîñòè 216. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ýëåìåíòîâ ýòî-
ãî ïîäìíîæåñòâà íàéäóòñÿ êàê ìèíèìóì äâà, ñîñòàâëÿþùèå ñëàéäîâóþ ïàðó,
ðàâíà 1− (1−2−32)2

32 ≈ 0, 63. Ýòî ìíîæåñòâî áóäåì âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû êàæäîìó âåðîÿòíîñòíîìó ñîîòíîøåíèþ óäîâëåòâîðÿëà ðîâíî ïîëîâèíà
âåêòîðîâ èç ýòîãî ìíîæåñòâà. Çà ñ÷¼ò ýòîãî ïîñëå êàæäîãî øàãà êîððåëÿöè-
îííîãî àíàëèçà äàëåå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïîëîâèíà ïàð.

4. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà A

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A. Îíî ñîñòîèò èç âåêòîðîâ a = (a0, . . . , a31) äëèíû
32. Åãî ìîùíîñòü ðàâíà 216.

Ïóñòü áèòû a0, a1, . . . , a23 äëÿ êàæäîãî âåêòîðà a ∈ A ïðèíèìàþò ïðîèç-
âîëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü Aδ0,...,δk

i0,...,ik
� ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ

èç A òàêèõ, ÷òî áèòû íà ïîçèöèÿõ i0, . . . , ik ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ δ0, . . . , δk.
Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî A, èñõîäÿ èç êîòîðûõ â êîððåëÿ-

öèîííîì êðèïòîàíàëèçå ðîâíî ïîëîâèíà ïàð � êàíäèäàòîâ íà ñëàéäîâóþ �
ïåðåñòàíåò óäîâëåòâîðÿòü ïîëó÷åííûì âûøå ñîîòíîøåíèÿì.
1) a25 = a17 ⊕ a9 ⊕ a1; |Aδ

0| = 215 ∀δ ∈ {0, 1}

2) a26 = a18 ⊕ a10 ⊕ a2; |Aδ0,δ1
0,1 | = 214 ∀δ0, δ1 ∈ {0, 1}

3) a27 = a19 ⊕ a11 ⊕ a3; |Aδ0,δ1,δ2
0,1,2 | = 213 ∀δ0, δ1, δ2 ∈ {0, 1}

4) a28 = a20 ⊕ a12 ⊕ a4; |Aδ0,δ1,δ2,δ3
0,1,2,3 | = 212 ∀δ0, δ1, δ2, δ3 ∈ {0, 1}

5) a29 = a21 ⊕ a13 ⊕ a5; |Aδ0,δ1,δ2,δ3,δ4
0,1,2,3,4 | = 211 ∀δ0, δ1, δ2, δ3, δ4 ∈ {0, 1}

6) a30 = a22 ⊕ a14 ⊕ a6; |Aδ0,δ1,δ2,δ3,δ4,δ5
0,1,2,3,4,5 | = 210 ∀δ0, δ1, δ2, δ3, δ4, δ5 ∈ {0, 1}

7) a31 = a23 ⊕ a15 ⊕ a7; |Aδ0,δ1,δ2,δ3,δ4,δ5,δ6
0,1,2,3,4,5,6 | = 29 ∀δ0, δ1, δ2, δ3, δ4, δ5, δ6 ∈ {0, 1}
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8) a24 = a8 ⊕ a0 ⊕NLF (a31, a26, a20, a9, a1);

|Aδ0,δ1,δ2,δ3,δ4,δ5,δ6,δ7
0,1,2,3,4,5,6,7 | = 28 ∀δ0, δ1, δ2, δ3, δ4, δ5, δ6, δ7 ∈ {0, 1}

9) a25 = a9 ⊕ a1 ⊕NLF (NLF (a31, a26, a20, a9, a1)⊕ a0 ⊕ a16, a27, a21, a10, a2);

|Aδ0,δ1,δ2,δ3,δ4,δ5,δ6,δ7,δ8
0,1,2,3,4,5,6,7,8 | = 27 ∀δ0, δ1, δ2, δ3, δ4, δ5, δ6, δ7, δ8 ∈ {0, 1}

Äàëåå ïîäîáíûå îãðàíè÷åíèÿ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, òàê êàê â ïåðâîé ÷àñòè
êàæäîãî îãðàíè÷åíèÿ çàâèñèìûé áèò áóäåò ñòîÿòü êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà îò
çíàêà ðàâåíñòâà.

Ñïîñîáîâ âûáîðà ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò ≈ 2914759,68. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷è-
òàòü ìíîæåñòâî A âïîëíå ñëó÷àéíûì, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ ïàðàäîêñà äíåé
ðîæäåíèÿ.

5. Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü, ïàìÿòü

Ïî ìåòîäó Áîãäàíîâà À. êðèïòîàíàëèçà øèôðà KeeLoq áûëà îñóùåñòâëå-
íà ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ. Òàêæå îíà âûïîëíåíà äëÿ óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ
ìåòîäà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âåðíûé êëþ÷ íàõîäèòñÿ. Ïî ïñåâäîêîäó íàïèñàííîé
ïðîãðàììû äëÿ ìåòîäà êðèïòîàíàëèçà Áîãäàíîâà À. áûëà ïîäñ÷èòàíà ñðåä-
íÿÿ âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü. Îíà ñîñòàâëÿåò ≈ 257 öèêëîâ øèôðîâàíèÿ KeeLoq.
Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ïîäñ÷èòàíà âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü äëÿ óñîâåðøåíñòâî-
âàíèÿ ìåòîäà Áîãäàíîâà À. Îíà ñîñòàâèëà ≈ 251 öèêëîâ øèôðîâàíèÿ KeeLoq.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ: êàê äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà Áîãäàíîâà À., òàê è äëÿ
ðåàëèçàöèè óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ òðåáóåòñÿ êîíñòàíòíàÿ ïàìÿòü, ïðèìåðíî 221

áèòîâ.
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ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ØÅÍÍÎÍÀ ÄËß
ÃËÓÁÈÍÛ Â ÌÎÄÅËÈ ÑÕÅÌ ÄÎÏÓÑÊÀÞÙÅÉ
ÐÀÇËÈ×ÈÅ ÇÀÄÅÐÆÅÊ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ

ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÏÎ ÂÕÎÄÀÌ

Ñ.À.Ëîæêèí, Á. Ð.Äàíèëîâ (Ìîñêâà)

1. Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôîðìóëû è ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÑÔÝ)
íàä ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ïîëíûì áàçèñîì Á, Á = {E1, E2, . . . , Eb}, ãäå
ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò (ÔÝ) Ei, i = 1, . . . , b, èìååò ki, ki ≥ 1, âõîäîâ è ðå-
àëèçóåò ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè (ÔÀË) ϕi(x1, . . . , xki

), êîòîðàÿ â ñëó÷àå
ki ≥ 2 ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âñåõ ñâîèõ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ (ÁÏ). Ïðè
ýòîì, êàê îáû÷íî, ôîðìóëàìè ñ÷èòàþòñÿ òå îäíîâûõîäíûå ÑÔÝ, â êîòîðûõ
âûõîä ëþáîãî ÔÝ ëèáî ïîñòóïàåò íà âõîä ðîâíî îäíîãî (äðóãîãî) ÔÝ, ëè-
áî ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñõåìû. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ
íàáîðîâ äëèíû n áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Bn.

Ââåä¼ì ìîäåëü çàäåðæêè ÑÔÝ íàä Á, êîòîðàÿ îáîáùàåò ðàññìàòðèâàåìûå
â ðàáîòàõ [1�4] ìîäåëè çàäåðæêè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÔÝ Ei

è êàæäîãî j, j = 1, . . . , ki, îïðåäåëåíà ïîëîæèòåëüíàÿ çàäåðæêà T j
i ÔÝ Ei

ïî âõîäó xj . Öåïüþ ω íàçûâàåòñÿ, êàê îáû÷íî, ÑÔÝ, êîòîðàÿ ñîñòàâëåíà èç
öåïî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèí¼ííûõ ÔÝ Ei1 , . . . , Eiw

. Èíèöèàëüíîé öåïüþ
íàçîâ¼ì öåïü, ó êîòîðîé âûäåëåí îäèí èç âõîäîâ ïåðâîãî ÔÝ öåïè Ei1 . Çà-
äåðæêîé T (ω) èíèöèàëüíîé öåïè ω ÑÔÝ Σ, Σ = Σ(x1, . . . , xn), íàçîâ¼ì ñóììó
çàäåðæåê ÔÝ öåïè ïî ñîåäèíÿþùèì èõ âõîäàì è âûäåëåííîìó âõîäó ïåðâî-
ãî ÔÝ. Ïî àíàëîãèè ñ T (ω) îïðåäåëèì âåëè÷èíó T̂ (ω), ãäå â ñóììó âêëþ÷èì
òîëüêî ñëàãàåìûå, îòâå÷àþùèå ÔÝ ñ áîëåå ÷åì îäíèì âõîäîì, è êîòîðàÿ ðàâíà
íóëþ â ñëó÷àå, êîãäà öåïü ω ñîñòàâëåíà òîëüêî èç îäíîâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ.
Ïîäñõåìó Σ, ÿâëÿþùóþñÿ èíèöèàëüíîé öåïüþ, âûäåëåííûé âõîä êîòîðîé ÿâ-
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ëÿåòñÿ âõîäîì Σ è îêàí÷èâàþùóþñÿ íà îäíîì èç å¼ âûõîäíûõ ÔÝ (ò. e. ÔÝ,
âûõîä êîòîðûõ ïîñòóïàåò íà âûõîä ñõåìû), áóäåì íàçûâàòü ãëàâíîé öåïüþ
ÑÔÝ Σ.

Ïîä çàäåðæêîé T (Σ) ñõåìû Σ â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïîíèìàåòñÿ âå-
ëè÷èíà ðàâíàÿ ìàêñèìóìó èç çàäåðæåê å¼ èíèöèàëüíûõ öåïåé. Âåëè÷èíy T̂ (Σ)
îïðåäåëèì ïî àíàëîãèè T (Σ) íà îñíîâå T̂ (ω). Çàäåðæêà ÔÀË è ôóíêöèÿ Øåí-
íîíà TÁ(n) äëÿ çàäåðæêè ÔÀË îò n ÁÏ â êëàññå ÑÔÝ íàä Á îïðåäåëÿþòñÿ
îáû÷íûì îáðàçîì.

Â îïèñàííîé ìîäåëè ïîäíÿòèå âåòâëåíèé âûõîäîâ ÔÝ ê âõîäàì ñõåìû íå
èçìåíÿåò å¼ çàäåðæêè. Îòñþäà, àíàëîãè÷íî [5], ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ÑÔÝ
íàéä¼òñÿ ôîðìóëà (ñèñòåìà ôîðìóë) â òîì æå áàçèñå, çàäåðæêà êîòîðîé ñîâïà-
ä¼ò ñ çàäåðæêîé èñõîäíîé ÑÔÝ, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì ôîðìóë â áàçèñå Á. Ìíîæåñòâî ôîðìóë íàä Á îáîçíà÷èì ÷åðåç UÔ

Á
,

à ÷åðåç UÔ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôîðìóë íàä áàçèñîì {&,∨,¬}.
Ðàññìîòðèì íå ïóñòîå (â ñèëó ïîëíîòû Á) ìíîæåñòâî Á̂, ñîñòîÿùåå èç ÔÝ

áàçèñà Á, èìåþùèõ íå ìåíåå äâóõ âõîäîâ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî Á̂ = {E1, . . . , Eb′}. Äëÿ ÔÝ Ei, i = 1, . . . , b′, îïðåäåëèì åãî ïðèâå-
ä¼ííóþ çàäåðæêó τ ′i ðàâåíñòâîì τ ′i = 1/ log2 xi, ãäå xi, xi > 1, � åäèíñòâåííûé
êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ki∑
j=1

x−T j
i = 1,

ðàññìàòðèâàåìîãî íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Îïðåäåëèì ïðèâåä¼ííóþ çà-
äåðæêó áàçèñà Á ðàâåíñòâîì τ ′

Á
= min1≤i≤b′ τ

′
i .

2. Íèæíÿÿ îöåíêà ôóíêöèè Øåííîíà

Íèæíÿÿ îöåíêà ôóíêöèèØåííîíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê ýòî äåëàåòñÿ â [5] íà îñíîâå ñëåäóþùèõ ëåìì.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî n è âñÿêîé ôîðìóëû F = F(x1, ..., xn) ∈ UÔ

Á′ âåðíî

R(F) ≤ 2T̂ (F)/τ ′
Á .

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî T ≥ 0 è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n
÷èñëî ïîïàðíî íå ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë íàä Á, êîòîðûå çàâèñÿò îò n ÁÏ

è çàäåðæêà êîòîðûõ íå áîëüøå T , íå ïðåâîñõîäèò4 (c1n)2
T/τ′

Á .

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

TÁ(n) ≥ τ ′
Á
(n− log log n)− c2.

4Áóêâîé c ñ èíäåêñàìè îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû çàâèñÿùèå îò áàçèñà Á.
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3. Âåðõíÿÿ îöåíêà ôóíêöèè Øåííîíà

Íàçîâ¼ì àëüòåðíèðîâàíèåì íàáîðà α ∈ Bn (n ≥ 1) ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
îòðåçêîâ ïîñòîÿíñòâà, íà êîòîðûå îí ðàñïàäàåòñÿ, óìåíüøåííîå íà åäèíèöó, è
îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç alt (α). Îïðåäåëèì àëüòåðíèðîâàíèå ÔÀË f êàê àëüòåð-
íèðîâàíå ñòîëáöà å¼ çíà÷åíèé è îáîçíà÷èì ÷åðåç alt (f). Íàçîâ¼ì ìîíîòîííóþ
(àíòèìîíîòîííóþ) ÔÀË h ìîíîòîííîé (ñîîòâåòñòâåííî àíòèìîíîòîííîé)
ñòóïåí÷àòîé ÔÀË, åñëè alt (h) ≤ 1. ÔÀË hi, hi ∈ P2(n), íàçîâ¼ì i-îé ìîíî-
òîííîé ñòóïåí÷àòîé ÔÀË (0 ≤ i ≤ 2n), åñëè äëÿ âñÿêîãî β ∈ Bn îíà ðàâíà
íóëþ, êîãäà ÷èñëî äâîè÷íîé çàïèñüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàáîð β ìåíüøå i è
ðàâíà åäèíèöå â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ëåììà 3. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n è ëþáîé i-îé ìîíîòîííîé ñòóïåí÷àòîé
ÔÀË hi, hi ∈ P2(n), (1 ≤ i ≤ 2n− 1) íàéä¼òñÿ ôîðìóëà Fi, Fi ∈ UÔ, ðåàëèçó-
þùàÿ hi äëÿ êîòîðîé âåðíî

D(Fi) ≤ 2 dlog ne .

Ëåììà 4. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n è ëþáîé ÔÀË g, g ∈ P2(n), îòëè÷íîé îò
êîíñòàíòû íàéä¼òñÿ ôîðìóëà F , F ∈ UÔ, ðåàëèçóþùàÿ g äëÿ êîòîðîé âåðíî

D(F) ≤ 2 dlog ne+ blog alt (g)c+ 2.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ôîðìóëó â âèäå êâàçèïîëíîãî äå-
ðåâà ñ ìèíèìàëüíîé ïðè äàííîì ÷èñëå âõîäîâ çàäåðæêîé.

Ëåììà 5. Åñëè τ ′
Á
äîñòèãàåòñÿ íà ÔÝ Et, ò. å. τ

′
t = τ ′

Á
, òî äëÿ âñÿêèõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë p è r, ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì p = r(kt − 1) + 1, ñó-
ùåñòâóåò áåñïîâòîðíàÿ ôîðìóëà F , F ∈ UÔ

Á
, ñ p âõîäàìè, ñîñòîÿùàÿ èç r

ÔÝ Et, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî T (F) ≤ τ ′
Á

log p+ c3.

Ëåììû 6 è 7 ïîçâîëÿþò êîíñòðóèðîâàòü ìóëüòèïëåêñîðíóþ ÔÀË íà îñíîâå
ïðîèçâîëüíîé ÔÀË.

Ëåììà 6. Äëÿ ëþáîé ñóùåñòâåííîé ÔÀË ϕ(y1, . . . , yp) è ëþáîãî ðàçáè-
åíèÿ ∆ = (δ1, . . . , δp) êóáà Bn îò ÁÏ x = (x1, . . . , xn) ñóùåñòâóþò ÔÀË
gi(x, yi), i = 1, . . . , p, êîòîðûå ìîíîòîííî èëè àíòèìîíîòîííî çàâèÿñÿò îò
ÁÏ y1, . . . , yp, òàêèå ÷òî ϕ(g1, . . . , gp) = µ∆(x, y1, . . . , yp).

Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîé ñóùåñòâåííîé ÔÀË ϕ(y1, . . . , yp) è ëþáîãî ðàçáè-
åíèÿ ∆, ∆ = (δ1, . . . , δp), êóáà Bn îò ÁÏ x = (x1, . . . , xn) ñóùåñòâóþò
ÔÀË gi(x, yi), i = 1, . . . , p, êîòîðûå ìîíîòîííî èëè àíòèìîíîòîííî çàâè-
ñÿò îò ÁÏ y1, . . . , yp, òàêèå, ÷òî ϕ(g1, . . . , gp) = µ∆(x, y1, . . . , yp), ãäå µ∆ �
ýòî îáîáù¼ííàÿ ìóëüòèïëåêñîðíàÿ ÔÀË, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçáèåíèþ ∆,
ðàâíàÿ yi, êîãäà x ∈ δi.

Òåîðåìû 2 è 3 ìîãóò áûòü äîêàçàíû íà îñíîâå ëåìì 3�7.
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Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÔÀË µn(x, y0, . . . , y2n−1) ìîæíî
ðåàëèçîâàòü áåñïîâòîðíîé ïî èíôîðìàöèîííûì ÁÏ ôîðìóëîéMn â áàçèñå Á,
äëÿ êîòîðîé

T (Mn) ≤ τÁn+ c4.

Òåîðåìà 3. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n è ëþáîé ÔÀË f , f ∈ P2(n), ñóùåñòâóåò
ðåàëèçóþùàÿ å¼ ôîðìóëà F â áàçèñå Á òàêàÿ, ÷òî

T (F) ≤ τ ′
Á
(n− log log n) + c5.

Òåîðåìû 1 è 3 äàþò àñèìïòîòèêó ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ ãëóáèíû ôîðìóë
â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè íà óðîâíå àñèìïòîòè÷åñêèõ
îöåíîê âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè.

Ñëåäñòâèå.
T (n) = τ ′

Á
(n− log log n)±O(1).
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