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Î ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ ÂÑÅÕ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ
ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÄËß ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ

ÁÈËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ

Â.Â. Ëûñèêîâ (Ìîñêâà)

Ââåäåíèå

Ïóñòü F � íåêîòîðîå ïîëå, à K � åãî êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå. Â äàííîé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå îïòèìàëüíûõ áèëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ
äëÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòà K íà âåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà Kn èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, äëÿ ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ ôîðìàòà 〈1, 1, n〉K , ðàññìàòðèâàåìîãî íàä
áàçîâûì ïîëåì F .

1. Áèëèíåéíûå àëãîðèòìû è òåíçîðû

Ïóñòü U, V,W � êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä íåêîòîðûì
áàçîâûì ïîëåì F , ϕ : U × V →W � áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Áèëèíåéíûì àëãîðèòìîì ñëîæíîñòè r, âû÷èñëÿþùèì
ϕ, íàçûâàåòñÿ íàáîð r òðîåê (fk, gk, wk), fk ∈ U∗, gk ∈ V ∗, wk ∈W òàêîé, ÷òî

ϕ(u, v) =
r∑

k=1

fk(u)gk(v)wk äëÿ ëþáûõ u ∈ U, v ∈ V. (1)

Áèëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ èëè ðàíãîì îòîáðàæåíèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ
âîçìîæíàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëÿþùåãî åãî áèëèíåéíîãî àëãîðèòìà, à òå àëãî-
ðèòìû, íà êîòîðûõ ýòà ñëîæíîñòü äîñòèãàåòñÿ, íàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Åñëè ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå ϕ êàê òåíçîð èç U∗ ⊗ V ∗ ⊗W , òî áèëèíåé-
íûì àëãîðèòìàì ñîîòâåòñòâóþò ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî òåíçîðà â âèäå ñóììû
ðàçëîæèìûõ òåíçîðîâ fi ⊗ gi ⊗wi, à áèëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü îêàçûâàåòñÿ ðàâ-
íîé ðàíãó òåíçîðà, êàê îí îïðåäåëÿåòñÿ â àëãåáðå.

2. Ýêâèâàëåíòíûå àëãîðèòìû

Ïðè äåéñòâèè íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà êîìïîíåíòû
òåíçîðà åãî ðàíã îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Îñîáûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïðè
ýòîì îñòàåòñÿ íåèçìåííûì è ñàì òåíçîð. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü èç îäíîãî
áèëèíåéíîãî àëãîðèòìà äðóãèå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ òîãî æå îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Íà òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè
n⊗

i=1

Vi åñòåñòâåííûì îáðàçîì

äåéñòâóåò ãðóïïà Γ◦ =
n∏

i=1

GL(Vi). Ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé Φ ∈ Γ◦ òàêèõ,
÷òî Φ(t) = t, îáðàçóåò ïîäãðóïïó Γ◦(t), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ (ìàëîé) ãðóïïîé
èçîòðîïèè òåíçîðà t.
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Äëÿ áèëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòàáèëèçèðóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ óäîá-
íî èñêàòü â âèäå Φ = F ∗ ⊗G∗ ⊗H−1.

Φ ∈ Γ◦(ϕ) ⇔ ϕ(F (u), G(v)) = H(ϕ(u, v)) äëÿ ëþáûõ u ∈ U, v ∈ V. (2)

Îïðåäåëåíèå 3. Äâà áèëèíåéíûõ àëãîðèòìà, âû÷èñëÿþùèå îòîáðàæåíèå
ϕ, íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà äåéñòâèåì
îòîáðàæåíèé èç ãðóïïû Γ◦(ϕ) è ïåðåñòàíîâêîé ñëàãàåìûõ.

3. Ãðóïïà èçîòðîïèè ìîäóëÿ

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâîKn íàä ðàñøèðåíèåìK áàçîâîãî ïîëÿ F ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîäóëÿ íàä F -àëãåáðîé. Â ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ñòðóê-
òóðà ãðóïïû èçîòðîïèè óìíîæåíèÿ â íåêîòîðîì ìîäóëåM íàä àññîöèàòèâíîé
F -àëãåáðîé A ñ åäèíèöåé (â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òàêèå àë-
ãåáðû). Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû èç
àëãåáðû, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â [4].

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü AM � ìîäóëü, σ � àâòîìîðôèçì àëãåáðû A. Ëè-
íåéíûé îïåðàòîð G : M →M áóäåì íàçûâàòü σ-ïñåâäîàâòîìîðôèçìîì ìîäóëÿ
M , åñëè G(am) = σ(a) · Gm äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a ∈ A,m ∈ M . Ìíîæåñòâî
âñåõ σ-ïñåâäîàâòîìîðôèçìîâ áóäåì îáîçíà÷àòü Autσ

AM .
Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà, AM � êîíå÷íî ïîðîæäåí-

íûé òî÷íûé ìîäóëü. Ãðóïïà èçîòðîïèè Γ◦(M) ìîäóëÿ M ñîñòîèò â òî÷íî-
ñòè èç îòîáðàæåíèé âèäà

F ∗ ⊗G∗ ⊗H−1, (3)

ãäå Fx = aσ(x), G ∈ Autσ
AM è Hm = a · Gm äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ A×

è σ ∈ AutA è ïðîèçâîëüíûõ x ∈ A, m ∈M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèìè. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñòàáèëèçè-
ðóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ F , G è H èìåþò óêàçàííûé âèä.

Ïóñòü F ∗ ⊗G∗ ⊗H−1 ∈ Γ◦(M). Òîãäà, ñîãëàñíî (2),

Fx ·Gm = H(xm) äëÿ âñåõ x ∈ A,m ∈M (4)

Îáîçíà÷èì a = F (1). Òîãäà

Hm = a ·Gm (5)

Òàê êàê G è H � íåâûðîæäåííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, òî M = aM , ò. å.
îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà a íåâûðîæäåí, è, ñëåäîâàòåëüíî, a îáðàòèì (çäåñü
èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òî÷íîñòè ìîäóëÿ M è òî, ÷òî M åñòü êîíå÷íî-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå σ(x) = a−1 ·Gx.

Fx ·Gm = H(xm) = a ·G(xm) ⇒ G(xm) = σ(x) ·Gm. (6)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

σ(xy) ·Gm = G(xym) = σ(x)σ(y) ·Gm. (7)

Òàê êàê M � òî÷íûé ìîäóëü, m ïðîèçâîëüíî, à G íåâûðîæäåí, ýòî çíà÷èò,
÷òî

σ(xy) = σ(x)σ(y). (8)
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè x è y ïîëó÷àåì, ÷òî σ � àâòîìîðôèçì A.

Â èòîãå ïîëó÷èëè, ÷òî Fx = aσ(x), ãäå a � îáðàòèìûé ýëåìåíò, à σ � àâ-
òîìîðôèçì A. Ðàâåíñòâî â ïðàâîé ÷àñòè (6) îçíà÷àåò, ÷òî G åñòü σ-ïñåâäîàâ-
òîìîðôèçì M .

Ñëåäñòâèå 1. Ãðóïïà èçîòðîïèè óìíîæåíèÿ mult : K × Kn → K, ãäå
K � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå áàçîâîãî ïîëÿ F , ïîðîæäàåòñÿ îòîáðàæåíè-
ÿìè L∗a ⊗ id ⊗ T−1

a , id ⊗ G∗ ⊗ G−1, σ∗ ⊗ Σ∗ ⊗ Σ, ãäå id � òîæäåñòâåííûé
îïåðàòîð, a ∈ K×, Lax = ax, Tam = am, G � ïðîèçâîëüíûé K-ëèíåéíûé
îïåðàòîð íà Kn, σ � åäèíñòâåííûé íåòðèâèàëüíûé àâòîìîðôèçì K, Σ �
îïåðàòîð ïðèìåíåíèÿ σ êî âñåì êîîðäèíàòàì âåêòîðà èç Kn.

4. Ñòðóêòóðà îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ 〈1, 1, n〉K
Èçâåñòíî [3], ÷òî ðàíã óìíîæåíèÿmult : K×Kn → Kn, ãäåK � ðàñøèðåíèå

ñòåïåíè d, ðàâåí (2d − 1)n, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ êâàäðàòè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ äàåò
3n.

Ââåäåì íà K è íà Kn (ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà
íàä F ) âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå çàäàäèì ôîðìóëàìè (x, y) = f(xy)
è (x, y) = f(

∑
xiyi) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå f � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ëèíåé-

íûé ôóíêöèîíàë èç K∗. Ýòî âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå èíäóöèðóåò èçîìîð-
ôèçì Z : x 7→ (x,−), ïðè êîòîðîì K-ëèíåéíûå îïåðàòîðû íà Kn ñîîòâåòñòâó-
þò îïåðàòîðàì âèäà G∗ íà (Kn)∗, ãäå G � K-ëèíåéíûé îïåðàòîð. Äåéñòâè-
òåëüíî,

(G∗(Zx))y = (Zx)(Gy) = (x,Zy) = (GTx, y) = (Z(GTx))y. (9)

Îïðåäåëèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ¾ïåðåâîäîì¿ ââåäåííûõ äå Ãðî-
îòîì â [2] èíñòðóìåíòîâ íà áåñêîîðäèíàòíûé ÿçûê òåíçîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñëîåì òåíçîðà t ∈ X ⊗W , ñîîòâåòñòâóþùèì ëèíåéíîìó
ôóíêöèîíàëó h ∈ W ∗ áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíò h ◦ t ∈ X, ïîëó÷åííûé èç t
ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî x ⊗ w â h(w)x. Ìíîæå-
ñòâî âñåõ ñëîåâ òåíçîðà t îáðàçóåò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X, êîòîðîå ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü L(t)

Óòâåðæäåíèå 1 [1]. Â îïòèìàëüíîì áèëèíåéíîì àëãîðèòìå

ϕ =
r∑

i=1

fi ⊗ gi ⊗ wi
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áèëèíåéíûå ôîðìû (ïðîèçâåäåíèÿ àëãîðèòìà) fi ⊗ gi ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
à íàáîð wi îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî íàáîðó ïðîèçâåäåíèé.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì ϕ =
∑r

i=1 fi ⊗ gi ⊗ wi

ïîðîæäàåòñÿ ñåìåéñòâîì áèëèíåéíûõ ôîðì {pj}, 1 6 j 6 s, åñëè âñå ïðîèç-
âåäåíèÿ fi ⊗ gi ïðèíàäëåæàò ëèíåéíîé îáîëî÷êå 〈p1, p2, . . . , ps〉+ L(ϕ).

Óòâåðæäåíèå 2 [1]. Ïóñòü ϕ : U × V → W � áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå,
ϕ(U, V ) = W , rkϕ = r, dimW = p. Òîãäà îïòèìàëüíûé áèëèíåéíûé àëãî-
ðèòì

ϕ =
r∑

i=1

fi ⊗ gi ⊗ wi, ϕ ∈ U∗ ⊗ V ∗ ⊗W

ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûìè r − p ñâîèìè ïðîèçâåäåíèÿìè fi ⊗ gi.

Äîêàæåì îñíîâíóþ ëåììó, õàðàêòåðèçóþùóþ íàáîðû ïðîèçâåäåíèé, ïî-
ðîæäàþùèå àëãîðèòìû äëÿ 〈1, 1, n〉K .

Ëåììà 1. Ïóñòü K � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå áàçîâîãî ïîëÿ F . Åñëè
ïðîèçâåäåíèÿ fi ⊗ gi, 1 6 i 6 n, ïîðîæäàþò áèëèíåéíûé àëãîðèòì óìíîæå-
íèÿ ýëåìåíòîâ K íà âåêòîðû èç Kn, òî Z−1gi ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü gi ëèíåéíî çàâèñèìû è ëèíåéíàÿ
îáîëî÷êà L =

∑
KZ−1gi ( Kn. Ïóñòü X = {x|(x, y) = 0 ∀y ∈ L}. Åñëè

ïðîèçâåäåíèÿ fi⊗gi ïîðîæäàþò àëãîðèòì óìíîæåíèÿ â KK
n, òî îãðàíè÷åíèÿ

fi ⊗ gi|X ïîðîæäàþò àëãîðèòì óìíîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå KX, òàê êàê

ax =
r∑

k=1

fk(a)gk(x)wk =
r∑

k=1

fk(a)gk|X(x)w′
k, w′

k = Pwk, (10)

ãäå P � íåêîòîðàÿ ïðîåêöèÿ ñ Kn íà X.
Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ gi(x) = (Z−1gi, x) = 0 äëÿ x ∈ X, ïîëó÷àåì, ÷òî

âñå ïðîèçâåäåíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà äîëæíû ëåæàòü â L(mult|K×X). Îäíàêî
ýòî ïðîñòðàíñòâî íå ñîäåðæèò íèêàêèõ ôîðì ðàíãà 1, êðîìå 0, òàê êàê åñëè
f ⊗ g = h ◦ mult|K×X , a ∈ ker f , a 6= 0 òî h(aX) = 0, ò. å. aX 6= X, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ a 6= 0.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ïðîèçâåäåíèÿ fi ⊗ gi ïîðîæäàþò áèëèíåéíûé àëãî-
ðèòì óìíîæåíèÿ mult : K ×Kn → Kn, òî ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíûé åìó
àëãîðèòì, â êîòîðîì ýòè ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåõîäÿò â Zci⊗Z(ciei), ãäå ci ∈ K,
ei � i-é áàçèñíûé âåêòîð Kn.

Òåîðåìà 2. Ëþáîé îïòèìàëüíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ 〈1, 1, n〉 ýêâèâà-
ëåíòåí àëãîðèòìó âèäà

mult =
3n∑
i=1

Zci ⊗ Z(cisi)⊗ wi, (11)

ãäå ci ∈ K, si =
∑
kijej, kij ∈ F .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïòèìàëüíûé àëãîðèòì äëÿ mult ïîðîæäàåòñÿ íåêîòî-
ðûìè n ñâîèìè ïðîèçâåäåíèÿìè. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, ñóùåñòâóåò ýêâèâà-
ëåíòíûé àëãîðèòì, â êîòîðîì ýòè ïðîèçâåäåíèÿ èìåþò âèä pi = Zci⊗Z(ciei).
Çàìåòèì, ÷òî ýòè ïðîèçâåäåíèÿ, òàê æå, êàê è ñàìî îòîáðàæåíèå mult, îáëàäà-
þò ñâîéñòâîì pi(x, ys) = pi(y, xs), ãäå x, y ∈ K, s ∈ 〈e1, . . . , en〉F . Ñëåäîâàòåëü-
íî, îñòàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ òàêæå îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì, êàê ëåæàùèå
â ëèíåéíîé îáîëî÷êå 〈p1, . . . , pn〉+L(mult), à èç ôîðì ðàíãà 1 ýòèì ñâîéñòâîì
îáëàäàþò òîëüêî ôîðìû âèäà f ⊗ g = Zc⊗Z(cs), ãäå c ∈ K, s ∈ 〈e1, . . . , en〉F ,
òî åñòü òå, ìàòðèöà êîòîðûõ ñîñòîèò èç n ñèììåòðè÷íûõ êëåòîê ðàçìåðà 2×2.
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Î ÂËÈßÍÈÈ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ×ÈÑËÎÂÛÕ
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÃÐÀÔÎÂ ÍÀ ÑËÎÆÍÎÑÒÜ
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ×ÈÑËÀ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ

Ä.Ñ. Ìàëûøåâ (Íèæíèé Íîâãîðîä)

Ââåäåíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà àëãåáðàè÷åñêîìó ïîäõîäó ê ôîðìèðîâàíèþ ãðàíèöû ïî-
ëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå (äàëåå, êðàò-
êî, çàäà÷è ÍÌ). Íàïîìíèì, ÷òî çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå äëÿ çà-
äàííîãî ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü åãî ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè �
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí. Ñóòü ïîäõîäà ñîñòî-
èò â âûáîðå êàêîãî-íèáóäü ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà ãðàôîâ è îïðåäåëåíèè òåõ
¾ìàêñèìàëüíûõ¿ çíà÷åíèé äàííîãî ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à åùå îñòà-
åòñÿ ýôôåêòèâíî ðåøàåìîé. Èçâåñòíû ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû óñïåøíîãî
ïðèìåíåíèÿ òàêîãî ïîäõîäà � îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðîãà. Íàïðè-
ìåð, çàäà÷à ÍÌ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà äëÿ ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âåðøèí
íå áîëåå ÷åì 2, íî îñòàåòñÿ NP-ïîëíîé âî ìíîæåñòâå ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè
âåðøèí íå áîëåå ÷åì 3. Âìåñòå ñ òåì, âî âñåõ èçâåñòíûõ àâòîðó ðåçóëüòàòàõ
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¾ãðàíèöà¿ îêàçûâàåòñÿ íå çàâèñÿùåé îò êîëè÷åñòâà âåðøèí â ãðàôå (ò. å. êîí-
ñòàíòîé). Îäíàêî, õîòåëîñü áû âûÿâèòü ¾ïîðîãè¿ è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíè
êîíñòàíòàìè ÿâëÿòüñÿ íå áóäóò. Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, ðå÷ü áóäåò èäòè óæå î
ôóíêöèîíàëüíîé, à íå ÷èñëîâîé, ïîñòàíîâêå ïðîáëåìû.

Â ýòîé ïóáëèêàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôîâ � êîëè-
÷åñòâî ðåáåð è óïàêîâî÷íîå ÷èñëî. Èçó÷àþòñÿ ¾ïðåäåëüíûå¿ îãðàíè÷åíèÿ íà
ðîñò ýòèõ õàðàêòåðèñòèê (êàê ôóíêöèé îò êîëè÷åñòâà âåðøèí), ïðè êîòîðûõ
çàäà÷à ÍÌ äëÿ ïîëó÷àåìîãî ìíîæåñòâà ãðàôîâ åùå îñòàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìîé.

1. Âëèÿíèå êîëè÷åñòâà ðåáåð â ñâÿçíûõ ãðàôàõ íà òðóäîåìêîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷è ÍÌ

Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàëèñü ñïåöèàëüíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âñåõ
ãðàôîâ. Êàæäàÿ òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü (îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç Gf(n)) çàäàâàëàñü
ìîíîòîííîé ôóíêöèåé f(n) : N → N è îïðåäåëÿëàñü êàê ìíîæåñòâî ãðàôîâ
èç

∞⋃
n=1

{G : G− ñâÿçíûé, |V (G)| = n, |E(G)| ≤ f(n)}. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ
f(n) îãðàíè÷èâàåò ñâåðõó ðîñò êîëè÷åñòâà ðåáåð â ãðàôàõ. Â òîé æå ðàáîòå [1]
áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à îá îòûñêàíèè òàêîé ôóíêöèè f ′(n), ÷òî ïðè ëþáîì
ε > 0 çàäà÷à ÍÌ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà â êëàññå G[(1−ε)f ′ (n)] è NP-ïîëíà
â êëàññå G[(1+ε)f ′ (n)]. Èíûìè ñëîâàìè, áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à îá îòûñêàíèè
àñèìïòîòè÷åñêîé ãðàíèöû íà ðîñò êîëè÷åñòâà ðåáåð â ãðàôàõ èç ðàññìàòðè-
âàåìîãî ñåìåéñòâà êëàññîâ, ãäå çàäà÷à ÍÌ åùå îñòàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàç-
ðåøèìîé. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçäåëèòåëü áûë íàéäåí â [1] è áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ìîæíî ïîëîæèòü f ′(n) = n.

Ñëåäóþùèì øàãîì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ¾íè÷åéíàÿ çåìëÿ¿ ðåçóëüòàòà
èç [1], ò. å. èçó÷åíèå òåõ ôóíêöèé f(n), êîòîðûå ïðè n → ∞ ýêâèâàëåíòíû
n. Öåëüþ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå èíôîðìàöèè î ðîñòå âòîðîãî ÷ëå-
íà ðàçäåëèòåëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ è íåïîëèíîìèàëüíûõ ñëó÷àåâ. Ïî-âèäèìîìó,
çäåñü àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà íåóìåñòíà, ïîñêîëüêó, âåðîÿòíî, åñëè çàäà-
÷à ÍÌ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé â êëàññå Gn+g(n) (g(n) ∈ o(n)), òî
äëÿ ëþáîãî k ∈ N çàäà÷à ÍÌ îñòàåòñÿ òàêîâîé äëÿ ãðàôîâ èç Gn+kg(n). Çíà÷èò,
êîãäà f(n) ∼ n ïðè n→∞, òî èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ
ïîñòàíîâêó äëÿ êàêîé-íèáóäü ôóíêöèè (êîðíÿ, äâîè÷íîãî ëîãàðèôìà è ò. ï.)
îò f(n)− n. Îäíàêî è çäåñü íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ñêîëü-íèáóäü çíà÷èòåëüíîãî
ïðîäâèæåíèÿ (íå óäàåòñÿ äàæå ïîñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ¾ðàçóìíóþ¿ çà-
äà÷ó). Âñå æå, íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ î âòîðîì ÷ëåíå ìîæíî ïî÷åðïíóòü èç
òåîðåì 1 è 2.

Òåîðåìà 1 [2]. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì C çàäà÷à ÍÌ ïîëèíîìèàëüíî ðàç-
ðåøèìà äëÿ ãðàôîâ èç Gn+C[log2(n)].

Èíòåðïðåòàöèè ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ïîäðàçóìåâàþò îòñóòñòâèå ñóáýê-
ïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ÍÌ (íàïîìíèì, ÷òî àëãîðèòì
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ñóáýêïîíåíöèàëüíûì, åñëè âðåìÿ åãî ðàáî-
òû îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé 2o(n), ãäå n � êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå). Âåðà
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â îòñóòñòâèå òàêèõ àëãîðèòìîâ äëÿ çàäà÷è ÍÌ ÿâëÿåòñÿ øèðîêî ðàñïðîñòðà-
íåííîé [3�5] è àâòîð íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè ðàçäåëÿåò åå. Ôîðìóëèðîâêà òåî-
ðåìû 2 èñïîëüçóåò ïîíÿòèå íåëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè g(n) : N → N, ò. å.
íåîãðàíè÷åííîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèè, ýêñïîíåíòà êîòîðîé ðàñòåò áûñòðåå,
÷åì ïîëèíîì îò n.

Òåîðåìà 2 [2]. Åñëè çàäà÷à ÍÌ íå ðàçðåøèìà çà ñóáýêïîíåíöèàëüíîå âðå-
ìÿ, òî äëÿ ëþáîé íåëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè g(n) ýòà çàäà÷à íå ðåøàåìà
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ãðàôîâ êëàññà G

n+
g2(n)

2
.

Ðåçóëüòàòû òåîðåìû 2 ìîæíî íåñêîëüêî óñèëèòü. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî
óñèëåíèÿ íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Åñëè çàäà÷à ÍÌ íå ðàçðåøèìà çà ñóáýêïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ,
òî äëÿ ëþáîé ïðè n → ∞ ôóíêöèè φ(n) → ∞ ýòà çàäà÷à íå ðåøàåìà çà
ñóáýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ãðàôîâ èç êëàññà G

n2− n2
φ2(n)
2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ãðàôà ñ n âåðøèíàìè ôàêò ñóùåñòâîâà-
íèÿ íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ìîùíîñòè k ïðîâåðÿåòñÿ çà âðåìÿ O(nO(1)Ck

n).
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè ýòîãî ãðàôà íå ïðåâîñõîäèò n

φ(n) , òî
îíî âû÷èñëÿåòñÿ çà ñóáýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó ýíòðî-
ïèéíîé îöåíêè äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (Ck

n ≤ 2nH( k
n ) ïðè k ≤ n

2 ,
ãäå H(x) = −x log2(x)−(1−x) log2(1−x)), èìååì, ÷òî ïðè φ(n) ≥ 2 ñïðàâåäëè-
âî íåðàâåíñòâî C

n
φ(n)
n ≤ 2nH( 1

φ(n) ). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî H( 1
φ(n) ) ∈ O( log(φ(n))

φ(n) ).
Îòñþäà è èç çàìå÷àíèÿ èç ïåðâîãî ïðåäëîæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ãðàôîâ ñ îáîçíà÷åííûì ðîñòîì ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè èìååò ìåñòî ñóá-
ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ÍÌ. Çíà÷èò, òàêèå àëãîðèòìû ìîãóò
îòñóòñòâîâàòü òîëüêî â ìíîæåñòâå ãðàôîâ, ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè êàæäîãî n-
âåðøèííîãî ïðåäñòàâèòåëÿ êîòîðûõ íå ìåíüøå, ÷åì n

φ(n) . Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî êîëè÷åñòâî ðåáåð â ëþáîì òàêîì ãðàôå íå ïðåâîñõîäèò n2− n2

φ2(n)

2 . Ëåììà 1
äîêàçàíà.

Èìåÿ îöåíêó èç ëåììû 1 è ïðèìåíÿÿ ñâåäåíèå èç ðàáîòû [2] ìîæíî äîâîëü-
íî ëåãêî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 3.

Òåîðåìà 3. Åñëè çàäà÷à ÍÌ íå ðàçðåøèìà çà ñóáýêïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ,
òî äëÿ ëþáîé íåëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè g(n) ýòà çàäà÷à íå ðåøàåìà çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ãðàôîâ êëàññà G

n+
g2(n)(1− 1

φ2(g(n))
)

2

.

2. Âëèÿíèå óïàêîâî÷íîãî ÷èñëà ãðàôîâ íà òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è ÍÌ

H-Óïàêîâî÷íîå ÷èñëî ãðàôà G � íàèáîëüøåå k, ïðè êîòîðîì G ñîäåðæèò
k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âåðøèíàì ïîäãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èçîìîð-
ôåí H. Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç pH(G). Íàïðèìåð, åñëè H = K1, òî
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pH(G) = |V (G)|, à åñëè H = K2, òî pH(G) � ðàçìåð íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷å-
òàíèÿ ãðàôà G. Â ýòîì ðàçäåëå ðàáîòû èçó÷àåòñÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è ÍÌ äëÿ
êëàññîâ ãðàôîâ âèäà GH

f(n) = {G : pH(G) ≤ f(|V (G)|)} â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà
ãðàôà H è ôóíêöèè f(n) : N → N. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìíîãèõ ãðàôîâ H âû-
áîð ôóíêöèè f(n) íèêàê íå âëèÿåò íà ñëîæíîñòü çàäà÷è ÍÌ. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè H íå ïðèíàäëåæèò îïðåäåëåííîìó êëàññó ãðàôîâ, òî, ñîãëàñíî òåîðå-
ìå 1 èç ðàáîòû [6], çàäà÷à ÍÌ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññå {G : pH(G) = 0}.
Ðå÷ü èäåò î êëàññå T , ñîñòîÿùåì èç âñåâîçìîæíûõ ãðàôîâ, êàæäàÿ êîìïî-
íåíòà ñâÿçíîñòè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ íå áîëåå ÷åì òðåìÿ ëèñòüÿìè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè H � ïóñòîé ãðàô ñ s âåðøèíàìè, òî pH(G) = [ |V (G)|

s ].
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå GH

f(n) ñîñòîèò èç âñåõ ãðàôîâ, êîëè÷åñòâî
âåðøèí êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò ïîäìíîæåñòâó Ñ ìíîæåñòâà N, îïðåäåëÿåìîìó
ìîíîòîííîé ôóíêöèåé f(n). Òåì ñàìûì ïðèíàäëåæíîñòü G ∈ GH

f(n) îïðåäå-
ëÿåòñÿ òîëüêî ïðèíàäëåæíîñòüþ ÷èñëà |V (G)| ìíîæåñòâó Ñ, à íå ñòðóêòóðîé
ãðàôà G (è ðàñïîçíàâàíèå ýòîé ïðèíàäëåæíîñòè âûïîëíÿåòñÿ çà åäèíè÷íîå
âðåìÿ). Ïîýòîìó äàëåå ñëó÷àé ïóñòîãî ãðàôà H íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, çàäà÷ó ïîèñêà ¾ãðàíèöû¿ öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äëÿ
íåïóñòûõ ãðàôîâ H èç êëàññà T . Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñëó÷àåâ ïîëèíîìè-
àëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ÍÌ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè êëàññîâ
ãðàôîâ ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà 4 [7]. Åñëè çàäà÷à ÍÌ íå ðàçðåøèìà çà ñóáýêïîíåíöèàëüíîå âðå-
ìÿ, òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ãðàôà H ∈ T è ëþáîé ôóíêöèè f(n) : N → N çà-
äà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé â êëàñ-
ñå ãðàôîâ GH

f(n) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(n) ∈ O(log(n)).

Ïî-âèäèìîìó, ïîïûòêè îáîáùåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû íà ïîðîæ-
äåííûå ïîäãðàôû H (è ïîèñêà ¾ðàçäåëÿþùåé¿ ôóíêöèè) áóäóò áåçðåçóëü-
òàòíûìè óæå äëÿ H = K1. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì ïàðàìåòðîì ãðàôà G áóäåò ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè α(G). Äëÿ âûÿâëå-
íèÿ ¾ðàçäåëÿþùåé¿ ôóíêöèè, âèäèìî, âîçíèêíåò íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáàòû-
âàòü àëãîðèòìû ñ ïàðàìåòðèçîâàííîé îöåíêîé òðóäîåìêîñòè O(g(α(G))nC),
ãäå g(n) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, à C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Îäíàêî, ñóùå-
ñòâîâàíèå òàêèõ àëãîðèòìîâ ìàëîâåðîÿòíî [8]. Èìåííî ïîýòîìó âñå âíèìàíèå
ñîñðåäîòî÷åíî íà ïàðàìåòðå pH(G).
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÊËÀÑÑÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ÒÐÅÕÇÍÀ×ÍÎÉ
ËÎÃÈÊÈ Ñ ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÌ ÐÎÑÒÎÌ

ÐÀÍÃÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Å.Â. Ìèõàéëåö (Ìîñêâà)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó A ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè Pk. Ñèñ-
òåìîé íåÿâíûõ óðàâíåíèé íàä ñèñòåìîé ôóíêöèé A áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà: ϕ1(x1, . . . , xn, y) = ψ1(x1, . . . , xn, y),

. . .
ϕm(x1, . . . , xn, y) = ψm(x1, . . . , xn, y),

(1)

ãäå ôóíêöèè ϕi, ψi, i = 1, . . . ,m, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóïåðïîçèöèè íàä ñèñòå-
ìîé ôóíêöèé A ëèáî òîæäåñòâåííûå ôóíêöèè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà íåÿâíûõ óðàâíåíèé âèäà (1) ðåàëèçóåò ôóíê-
öèþ f(x1, . . . , xn) k-çíà÷íîé ëîãèêè, åñëè ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíè-
ÿõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y = f(x1, . . . , xn).
Âñÿêóþ ñèñòåìó íåÿâíûõ óðàâíåíèé íàä ñèñòåìîé ôóíêöèé A, ðåàëèçóþùóþ
ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), áóäåì íàçûâàòü íåÿâíûì ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè f
íàä A. Ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) â Pk áóäåì íàçûâàòü íåÿâíî âûðàçèìîé íàä ñèñ-
òåìîé ôóíêöèé A, åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî íåÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå f íàä
A.

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, íåÿâíî âûðàçèìûõ íàä ñèñòåìîé ôóíê-
öèé A, áóäåì íàçûâàòü íåÿâíûì ðàñøèðåíèåì ñèñòåìû A è áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç I(A). Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ íåÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûòå-
êàåò ðàâåíñòâî I(A) = I([A]), áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ïðè èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ
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ðàíãîâûõ ôóíêöèé ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èññëåäîâàíèåì òîëüêî çàìêíóòûõ ïî
ñóïåðïîçèöèè êëàññîâ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ñèñòåìû ôóíêöèé
A, f ∈ [A], äëÿ íåå ñóùåñòâóåò íåÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå íàä ñèñòåìîé A, ñî-
ñòîÿùåå èç åäèíñòâåííîãî óðàâíåíèÿ y = f(x1, . . . , xn). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ëþáîé ñèñòåìû ôóíêöèé A â Pk âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå [A] ⊆ I(A). Òàêèì
îáðàçîì, ïîíÿòèå íåÿâíîé âûðàçèìîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü îäíèì èç îáîáùåíèé
ïîíÿòèÿ âûðàçèìîñòè ôóíêöèé ñóïåðïîçèöèÿìè è, ñîîòâåòñòâåííî, íåÿâíîå
ðàñøèðåíèå � îáîáùåíèåì îïåðàöèè çàìûêàíèÿ ïî ñóïåðïîçèöèè.

Åñëè âñå ôóíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè íåÿâíî âûðàçèìû íàä ñèñòåìîé ôóíê-
öèé A, ò. å. I(A) = Pk, òî ñèñòåìó ôóíêöèé A áóäåì íàçûâàòü íåÿâíî ïîëíîé
â Pk.

Ïîíÿòèå íåÿâíîé âûðàçèìîñòè âïåðâûå áûëî ââåäåíî À.Â. Êóçíåöîâûì [3].
Âïîñëåäñòâèè èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè ïðîäîëæèë Î.Ì. Êàñèì-Çàäå.
Â ðàáîòå [1] Î.Ì. Êàñèì-Çàäå ïîëíîñòüþ ðåøèë ïðîáëåìó íåÿâíîé âûðàçè-
ìîñòè è íåÿâíîé ïîëíîòû â äâóçíà÷íîé ëîãèêå P2. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [1]
ïîêàçàíî, ÷òî â äâóçíà÷íîé ëîãèêå P2 ñóùåñòâóåò îäèí çàìêíóòûé ïî ñóïåðïî-
çèöèè ìèíèìàëüíûé íåÿâíî ïîëíûé êëàññ � êëàññ âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.
Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé êðèòåðèé íåÿâíîé ïîëíîòû â P2: ïðîèçâîëüíàÿ
ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé íåÿâíî ïîëíà â P2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå
çàìûêàíèå ïî ñóïåðïîçèöèè ñîäåðæèò êëàññ âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

Â òðåõçíà÷íîé ëîãèêå P3 êðèòåðèé íåÿâíîé ïîëíîòû â òåðìèíàõ ìèíè-
ìàëüíûõ íåÿâíî ïîëíûõ êëàññîâ ïîëó÷åí Å.À. Îðåõîâîé. Îíà äîêàçàëà, ÷òî
â P3 ñóùåñòâóåò äâàäöàòü ñåìü ðàçëè÷íûõ ìèíèìàëüíûõ íåÿâíî ïîëíûõ çà-
ìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé è ïðèâåëà îïèñàíèå âñåõ äâàäöàòè ñåìè êëàññîâ
(ñì. [6]).

Ðåøèâ ïðîáëåìó íåÿâíîé âûðàçèìîñòè â P2, Î.Ì. Êàñèì-Çàäå ïîñòàâèë âî-
ïðîñ î ñëîæíîñòè íåÿâíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Â ðàáîòå [2] îí ðàññìîòðåë íàèáîëåå
åñòåñòâåííóþ ìåðó ñëîæíîñòè � ÷èñëî óðàâíåíèé â íåÿâíîì ïðåäñòàâëåíèè,
íàçâàâ ýòó âåëè÷èíó ðàíãîì ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç íåÿâíîãî ðàñøèðåíèÿ çàäàííîé ñè-
ñòåìû A ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, f ∈ I(A). Ñëåäóÿ [2], íàçîâåì ðàíãîì
ôóíêöèè f íàä ñèñòåìîé ôóíêöèé A è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåçmA(f) íàèìåíü-
øåå ÷èñëî óðàâíåíèé, äîñòàòî÷íîå äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ f
íàä A.

Áóäåì íàçûâàòü ðàíãîâîé ôóíêöèåé ñèñòåìû ôóíêöèé A ôóíêöèþ Øåííî-
íà mA(n) = maxmA(f), ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì k-çíà÷íîé
ëîãèêè, ïðèíàäëåæàùèì íåÿâíîìó ðàñøèðåíèþ ñèñòåìû A è ñóùåñòâåííî çà-
âèñÿùèì íå áîëåå ÷åì îò n ïåðåìåííûõ.

Î.Ì. Êàñèì-Çàäå â ðàáîòå [2] ïîëó÷èë îöåíêè ðîñòà ðàíãîâîé ôóíêöèè äëÿ
âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êëàññà M âñåõ
ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùåãîñÿ åäèíñòâåííûì çàìêíóòûì ìèíèìàëüíûì
íåÿâíî ïîëíûì êëàññîì â P2, ðàíãîâàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà mM (n) = d(n+ 2)/2e.

Àâòîðîì áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè ðîñòà ðàíãîâîé ôóíêöèè äëÿ âñåõ ìè-
íèìàëüíûõ íåÿâíî ïîëíûõ êëàññîâ â P3. Äâàäöàòü ñåìü çàìêíóòûõ ìèíè-
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ìàëüíûõ íåÿâíî ïîëíûõ êëàññîâ òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, îïèñàííûõ Å.À. Îðå-
õîâîé (ñì. [6]), ïî îòíîøåíèþ äâîéñòâåííîñòè äåëÿòñÿ íà øåñòü êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè. Ðàíãîâûå ôóíêöèè äâîéñòâåííûõ ñèñòåì ôóíêöèé ñîâïàäàþò.
Òàêèì îáðàçîì, ðàíãîâàÿ ôóíêöèÿ ëþáîé ìèíèìàëüíîé íåÿâíî ïîëíîé ñèñòå-
ìû ôóíêöèé â P3 ñîâïàäàåò ñ ðàíãîâîé ôóíêöèåé îäíîãî èç øåñòè êëàññîâ
ôóíêöèé W1, W2, W3, W4, W5, W6, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì êëàññàì ýê-
âèâàëåíòíîñòè.

Êëàññû ôóíêöèé Wi, i = 1, . . . , 6, ïîëó÷åíû çàìûêàíèåì ïî ñóïåðïîçèöèè
îò ñèñòåì ôóíêöèé, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå 1. Äëÿ çàäàíèÿ ôóíêöèé îäíîé
è äâóõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóþòñÿ òàáëèöû çíà÷åíèé (ñì. [6]). Íàïðèìåð, ôóíê-
öèþ max(x1, x2) â P3 ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ òàáëèöû:

x1 \ x2 0 1 2
0
1
2

0 1 2
1 1 2
2 2 2

.

Òàáëèöà 1
Êëàññ Ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà

W1

0 0 0
0 1 1
0 1 1

0 1 1
1 1 1
1 1 1

0
0
1

1
1
1

W2

0 0 0
0 0 0
0 0 2

0 2 2
2 2 2
2 2 2

0
0
0

2
2
2

W3

0 0 2
0 1 2
2 2 2

0 1 2
1 1 2
2 2 2

0 0 0
0 0 2
0 0 2

1
1
1

W4

0 0 2
0 1 2
0 0 2

0 1 2
1 1 2
0 0 2

2
2
1

W5

0 0 2
0 1 2
2 2 2

0 1 2
1 1 2
2 2 2

0
0
1

1
1
1

W6

0 0 2
0 1 2
2 2 2

0 1 2
1 1 2
2 2 2

2
2
0

1
1
1

Ðàíãîâûå ôóíêöèè êëàññîâ W1, W2, W3, W4 èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðî-
ñòà (ïîäðîáíåå ñì. [5]). Äëÿ êëàññîâW5 èW6 ïîðÿäîê ðîñòà ðàíãîâîé ôóíêöèè
îêàçàëñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì (ñì. [4]).
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñóùåñòâåííîì óëó÷-
øåíèè âåðõíåé îöåíêè ðàíãîâîé ôóíêöèè êëàññà W5 è ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäó-
þùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 1. Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n äëÿ ðàíãîâîé ôóíêöèè êëàññà W5

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

2(n+1)/2 − 1
2
≤ mW (n) ≤ 2n(n+ 2).

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Îêòàþ
Ìóðàäîâè÷ó Êàñèì-Çàäå çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âñåñòîðîííåå âíèìàíèå ê äàí-
íîé ðàáîòå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 11�01�
00508), è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé
êèáåðíåòèêè è èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëåíèÿ¿ (ïðîåêò ¾Çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿).
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Î ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÇÀÌÊÍÓÒÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ Â P3,
ÏÎÐÎÆÄÅÍÍÛÕ ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÌÈ
ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ

À.Â. Ìèõàéëîâè÷ (Ìîñêâà)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàìêíóòûå êëàññû ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, ïîðîæ-
äåííûå ìîíîòîííûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Èçâåñòíî [1], ÷òî âñå
çàìêíóòûå êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé èìåþò êîíå÷íûé áàçèñ. Â [2] ïîêàçà-
íî, ÷òî ïðè âñåõ k ≥ 3 â Pk ñóùåñòâóþò êàê çàìêíóòûå êëàññû ñî ñ÷åòíûì
áàçèñîì, òàê è êëàññû, íå èìåþùèå áàçèñà. Â [3 � 5] ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå
ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ êëàññîâ, ïîðîæäåííûõ ìîíîòîííûìè ñèììåòðè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè; äëÿ íèõ ïðèâåäåíû êðèòåðèè áàçèðóåìîñòè è êîíå÷íîé ïîðîæ-
äåííîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå øèðîêîå ñåìåéñòâî êëàñ-
ñîâ, ïîðîæäåííûõ ìîíîòîííûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, äëÿ êîòîðîãî
ìåíÿåòñÿ êðèòåðèé êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè. Âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ
ìîæíî íàéòè â [3 � 7].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M̂R ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà
0 < 1 < 2 ôóíêöèé èç P3, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ òîëüêî èç ìíîæåñòâà {0, 1}
è ðàâíûõ íóëþ íà íàáîðàõ, ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó íóëåâóþ êîìïîíåíòó.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç MR ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç M̂R, ïðèíèìàþùèõ íóëå-
âîå çíà÷åíèå íà íàáîðàõ, ñîñòîÿùèõ èç îäíèõ åäèíèö. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M̂S
(ñîîòâåòñòâåííî MS) ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé èç M̂R (ñîîòâ.
MR). Ìíîæåñòâî ôóíêöèé A èç M̂R íàçûâàåòñÿ k-îãðàíè÷åííûì, åñëè ÷èñëî
åäèíèö â íàáîðàõ, íà êîòîðûõ ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà A ïðèíèìàþò çíà÷åíèå
1, íå ïðåâîñõîäèò k è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èç A è íàáîð α̃ èç
{1, 2}n, ñîäåðæàùèé ðîâíî k åäèíèö, òàêîé, ÷òî f(α̃) = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
in(x1, . . . , xn), n ≥ 1, ôóíêöèþ èç M̂R, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå 1 íà âñåõ íà-
áîðàõ èç {1, 2}n. Ïîëîæèì I = ∪{in}, ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì n ≥ 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ 2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî I = [{in}]. Ïóñòü Φ �
íåêîòîðàÿ ôîðìóëà íàä M̂R. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ñèìâîëû êîòîðûõ ñî-
äåðæàòñÿ â ôîðìóëå Φ, îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ(Φ).

Ïóñòü f, g ∈ MS. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f íå ïðåâîñõîäèò ôóíêöèþ
g îòíîñèòåëüíî �, (ñîîòâåòñòâåííî, �I) åñëè f ∈ [{g}] (ñîîòâ. f ∈ [{g} ∪ I]).
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå íåêîíãðóýíòíûõ ôóíêöèé èç MS îòíî-
øåíèÿ � è �I ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Ìíîæåñòâî ïî-
ïàðíî íåêîíãðóýíòíûõ ôóíêöèé H èç MS íàçûâàåòñÿ öåïüþ îòíîñèòåëüíî
ïîðÿäêà � (ñîîòâ. �I), åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà ìíîæåñòâà H ñðàâíèìû îò-
íîñèòåëüíî ïîðÿäêà � (ñîîòâ. �I). Ïóñòü G � ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåêîíãðó-
ýíòíûõ ôóíêöèé èç MS. Öåïü H ⊂ G íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëüíîé
öåïüþ îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà � (ñîîòâ. �I) ìíîæåñòâà G, åñëè äëÿ ëþáîé öåïè
H1 ⊂ MS, òàêîé, ÷òî H ⊆ H1, H 6= H1, öåïü H1 íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà G, è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f èç H, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
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g ∈ H âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî g � f (ñîîòâ. g �I f).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå

âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.
Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü A ⊆ M̂S, f(x1, . . . , xn) ∈ MS ∩ [A], Φ � íåêîòî-

ðàÿ ôîðìóëà íàä A, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f, Φ1 � ïîäôîðìóëà ôîðìóëû Φ,
èìåþùàÿ âèä g(B1, . . . ,Bm), ãäå g ∈ MS ∩ A, à B1, . . . ,Bm � ôîðìóëû íàä A.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà ef ≤ eg,
ef

df
≤ eg

dg
,

]
dg

df

[
≤ eg

ef
.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xm) ∈ MS, n ≥ m ≥ 1,
ef ≤ eg. Òîãäà f �I g.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü A ⊆ M̂S, f ∈ [A] ∩MS, Φ � íåêîòîðàÿ ôîðìóëà
íàä A, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f, g ∈ Θ(Φ) ∩MS. Òîãäà f �I g.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé 1 � 3 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé èç [3].

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåêîíãðóýíòíûõ ôóíê-
öèé èç M̂S, G 6⊆ MS, F = [G], à B � ìíîæåñòâî âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé îãðàíè-
÷åííûõ ìàêñèìàëüíûõ öåïåé ìíîæåñòâà G ∩MS îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà � .
Ïóñòü êëàññ F èìååò áàçèñ A. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ A ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ gf ∈ B, òàêàÿ, ÷òî f ∈ [{gf} ∪ I] è gf ∈ [{f}].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êëàññ F èìååò áàçèñ A. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
f èç A çàôèêñèðóåì ôîðìóëó Υf íàä G, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ f . Ïðåîá-
ðàçóåì ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó Φ íàä A â ôîðìóëó π(Φ) íàä G ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Åñëè ôîðìóëà Φ èìååò âèä xi, òî π(Φ) = xi. Ïóñòü ôîðìóëà Φ èìååò
âèä f(B1, . . . ,Bp), ãäå B1, . . . ,Bp � ôîðìóëû íàä A èëè ñèìâîëû ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü ôîðìóëàì B1, . . . ,Bp íàä A óæå ñîïîñòàâëåíû ôîðìóëû π(B1), . . . , π(Bp)
íàä G ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà π(Φ) = Υf (π(B1), . . . , π(Bp)).

Ïóñòü g(x1, . . . , xm) ∈ B. Ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó Φ íàä A,
ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ g, è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ôîðìóëó π(Φ) íàä G, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî Θ(π(Φ)) ⊆ {g} ∪ I. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ A,
òàêàÿ, ÷òî f ∈ [{g} ∪ I]. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî g ∈ [{f}].

Ïóñòü f ∈ F , f íå ïîðîæäàåò âåðõíþþ ãðàíü îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëü-
íîé öåïè ìíîæåñòâà G îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà � . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ A.
Ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó Υf íàä G, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ f ,
ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäôîðìóëû Ψ = g(B1, . . . ,Bm) ôîðìóëû Υf âûïîë-
íÿåòñÿ âêëþ÷åíèå g ∈ A\{f} ⊆ [A\{f}]. Íî òîãäà f ∈ [A\{f}], ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò òîìó, ÷òî f ∈ A è A � áàçèñ êëàññà F . Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ ôóíêöèÿ
èç A ïîðîæäàåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ èç B.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåêîíãðóýíòíûõ ôóíêöèé èç
M̂S, G 6⊆ MS, F = [G]. Òîãäà êëàññ F èìååò áàçèñ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç G ∩ MS ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé
ìàêñèìàëüíîé öåïè ìíîæåñòâà G ∩MS îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà �I .
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì óòâåð-
æäåíèé 3 è 4 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 èç [3].

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü G ⊆ M̂S, G 6⊆ MS. Òîãäà êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç
G ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëüíîé öåïè ìíîæåñòâà G
îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà �I â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà êàæäàÿ ôóíê-
öèÿ èç G ∩ MS ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëüíîé öåïè
ìíîæåñòâà G ∩MS îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà � .

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíî íà òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
èç g ìíîæåñòâà G ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ôóíêöèé f, òàêèõ, ÷òî
g �I f è g 6� f.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåêîíãðóýíòíûõ ôóíêöèé èç
M̂S, F = [G]. Òîãäà êëàññ F èìååò áàçèñ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç G ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëüíîé
öåïè ìíîæåñòâà G ∩MS îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà � .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è óòâåðæäåíèÿ 5.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåêîíãðóýíòíûõ ôóíêöèé

èç M̂S, G 6⊆ MS, F = [G]. Òîãäà êëàññ F èìååò êîíå÷íûé áàçèñ â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 0 ìíîæåñòâî G ÿâëÿåò-
ñÿ k-îãðàíè÷åííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A � íåêîòîðûé áàçèñ êëàññà F .
Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç A ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g èç
B, òàêàÿ, ÷òî f ∈ [{g} ∪ I], g ∈ [{f}]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
áàçèñ A′ êëàññà F , òàêîé, ÷òî A′ ⊆ B ∪ I. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A′ êîíå÷íî,
ñóùåñòâóåò ÷èñëî k ∈ Z+, òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî A′ ÿâëÿåòñÿ k-îãðàíè÷åííûì.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ g(x1, . . . , xn) ∈ G. Ïóñòü îíà ðåàëèçóåòñÿ
íåêîòîðîé ôîðìóëîé Φ íàä A, êîòîðàÿ èìååò âèä h(B1, . . . ,Bm), ãäå h ∈ A′,
B1, . . . ,Bm � ôîðìóëû íàä A′. Ïî óòâåðæäåíèþ 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
eg ≤ eh Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî G ÿâëÿåòñÿ k-îãðàíè÷åííûì.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ÿâëÿåòñÿ k-îãðàíè÷åííûì. Ïóñòü
f(x1, . . . , xn) ∈ G, ef = k. Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè g(x1, . . . , xm), òàêîé, ÷òî eg ≤ ef , m ≥ n, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
g ∈ [{f} ∪ I]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé h(x1, . . . , xm) ∈ G,
òàêèõ, ÷òî eh < ef , m < n. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî B êîíå÷íî. Ïîñêîëüêó
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî eg ≤ ef , òî g ∈ [{f} ∪ I]
èëè g ∈ B. Ñëåäîâàòåëüíî, F = [B ∪ {f}]. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî B ∪ {f} êî-
íå÷íî, òî êëàññ F èìååò êîíå÷íûé áàçèñ.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó À.Á. Óãîëüíèêîâó çà ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 11�01�
00508) è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÌÍ ÐÀÍ �Àëãåáðàè-
÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè è èíôîðìàöè-
îííûå ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëåíèÿ�.
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ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ 3-ÏÓÒÈ

Ä.Á. Ìîêååâ (Íèæíèé Íîâãîðîä)

Ââåäåíèå

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ãðàôîâ. X-óïàêîâêîé ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî åãî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
èçîìîðôåí êàêîìó-íèáóäü ãðàôó èç X. Íàèáîëüøåå ÷èñëî ïîäãðàôîâ â X-
óïàêîâêå ãðàôà G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç pack(X;G). X-ïîêðûòèåì ãðàôà G
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåðøèí, ïîñëå óäàëåíèÿ êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ ãðàô, íå
ñîäåðæàùèé ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ, ïðèíàäëåæàùèõ X. Íàèìåíüøåå ÷èñëî
âåðøèí â X-ïîêðûòèè ãðàôà G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç cover(X;G). Â ñëó-
÷àå, êîãäà X ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ãðàôà H, áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî îá
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H-ïîêðûòèè è H-óïàêîâêå. Â ÷àñòíîñòè, K2-óïàêîâêè � ýòî ïàðîñî÷åòàíèÿ,
à K2-ïîêðûòèÿ èçâåñòíû êàê âåðøèííûå ïîêðûòèÿ.

Î÷åâèäíî, âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî pack(X;G) ≤ cover(X;G). Òåî-
ðåìà Ê�åíèãà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
pack(P2;G) = cover(P2;G). Âåðíî è â èçâåñòíîì ñìûñëå îáðàòíîå óòâåðæäå-
íèå: åñëè ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ãðàôà G è ëþáîãî åãî ïîðîæäåííîãî
ïîäãðàôà, òî ýòîò ãðàô � äâóäîëüíûé.

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô G áóäåì íàçûâàòü ê�åíèãîâûì ãðàôîì îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà X, åñëè äëÿ ëþáîãî åãî ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà H âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî pack(X;H) = cover(X;H). Êëàññ âñåõ ê�åíèãîâûõ ãðàôîâ îòíîñè-
òåëüíî X îáîçíà÷èì ÷åðåç K(X).

Êëàññ K(X) ïðè ëþáîì X ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìîæåò áûòü îïèñàí ìíîæåñòâîì ìèíèìàëüíûõ çàïðåùåííûõ (ïîðîæäåííûõ)
ïîäãðàôîâ. Äëÿ P2 òàêóþ õàðàêòåðèçàöèþ äàåò òåîðåìà Ê�åíèãà âìåñòå ñ èç-
âåñòíûì êðèòåðèåì äâóäîëüíîñòè. Êðîìå ýòîé êëàññè÷åñêîé òåîðåìû èçâåñòåí
åùå òîëüêî îäèí ðåçóëüòàò òàêîãî ðîäà äëÿ îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ � â ðàáî-
òå [1] îïèñàíû âñå çàïðåùåííûå ïîäãðàôû äëÿ êëàññà K(C), ãäå C � ìíîæå-
ñòâî âñåõ ïðîñòûõ öèêëîâ.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � îõàðàêòåðèçîâàòü êëàññ K(P3). Ïðèìåíÿåòñÿ 2
ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ýòîãî êëàññà: ìíîæåñòâîì âñåõ åãî ìèíèìàëüíûõ çàïðå-
ù¼ííûõ ïîðîæä¼ííûõ ïîäãðàôîâ (íàéäåíû âñå òàêèå ïîäãðàôû), à òàê æå
ïóò¼ì ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ïîäðàçáèåíèÿ ðåáåð è çàìåíû âåðøèí
êëèêàìè.

Äàëåå âìåñòî pack(P3;G) è cover(P3;G) ïèøåì ïðîñòî pack(G) è cover(G),
ïîä ïîêðûòèåì è óïàêîâêîé ïîäðàçóìåâàåì P3-ïîêðûòèå è P3-óïàêîâêó, à ïîä
ê�åíèãîâûì ãðàôîì � ê�åíèãîâ ãðàô îòíîñèòåëüíî P3.

Ðàñøèðåíèå ãðàôîâ

Çàìåòèì, ÷òî ãðàô ê�åíèãîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åãî êîì-
ïîíåíòà ñâÿçíîñòè � ê�åíèãîâ ãðàô. Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ñâÿçíûå ãðàôû.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàöèÿ çàìåíû âåðøèíû x t-êëèêîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ýòà âåðøèíà óäàëÿåòñÿ èç ãðàôà, ê íåìó äîáàâëÿþòñÿ t íîâûõ âåðøèí, ïî-
ïàðíî ñìåæíûõ ìåæäó ñîáîé. Êàæäàÿ èç íèõ ñîåäèíÿåòñÿ ðåáðîì ñ êàæäîé
âåðøèíîé, ñ êîòîðîé áûëà ñìåæíà x. Ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç ãðàôà G çàìåíîé
íåêîòîðûõ åãî âåðøèí ñòåïåíè 1 è 2 êëèêàìè (âîçìîæíî, ðàçíîãî ðàçìåðà),
íàçîâåì ðàñøèðåíèåì ãðàôà G, à êëèêè, íà êîòîðûå áûëè çàìåíåíû âåðøè-
íû, áóäåì íàçûâàòü ñåêöèÿìè. Êàæäàÿ âåðøèíà, íå ïîäâåðãàâøàÿñÿ çàìåíå,
ñ÷èòàåòñÿ îòäåëüíîé ñåêöèåé.

Ëåììà 1. Êàæäîå íàèìåíüøåå ïîêðûòèå ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ ëþáîãî ãðà-
ôà ñîñòîèò èç öåëûõ ñåêöèé.

Ëåììà 2. Ëþáîå ðàñøèðåíèå ëþáîãî äåðåâà ïðèíàäëåæèò êëàññó K(P3).
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Çàïðåùåííûå ïîäãðàôû

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî òðè ãðàôà, èçîáðàæåí-
íûå íà ðèñóíêå 1, íå ÿâëÿþòñÿ ê�åíèãîâûìè. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ pack(G) = 1,
cover(G) = 2. Ïðè ýòîì êàæäûé ïîðîæäåííûé ïîäãðàô êàæäîãî èç íèõ ïðè-
íàäëåæèò êëàññó K(P3). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
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Ëåììà 3. Ãðàôû D1, D2, D3 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè çàïðåùåííûìè
ãðàôàìè äëÿ K(P3).

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî áåñêîíå÷íûõ ñåðèé ìèíèìàëüíûõ çàïðåùåí-
íûõ ïîäãðàôîâ äëÿ K(P3). Î÷åâèäíî,

pack(C3k) = pack(C3k+1) = pack(C3k+2) = k,

cover(C3k) = cover(C3k−1) = cover(C3k−2) = k.

Ïîýòîìó è ââèäó ëåììû 2 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4. Öèêë Cn ïðèíàäëåæèò êëàññó K(P3), åñëè n êðàòíî 3, è ÿâ-
ëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì çàïðåùåííûì ãðàôîì äëÿ K(P3), åñëè n íå êðàòíî 3.

Ðàññìîòðèì ãðàô, ïîëó÷àþùèéñÿ èç öèêëà Cn äîáàâëåíèåì äâóõ âåðøèí,
íå ñìåæíûõ ìåæäó ñîáîé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîåäèíÿåòñÿ ðåáðîì ñ îäíîé âåð-
øèíîé öèêëà. Ýòîò ãðàô îáîçíà÷èì ÷åðåç A(n, k), ãäå k � ðàññòîÿíèå ìåæäó
âåðøèíàìè öèêëà, ñìåæíûìè ñ äîáàâëåííûìè âåðøèíàìè.

Ëåììà 5. Åñëè n êðàòíî 3, à k íå êðàòíî 3, òî A(n, k) ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíûì çàïðåùåííûì ãðàôîì äëÿ êëàññà K(P3).

Ðàññìîòðèì ãðàô, ïîëó÷àþùèéñÿ èç öèêëà Cn äîáàâëåíèåì äâóõ âåðøèí a
è b, íå ñìåæíûõ ìåæäó ñîáîé, ïðè÷åì a ñîåäèíÿåòñÿ ðåáðîì ñ îäíîé âåðøèíîé
öèêëà, à b� ñ òðåìÿ ïîäðÿä èäóùèìè âåðøèíàìè öèêëà. Ýòîò ãðàô îáîçíà÷èì
÷åðåç B(n, k) , ãäå k � ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíîé, ñìåæíîé ñ a, è ñðåäíåé
èç òðåõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ b. Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíû ãðàôû B(6, 0) è B(6, 3).
Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûé èç íèõ ñîäåðæèò çàïðåùåííûé ïîäãðàô D2.

Ëåììà 6. Åñëè n è k êðàòíû 3, k 6= 0 , òî B(n, k) � ìèíèìàëüíûé
çàïðåùåííûé ãðàô äëÿ êëàññà K(P ).
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Ðèñ. 2
×åðåç C(k1, k2, k3) îáîçíà÷èì ãðàô, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç öèêëà äëèíû

n = k1 +k2 +k3 çàìåíîé 2-êëèêàìè òðåõ âåðøèí, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè
ðàâíû k1, k2, k3.

Ëåììà 7. Åñëè k1 ≡ k2 ≡ k3 ≡ 1 (mod 3) è ki ≥ 4, i = 1, 2, 3, òî
C(k1, k2, k3) � ìèíèìàëüíûé çàïðåùåííûé ïîäãðàô äëÿ êëàññà K(P3).

Ïåðå÷èñëåííûå çàïðåù¼ííûå ïîäãðàôû ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò êëàññK(P3).
Èíûìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.

K(P3) = Free({D1, D2, D3} ∪ {Cn|n íå êðàòíî 3}∪
∪ {A(n, k)|n êðàòíî 3, k íå êðàòíî 3} ∪ {B(n, k)|n è k êðàòíû 3}∪
∪ {C(k2, k2, k3)|k1 ≡ k2 ≡ k3 ≡ 1 (mod 3) è ki ≥ 4, i = 1, 2, 3}).

"Êîíñòðóêòèâíûé" ïîäõîä ê îïèñàíèþ êëàññà K(P3)

Ñâÿçíûå ãðàôû èç êëàññà K(P3) óäîáíî ðàçäåëèòü íà äâå êàòåãîðèè: ðàñ-
øèðåííûå öèêëû è âñå îñòàëüíûå ãðàôû, èõ áóäåì íàçûâàòü îðäèíàðíûìè.

Äëÿ "êîíñòðóêòèâíîãî" îïèñàíèÿ îðäèíàðíûõ ãðàôîâ ââåä¼ì îïåðàöèþ
2-ðàñøèðåíèÿ ãðàôà:

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü H � ìóëüòèãðàô áåç ïåòåëü. Êàæäîå öèêëîâîå ðåá-
ðî (ðåáðî, ïðèíàäëåæàùåå êàêîìó-íèáóäü öèêëó) ýòîãî ìóëüòèãðàôà ïîäðàçî-
áüåì äâóìÿ âåðøèíàìè. Ýòè âåðøèíû áóäåì íàçûâàòü íîâûìè. Çàìåíèì êàæ-
äóþ íîâóþ âåðøèíó è êàæäóþ âåðøèíó ñòåïåíè 1 èëè 2, íå ïðèíàäëåæàùóþ
öèêëó, êàêîé-íèáóäü êëèêîé. Ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì ãðàô áóäåì íàçû-
âàòü 2-ðàñøèðåíèåì èñõîäíîãî ìóëüòèãðàôà.

Òåîðåìà 2. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G :

(1) G � îðäèíàðíûé ê�åíèãîâ ãðàô;

(2) G ÿâëÿåòñÿ 2-ðàñøèðåíèåì íåêîòîðîãî ìóëüòèãðàôà, îòëè÷íîãî îò
ïðîñòîãî öèêëà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàñøèðåííûå öèêëû. Î÷åâèäíî, ÷òî ñëåäóåò óäåëèòü
âíèìàíèå ðàñøèðåíèÿì òîëüêî òåõ öèêëîâ, ÷èñëî âåðøèí â êîòîðûõ êðàòíî 3.
Â ÷àñòíîñòè, ëþáîå ðàñøèðåíèå öèêëîâ C6 è C9 ÿâëÿåòñÿ ê�åíèãîâûì ãðàôîì.
Äëÿ îáùåãî æå ñëó÷àÿ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
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Òåîðåìà 3. Ëþáîå ðàñøèðåíèå ëþáîãî öèêëà C3k ÿâëÿåòñÿ ê�åíèãîâûì ãðà-
ôîì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîðîæä¼ííîãî
ïîäãðàôà ãðàô C(k1, k2, k3), ãäå k1 ≡ k2 ≡ k3 ≡ 1 (mod 3) è ki ≥ 4, i = 1, 2, 3.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. G. Ding, Z. Xu, W. Zang. Packing cycles in graphs // II. Journal of
Combinatorial Theory, Ser. B. � 2003. � V. 87. � P. 244�253.

Î ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÎÄÍÎÌÅÑÒÍÛÕ ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÎÉ ËÎÃÈÊÈ

Ä.Þ. Ïàíèí (Ìîñêâà)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷-
íîé ëîãèêè, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ñïåöèàëüíîãî âè-
äà. Íà ýòîì ìíîæåñòâå ôóíêöèé ââîäÿòñÿ îïåðàöèè ñâåðòêè è êîìïîçèöèè
[1�2]. Ïîëó÷åí êðèòåðèé ïîëíîòû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèîíàëüíîé ñè-
ñòåìû (ñì. òàêæå [3�4]). Ïîäîáíûå âîïðîñû âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ
ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, íå èìåþùèõ êîíå÷íûõ ïîðîæäà-
þùèõ ñèñòåì [5�8].

Ïóñòü n ≥ 1. Ïîëîæèì Qk = {0, a1, a
′
1, . . . , ak−1, a

′
k−1, 1}, ãäå 1 ≤ k ≤ n,

Q = Qn, a0 = a′0 = 0, an = a′n = 1. Ââåäåì íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà Q
îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) εi ≤ εj äëÿ âñåõ εi, εj , òàêèõ, ÷òî εi ∈ {ai, a
′
i}, εj ∈ {aj , a

′
j}, 0 ≤ i < j ≤ n;

2) ε ≤ ε äëÿ âñåõ ε ∈ Q.
Ïóñòü α, β ∈ Q. Åñëè äëÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå

îäíî èç ñîîòíîøåíèé α ≤ β, β ≤ α, òî ýòè ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåñðàâíèìûìè.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç F ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f(x), îïðåäåëåííûõ
íà ìíîæåñòâå Q, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç Q, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ÷à-
ñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤ è òàêèõ, ÷òî f(δ) ≤ δ äëÿ âñåõ δ ∈ Q. Ââåäåì íà ìíîæå-
ñòâå F îïåðàöèþ êîìïîçèöèè. Ïóñòü f(x), g(x) ∈ F . Êîìïîçèöèåé ôóíêöèé
f è g áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ (f ◦ g)(x), çíà÷åíèå êîòîðîé íà ëþáîì ýëåìåí-
òå α ∈ Q îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (f ◦ g)(α) = f(g(α)). Ñâåðòêîé ôóíêöèé
f è g áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ (f ∗g)(x), çíà÷åíèå êîòîðîé íà ëþáîì ýëåìåíòå
α ∈ Q îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(f ∗ g)(α) =

{
α, åñëè g(α) 6= 0;
f(α), åñëè g(α) = 0.

Ïóñòü A ⊆ F . Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè ïîíÿòèå ôîðìóëû íàä A, à òàêæå
ïîíÿòèå ôóíêöèè, ðåàëèçóåìîé ôîðìóëîé.

1. Âûðàæåíèå âèäà f(x), ãäå f(x) ∈ A, ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé íàä A. Òàêàÿ
ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé è ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f(x).
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2. Ïóñòü Φ1 � ôîðìóëà íàä A, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f1(x), à Φ2 � ôîð-
ìóëà íàä A, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f2(x). Òîãäà âûðàæåíèÿ Φ1 ◦Φ2 è Φ1 ∗Φ2

ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè íàä A è ðåàëèçóþò ôóíêöèè (f1 ◦ f2)(x) è (f1 ∗ f2)(x)
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äðóãèõ ôîðìóë íàä A íåò.
Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A ⊆ F áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé,

êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ôîðìóëàìè íàä A (îáîçíà÷åíèå < A >).
Î÷åâèäíî, ÷òî < A > ñîäåðæèòñÿ â F . Ñèñòåìó A áóäåì íàçûâàòü ïîëíîé,
åñëè < A >= F .

Öåïüþ äëèíûm, 1 ≤ m ≤ n, áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ
b0, b1, b2, . . . , bm−1 ∈ Q, òàêèõ, ÷òî b0 = 0, bi ∈ {ai, a

′
i} äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m−1.

Ïóñòü Ω ⊆ Q. Ïîëîæèì

SΩ = {f ∈ F | f(δ) = δ äëÿ âñåõ δ ∈ Ω},

Â ÷àñòíîñòè, S{a1} � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç F , ñîõðàíÿþùèõ ýëåìåíò
a1.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç H1 ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé h èç F , äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) h(1) 6= 1;
2) íàéäóòñÿ íîìåð k, 2 ≤ k ≤ n−1, è öåïü Ω äëèíû k−1, òàêèå, ÷òî h ∈ SΩ

è {h(a′k), h(ak)} = {ak−1, a
′
k−1}.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç H2 ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé h èç F , äëÿ êîòîðûõ
h(1) 6= 1 è íàéäåòñÿ öåïü Ω äëèíû n, òàêàÿ, ÷òî h ∈ SΩ.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïîëíîòû äëÿ ñèñòåì ôóíêöèé èç F .
Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà H ⊆ F ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà H1 ⊆ H è H2 ⊆ H.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 1. Ïóñòü f1, f2 ∈ F , h ∈ H1 ∪ H2 è h = f2 ◦ f1 èëè h = f2 ∗ f1,

òîãäà f2 = h èëè f1 = h.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 11�01�00508,
è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íà-
óê ÐÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíå-
òèêè è èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëåíèÿ¿ (ïðîåêò ¾Çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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7. Äóäàêîâà Î. Ñ. Î êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ìî-
íîòîííûõ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè // Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû
êèáåðíåòèêè. Âûï. 17. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2008. � C. 13�104.

8. Äóäàêîâà Î. Ñ. Î êëàññàõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, ìîíîòîííûõ îò-
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÈÐÎÂÀÍÈß ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ

ÃÅÍÍÎÉ ÑÅÒÈ

À.Â. Ïðèõîäüêî (Íîâîñèáèðñê)

Ââåäåíèå

Ðåãóëÿòîðíûé êîíòóð ãåííîé ñåòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñâÿçíîãî îðè-
åíòèðîâàííîãî ãðàôà G(V,D), ãäå V = {v0, . . . , vn−1} � ìíîæåñòâî âåðøèí,
îòîæäåñòâëÿåìîå ñ ïðîäóêòàìè ãåíåòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ (ÐÍÊ, áåëêè), à D �
ìíîæåñòâî äóã, èìåþùèõ ñìûñë ðåãóëÿòîðíûõ ñâÿçåé.

Â êà÷åñòâå ãðàôîâ ìû ðàññìàòðèâàåì îðèåíòèðîâàííûå öèðêóëÿíòíûå ãðà-
ôû Gn,k, ãäå n � ÷èñëî âåðøèí â ýòîì ãðàôå, à k − 1 � ÷èñëî âõîäÿùèõ
è âûõîäÿùèõ äóã, k ≤ n.

Â âåðøèíàõ ãðàôà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïîäñ÷èòûâàþòñÿ çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèé fv(xi1 , . . . , xin

), ñîïîñòàâëåííûõ âåðøèíàì, à ïåðåìåííûå xij
,

j ∈ {1, . . . , k}, ïðèïèñàíû äóãàì, âõîäÿùèì â âåðøèíó v. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
fv : Bk −→ B, ãäå B = {0, 1}, ñîäåðæàòåëüíî ñîîòâåòñòâóþò íàëè÷èþ êîíå÷-
íîãî ïðîäóêòà, äàëåå íàçûâàåìîìó âåñîì âåðøèíû, ñèíòåçèðóåìîãî ñ ãåíåòè-
÷åñêîãî ýëåìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäàííîé âåðøèíå.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå ãåííîé ñåòè õàðàêòåðèçóåòñÿ èçìåíåíèåì êîíöåíòðà-
öèè åå âåùåñòâ, ò. å. n-íàáîðîâ èç Bn, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì ôóíêöèè
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fv â âåðøèíàõ ñåòè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðà-
æåíèåì A : Ωp −→ Ωp, ãäå Ωp � ìíîæåñòâî íàáîðîâ âåñîâ âåðøèí ãðàôà Gn,k.
Áóäåì íàçûâàòü r-ñîñòîÿíèåì òî ñîñòîÿíèå ñåòè, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå r
îòîáðàæåíèé íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ñ÷èòàåì, ÷òî âåñ p = 2. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ôóíêöèè fv â âåð-
øèíàõ èç V ðàâíû è îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîé âåðøèíû
v ôóíêöèÿ fv(xi−k+1, . . . , xi−1) = x′i, ãäå x′i âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x′i =
i−1⊕

j=i−k+1

xj = xi−k+1 ⊕ . . .⊕ xi−1. (1)

Îòîáðàæåíèå A : Ω2 −→ Ω2, îïðåäåëÿåìîå òàêèì îáðàçîì, íàçîâåì äåé-
ñòâèåì àääèòèâíîãî (àâòîíîìíîãî) àâòîìàòà A(f⊕, 2) íà ìíîæåñòâå Ω2. Çäåñü
è äàëåå äåéñòâèå àâòîìàòà çàäàåòñÿ íà ãðàôå Gn,k.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáîðîâ X1, . . . , Xr ∈ Ω2 íàçûâàåòñÿ öèêëîì äëèíû r
àääèòèâíîãî àâòîìàòà A(f⊕, 2), åñëè

A(Xi) = Xi+1 äëÿ i ∈ 1, r è Xr+1 = X.

Öèêë íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò â ñåáå äðóãèõ öèêëîâ. Íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ A : Ω2 −→ Ω2 � ýòî öèêë äëèíû 1. Àíàëèç ïîâå-
äåíèÿ ãåííîé ñåòè âêëþ÷àåò èññëåäîâàíèå äèíàìèêè èçìåíåíèÿ åå ñîñòîÿíèé:
èññëåäîâàíèå öèêëîâ, íàõîæäåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ò. ä.

1. Öèêëû

Ëþáîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâåííî
ëèáî íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ëèáî ïðîñòîé öèêë. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ÷àñòíûé
ñëó÷àé îðèåíòèðîâàííîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà ñ äâóìÿ âõîäÿùèìè è âûõî-
äÿùèìè äóãàìè äëÿ êàæäîé âåðøèíû: Gn,3. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ôóíêöèÿ
fv îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fv(xi−1, xi−2) = x′i, x′i = xi−1 ⊕ xi−2.

Â ñèëó öèêëè÷íîñòè ïîëàãàåì, ÷òî vn = v0, ñëåäîâàòåëüíî, xn = x0. Ñôîð-
ìóëèðóåì çàäà÷ó î íàèáîëüøåì öèêëå: Äàí îðèåíòèðîâàííûé öèðêóëÿíòíûé
ãðàô Gn,3 ñ ôóíêöèÿìè ⊕ â âåðøèíàõ. Êàêîâà äëèíà íàèáîëüøåãî ïðîñòîãî
öèêëà â ôóíêöèîíàëüíîì ãðàôå îòîáðàæåíèé?

Òåîðåìà 1. Ïóñòü n = 2rz, ãäå z � íå÷åòíîå. Ïóñòü k1 � ìèíèìàëü-
íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî 2k1−r ≡ 1 (mod z) è k1 > r. Òîãäà âåðíû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Åñëè n = 2t, t = 0, 1, . . ., òî ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïðîñòîãî öèêëà ðàâ-
íà 1.

2) Åñëè n 6= 2t, òî ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïðîñòîãî öèêëà îãðàíè÷åíà ñâåðõó
âåëè÷èíîé 2k1−r.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü n = 2rz, ãäå z � íå÷åòíîå. Ïóñòü k2 � ìèíèìàëüíîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî 2k2−r ≡ z − 1 (mod z) è k2 > r (åñëè òàêîãî
k2 íå ñóùåñòâóåò, ïîëàãàåì k2 = ∞). Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Åñëè n = 2t, t = 0, 1, . . ., òî ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïðîñòîãî öèêëà ðàâ-
íà 1.

2) Åñëè n 6= 2t, òî ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïðîñòîãî öèêëà îãðàíè÷åíà ñâåðõó
âåëè÷èíîé 2k2−r n

(3·2r,n) .

2. Íåïîäâèæíûå òî÷êè

Ïóñòü òåïåðü ó íàñ èìååòñÿ îðèåíòèðîâàííûé öèðêóëÿíòíûé ãðàô Gn,k

ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì âõîäÿùèõ-âûõîäÿùèõ ðåáåð k − 1. Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíîå ñîñòîÿíèå � íåïîäâèæíóþ òî÷êó: (x0x1x2 . . . xn−1). Îïèøåì çàâè-
ñèìîñòü ïåðåìåííûõ ÷åðåç ôîðìóëû:

xi = xi−k+1 ⊕ . . .⊕ xi−1 (2)

Ïðåæäå âñåãî, âûäåëèì îñîáóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó âèäà (00 . . . 00). Îíà
íàçûâàåòñÿ íóëåâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Ïðèâåäåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ
íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû âûáèðàåì, èñõîäÿ èç âå-
ëè÷èíû k, òàêèå n, ïðè êîòîðûõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü íåïîäâèæíûå òî÷êè:

1) Áóäåì ñîñòàâëÿòü ðÿä L èç íóëåé è åäèíèö. Ïóñòü ïåðâûå k−1 ýëåìåíòîâ
â ðÿäó � åäèíèöû: L = (11 . . . 11xxx . . .), x � íåèçâåñòíûå ýëåìåíòû. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûå k−1 ýëåìåíòîâ ðÿäà � çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x0, . . . , xk−2.

2) Êðîìå òîãî, îáðàçóåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M , êóäà áóäåì çàïèñûâàòü
ïîäñëîâà èç L äëèíû k − 1. Äîáàâèì òóäà ïåðâûé ýëåìåíò èç íàøåãî ðÿäà �
(11 . . . 11).

3) Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ïåðåìåííîé xk−1, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2), è ïîëó-
÷åííîå çíà÷åíèå (äîïóñòèì, ýòî 0) ïðèïèøåì ê ðÿäó L íà ìåñòå íåèçâåñòíî-
ãî ýëåìåíòà: L = (11 . . . 110xx . . .). Òàêæå äîáàâèì íîâîå ïîäñëîâî (11 . . . 110)
â M .

4) Äàëåå âû÷èñëÿåì íîâûå ýëåìåíòû ðÿäà L àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êàæ-
äûé ðàç ïîïîëíÿÿ ðÿä íà 1 ýëåìåíò è äîáàâëÿÿ 1 íîâîå ïîäñëîâî âî ìíîæåñòâî
M . Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü ÷èñëà ýëåìåíòîâ â M è äëèíà ðÿäà L âñåãäà ïîñòî-
ÿííà è ðàâíà k − 2.

5) Â ñèëó êîíå÷íîãî ÷èñëà âîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ èç M ðàíî èëè ïîçäíî
íåêîòîðûé íîâûé äîáàâëåííûé ýëåìåíò áóäåò ñîâïàäàòü ñ óæå ðàíåå äîáàâ-
ëåííûì. Ïóñòü òàêîé ýëåìåíò èìååò íîìåð j. Òîãäà òåêóùàÿ äëèíà ðÿäà áóäåò
ðàâíà ((k − 2) + j). Ïðè ýòîì â ðÿäó ñàìûå "êðàéíèå" ïîäñëîâà áóäóò ñîâïà-
äàòü.

6) Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû âûáðîñèì èç ðÿäà îäíî èç "êðàéíèõ" ïîäñëîâ,
ìû ïîëó÷èì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû j − 1, öèêëè÷íóþ îòíîñè-
òåëüíî ôóíêöèè ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 îò k − 1 ïîäðÿä èäóùèõ ýëåìåíòîâ.

Ìû ïîëó÷èì êîíå÷íóþ öèêëè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

L = (y0, y1 . . . , xj−2)
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äëèíû j − 1 èç áèíàðíûõ ýëåìåíòîâ 0 è 1, êîòîðàÿ ôàêòè÷åñêè îïèñûâàåò
ñëåäóþùèé êëàññ N1 âîçìîæíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ äàííîãî k:

n = (j − 1)t, t ∈ N è i+ C ≡ h (mod (j − 1)) =⇒ xi = yh, C = const (3)
ÊëàññN1 îáðàçóþò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

(3). Ñìûñë êîíñòàíòû çàêëþ÷åí â òîì, ÷òî íóìåðàöèÿ âåðøèí ìîæåò áûòü
ïðîèçâîëüíîé, è âåðøèíà v0 � òàêæå ïðîèçâîëüíà. Èíûìè ñëîâàìè, ñîâåðøàÿ
â ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êå ñäâèã (èçìåíåíèå èíäåêñîâ íà 1), ìû ïîëó÷àåì
äðóãóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Ò. ê. äëèíà ñëîâ â ìíîæåñòâå M ðàâíà k − 1, òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàç-
ëè÷íûõ ïîäñëîâ â M ðàâíî 2k−1 − 1 (âû÷èòàåì åäèíèöó, ò. ê. íå ó÷èòûâàåì
íóëåâóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó). Åñëè íà ìîìåíò ñîçäàíèÿ êëàññà íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç M íå äîñòèãàåò 2k−1 − 1, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íàéäåíû íå âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû îïÿòü áóäåì ñîñòàâëÿòü íîâûé ðÿä L, â êîòîðîì ñàìûì
ïåðâûì ñëîâîì áóäåò íåêîòîðîå ñëîâî äëèíû k−1, êîòîðîãî åùå íåò âM . Òóò
æå äîáàâëÿåì ýòî íîâîå ñëîâî âM , è äàëüøå, ïî âûøåîïèñàííîìó àëãîðèòìó,
îáðàçóåì êîíå÷íûé öèêëè÷åñêèé ðÿä L2, êîòîðûé îïðåäåëèò åùå îäèí êëàññ
N2 íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Äàëüøå äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî äî òåõ ïîð, ïîêà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ î÷åðåäíî-
ãî êëàññà íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìîùíîñòü ìíîæåñòâà M íå äîñòèãíåò 2k−1 − 1.
Ýòî è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ìû íàøëè âñå âîçìîæíûå íåïîäâèæíûå òî÷êè äëÿ
äàííîãî k.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó íàñ äàí ãðàô Gn,k, ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ àë-
ãîðèòìîì íàõîæäåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ äàííîãî k, è òîãäà âîçìîæíû
ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

1) Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå i, ÷òî n ∈ Ni, òî äëÿ äàííîé ìîäåëè
ãðàôà Gn,k ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (íå îáÿçàòåëüíî îäíà), îòëè÷íàÿ îò
íóëåâîé è îïèñàííàÿ â êëàññåNi. Ýòà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå
ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

2) Åñëè òàêîãî i, ÷òî n ∈ Ni, íå ñóùåñòâóåò, òî äëÿ äàííîé ìîäåëè ñóùå-
ñòâóåò òîëüêî îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà � íóëåâàÿ.

3. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà

Çàìåòèì, ÷òî âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè ìîäåëü ãðàôà Gn,k ñ ôóíêöèÿìè
(1). Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ìîäåëü (îáîçíà÷èì G′

n,k), îòëè÷àþùóþñÿ îò âû-
øåîïèñàííîé ìîäåëè ôóíêöèåé â âåðøèíàõ:

x′i = fv(xi−j0 , . . . , xi−jk−2) = xi−j0 ⊕ xi−j1 ⊕ . . .⊕ xi−jk−2 . (4)
Ãðàô G′

n,k ñ ôóíêöèÿìè â âåðøèíàõ âèäà (4) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
G′

n,k(j0, j1, . . . , jk−2). Âèäíî, ÷òî ñèñòåìà ñ ãðàôîì Gn,k � ÷àñòíûé ñëó÷àé
G′

n,k(j0, j1, . . . , jk−2).
Óòâåðæäåíèå 1. Ëþáàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äëÿ ìîäåëè Gn,k ÿâëÿåòñÿ

íåïîäâèæíîé òî÷êîé è äëÿ ìîäåëè G′
n,k(2, 4, . . . , 2(k − 1)).

28



Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè â ìîäåëè G′
n,k(j0, j1, . . . , jk−2) èìååòñÿ ðîâíî S

íåíóëåâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî â ìîäåëè G′
pn,k(pj0, pj1, . . . , pjk−2) áóäåò

ðîâíî Sp íåíóëåâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ãäå p � íàòóðàëüíîå.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû: íàéäåíà òî÷íàÿ îöåíêà ñâåðõó äëÿ ìàêñèìàëüíîé
äëèíû ïðîñòîãî öèêëà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìîäåëè Gn,3. Ïåðñïåêòèâà äàëü-
íåéøåé ðàáîòû ñîñòîèò â óñèëåíèè îöåíêè äëèíû è âûâîä òî÷íîé ôîðìóëû
äëÿ ëþáîãî n. Òàêæå óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå çàêîíîìåðíîñòè ïðè àíàëèçå
íåïîäâèæíûõ òî÷åê, è äàí àëãîðèòì èõ íàõîæäåíèÿ.
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Î ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ÎÁÚÅÌÀ ÏÀÌßÒÈ ÑÕÅÌ,
ÂÛ×ÈÑËßÞÙÈÕ ÓÑÅ×ÅÍÍÎÅ ÄÏÔ

È.Ñ. Ñåðãååâ (Ìîñêâà)

Â ðàáîòå ñòðîÿòñÿ ñõåìû äëÿ óñå÷åííîãî ÄÏÔ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ,
ýôôåêòèâíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîæíîñòè è îáúåìà ïàìÿòè. Îñíîâíîé ðåçóëü-
òàò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óñå÷åííîå ÄÏÔ ïîðÿäêà N (ò. å. ÄÏÔ ïîðÿäêà
2dlog2 Ne, ïðèâåäåííîå ê âåêòîðàì äëèíû N) ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè
1, 5N log2N +O(N) è îáúåìà ïàìÿòè N + 1.

Íàïîìíèì, ÷òî äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîðÿäêà N îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

(
K[x]/

(
xN − 1

)
→ KN

)
-ïðåîáðàçîâàíèå

ÄÏÔN, ζ : Γ(x) →
(
Γ(ζ0),Γ(ζ1), . . . ,Γ(ζN−1)

)
,

ãäå K � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, ζ � ïðèìèòèâíûé
êîðåíü ñòåïåíè N â ýòîì êîëüöå. (Ýëåìåíò ζ ∈ K íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì
êîðíåì (èç åäèíèöû) ñòåïåíè N , åñëè ζN = 1 è ïðè ëþáîì ïðîñòîì p | N
ýëåìåíò

(
ζN/p − 1

)
íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â K.)

Åñëè ýëåìåíò N = 1+ . . .+1 ∈ K îáðàòèì, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ê ÄÏÔ
ïðåîáðàçîâàíèå (íàçûâàåìîå îáðàòíûì ÄÏÔ), óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøå-
íèþ ÄÏÔ−1

N, ζ = N−1Pol ◦ ÄÏÔN, ζ−1 ◦ Pol, ãäå Pol � òðèâèàëüíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ â ìíîãî÷ëåí (òî÷íåå, â ýëåìåíò
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êîëüöà K[x]/
(
xN − 1

)
):

Pol : (γ0, . . . , γN−1) →
N−1∑
i=0

γix
i.

Áîëåå òîãî, ÄÏÔ çàäàåò èçîìîðôèçì êîëåö, ïðè÷åì îïåðàöèè â êîëüöå îá-
ðàçîâ âûïîëíÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî. Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòî âûïîëíÿåòñÿ óìíî-
æåíèå. Ïîýòîìó ïðè ïîìîùè ÄÏÔ óäîáíî óìíîæàòü ìíîãî÷ëåíû (ñâîäÿ óìíî-
æåíèå ê óìíîæåíèþ Ôóðüå-îáðàçîâ), òåì áîëåå, ÷òî îáðàòíîå ÄÏÔ ïðàêòè÷å-
ñêè ñîâïàäàåò ñ ïðÿìûì. Íà ýòîì ïðèåìå ïîñòðîåíû âñå èçâåñòíûå àñèìïòî-
òè÷åñêè áûñòðûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è ÷èñåë.

Â êà÷åñòâå ñðåäñòâà âû÷èñëåíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñõåìû èç ôóíêöè-
îíàëüíûõ ýëåìåíòîâ [1] (äàëåå, ïðîñòî ñõåìû) íàä àðèôìåòè÷åñêèì áàçèñîì
{x ± y, xy} ∪ {ax|a ∈ K} èëè íåâåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû íàä òåì æå áàçè-
ñîì. Íåâåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà (äàëåå, ïðîñòî ïðîãðàììà) � ýòî ñõåìà, äëÿ
êîòîðîé ôèêñèðîâàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé (ñðàáàòûâà-
íèÿ ýëåìåíòîâ ñõåìû). Îäíîé ñõåìå ñîîòâåòñòâóþò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñêîëüêî
ïðîãðàìì.

Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ íåñêîëüêî ìåð ñëîæíîñòè ñõåì (ïðî-
ãðàìì). Ñîáñòâåííî ñëîæíîñòü � ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ñõåìå
(ïðîãðàììå). Îáúåì ïàìÿòè ïðîãðàììû � ìàêñèìàëüíîå ïî âñåì èòåðàöèÿì
÷èñëî ïðîìåæóòî÷íûõ äàííûõ (âêëþ÷àÿ âñå óæå âû÷èñëåííûå âûõîäû), èñ-
ïîëüçóåìûõ â ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ. Íåñêîëüêî èñêóññòâåííî îáúåì ïàìÿòè
ñõåìû ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìèíèìàëüíûé îáúåì ïàìÿòè ïî âñåì ïðîãðàì-
ìàì, ñîîòâåòñòâóþùèì äàííîé ñõåìå.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåòñÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà ñòåïåíè äâîéêè. À èìåí-
íî, èñïîëüçóÿ ìåòîä Êóëè�Òüþêè (áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå), ÄÏÔ ïî-
ðÿäêà 2k ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé èç k2k ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ,
(k − 2)2k−1 + 1 ýëåìåíòîâ óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ (ñòå-
ïåíè 2k), è èìåþùåé îáúåì ïàìÿòè 2k + 1. Äîáàâèâ â ñõåìó k2k−1 ýëåìåíòîâ
óìíîæåíèÿ íà 2 èëè äîïîëíèâ áàçèñ ôóíêöèåé 2x+ y è ïåðåñòðîèâ ñõåìó áåç
óâåëè÷åíèÿ ñëîæíîñòè, îáúåì ïàìÿòè ìîæíî ñîêðàòèòü äî 2k.

ÄÏÔ ïîðÿäêà 2k èäåàëüíî ïîäõîäèò äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñóììàð-
íîé ñòåïåíè 2k − 1. Äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ñòåïåíü ñóùåñòâåííî ìåíüøå áëèæàé-
øåé ñâåðõó ñòåïåíè äâîéêè, ïðèìåíÿþòñÿ ðàçíîîîáðàçíûå ïðèåìû ðàöèîíàëè-
çàöèè âû÷èñëåíèé, êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî ÄÏÔ ïîðÿäêà
ñòåïåíåé äâîéêè èñïîëüçóþòñÿ êàê ìîæíî áîëåå ïîëíî.

Îäèí èç òàêèõ ïðèåìîâ îñíîâàí íà êîíöåïöèè óñå÷åííîãî ÄÏÔ [4]. Óñå-
÷åííîå ÄÏÔ (ÓÄÏÔ) ïîðÿäêà N ïðèìåíÿåòñÿ ê ìíîãî÷ëåíàì ñòåïåíè < N
è îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàáîð èç íåêîòîðûõ N êîìïîíåíò âåêòîðà ÄÏÔ2Λ(N), ζ ,
ãäå Λ(N) = dlog2Ne. Èëè, åñëè áîëåå ôîðìàëüíî,

ÓÄÏÔN, ζ : K[x]/
N−1∏
i=0

(x− ζki) → KN : Γ(x) →
(
Γ(ζk0),Γ(ζk1), . . . ,Γ(ζkN−1)

)
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ïðè íåêîòîðûõ ki ∈ N, ãäå ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè 2Λ(N).
Â ðàáîòå [4] áûë ïðåäëîæåí ñïåöèàëüíûé âûáîð ïàðàìåòðîâ ki è ïîñòðî-

åíû ñõåìû äëÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ÓÄÏÔ ïîðÿäêà N , èìåþùèå ñëîæíîñòü
1, 5N log2N + O(N). Îáúåì ïàìÿòè ýòèõ ñõåì (òî÷íåå, íàäëåæàùèì îáðàçîì
ïåðåñòðîåííûõ ñõåì), êàê îòìå÷åíî â [3], ðàâåí 2Λ(N). Â [3] ïðèâåäåíà êîí-
ñòðóêöèÿ ñõåìû ñ îáúåìîì ïàìÿòè N+O(1), îäíàêî áîëüøåé àñèìïòîòè÷åñêîé
ñëîæíîñòè, õîòÿ ïî ïîðÿäêó è òîé æå ñàìîé, O(N logN).

Â ðàáîòå [5] ïðåäëîæåíî â êà÷åñòâå òî÷åê ÓÄÏÔ ïîðÿäêà N âûáèðàòü
êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ x2i

+ 1 ñóììàðíîé ñòåïåíè N .
Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ââäåì ïîíÿòèå íå÷åòíîãî ÄÏÔ (ÍÄÏÔ) ïî-

ðÿäêà N :

ÍÄÏÔN, ζ : K[x]/(xN + 1) → KN : Γ(x) →
(
Γ(ζ1), Γ(ζ3), . . . ,Γ(ζ2N−1)

)
,

ãäå ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè 2N . Äðóãèìè ñëîâàìè, êîìïîíåíòàìè
ÍÄÏÔ ïîðÿäêà N ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ÄÏÔ ïîðÿäêà 2N , îòëè÷íûå îò êîì-
ïîíåíò ÄÏÔ ïîðÿäêà N . Ïðîñòîé ñïîñîá ðåàëèçàöèè ÍÄÏÔN, ζ ñîñòîèò â êîì-
ïîçèöèè çàìåíû ïåðåìåííîé x → ζx è ÄÏÔN,ζ2 . Ñîîòâåòñòâåííî, îáðàòíîå
ÍÄÏÔ ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê êîìïîçèöèþ ÄÏÔ−1

N,ζ2 è çàìåíû ïåðåìåííîé
x→ x/ζ.

Ïóñòü N = 2n1 + . . .+ 2ns , ãäå n1 > . . . > ns. Òîãäà ÓÄÏÔ ïîðÿäêà N â [5]
çàäàåòñÿ íàáîðîì îòîáðàæåíèé ÍÄÏÔ

2ni , ζ2Λ(N)−ni , 1 ≤ i ≤ s.
Ñõåìû ÓÄÏÔ, ïîñòðîåííûå â [5], èìåþò íåñêîëüêî ìåíüøóþ ñëîæíîñòü

(â ÷ëåíå O(N)), ÷åì ñõåìû èç [4], íî òàêîé æå îáúåì ïàìÿòè (ñëîæíîñòü ìîæíî
åùå íåìíîãî ïîíèçèòü, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [2]).

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ÓÄÏÔ [5] ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ñëîæíîñòè
1, 5N log2N + O(N) è îáúåìà ïàìÿòè N + 1 (èëè N , ñì. âûøå). Ýòî ÿâëÿ-
åòñÿ óëó÷øåíèåì ðåçóëüòàòà [3] è âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïóñòü â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè åñòü ñõåìû äëÿ ÍÄÏÔ ïîðÿäêà 2k ñëîæíîñòè
Φ(k) è îáúåìà ïàìÿòè vΦ(k), à òàêæå ñõåìû äëÿ îáðàòíûõ ÍÄÏÔ ïîðÿäêà 2k

ñëîæíîñòè Φ′(k) è îáúåìà ïàìÿòè v′Φ(k).
Òåîðåìà 1. ÓÄÏÔ ïîðÿäêà N ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ñëîæíîñòè

8N − 5 · 2n1 +
∑

i Φ(ni) è îáúåìà ïàìÿòè N + maxi{vΦ(ni)− 2ni}.
Îáðàòíîå ÓÄÏÔ ïîðÿäêà N ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ñëîæíîñòè

6N − 2n1+2 +
∑

i Φ′(ni) è îáúåìà ïàìÿòè N + maxi{v′Φ(ni)− 2ni}.

Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóþòñÿ ýôôåêòèâíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîæíîñòè
è îáúåìà ïàìÿòè ñõåìû, ðåàëèçóþùåå îäíîâðåìåííîå ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëÿì
ìíîãî÷ëåíîâ x2ni + 1 è íàîáîðîò: âîññòàíîâëåíèå ìíîãî÷ëåíà, èìåþùåãî çà-
äàííûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà ìíîãî÷ëåíû x2ni + 1. Âîïðîñ î ìèíèìèçàöèè
ñëîæíîñòè è ãëóáèíû òàêèõ ñõåì ðàññìàòðèâàëñÿ â [2].

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ïóñòü èìåþòñÿ
ñõåìû äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëÿì x2k

+ 1 ñ êîýôôèöèåíòàìè
íàä êîëüöîì, â êîòîðîì îáðàòèì ýëåìåíò 2. Ñëîæíîñòü è îáúåì ïàìÿòè òàêèõ
ñõåì îáîçíà÷èì ÷åðåç M(k) è vM (k) ñîîòâåòñòâåííî.
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Òåîðåìà 2. Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñóììàðíîé ñòåïåíè N − 1 ìîæíî
ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ñëîæíîñòè 22N − 14 · 2n1 +

∑
iM(ni) è îáúåìà ïàìÿòè

2N + maxi{vM (ni)− 2ni+1}.

Àâòîð áëàãîäàðåí íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ñ. Á. Ãàøêîâó çà âíèìàíèå ê ðà-
áîòå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû 11�01�
00508 è 11�01�00792�à, è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäå-
ëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÐÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû
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Î ÐÀÇÌÅÐÅ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÒÐÀÍÑÔÎÐÌÈÐÓÞÙÈÕ
ÌÀÒÐÈÖ ÏÐÈ ÏÎÄÎÁÈÈ ÌÀÒÐÈÖ ÍÀÄ ÊÎËÜÖÎÌ

ÖÅËÛÕ ×ÈÑÅË

Ñ.Â. Ñèäîðîâ (Íèæíèé Íîâãîðîä)

Ââåäåíèå

Ïóñòü A è B � äâå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ìàòðèöà A ïîäîáíà ìàòðèöå B íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë Z, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà X ∈ Zn×n, ÷òî B = X−1AX è detX ∈ {1,−1}. Ìàòðèöà
X íàçûâàåòñÿ òðàíñôîðìèðóþùåé ìàòðèöåé. Ñëó÷àé ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà
ïîäðîáíî ðàçáèðàåòñÿ â [1].

32



Îñíîâíàÿ öåëü äîêëàäà � ïîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû ìèíèìàëüíîé òðàíñôîð-
ìèðóþùåé ìàòðèöû ìîãóò ñóáýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñåòü îò ýëåìåíòîâ èñõîä-
íûõ ìàòðèö.

1. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΛA,B ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö X, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ AX = XB. Åñëè ìàòðèöû A è B ðàçìåðà 2 × 2 èìåþò
îäèíàêîâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé íåïðèâîäèì íàä Q, òî
ΛA,B ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ìîäóëåì. Ïóñòü T1 è T2 � áàçèñ ΛA,B . Òîãäà ëþ-
áàÿ òðàíñôîðìèðóþùàÿ ìàòðèöà èìååò âèä xT1 + yT2 äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ
x è y. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû xT1 + yT2 ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìîé îòíîñèòåëüíî x è y, ïîýòîìó ñóùåñòâîâàíèå òðàíñôîðìèðóþùåé ìàò-
ðèöû â ýòîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíî ðàçðåøèìîñòè â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ
ax2 + bxy + cy2 = ±1, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ïåëëÿ
x2 −Dy2 = ±1 (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî D íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì). Óðàâ-
íåíèå x2 − Dy2 = 1 äëÿ ëþáîãî D èìååò ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ. Â ñâîþ
î÷åðåäü, óðàâíåíèå x2 − Dy2 = −1 íå äëÿ âñåõ D èìååò ïîëîæèòåëüíûå ðå-
øåíèÿ. Åñëè D = p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ïðè óñëîâèè p ≡ 1 (mod 4) ýòî óðàâ-
íåíèå èìååò ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ, à ïðè óñëîâèè p ≡ 3 (mod 4) íå èìååò
ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò íåêîòîðûå ñâîéñòâà
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x2−Dy2 = ±1, åñëèD � íå÷åòíàÿ ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà.

Ëåììà. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî è (xk, yk) � ìèíèìàëüíîå ïîëîæè-
òåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ

x2 − p2k+1y2 = ±1, k ≥ 0.

Åñëè y0 íå äåëèòñÿ íà p, òî

1) xk + pkyk
√
p = (x0 + y0

√
p)pk

, k ≥ 0;
2) xk ≡ x0 (mod p), k ≥ 0;
3) åñëè p 6= 3, òî yk ≡ y0 (mod p); åñëè p = 3, òî y0 = 1, yk ≡ 2

(mod 3), k ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî k. Ïðè k = 0 î÷åâèäíî. Åñëè (xk, yk) � ìè-
íèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2−p2k+1y2 = ±1, òî (xk, pyk)�
íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 − p2k−1y2 = ±1. Íî âñå ïîëîæèòåëüíûå ðå-
øåíèÿ (un, vn) óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2 − p2k−1y2 = ±1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
un + pk−1vn

√
p = (xk−1 + pk−1yk−1

√
p)n, n ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî íàéòè

òàêîå ìèíèìàëüíîå n, ÷òî vn ≡ 0 (mod p). Òîãäà (xk, yk) = (un, vn/p) áóäåò ìè-
íèìàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ óðàâíåíèÿ x2 − p2k+1y2 = ±1. Ïî ôîðìóëå áèíîìà
Íüþòîíà ïîëó÷àåì

un = xn
k−1 +

(
n

2

)
p2k−1xn−2

k−1y
2
k−1 +

(
n

4

)
p4k−2xn−4

k−1y
4
k−1 + . . .+

(
n

n

)
p

n
2 (2k−1)yn

k−1,
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pk−1vn =
(
n

1

)
pk−1xn−1

k−1yk−1 +
(
n

3

)
p3k−2xn−3

k−1y
3
k−1 + . . .+

+
(

n

n− 1

)
p(2k−1) n−2

2 xk−1y
n−1
k−1 ,

åñëè n � ÷åòíîå è

un = xn
k−1 +

(
n

2

)
p2k−1xn−2

k−1y
2
k−1 +

(
n

4

)
p4k−2xn−4

k−1y
4
k−1 + . . .+

+
(

n

n− 1

)
p(2k−1) n−1

2 xk−1y
n−1
k−1 ,

pk−1vn =
(
n

1

)
pk−1xn−1

k−1yk−1 +
(
n

3

)
p3k−2xn−3

k−1y
3
k−1 + . . .+

(
n

n

)
p(2k−1) n−1

2 yn
k−1,

åñëè n � íå÷åòíîå.
Òàê êàê ìû èùåì ìèíèìàëüíîå n, äëÿ êîòîðîãî vn ≡ 0 (mod p), òî

nxn−1
k−1yk−1 ≡ 0 (mod p). Î÷åâèäíî, ÷òî xk−1 6≡ 0 (mod p). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè yk−1 ≡ y0 (mod p), åñëè p 6= 3. Çíà÷èò, yk−1 6≡ 0 (mod p). Â ñëó÷àå
p = 3 èìååì yk−1 ≡ 1 (mod 3) ïðè k = 1 è yk−1 ≡ 2 (mod 3) ïðè k > 1. Â ëþ-
áîì ñëó÷àå yk−1 6≡ 0 (mod 3). Çíà÷èò, n ≡ 0 (mod p) è ìèíèìàëüíîå n ðàâíî
p. Òåì ñàìûì, äîêàçàíî, ÷òî xk + pkyk

√
p = (xk−1 + pk−1yk−1

√
p)p. Ïî ïðåä-

ïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì xk−1 + pk−1yk−1
√
p = (x0 + y0

√
p)pk−1

. Èñïîëüçóÿ
ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî, íåìåäëåííî ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå â ïóíêòå 1).

Äàëåå, xk = up ≡ xp
k−1 ≡ xk−1 ≡ x0 (mod p). Ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå èìååò

ìåñòî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Ýòèì äîêàçàí âòîðîé ïóíêò ëåììû.
Òåïåðü
yk = vp/p = xp−1

k−1yk−1 + C3
pp

2k−2xp−3
k−1y

3
k−1 + C5

pp
4k−3xp−5

k−1y
5
k−1 . . . ≡

≡ xp−1
k−1yk−1 + C3

pp
2k−2xp−3

k−1y
3
k−1 (mod p).

Îòêóäà yk ≡ yk−1 (mod p), åñëè p 6= 3. Åñëè æå p = 3, òî
y1 ≡ y0 + y3

0 = 1 + 13 = 2 (mod 3)

è yk ≡ yk−1 (mod 3), k ≥ 2. Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ïîëó÷àåì
yk ≡ y0 (mod p), åñëè p 6= 3 è yk ≡ 2 (mod 3), k ≥ 1 åñëè p = 3. Òðåòèé ïóíêò
ëåììû äîêàçàí.

Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî y0 íå äåëèòñÿ íà p, èçâåñòíî êàê ãèïîòåçà
Ankeny�Artin�Chowla (ñì. [2]). Íà äàííûé ìîìåíò íå íàéäåíî êîíòðïðèìå-
ðîâ ê äàííîé ãèïîòåçå.

2. Ïðèìåð ìèíèìàëüíîé òðàíñôîðìèðóþùåé ìàòðèöû
ñ ñóáýêñïîíåíöèàëüíîé íîðìîé

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, p ≡ 1 (mod 4). Òîãäà óðàâíåíèå x2 − py2 = −1
ðàçðåøèìî â ïîëîæèòåëüíûõ x è y (ñì. [3]), ïðè÷åì x � ÷åòíîå ÷èñëî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, y2 ≡ x2 +1 (mod 4). Åñëè áû x áûëî íå÷åòíûì, òî x2 ≡ 1 (mod 4)
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è y2 ≡ 2 (mod 4). Íî ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì,
x � ÷åòíîå.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöû

A =
(

0 4
p2k+1 0

)
, F =

(
0 1

4p2k+1 0

)
.

Áàçèñ ìîäóëÿ ΛA,F îáðàçóþò ìàòðèöû

T1 =
(

4 0
0 1

)
, T2 =

(
0 1

p2k+1 0

)
.

Òîãäà ëþáàÿ òðàíñôîðìèðóþùàÿ ìàòðèöà S áóäåò èìåòü âèä S = xT1 + yT2.

Äàëåå detS = det(xT1 + yT2) = det
(

4x y
p2k+1y x

)
= 4x2 − p2k+1y2. Óðàâ-

íåíèå 4x2 − p2k+1y2 = ±1 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k èìååò öåëî÷èñëåííûå
ðåøåíèÿ, åñëè ðàçðåøèìî óðàâíåíèå 4x2−py2 = ±1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (xk, yk)
ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 4x2− p2k+1y2 = ±1, k ≥ 0. Òîãäà (2xk, yk) �
ìèíèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2− p2k+1y2 = ±1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå

2xk + pkyk
√
p = (2x0 + y0

√
p)pk

.

Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íóþ íîðìó ||A|| = max
i,j

{|aij |}. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðà-
âåíñòâà ||A|| = p2k+1, ||F || = 4p2k+1, ||S|| = max{p2k+1y, 4x}. Ïîñêîëüêó
4xk > 2(2x0)pk

, p2k+1yk > ypk

0

√
ppk+2k+1, òî äëÿ íîðìû ìèíèìàëüíîé òðàíñ-

ôîðìèðóþùåé ìàòðèöû Sk âåðíî ðàâåíñòâî log ||Sk|| = O(
√
||A||). Òåì ñàìûì

äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Ñóùåñòâóþò ïîäîáíûå íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë ìàòðèöû A

è B, äëÿ êîòîðûõ íîðìà ìèíèìàëüíîé òðàíñôîðìèðóþùåé ìàòðèöû ñóáýêñ-
ïîíåíöèàëüíî çàâèñèò îò íîðì èñõîäíûõ ìàòðèö.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �09-01-00545-a.
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Î ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ,
ÇÀÏÈÑÀÍÍÛÕ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ SQL, ÄËß

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÉ ÁÀÇ ÄÀÍÍÛÕ.

Å. Å. Òðèôîíîâà (Ìîñêâà)

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ñõåìîé áàçû äàííûõ áóäåì íàçûâàòü íåêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðåäèêà-
òîâ P è ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé, çàïèñàííûõ â âèäå ôîðìóëû Φ. Áàçîé äàííûõ
D áóäåì íàçûâàòü ñîâîêóïíîñòü òàáëèö T è ôîðìóëû Φ : D = 〈T,Φ〉. Ïðè ýòîì
êàæäîì ïðåäèêàòó P èç ìíîæåñòâà ïðåäèêàòîâ P ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òàá-
ëèöà T èç T, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå èñòèííîñòè ïðåäèêàòà. Ýëåìåíòîì
òàáëèöû ÿâëÿåòñÿ êîðòåæ.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî êîðòåæåé, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â òàáëè-
öå T , êàê XT , à ìíîæåñòâî êîðòåæåé, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â áàçå D, êàê
X = X(D), X =

⋃
T∈T

XT . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ôóíêöèé F : X → N, ãäå
N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Âñïîìîãàòåëüíûì ïðåäèêàòîì îò äâóõ
ïåðåìåííûõ g(x1, x2) áóäåì íàçûâàòü âûðàæåíèå âèäà (fi(x1)Rfj(x2)), ãäå
fi, fj ∈ F, à R � îäíî èç îòíîøåíèé <,>,6,>, 6=,=. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî
âñåâîçìîæíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïðåäèêàòîâ.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè áóäåì íàçûâàòü âñïîìîãàòåëüíûì óñëîâèåì è îáî-
çíà÷àòü êàê h(x1, . . . , xn) ôîðìóëó, ïîñòðîåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h(x1, . . . , xn) = g1(xi1 , xj1)♦g2(xi2 , xj2)♦ . . .♦gk(xik
, xjk

),

ãäå i1, . . . , ik, j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , n}, g1, g2, . . . , gk ∈ G, ♦ � ìåñòî ðàçìåùåíèÿ
ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ & è ∨.

Â êà÷åñòâå ôîðìóëû-îãðàíè÷åíèÿ Φ áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàìêíóòûå ôîð-
ìóëû íà ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàïèñàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâÿçîê ∨, &,
¬,→, ïðåäèêàòîâ èç P è âñïîìîãàòåëüíûõ ïðåäèêàòîâ èç G. Ïåðåìåííûå ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà êîðòåæåé X. Åñëè ôîðìóëà Φ èñòèííà íà
ìíîæåñòâå X, òî áàçó äàííûõ D áóäåì íàçûâàòü íåïðîòèâîðå÷èâîé. Åñëè âñå
òàáëèöû áàçû äàííûõ ïóñòû, òî ñ÷èòàåì, ÷òî ëþáàÿ ôîðìóëà Φ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ âûøåóêàçàííûì óñëîâèÿì, èñòèííà.

Åñëè ôîðìóëà Φ ëîæíà íà ìíîæåñòâå X, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â áàçå äàí-
íûõD ñîäåðæàòñÿ ïðîòèâîðå÷èÿ. Óñòðàíÿòü ïðîòèâîðå÷èÿ áóäåì ïîñðåäñòâîì
óäàëåíèÿ êîðòåæåé èç áàçû äàííûõ. Âîññòàíîâëåíèåì Q äëÿ áàçû äàííûõ D
áóäåì íàçûâàòü áàçó äàííûõ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå: ñõåìû áàç
äàííûõ Q è D ñîâïàäàþò; êàæäûé êîðòåæ èç òàáëèöû Q ñîäåðæèòñÿ â ñîîò-
âåòñòâóþùåé òàáëèöå D; áàçà äàííûõ Q íå ñîäåðæèò ïðîòèâîðå÷èé; äîáàâëå-
íèå êQ ëþáîãî êîðòåæà èçD, êîòîðûé âQ íå ñîäåðæèòñÿ, â ñîîòâåòñòâóþùóþ
òàáëèöó ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â Q âîçíèêàþò ïðîòèâîðå÷èÿ.
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Áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ZQ ìíîæåñòâî êîðòåæåé, óäàë¼ííûõ èç D äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ âîññòàíîâëåíèÿ Q: ZQ = X(D) \X(Q). Äëÿ êàæäîé áàçû, ñîäåðæàùåé
ïðîòèâîðå÷èÿ, ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âîññòàíîâëåíèé. Òå èç íèõ,
êîòîðûå ñîäåðæàò íàèáîëüøåå ÷èñëî êîðòåæåé, áóäåì íàçûâàòü íàèëó÷øèìè
âîññòàíîâëåíèÿìè. Ìíîæåñòâî íàèëó÷øèõ âîññòàíîâëåíèé äëÿ áàçû D áóäåì
îáîçíà÷àòü êàê Qmax = Qmax(D) .

Âûðàæåíèå îãðàíè÷åíèé SQL ÷åðåç ôîðìóëû

Ðàññìîòðèì, êàê ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëû-îãðàíè÷åíèÿ, çàäàâàåìûå êîí-
ñòðóêöèÿìè â SQL, â âèäå ôîðìóë ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäèêàòîâ èç P è G.
Â SQL ïîääåðæèâàþòñÿ ñëåäóþùèå êîíñòðóêöèè äëÿ îïèñàíèÿ îãðàíè÷åíèé
öåëîñòíîñòè: UNIQUE, NOT NULL, CHECK, PRIMARY KEY, FOREIGN KEY
è REFERENCES. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè fi(x) îòîáðàæàþò ñîîòâåòñòâó-
þùóþ i-þ êîìïîíåíòó êîðòåæà â ÷èñëî; Cj è CNULL � áóäåì èñïîëüçîâàòü
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîíñòàíò èç N. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâà-
åì ïåðâûå ÷åòûðå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà êîðòåæà.

UNIQUE:
∀x1∀x2(P (x1)&P (x2) → h(x1, x2)),

ãäå
h(x1, x2) = (f1(x1) = f1(x2))&(f2(x1) = f2(x2))& . . .&(fk(x1) = fk(x2))∨

∨ (f1(x1) 6= f1(x2)).

NOT NULL:
∀x1(P (x1) → h(x1)),

ãäå h(x1) = (f1(x1) 6= CNULL).
CHECK:

∀x1(P (x1) → h(x1)),

ãäå h(x1) = (f1(x1) 6 C1), C1 � íåêàÿ êîíñòàíòà, îáóñëàâëèâàþùàÿ ïðàâèëî,
âìåñòî 6 ìîæåò ñòîÿòü ëþáîé èç ñèìâîëîâ <,>,6,>, 6=,=.

PRIMARY KEY:
∀x1(P (x1) → h1(x1))&&∀x2∀x3(P (x2)&P (x3) → h2(x2, x3)),

ãäå h1(x1) = (f1(x1) 6= CNULL),
h2(x2, x3) = (f1(x1) = f1(x2))&(f2(x1) = f2(x2))& . . .&(fk(x1) = fk(x2))∨

∨ (f1(x1) 6= f1(x2)).

FOREIGN KEY è REFERENCES (T 1 � ðîäèòåëüñêàÿ òàáëèöà, T 2 � äî-
÷åðíÿÿ òàáëèöà, èñïîëüçóåòñÿ èíñòðóêöèÿ CASCADE èëè NO ACTION):

∀x1∃x2(P2(x1) → P1(x2)&h1(x1, x2))&
&∀x3(P1(x3) → h2(x3))&

&∀x4∀x5(P1(x4)&P1(x5) → h3(x4, x5))&
&∀x6(P2(x6) → h4(x6))&

&∀x7∀x8(P2(x7)&P2(x8) → h5(x7, x8)),
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ãäå

h1(x1, x2) = (f1(x1) = f1(x2)),
h2(x3) = (f1(x3) 6= CNULL),
h3(x4, x5) = (f1(x4) = f1(x5))&(f2(x4) = f2(x5))& . . .&(fk(x4) = fk(x5))∨

∨(f1(x4) 6= f1(x5)),
h4(x6) = (f1(x6) 6= CNULL),
h5(x7, x8) = (f1(x7) = f1(x8))&(f2(x7) = f2(x8))& . . .&(fk(x7) = fk(x8))∨

∨(f1(x7) 6= f1(x8)).

FOREIGN KEY è REFERENCES (èíñòðóêöèÿ SET DEFAULT):

(∀x1∃x2(P2(x1) → P1(x2)&h1(x1, x2)) ∨ (∀x1P2(x1) → h2(x1)))&
&∀x3(P1(x3) → h3(x3))&

&∀x4∀x5(P1(x4)&P1(x5) → h4(x4, x5))&
&∀x6(P2(x6) → h5(x6))&

&∀x7∀x8(P2(x7)&P2(x8) → h6(x7, x8)),

ãäå

h1(x1, x2) = (f1(x1) = f1(x2)),
h2(x1) = (f1(x1) = C2),
h3(x3) = (f1(x3) 6= CNULL),
h4(x4, x5) = (f1(x4) = f1(x5))&(f2(x4) = f2(x5))& . . .&(fk(x4) = fk(x5))∨

∨(f1(x4) 6= f1(x5)),
h5(x6) = (f1(x6) 6= CNULL),
h6(x7, x8) = (f1(x7) = f1(x8))&(f2(x7) = f2(x8))& . . .&(fk(x7) = fk(x8))∨

∨(f1(x7) 6= f1(x8)) ∨ (f1(x7) = C2)&(f1(x8) = C2).

Â ñëó÷àå èíñòðóêöèè SET NULL ÷àñòü ∀x6(P2(x6) → h5(x6)) îòñóòñòâóåò,
à C2 âåçäå â óñëîâèÿõ çàìåíÿåòñÿ íà CNULL.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî äàííûå ôîðìóëû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç
áàçèñíûõ ôîðìóë ñëåäóþùèõ òð¼õ âèäîâ:

∀x(P (x) → h(x)) (1)

∀x1∀x2(P (x1)&P (x2) → h(x1, x2)) (2)
∀x1∃x2(P1(x1) → P2(x2)&h(x1, x2)) (3)

Ïîñòðîåíèå íàèëó÷øåãî âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ôîðìóë

Áóäåì íàçûâàòü êëàññîì A ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ôîðìóë, ïîñòðîåííûõ
èç ôîðìóë âèäà (1), (2), (3), ñîåäèí¼ííûõ êîíúþíêöèåé è äèçúþíêöèåé, ãäå
P, P1, P2 ∈ P è h, h1 - âñïîìîãàòåëüíûå óñëîâèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ïðèâåä¼ííûì
âûøå ïðàâèëàì ñ èñïîëüçîâàíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ ïðåäèêàòîâ èç G.

Ïóñòü çàäàíà ôîðìóëà Φ è òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü íàèëó÷øåå âîññòàíîâëåíèå
Qmax ∈ Qmax. Ðàññìîòðèì åãî ïîñòðîåíèå äëÿ íåêîòîðûõ ôîðìóë èç êëàññà A.
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Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü P1, . . . , Pn ∈ P è T1, . . . , Tn � ñîîòâåòñòâóþùèå
èì òàáëèöû, Φ = ∀x1(P1(x1) → h1(x1))& . . .&∀xn(Pn(xn) → hn(xn)).

Òîãäà X(Qmax) =
n⋃

i=1

{x|(x ∈ Ti)&(hi(x) = 1)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà Φ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ ýëåìåí-
òàðíûõ ôîðìóë âèäà (1) è ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî â òàáëèöå êàæäîãî èç
ïðåäèêàòîâ Pi äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ äàííûå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò çàïè-
ñàííîìó óñëîâèþ. Åñëè êàêîé-òî êîðòåæ åìó íå óäîâëåòâîðÿåò, òî åãî íàäî
óäàëèòü.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü D = 〈T,Φ〉, P1, . . . , Pn ∈ P è T1, . . . , Tn � ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì òàáëèöû,

Φ = ∀x1(P1(x1) → h1(x1))∨∀x1(P2(x2) → h2(x2))∨ . . .∨∀xn(Pn(xn) → hn(xn)).

Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ïîëîæèì Di = 〈T,Φi〉, ãäå Φi = ∀xi(Pi(xi) → hi(xi)).
Òîãäà X(Qmax(D)) áóäåò ðàâíî òîìó èç ìíîæåñòâ X(Qmax(Di)), i = 1, . . . , n,
ãäå ñîäåðæèòñÿ áîëüøå êîðòåæåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà Φ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêöèþ ýëåìåí-
òàðíûõ ôîðìóë âèäà (1). Åñëè ýòà ôîðìóëà ëîæíà, òî ÷òîáû ñäåëàòü å¼ èñòèí-
íîé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû õîòÿ áû îäíî èç ñëàãàåìûõ ñòàëî ðàâíûì ¾èñòèíå¿.
Ïîñêîëüêó íàì íóæíî íàèëó÷øåå âîññòàíîâëåíèå, òî íàäî ñäåëàòü èñòèííûì
òî ñëàãàåìîå, äëÿ êîòîðîãî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì óäàëå-
íèé.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü P1, P2 ∈ P, T1, T2 � òàáëèöû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå P1, P2, Φ = ∀x1∃x2(P1(x1) → P2(x2)&h(x1, x2)).

Òîãäà ZQmax
= {x|(x ∈ T1) è äëÿ âñåõ y ∈ T2 h(x, y) = 0}, åñëè òàáëèöà

T2 � íå ïóñòàÿ, ZQmax = XT1 , åñëè T2 � ïóñòàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçíèêíîâåíèå ïðîòèâîðå÷èé äëÿ äàííîé ôîðìóëû ìî-
æåò áûòü èç-çà òîãî, ÷òî äëÿ êàêîãî-ëèáî êîðòåæà èç P1 íåò òàêîãî êîðòåæà èç
P2, ÷òîáû óñëîâèå âûïîëíÿëîñü, ñîîòâåòñòâåííî, íàäî óäàëèòü âñå òàêèå êîð-
òåæè èç P1. Åñëè æå P2 � ïóñòàÿ, òî òîãäà íåîáõîäèìî óäàëèòü âñå êîðòåæè
èç P1.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 11-01-00508)
è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÌÍ ÐÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå
è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè è èíôîðìàöèîííûå
ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëåíèÿ¿.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Òðèôîíîâà Å. Å. Î ïîñòðîåíèè âîññòàíîâëåíèé áàç äàííûõ äëÿ íåêî-
òîðûõ êëàññîâ ôîðìóë-îãðàíè÷åíèé // Ìàòåðèàëû XVI Ìåæä. êîíô.
¾Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿ (Íèæíèé Íîâãîðîä, 20�25
èþíÿ 2011 ã.). Íèæíèé Íîâãîðîä: Èçä-âî Íèæåãîðîäñêîãî ãîñ. óí-òà,
2011. � Ñ. 477�481.
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Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÑÕÅÌÀÌÈ
ÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ÑÈÑÒÅÌ ÈÇ ÄÂÓÕ ÌÎÍÎÌÎÂ

ÎÒ ÄÂÓÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

Å.Í. Òðóñåâè÷ (Ìîñêâà)

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ìîíîìîâ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè
êîìïîçèöèè ïðè âîçìîæíîñòè ìíîãîêðàòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ çíà÷åíèé ïðîìå-
æóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé.

Ïîä ìîíîìîì íàä ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ X = {x1, x2, . . . xq}, q ≥ 1, áó-
äåì ïîíèìàòü âûðàæåíèå âèäà xa1

1 x
a2
2 . . . x

aq
q , ãäå ai � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå

÷èñëà, ∑q
i=1 ai > 0.

Ñëåäóÿ À.È.Øèðøîâó [1], ââåäåì ïîíÿòèå êîìïîçèöèè ìîíîìîâ. Ïóñòü
U = xa11

1 . . . x
a1q
q , V = xa21

1 . . . x
a2q
q � ïðîèçâîëüíûå ìîíîìû íàä ìíîæåñòâîì ïå-

ðåìåííûõ X è çàäàí ìîíîì R = xr1
1 . . . x

rq
q , ãäå 0 ≤ ri ≤ min(a1i, a2i), 1 ≤ i ≤ q

(îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ ìîíîìîâ, äëÿ âûðàæåíèÿ R ìîæåò áûòü
âûïîëíåíî óñëîâèå ∑q

i=1 ri = 0, îäíàêî áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü åãî ìî-
íîìîì). Êîìïîçèöèåé ìîíîìîâ U è V îòíîñèòåëüíî ìîíîìà R íàçûâàåòñÿ
ìîíîì xa11+a21−r1

1 . . . x
a1q+a2q−rq
q , êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (U, V )R.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S, ñîñòîÿùàÿ èç ìîíîìîâ

X1, . . . , Xq, Xq+1, . . . , Xq+n, (1)

íàçûâàåòñÿ ñõåìîé êîìïîçèöèè äëÿ ìîíîìà Xq+n, åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) äëÿ i = 1, . . . , q âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Xi = xi;
2) äëÿ i = q + 1, . . . , q + n íàéäóòñÿ s è t, íå ïðåâîñõîäÿùèå i− 1, à òàêæå

ìîíîì Ri, òàêèå ÷òî Xi = (Xs, Xt)Ri
.

Ïîä ñëîæíîñòüþ Lsh(S) ñõåìû êîìïîçèöèè âèäà (1) ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî n.
Ñõåìîé êîìïîçèöèè äëÿ ñèñòåìû ìîíîìîâ

A = {xa11
1 . . . xa1q

q , . . . , x
ap1
1 . . . xapq

q }

íàçîâåì ñõåìó êîìïîçèöèè S äëÿ íåêîòîðîãî ìîíîìà èç ñèñòåìû A, êîòîðàÿ
ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ îñòàëüíûå ìîíîìû èç ìíîæåñòâà A.

Ïîëîæèì Lsh(A) = minLsh(S), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì êîì-
ïîçèöèè äëÿ ñèñòåìû A. Âåëè÷èíó Lsh(A) íàçîâåì ñëîæíîñòüþ ñèñòåìû ìî-
íîìîâ A. Ñèñòåìà ìîíîìîâ A ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïîêàçàòåëåé
ñòåïåíåé

A =

a11 a12 . . . a1q

...
...

ap1 ap2 . . . apq

 .
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Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü íå òîëüêî î ñëîæíîñòè Lsh(A) âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû
A, íî è î ñëîæíîñòè Lsh(A) ìàòðèöû A, çàäàþùåé ýòó ñèñòåìó. Äàëåå íå
áóäåì ðàçëè÷àòü ýòè ïîíÿòèÿ è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Lsh(A) = Lsh(A).

Ïîíÿòèå ñõåìû êîìïîçèöèè ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü íà ÿçûêå ñõåì èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ [2�3].

Ðàíåå Þ.Â. Ìåðåêèíûì áûë èññëåäîâàí [4] ñëó÷àé âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû
ìîíîìîâ, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî ìîíîìà. Îí óñòàíîâèë, ÷òî

Lsh(xa1
1 . . . xaq

q ) = dlog ae+ q − 1, ãäå a = max(a1 . . . aq)

(çäåñü è äàëåå ïîä log x ïîíèìàåòñÿ log2 x). Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñëîæ-
íîñòü ðåàëèçàöèè ñõåìàìè êîìïîçèöèè ñèñòåìû èç äâóõ ìîíîìîâ îò äâóõ ïå-
ðåìåííûõ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöå

A =
(
a b
c d

)
ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íåò íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, à ìèíè-
ìàëüíûì ýëåìåíòîì ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò c. Òîãäà

Lsh(A) = dlog de+
⌈
log max

(
a

max(c, 1)
,
b

d

)⌉
+ sgn b+ γ(A),

ãäå γ(A) ∈ {0, 1}, ïðè÷åì γ(A) = 0 ïðè b = 0 èëè b ≥ d.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñôîðìóëèðóåì ÷åòûðå âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåð-
æäåíèÿ � äâå ëåììû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âåðõíåé îöåíêè è äâå ëåììû äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå íèæíèõ
îöåíîê ñõåì êîìïîçèöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü ÿçûê ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ.

Ëåììà 1. Ïóñòü ñõåìà S0 ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé êîìïîçèöèè äëÿ ìîíîìà
xa0yb0 , ãäå a0b0 6= 0. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîíîìà xayb, ãäå a

a0
≥ b

b0
≥ 1,

ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó êîìïîçèöèè S, äîáàâèâ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S0

íå áîëåå
⌈
log a

a0

⌉
÷ëåíîâ, ò. å. Lsh(S)− Lsh(S0) ≤

⌈
log a

a0

⌉
.

Ëåììà 2. Ïóñòü d 6= 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Lsh

(
a b
0 d

)
≤ dlog de+

⌈
max

(
log a, log

b

d

)⌉
+ 2.

Ëåììà 3. Ïóñòü â ñõåìå êîìïîçèöèè S, âû÷èñëÿþùåé ìîíîì xayb, ãäå
a ≥ 1, b ≥ 1 â íåêîòîðîé âåðøèíå v0 âû÷èñëÿåòñÿ ìîíîì xa0yb0 , ãäå a ≥ a0.
Òîãäà äëÿ ïîäñõåìû S0, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òîëüêî òå âåðøèíû, îò êîòîðûõ
åñòü îðèåíòèðîâàííûé ïóòü ê âåðøèíå v0, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Lsh(S)− Lsh(S0) ≥
⌈
log

a

max(a0, 1)

⌉
+ 1− sgn(min(a0, b0)).
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Ëåììà 4. Ïóñòü ad 6= 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Lsh

(
a b
0 d

)
≥ dlog de+

⌈
log max

(
a,
b

d

)⌉
+ sgn b.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Âåðõíÿÿ îöåíêà. Ïîñòðîèì ñõåìó êîìïîçè-
öèè, âû÷èñëÿþùóþ ìàòðèöó A =

(
a b
c d

)
. Ïðè c = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû

íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ëåììû 2. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî c ≥ 1. Ðàññìîòðèì íåñêîëü-
êî ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü b ≥ d. Òîãäà Lsh(xcyd) = dlog de+1 è ïðèìåíèìà ëåììà 1.
Ñëó÷àé 1.1. Ïóñòü a

c ≥
b
d . Òîãäà ìîíîì xayb ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìîíîìà

xcyd, èñïîëüçóÿ íå áîëåå ÷åì
⌈
log a

c

⌉
îïåðàöèé êîìïîçèöèè.

Ñëó÷àé 1.2. Ïóñòü a
c ≤

b
d . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ìîíîì xayb ìîæíî

âû÷èñëèòü çà íå áîëåå ÷åì
⌈
log b

d

⌉
îïåðàöèé.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå 1 ïîëó÷àåì îöåíêó:

Lsh(A) ≤ dlog de+
⌈
max

(
log

a

c
, log

b

d

)⌉
+ 1.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü b < d. Ïî òåîðåìå 2 èç [4] ïîëó÷àåì, ÷òî

Lsh(xcyb) = dlog be+ 1.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ìîíîì xayb ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìîíîìà
xcyb çà íå áîëåå, ÷åì

⌈
log a

c

⌉
îïåðàöèé, à ìîíîì xcyd çà íå áîëåå, ÷åì

⌈
log d

b

⌉
îïåðàöèé êîìïîçèöèè. Ñëåäîâàòåëüíî,

Lsh

(
a b
c d

)
≤ dlog be+

⌈
log

a

c

⌉
+

⌈
log

d

b

⌉
+ 1 ≤ dlog de+

⌈
log

a

c

⌉
+ 2.

Òàêèì îáðàçîì,

Lsh

(
a b
c d

)
≤ dlog de+ max

(⌈
log

a

max(c, 1)

⌉
,

⌈
log

b

d

⌉)
+ 2.

Âåðõíÿÿ îöåíêà äîêàçàíà.
Íèæíÿÿ îöåíêà. Ïðè c = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 4. Äà-

ëåå ñ÷èòàåì, ÷òî c ≥ 1. Ïóñòü S � ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà èç ýëåìåíòîâ êîìïîçè-
öèè, âû÷èñëÿþùàÿ ìîíîìû xayb è xcyd. Âûáåðåì ïîäñõåìó S0 òàê, ÷òîáû â íåå
âõîäèëè âñå âåðøèíû, îò êîòîðûõ åñòü îðèåíòèðîâàííûé ïóòü äî âåðøèíû,
â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ìîíîì xcyd. Òîãäà Lsh(S0) ≥ Lsh(xcyd) = dlog de + 1,
òàê êàê d ≥ c. Ïîñêîëüêó a

c ≥ 1, òî ïðèìåíèìà ëåììà 3. Ñîîòâåòñòâåííî,

Lsh(S)− Lsh(S0) ≥
⌈
log max

(
b

d
,
a

c

)⌉
.
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Ïîýòîìó

Lsh

(
a b
c d

)
= Lsh(S) ≥ dlog de+

⌈
log max

(
b

d
,
a

c

)⌉
+ 1.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Òåïåðü ïðèâåäåì ïîëó÷åííûé â òåîðåìå 1 ðåçóëüòàò ê ñòàíäàðòíîìó ñèì-

ìåòðè÷íîìó îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû âèäó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(A)
ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ ìèíîð ìàòðèöû A.

Ëåììà 5. Ïóñòü 1 ≤ c = min(a, b, c, d). Òîãäà âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

0 ≤ log d+ max log
(
a

c
,
b

d

)
−

(
log c+ logD

(
a/c b/c
1 d/c

))
≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ýêâèâàëåíòíî íåðà-
âåíñòâàì

0 ≤ log max
(
ad

c
, b

)
− log max

(
a, b, c, d,

∣∣∣∣ad− bc

c

∣∣∣∣) ≤ 1.

Îáîçíà÷èì log max
(

ad
c , b

)
÷åðåç α, à log max

(
a, b, c, d,

∣∣ad−bc
c

∣∣) ÷åðåç β. Ðàñ-
ñìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü bc ≥ ad. Ïîñêîëüêó c ≤ a è c ≤ d, èç bc ≥ ad ñëåäóåò,
÷òî b ≥ a è b ≥ d. Ïîêàæåì, ÷òî b ≥

∣∣ad−bc
c

∣∣. Äåéñòâèòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ |

ad−bc
c |
b = bc−ad

bc = 1− ad
bc ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, β = log b = α.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü ad > bc.
Ñëó÷àé 2.1.Ïóñòü β = log a. Òîãäà a ≥ b, a ≥ c, a ≥ d è a ≥

∣∣ad−bc
c

∣∣ = ad−bc
c .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî 0 ≤ α − β ≤ 1 ïîêàæåì, ÷òî
ad
c

a ≤ 2. Äåéñòâè-
òåëüíî, ac ≥ ad − bc. Ñëåäîâàòåëüíî, bc ≥ a(d − c). À èç ýòîãî, ó÷èòûâàÿ ÷òî
a ≥ b, a ≥ c, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî d

c ≤ 2.
Ñëó÷àé 2.2. Ïóñòü β = log b. Òîãäà b ≥ a, b ≥ c, b ≥ d è b ≥

∣∣ad−bc
c

∣∣ = ad−bc
c .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî 0 ≤ α − β ≤ 1 ïîêàæåì, ÷òî
ad
c

b ≤ 2. Äåéñòâè-
òåëüíî, bc ≥ ad− bc. Ñëåäîâàòåëüíî, ad

bc ≤ 2.
Ñëó÷àé 2.3.Ïóñòü β = log d. Òîãäà d ≥ a, d ≥ c, d ≥ b è d ≥

∣∣ad−bc
c

∣∣ = ad−bc
c .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî 0 ≤ α − β ≤ 1 ïîêàæåì, ÷òî
ad
c

d ≤ 2. Äåéñòâè-
òåëüíî, dc ≥ ad − bc. Ñëåäîâàòåëüíî, bc ≥ d(a − c). À èç ýòîãî, ó÷èòûâàÿ ÷òî
d ≥ b, d ≥ c, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî a

c ≤ 2.
Ñëó÷àé 2.4. Ïóñòü β = log

(
ad−bc

c

)
. Òîãäà ad−bc

c ≥ b. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
äîêàçàòü íåðàâåíñòâî 0 ≤ α− β ≤ 1, ïîêàæåì, ÷òî ad

ad−bc ≤ 2. Äåéñòâèòåëüíî,
ad− bc ≥ bc. Ñëåäîâàòåëüíî, bc ≤ 1

2ad. Äàëåå ïîëó÷àåì ad
ad−bc ≤

ad
1
2 ad

= 2.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå 2 ïîëó÷àåì, ÷òî

0 ≤ log
ad

c
− log max

(
a, b, c, d,

ad− bc

c

)
≤ 1.

Ëåììà 5 äîêàçàíà.
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Òåîðåìó 1 â ñèëó ëåììû 5 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöå

A =
(
a b
c d

)
ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íåò íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, è ïóñòü
m = max (min (a, b, c, d) , 1). Òîãäà

Lsh(A) = logm+ logD
(
a/m b/m
c/m d/m

)
+O(1).
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Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÒÐÅÕÇÍÀ×ÍÎÉ ËÎÃÈÊÈ ÔÎÐÌÓËÀÌÈ

ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÄÀ.

Ä.Â. Òðóùèí (Ìîñêâà)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðåàëèçàöèè ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè
α�ôîðìóëàìè, ò. å. òàêèìè ôîðìóëàìè, â êîòîðûõ êàæäàÿ ïîäôîðìóëà ñî-
äåðæèò íå áîëåå îäíîé íåòðèâèàëüíîé ãëàâíîé ïîäôîðìóëû. Â êà÷åñòâå ìå-
ðû ñëîæíîñòè ôîðìóë ðàññìàòðèâàåòñÿ ãëóáèíà. Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ êëàññ
ôóíêöèé, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ Øåííîíà ïî ãëóáèíå íàä ðàññìàòðèâàåìîé
ïîëíîé ñèñòåìîé ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû ðàâíà 2n. Êðîìå òî-
ãî ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè ãëóáèíû ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè íàä óêàçàííîé
ñèñòåìîé.

Ïóñòü k ≥ 2, n ≥ 1. ×åðåç Pk îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé
k�çíà÷íîé ëîãèêè, à ÷åðåç H(n) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ
ìíîæåñòâó H, H ⊆ Pk, è çàâèñÿùèõ òîëüêî îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Ïóñòü
A � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé èç Pk. Çàìûêàíèå ñèñòåìû A (îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è ââåäåíèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé) îáîçíà÷èì ÷åðåç
[A]. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â [1].
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Ïóñòü Φ � íåêîòîðàÿ ôîðìóëà íàä A. Ñëîæíîñòüþ L(Φ) ýòîé ôîðìóëû
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â íåå. Ãëóáèíó D(Φ) ôîð-
ìóëû Φ îïðåäåëèì èíäóêòèâíî. Åñëè Φ ñîñòîèò òîëüêî èç ñèìâîëà ïåðåìåí-
íîé, òî D(Φ) = 0. Åñëè Φ èìååò âèä f(Φ1, . . . ,Φm), ãäå f ∈ A, à Φ1, . . . ,Φm �
íåêîòîðûå ôîðìóëû íàä A, òî D(Φ) = 1 + maxD(Φi), ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ
ïî âñåì i = 1, . . . ,m. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ [A] ïîëîæèì LA(f) = minL(Φ),
DA(f) = minD(Φ), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôîðìóëàì Φ íàä A, ðåàëè-
çóþùèì f .

Èçâåñòíî [2], ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëíîé êîíå÷íîé ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé
A è ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

LA(f) .
2n

log2(n)
.

Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíê-
öèé A è ëþáîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ∈ [A] ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

LA(f) ≤ cn, DA(f) ≤ dn,

ãäå c è d � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò A.
Ñëåäóÿ [4], îïðåäåëèì èíäóêòèâíî ïîíÿòèå α�ôîðìóëû íàä êîíå÷íîé ñèñ-

òåìîé A ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè. Ñèìâîë ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàð-
íîé α�ôîðìóëîé. Ñèìâîë íóëüìåñòíîé ôóíêöèè èç A ÿâëÿåòñÿ α�ôîðìóëîé.
Âûðàæåíèå âèäà u(Φ), ãäå Φ � α�ôîðìóëà íàä A, à u � ñèìâîë îäíî-
ìåñòíîé ôóíêöèè èç A, ÿâëÿåòñÿ α�ôîðìóëîé. Íàêîíåö, âûðàæåíèå âèäà
g(Φ, xi2 , . . . , xim

), ãäå Φ � α�ôîðìóëà íàä A, m ≥ 2, g � ñèìâîë m�ìåñòíîé
ôóíêöèè èç A, à xi2 , . . . , xim

� ñèìâîëû ïåðåìåííûõ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ
α�ôîðìóëîé. Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ α�ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé íàä A.
Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ α�ôîðìóëàìè íàä A, áóäåì íàçûâàòü
α�ïîïîëíåíèåì ñèñòåìû A è îáîçíà÷àòü ÷åðåç [A]α. Ñèñòåìà A ⊆ Pk íàçûâàåò-
ñÿ α�ïîðîæäàþùåé äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ôóíêöèé H ⊆ Pk, åñëè [A]α = H.
Ñèñòåìà A ⊆ Pk íàçûâàåòñÿ α�ïîëíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ α�ïîðîæäàþùåé
äëÿ Pk.

Ïóñòü A � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé èç Pk è ïóñòü f ∈ [A]α. Ïîëî-
æèì Dα

A(f) = minD(Φ), Lα
A(f) = minL(Φ), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì

α�ôîðìóëàì Φ íàä A, ðåàëèçóþùèì f .
Ïóñòü H ⊆ [A]α � íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ α�ôîðìóëàìè

íàä ñèñòåìîé A. Ïîëîæèì Dα
A(H(n)) = maxDα

A(F ), ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ
ïî âñåì ôóíêöèÿì f ∈ H(n). Ïîëîæèì Dα

A(n) = Dα
A(J(n)), ãäå J = [A]α.

Îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

r1D
α
A(f) ≤ Lα

A(f) ≤ r2D
α
A(f),

ãäå r1 è r2 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò A.
Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ñèñòåìû A áóëåâûõ ôóíê-

öèé ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí P (n) òàêîé, ÷òî Dα
A(n) ≤ P (n). Èçâåñòíî òàêæå
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[6, 5], ÷òî â P2 íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íûõ α�ïîëíûõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì â Pk ïðè
k ≥ 3 êîíå÷íûå α�ïîëíûå ñèñòåìû ñóùåñòâóþò [4, 6, 7].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè òðåõçíà÷íîé ëîãèêè. Âåç-
äå íèæå ñëîæåíèå ôóíêöèé èç P3 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ 3. Ïîëîæèì
E3 = {0, 1, 2}.

Äâóõìåñòíóþ ôóíêöèþ f(x1, x2) ∈ P3 áóäåì íàçûâàòü áèíàðíîé îïåðàöèåé
ñ ïðàâûì ñîêðàùåíèåì, åñëè äëÿ ëþáûõ b, c ∈ E3 ñóùåñòâóåò è ïðèòîì ðîâ-
íî îäèí ýëåìåíò a ∈ E3, òàêîé, ÷òî f(a, b) = c. Ìíîæåñòâî âñåõ áèíàðíûõ
îïåðàöèé ñ ïðàâûì ñîêðàùåíèåì îáîçíà÷èì ÷åðåç B.

Îäíîìåñòíóþ ôóíêöèþ s(x) ∈ P3 áóäåì íàçûâàòü ïîäñòàíîâêîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ ðàçëè÷íûõ a1, a2 ∈ E3 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî s(a1) 6= s(a2). Ìíî-
æåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê îáîçíà÷èì ÷åðåç S. Ïóñòü s ∈ S. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ñ ïðàâûì ñîêðàùåíèåì f , òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ a, b ∈ E3 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(a, b) = s(a), ò. å. f(x, y) = s(x). Òàêèì
îáðàçîì, [B]α = [B ∪ S]α. Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç
âñåõ áèíàðíûõ îïåðàöèé ñ ïðàâûì ñîêðàùåíèåì è âñåõ ïîäñòàíîâîê ñîäåðæèò
α�ïîëíóþ ïîäñèñòåìó. Ïîýòîìó ñèñòåìà B òàêæå α�ïîëíà.

Ïóñòü n ≥ 1, ã = (a1, a2, . . . , an, c) ∈ En+1
3 . Ñëåäóÿ [4], ïîëîæèì

ψã(x1, . . . , xn) =
{

c, åñëè xi = ai, i = 1, . . . n,
0, èíà÷å.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü n ≥ 1, (a1, . . . , an, c) ∈ En+1
3 , ïðè÷åì c 6= 0. Òîãäà

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
Dα

A(ψα̃) ≥ 2n − 2.

Ïóñòü n ≥ 1 è w(x1, . . . , xn) ∈ P3. Ôóíêöèþ w áóäåì íàçûâàòü äâîè÷íî�
ïðåäñòàâèìîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû a1, . . . , an ∈ E3 è òàêàÿ ôóíê-
öèÿ f(x1, . . . , xn) ∈ P3, ÷òî w(x1, . . . , xn) = f(γ1(x1), . . . , γn(xn)), ãäå

γi(xi) =
{

1, åñëè xi = ai,
2, èíà÷å,

1 ≤ i ≤ n. Ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íî�ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç
W .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n ≥ 1,m ≥ 1, w1, . . . , wm ∈ W (n), f = w1 + . . . + wn.
Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Dα
A(f) ≤ m2n − 1.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü n ≥ 1, w ∈W (n). Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Dα
A(w) ≤ 2n − 1.

Äëÿ êàæäîãî b ∈ E3 ïîëîæèì

ξb(x) =
{

1, åñëè x = b,
2, èíà÷å.
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Êðîìå òîãî ïîëîæèì

fb(x1, . . . , xn) =
{

b, åñëè xi = 1, i = 1, . . . n,
0, èíà÷å.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà ã = (a1, . . . , an, c) ∈ En+1
3 èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî ψã(x1, . . . , xn) = fc(ξa1(x1), . . . , ξan
(xn)), ò. å. ôóíêöèÿ ψã ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó W . Òîãäà èç ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå óòâåðæäåíèé âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü n ≥ 1. Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

2n − 2 ≤ Dα
A(W (n)) ≤ 2n − 1.

Ñëåäñòâèå 3. Ïðè n→∞ èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

Dα
A(W (n)) = 2n +O(1).

Ëþáóþ ôóíêöèþ f ∈ P3(n) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå∑
(a1,...,an)∈En

3

ψ(a1,...,an,f(a1,...,an)).

Òîãäà ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü n ≥ 1, f ∈ P3(n). Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

Dα
A(f) ≤ 6n − 1.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü À.Á. Óãîëü-
íèêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 11-01-00508)
è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íà-
óê ÐÀÍ �Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíå-
òèêè è èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëåíèÿ�, ïðîåêò �Çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì�.
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ËÈÍÅÉÍÛÉ ÊÐÈÏÒÎÀÍÀËÈÇ ÄÅÂßÒÈ ÐÀÓÍÄÎÂ
ÁËÎ×ÍÎÃÎ ØÈÔÐÀ SMS4

Ã.È. Øóøóåâ (Íîâîñèáèðñê)

Ââåäåíèå

SMS4 � ñòàíäàðò áëî÷íîãî øèôðà ÊÍÐ äëÿ çàùèòû áåñïðîâîäíûõ ñåòåé
LAN WAPI (Wired Authentical and Privacy Infrastructure). Àëãîðèòì øèô-
ðîâàíèÿ, íàïèñàííûé íà êèòàéñêîì ÿçûêå, áûë îïóáëèêîâàí ïðàâèòåëüñòâîì
ÊÍÐ â ÿíâàðå 2006 ã., àíãëèéñêèé ïåðåâîä îïóáëèêîâàí â 2008 ã. [2].

Ñóùåñòâóåò íå òàê ìíîãî ðàáîò ïî êðèïòîàíàëèçó SMS4. Èíòåãðàëüíûé
êðèïòîàíàëèç 13-ðàóíäîâîé âåðñèè áûë âïåðâûå ïðåäñòàâëåí â 2007 ãîäó ãðóï-
ïîé àâòîðîâ âî ãëàâå ñ F. Liu. Àëãåáðàè÷åñêèé êðèïòîàíàëèç ïðåäñòàâëåíW. Ji
è L. Hu â òîì æå ãîäó. Äèôôåðåíöèàëüíûé êðèïòîàíàëèç íà íåâîçìîæíûõ
ðàçíîñòÿõ 16-ðàóíäîâîãî øèôðà áûë îïèñàí â [5] è ðåçóëüòàòû áûëè óëó÷øå-
íû â [7]. Ïðÿìîóãîëüíûé êðèïòîàíàëèç 14-ðàóíäîâîé âåðñèè ðàññìàòðèâàëñÿ
â [5,7], 16-ðàóíäîâîé âåðñèè � â [8] è 18-ðàóíäîâîé âåðñèè � â [4]. Áóìåðàíã-
àòàêà 18-ðàóíäîâ øèôðà ïðåäñòàâëåíà â [4]. Äèôôåðåíöèàëüíûé êðèïòîàíà-
ëèç 21-ðàóíäîâîé âåðñèè ïðèâîäèòñÿ â [8] è 22-ðàóíäîâ � â [4,9]. Ëèíåéíûé
êðèïòîàíàëèç 22-ðàóíäîâîé âåðñèè ìîæíî íàéòè â [4,3]. Ìíîãîìåðíûé ëèíåé-
íûé êðèïòîàíàëèç 23-ðàóíäîâ øèôðà ïðèâîäèòñÿ â [1].

ðàóíäû ñòàòèñòèêà âðåìÿ ïàìÿòü ìåòîä
22 2118,8 2117 2112 Ëèíåéíûé [3]
22 2117 2112,3 2110 Äèôôåðåíöèàëüíûé [9]
23 2126,6 2127,4 2120,7 Ìíîãîìåðíûé ëèíåéíûé [1]

Â òàáëèöå ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ñëîæíîñòåé íàèáîëåå óñïåøíûõ ìåòîäîâ êðèï-
òîàíàëèçà óêîðî÷åííîãî SMS4. Çàìåòèì, ÷òî âñå ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû äî ñèõ
ïîð îñòàþòñÿ íåïðàêòè÷åñêèìè, â ñâÿçè ñ ÷åì çàäà÷à êðèïòîàíàëèçà SMS4
îñòà¼òñÿ àêòóàëüíîé.

Â îñíîâó äàííîé ðàáîòû áûë ïîëîæåí ìåòîä ëèíåéíîãî êðèïòîàíàëèçà,
îïèñàííûé â [4]. Íî â [4] èñïîëüçóåòñÿ íå ñàìîå ëó÷øåå ëèíåéíîå ïðèáëèæå-
íèå ðàóíäà. Â ðàáîòå îïèñàí ëèíåéíûé êðèïòîàíàëèç 9-òè ðàóíäîâ áëî÷íî-
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ãî øèôðà SMS4, äëÿ ýòîãî áûëè èññëåäîâàíû âñåâîçìîæíûå ëèíåéíûå ïðè-
áëèæåíèÿ S-áëîêà, ëèíåéíûå ïðèáëèæåíèÿ ðàóíäà, ïðîâåðåíà îïòèìàëüíîñòü
ñõåìû ñîãëàñîâàíèÿ ðàóíäîâ, èññëåäîâàíà ñâÿçü ìåæäó îáú¼ìîì ñòàòèñòèêè
è òðóäî¼ìêîñòüþ âû÷èñëåíèé.

1. Îïèñàíèå àëãîðèòìà

SMS4 � 32-ðàóíäîâàÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñåòü Ôåéñòåëÿ. Îòêðûòûé òåêñò
P , øèôðòåêñò C è êëþ÷ K èìåþò ðàçìåð 128 áèò. Îòêðûòûé òåêñò ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ êàê ÷åòûðå 32-áèòîâûõ ñëîâà P = (P0, P1, P2, P3), Xi ïðîìåæóòî÷íûé
øèôðòåêñò ïîñëå i-ãî ðàóíäîâ, ãäå i = 1, 2, . . . , 32.

Ïóñòü S � ýòî 8×8 S-áëîê øèôðà SMS4. Òîãäà íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
τ 32-áèòíîãî ñëîâà A = (a0, a1, a2, a3) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

τ(A) = S(a0)||S(a1)||S(a2)||S(a3),
ãäå || ñòàíäàðòíàÿ êîíêàòåíàöèÿ. Ëèíåéíîå ïåðåìåøèâàþùåå ïðåîáðàçîâàíèå
L îïðåäåëÿåòñÿ êàê

L(X) = X ⊕ (X <<< 2)⊕ (X <<< 10)⊕ (X <<< 18)⊕ (X <<< 24),
ãäå X <<< n îçíà÷àåò öèêëè÷åñêèé ñäâèã X âëåâî íà n áèò.

Ïðîöåññ øèôðîâàíèÿ SMS4 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Âõîäíîé îòêðûòûé òåêñò X0 = P = (P0, P1, P2, P3),
2. Äëÿ i îò 1 äî 32

Pi+3 = Pi−1⊕F (Pi⊕Pi+1⊕Pi+2⊕RKi) = Pi−1⊕L(τ(Pi⊕Pi+1⊕Pi+2⊕RKi)),
Xi = (Pi, Pi+1, Pi+2, Pi+3),

3. Âûõîäíîé øèôðòåêñò C = (P35, P34, P33, P32).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàóíäîâûõ ïîäêëþ÷åé êëþ÷

K = (MK0,MK1,MK2,MK3),

ñîñòîÿùèé èç 128 áèò, ñêëàäûâàåòñÿ ñ ñèñòåìíûì ïàðàìåòðîì T . Ðàóíäîâûé
êëþ÷ RKj âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Âõîä (K0,K1,K2,K3) = (MK0 ⊕ T0,MK1 ⊕ T1,MK2 ⊕ T2,MK3 ⊕ T3), ãäå
T0 = 0xa3b1bac6, T1 = 0x56aa3350, T2 = 0x677d9197, T3 = 0xb27022dc.
2. Âûõîä RKj = Kj+3 = Kj−1 ⊕ L′(τ(Kj ⊕ Kj+1 ⊕ Kj+2 ⊕ CKj)), ãäå
CKj = (28j, 28j + 7, 28j + 14, 28j + 21), êàæäàÿ èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò CKj

åñòü äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà ïî ìîäóëþ 256.

L′(X) = X ⊕ (X <<< 2)⊕ (X <<< 10)⊕ (X <<< 18)⊕ (X <<< 24).
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2. Îáùèå ñâåäåíèÿ

Ëèíåéíûé êðèïòîàíàëèç [6], èçîáðåò¼ííûé Ìàöóè â 1993 ãîäó, � îäèí èç
îñíîâíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ êðèïòîàíàëèçà â ñèììåòðè÷íîé êðèïòîãðà-
ôèè. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåò ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå áèòîâ âõîäíûõ, âûõîäíûõ
áëîêîâ è êëþ÷à, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ îòëè÷íîé îò 1

2 . Ýòî ñî-
îòíîøåíèå èññëåäóåòñÿ íà ïàðàõ îòêðûòûé òåêñò � øèôðòåêñò äëÿ ïîëó÷åíèÿ
çàâèñèìîñòè íà áèòàõ êëþ÷à. Èëè, â ñëó÷àå âòîðîãî àëãîðèòìà Ìàöóè, � äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ÷àñòè êëþ÷à.

3. Ïîèñê ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ

Ïîèñê ñîîòíîøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì àíàëèçà êàæäîãî èç ðàóíäîâ
øèôðîâàíèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü àíàëèç ðàóíäà, â ñëó÷àå SMS4, òðåáóåò àíàëèçà
òàêîãî íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êàê S-áëîê.

Îïðåäåëåíèå. Ìàñêà Γα � ýòî âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé äâîè÷íîé çàïèñè
÷èñëà α.

S-áëîê � íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îò êîòîðîãî íàïðÿìóþ çàâèñèò êðèï-
òîñòîéêîñòü øèôðà. Äëÿ àíàëèçà S-áëîêà ñòðîèòñÿ òàáëèöà ëèíåéíîãî ïðåîá-
ëàäàíèÿ ðàçìåðîì 256× 256. Ïîðÿäêîâûé íîìåð ñòîëáöà ñîîòâåòñòâóåò âõîä-
íîé ìàñêå, ïîðÿäêîâûé íîìåð ñòðîêè � âûõîäíîé, çíà÷åíèå íà ïåðåñå÷åíèè
i-îé ñòðîêè è j-îãî ñòîëáöà ðàâíîå d îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà Γi · a (ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå) ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé Γj · b, ãäå a è b âñåâîçìîæíûå âõîäû
è âûõîäû S-áëîêà, â 128 + d ñëó÷àÿõ èç 256. Âñåãî ðàçëè÷íûõ âõîäîâ S-áëîêà
8×8 ìîæåò áûòü 28 = 256. Ò.å. ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå ïîñòðîåí-
íîå ñ ïîìîùüþ âõîäíîé ìàñêè Γi è âûõîäíîé Γj , âûïîëíÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ
128+d
256 = 1

2 + d
256 . Î÷åâèäíî ÷åì |d| áîëüøå, òåì áîëüøå îòêëîíåíèå âåðîÿòíîñòè

îò 1
2 .
Âõîä ôóíêöèè F � ýòî 32-áèòíîå ñëîâî a, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 4 ÷àñòè ïî

8 áèò (8-áèòíûå ñëîâà a1, a2, a3, a4) è êàæäûå 8 áèò ïðîõîäÿò ÷åðåç ñîîòâåò-
ñòâóþùèé S-áëîê. Âûõîä ïîñëå S-áëîêîâ � 32-áèòíîå ñëîâî b. Ðàññìîòðèì
32-áèòíûå ìàñêè Γα è Γβ . Öåëü � íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî Γα · a = Γβ · b (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
Γα1 · a1 ⊕ Γα2 · a2 ⊕ Γα3 · a3 ⊕ Γα4 · a4 = Γβ1 · b1 ⊕ Γβ2 · b2 ⊕ Γβ3 · b3 ⊕ Γβ4 · b4,

ãäå Γαi è Γβj 8-áèòíûå ìàñêè). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé:
Ëåììà î "íàáåãàíèè çíàêîâ"(pilling-up) [6]. Ïóñòü Xi (1 ≤ i ≤ n) �

íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèå 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 + εi è çíà÷åíèå 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 − εi

(−1/2 ≤ ε ≤ 1/2). Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X1 ⊕ X2 ⊕ . . . ⊕ Xn ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèå 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 + ε è çíà÷åíèå 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2− ε,
ãäå

ε = 2n−1
n∏

i=1

εi.
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Â äàííîì ñëó÷àå n ïðèíèìàåò çíà÷åíèå îò 1 äî 4 â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷å-
ñòâà çàäåéñòâîâàííûõ S-áëîêîâ. S-áëîê çàäåéñòâîâàí, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ìàñêà Γαi

6= (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå Γαi

· ai = Γβi
· bi äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî S-áëîêà � 1/2 + εi. Î÷åâèäíî, ÷òî

÷åì ìåíüøå S-áëîêîâ çàäåéñòâîâàíî, òåì áîëüøå ε. Çàòåì ñëîâî b ïðîõîäèò
÷åðåç ïåðåìåøèâàþùåå ïðåîáðàçîâàíèå L. Îíî ëèíåéíî, ïîýòîìó íà âåðîÿò-
íîñòü ñîõðàíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ íå âëèÿåò, íî ñàìî ñîîòíîøåíèå ïðåîáðàçóåò.
Âûõîä ôóíêöèè F � 32-áèòíîå ñëîâî c. Ñîîòíîøåíèå Γβ ·b = Γγ ·c âûïîëíÿåòñÿ
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà âû÷èñëÿþùàÿ ïðåîáëàäàíèå � ε (îòêëîíåíèå
âåðîÿòíîñòè îò 1

2 ) ïåðåõîäà îäíîé 32-áèòíîé ìàñêè â äðóãóþ. Â äàííîé ðàáîòå
âçÿòî ñîîòíîøåíèå èç [1] âèäà Γα ·a = Γα · c, êîòîðîå èñïîëüçóåò òðè S-áëîêà è
âûïîëíÿåòñÿ ñ ε = 22( 14

256 ·
16
256 ·

16
256 ) ≈ 2−10.19. Íàìè áûëî ïðîâåðåíî îòñóòñòâèå

áîëåå âåðîÿòíûõ ñîîòíîøåíèé ñ äâóìÿ è ìåíåå àêòèâíûìè S-áëîêàìè, à òàêæå
ñ òðåìÿ S-áëîêàìè ñ ïðåîáëàäàíèåì 16

256 . Îäîé èç òàêèõ ìàñîê, äëÿ âûáðàííî-
ãî ñîîòíîøåíèÿ, áóäåò Γα= 0x0011fba. Ïðè÷åì τ(0x0011fba) = 0x0084be2f,
L(0x0084be2f) = 0x0011fba=Γα.

4. Ñîãëàñîâàíèå ðàóíäîâ

Îáû÷íî íåñëîæíî íàéòè ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ íà ðàóíä âûïîëíÿþùèåñÿ
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

2 + ε. Íî èõ íàäî åù¼ ñîãëàñîâàòü ìåæäó ñîáîé, ÷òî-áû ïî-
ëó÷èòü ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå íà âåñü øèôð. Ñïîñîá ýòî ñäåëàòü è åñòü ñõåìà
ñîãëàñîâàíèÿ ðàóíäîâ. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà èç [1], íî ïðèìåí-
í¼ííàÿ ê äåâÿòè ðàóíäàì SMS4. Èç íå¼ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå 9-ðàóíäîâîå
ïðèáëèæåíèå:

Γα · P4 ⊕ Γα · P9 = Γα ·RK5 ⊕ Γα ·RK6 (1)
Â ýòîé ñõåìå ðàóíäîâîå ïðèáëèæåíèå èñïîëüçóåòñÿ äâà ðàçà, çíà÷èò ïî piling-
up ëåììå èòîãîâîå ïðåîáëàäàíèå ïðèìåò çíà÷åíèå 2(2−10.19)2 = 2−19,38 èëè
áåç îêðóãëåíèé, ïîëó÷èì 2 · (22 · ( 14

256 ·
16
256 ·

16
256 ))2 = 1, 46031 · 10−6. Ýòî è åñòü

òåîðåòè÷åñêîå ïðåîáëàäàíèå εt.

5. Âòîðîé àëãîðèòì Ìàöóè

Àëãîðèòì îïèñàí â [6]. Ïðèìåíèì åãî â äàííîì ñëó÷àå, äëÿ ýòîãî íóæíà
ñòàòèñòèêà � ïàðû îòêðûòûé òåêñò, øèôðòåêñò (P,C), êîòîðàÿ íàáèðàåòñÿ
íà îäíîì, íåèçìåííîì êëþ÷å. Êîëè÷åñòâî ïàð ñòàòèñòèêè � |S|. Ïîñêîëüêó
êëþ÷ íåèçìåíåí, òî Γα · RK5 ⊕ Γα · RK6 = const. Âîîáùå ãîâîðÿ, êîíñòàíòà
íåèçâåñòíà, íî äëÿ íåèçìåííîãî êëþ÷à îíà ðàâíà ëèáî 0, ëèáî 1. Ðàâåíñòâî
(1) òåîðåòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ ñ èçâåñòíîé âåðîÿòíîñòüþ ðàâíîé 1/2 + εt, ãäå
εt�òåîðåòè÷åñêîå ïðåîáëàäàíèå.

Òåïåðü îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåáîð ïî âñåì RK1i (232 âàðèàíòîâ). Äëÿ êàæ-
äîãî RK1i ìîæíî âû÷èñëèòü P4, ò.ê. C èçâåñòíî, òî èçâåñòíî è P9. Çíà÷èò
ìîæíî âû÷èñëèòü N0 è N1 (êîëè÷åñòâî ïàð ñòàòèñòèêè, äëÿ êîòîðûõ ëå-
âàÿ ÷àñòü (1) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî). Ýêñïåðèìåíòàëü-
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íîå ïðåîáëàäàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå RK1i, âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
|εei| = | N0

N0+N1
− 0, 5| = | N1

N0+N1
− 0, 5|. Òåïåðü íàäî çàïîìíèòü îïðåäåëåííîå

ìíîæåñòâî íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíûõ ïåðâûõ ðàóíäîâûõ ïîäêëþ÷åé Ω(ζ).

Ω(ζ) := {RK1i : |εt − |εei|| < ζ},

ãäå ζ � äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà. Êëþ÷è, ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïðåîáëàäàíèå êî-
òîðûõ, îòëè÷àåòñÿ îò òåîðåòè÷åñêîãî, áîëüøå ÷åì íà ζ, â äîâåðèòåëüíûé èí-
òåðâàë íå âêëþ÷àþòñÿ. Ìîùíîñòü Ω îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà îáú¼ìó ñòà-
òèñòèêè. Îñòàëîñü íàéòè ïðàâèëüíûé êëþ÷, äëÿ ýòîãî íàäî âîññòàíàâëèâàòü
÷àñòü êëþ÷à K ïî èçâåñòíîìó RK1. Ïî êàæäîìó RK1i ∈ Ω ìîæíî âîññòàíî-
âèòü r áèòîâ êëþ÷à K, ïîýòîìó íóæíî ïåðåáðàòü 128−r = k îñòàâøèõñÿ áèòîâ
K. Âñåãî êàíäèäàòîâ â êëþ÷è áóäåò m · 2k. Äëÿ êàæäîãî êàíäèäàòà â êëþ-
÷è Ki, íàäî çàøèôðîâàòü ïåðâûé èç îòêðûòûõ òåêñòîâ ñòàòèñòèêè, è åñëè
ïîëó÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé øèôðòåêñò, òî êëþ÷ âåðåí.

Ïñåâäîêîä:
öèêë ïî RK1i ∈ {0x00000000, ..., 0xffffffff}..............[232]
{
....öèêë ïî (P,C) ñòàòèñòèêå............................................|S|
....{
........1 ðàóíä çàøèôðîâàíèÿ
........åñëè Γα · P4 ⊕ Γα · P9 = 0, òî N0 + +;
........åñëè Γα · P4 ⊕ Γα · P9 = 1, òî N1 + +;
....}
....|εe| = | N0

N0+N1
− 0, 5| = | N1

N0+N1
− 0, 5| äëÿ RK1i;

....åñëè |εt − |εei|| < ζ, òî RK1i ∈ Ω;
}
öèêë ïî Ki : RK1i ∈ Ω..................................................[|Ω| · 2k]
{
....9 ðàóíäîâ çàøèôðîâàíèÿ
....åñëè encrypt(P ) = C äëÿ ïàðû (P,C),
........òî Ki - èñòèííûé êëþ÷
}

Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà (232 · |S|/9 + |Ω| · 2k) · T , ãäå T � âðåìÿ âûïîëíå-
íèÿ 9 ðàóíäîâ øèôðîâàíèÿ. Îöåíèì òðóäî¼ìêîñòü.

Âû÷èñëèì ïðèìåðíûå çíà÷åíèÿ |S|, |Ω|, k. Ò.ê. RK1 � 32-áèòíûé ïîäêëþ÷,
òî r ≈ 32, çíà÷èò k < 100. Äëÿ íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó ÷èñëîì êàí-
äèäàòîâ â êëþ÷è � m è îáú¼ìîì ñòàòèñòèêè � |S| ïîñòðîèì òàáëèöó:

Ñòàòèñòèêà |εt − |εei|| Âðåìÿ m/N m/N m/N m/N
106 6, 855 · 10−4 0, 23 9/10 78/90 161/186 199/250
107 2, 226 · 10−4 2, 32 9/10 77/90 156/186 210/250
108 1, 236 · 10−5 23, 17 6/10 64/90 148/186 172/250
109 4, 227 · 10−7 231, 12 6/10 59/90 139/186 166/250
1010 2, 689 · 10−6 2362 5/10 ?/90 ?/186 ?/250
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Ïðèâåäåíî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ |εt − |εei|| äëÿ îäíîãî RK1i â ñå-
êóíäàõ. Ïóñòü N � ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ RK1i, m � ÷èñëî òåõ èç íèõ, ÷òî
ïîïàëè â Ω. Óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ïàð ñòàòèñòèêè óìåíü-
øàåò êîëè÷åñòâî êàíäèäàòîâ â êëþ÷è, íî ñóùåñòâåííî çàìåäëÿåò âðåìÿ âû-
ïîëíåíèÿ àëãîðèòìà.

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïðè |S| = 1010 ≈ 233,22 âåëè÷èíà m ñîñòàâëÿåò
ïðèìåðíî 60% îò N . Çíà÷èò ïðè N = 232, ò. å. ïîëíîì ïåðåáîðå ïî ïîäêëþ÷ó,
m = |Ω| ≈ 231,26. Ïðè |S| = 2128, ò. å. ïîëíîì ïåðåáîðå ïî âñåé ñòàòèñòèêå
|Ω| = 20, ò. ê. áóäåò îäèí RK1 ñ εe = εt. Çíà÷èò ïðè |S| = 281 |Ω| < 216, ò. ê.
81 ≈ (35 + 128)/2 è 16 ≈ (0 + 31)/2. Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé ñòðîèòñÿ òàáëèöà:

|S| |Ω| 232 ∗ |S|/9 + |Ω| · 2k

235 231 264 + 2131 ≈ 2131

.. .. ..
281 216 2110 + 2116 ≈ 2116

284 215 2113 + 2115 ≈ 2115

287 214 2116 + 2114 ≈ 2116

.. .. ..
2128 20 2157 + 2100 ≈ 2157

Âèäíî, ÷òî ïðè |S| = 284 ïîëó÷àåì ìèíèìàëüíóþ òðóäî¼ìêîñòü ëèíåéíîãî
êðèïòîàíàëèçà äåâÿòè ðàóíäîâ áëî÷íîãî øèôðà SMS4, ðàâíóþ 2115.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 11-01-00997).
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Î ÊÂÀÇÈÃÐÓÏÏÎÂÛÕ ÑÂ�ÐÒÊÀÕ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ

À.Ä. ßøóíñêèé (Ìîñêâà)

Ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î ñâ¼ðòêàõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé íà êîíå÷-
íûõ áèíàðíûõ êâàçèãðóïïàõ. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
îáîáùåíèå öåïåé Ìàðêîâà, ïîðîæäàåìûõ àññîöèàòèâíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè
ñèñòåìàìè, íà ñëó÷àé íåàññîöèàòèâíûõ ñèñòåì. Ïðèìåðîì èññëåäîâàíèÿ àññî-
öèàòèâíûõ ñèñòåì ìîãóò ñëóæèòü ðàáîòû î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ â ãðóï-
ïàõ (ñì. îáçîð [3]). Èíòåðåñ ê êâàçèãðóïïàì â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ îáóñëîâëåí,
â ÷àñòíîñòè, âîçìîæíîñòÿìè èõ ïðèìåíåíèÿ â êðèïòîëîãèè [4]. Íàïðèìåð, ïî-
ñòðîåíèå ïîòîêîâûõ ôèëüòðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàçèãðóïï ðàññìàòðèâàëîñü
â ðàáîòå [2], ãäå, âïðî÷åì èñïîëüçîâàëàñü ëèøü àññîöèàòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ,
îñíîâàííàÿ íà êâàçèãðóïïàõ.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ñâ¼ðòîê ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿò-
íîñòåé, ïîðîæäàåìûõ êâàçèãðóïïàìè â îáùåì ñëó÷àå, íå èñïîëüçóÿ íåïîñðåä-
ñòâåííîå ñâåäåíèå ê öåïÿì Ìàðêîâà.

Ïóñòü Q = {1, 2, . . . , q} � êîíå÷íàÿ áèíàðíàÿ êâàçèãðóïïà ñ çàäàííûìè
îïåðàöèÿìè óìíîæåíèÿ, à òàêæå ïðàâîãî è ëåâîãî äåëåíèÿ (ïîäðîáíåå ñì. [1]).
Ïóñòü u = (u1, . . . , uq) è v = (v1, . . . , vq) � ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, çàäàí-
íûå íà Q. Ñâ¼ðòêîé u ∗ v áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèå ñ êîìïîíåíòàìè

(u ∗ v)i =
q∑

j=1

ujvj\i,
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ãäå j\i � îïåðàöèÿ ëåâîãî äåëåíèÿ â Q. Íîñèòåëåì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé u íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî N(u) = {i ∈ Q : ui > 0}.

Ñâ¼ðòêà âûðàæàåò ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ ðåçóëüòàòà ïðè êâàçèãðóïïî-
âîì óìíîæåíèè äâóõ ñëó÷àéíûõ íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ èç Q, èìåþùèõ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ u è v, ñîîòâåòñòâåííî.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ìíîãî-
êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ñâ¼ðòêè ê íåêîòîðîìó íà÷àëüíîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ π. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Dn âûðàæåíèé ñâ¼ðòêè ãëóáèíû n:

D0(π) = {π}, Dn+1(π) = {(u ∗ v) : u ∈ Dk(π), v ∈ Dm(π),max{k,m} = n}.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâà Lm âûðàæåíèé ñëîæíîñòè m:

L0(π) = {π}, Lm+1(π) = {(u ∗ v) : u ∈ Lr(π), v ∈ Ls(π), r + s = m}.

Ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñ ðîñòîì ãëó-
áèíû (è ñëîæíîñòè) âûðàæåíèÿ ñâ¼ðòêè ïðèáëèæàþòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé. Ýòî ôîðìóëèðóåòñÿ â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü w ïîëó÷àåòñÿ ñâ¼ðòêîé ãëóáèíû n ñ íà÷àëüíûì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì π, |N(π)| > |Q|
2 . Òîãäà íàéä¼òñÿ d ∈ [0, 1) : max

i

∣∣∣wi − 1
|Q|

∣∣∣ 6 dn.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü w ïîëó÷àåòñÿ ñâ¼ðòêîé ñëîæíîñòè m ñ íà÷àëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì π, |N(π)| > |Q|
2 . Òîãäà íàéä¼òñÿ α > 0 : max

i

∣∣∣wi − 1
|Q|

∣∣∣ 6 1
mα .

Â ñëó÷àå, åñëè íîñèòåëü N(π) èìååò ðàçìåð ìåíåå |Q|/2, ìîæíî ïîñòðîèòü
ïðèìåðû îòñóòñòâèÿ ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ïî ãëóáèíå èëè ñëîæíîñòè.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì êâàçèãðóïïó ñî ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíîæåíèÿ:

· 1 2 3 4 5 6
1 1 3 2 4 6 5
2 3 2 5 1 4 6
3 2 4 6 5 1 3
4 4 1 3 6 5 2
5 5 6 1 2 3 4
6 6 5 4 3 2 1

Äëÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ π ñ íîñèòåëåì N(π) = {1, 2}, íîñèòåëåì
ðàñïðåäåëåíèÿ (π ∗ π) ∗ (π ∗ π) ÿâëÿåòñÿ âñÿ êâàçèãðóïïà Q. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëþáûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ èç (π∗π)∗(π∗π), áóäóò èìåòü íîñèòåëü,
ñîâïàäàþùèé ñ Q.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé
(π ∗ π), ((π ∗ π) ∗ π), (((π ∗ π) ∗ π) ∗ π), . . . ðàñòóùåé ãëóáèíû (è ñëîæíîñòè), íî-
ñèòåëü êîòîðûõ â òî÷íîñòè ðàâåí {1, 2, 3, 4}. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîé êâà-
çèãðóïïû è óêàçàííîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ π, ïðè ëþáûõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíû (ñëîæíîñòè) íàéäóòñÿ êàê ðàñïðåäåëåíèÿ, íîñè-
òåëü êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ Q, òàê è ðàñïðåäåëåíèÿ, íîñèòåëü êîòîðûõ ñòðîãî
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ìåíüøå Q. Òî åñòü, â îáùåì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå áîëüøîé ãëóáèíû (ñëîæ-
íîñòè) íå îáÿçàòåëüíî ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó.

Îäíàêî, äàæå ïðè ïðîèçâîëüíîì íîñèòåëå N(π) äëÿ ðàñïðåäåëåíèé èìååò
ìåñòî ¾ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì¿. Îïðåäåëèì d(n)(π) � ñðåäíåå ðàñïðåäåëåíèå
ïî âûðàæåíèÿì èç Dn(π):

d(n)(π) =
1

|Dn(π)|
∑

u∈Dn(π)

u.

Òåîðåìà 3. Äëÿ êâàçèãðóïïû Q è íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ π ñóùåñòâó-
þò ïîäêâàçèãðóïïà Q′ ⊆ Q, ÷èñëî d ∈ [0; 1) è íîìåð n′ òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
n > n′ :

max
i∈Q′

∣∣∣∣(d(n)(π))i −
1
|Q′|

∣∣∣∣ 6 dn−n′ .

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ `(m)(π)� ñðåäíåå ðàñïðåäåëåíèå ïî âûðàæåíèÿì
èç Lm(π):

`(m)(π) =
1

|Lm(π)|
∑

u∈Lm(π)

u.

Îäíàêî äëÿ `(m)(π) ñõîäèìîñòü íîñèò áîëåå ñëîæíûé õàðàêòåð:
Òåîðåìà 4. Äëÿ êâàçèãðóïïû Q è íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ π ñóùåñòâó-

þò íîìåð m′, ìíîæåñòâà Qb ⊆ Q, (b = 0, . . . , r − 1) è ÷èñëà α, β > 0 òàêèå,
÷òî äëÿ rk + b > m′ :

max
i∈Qb

∣∣∣∣(`(rk+b)(π))i −
1
|Qb|

∣∣∣∣ 6
β

kα
.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Î.Ì. Êàñèì-Çàäå çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ
è âíèìàíèå ê ðàáîòå. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàì-
ìû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÌÍ ÐÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíà-
òîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè è èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû íî-
âîãî ïîêîëåíèÿ¿ è ÐÔÔÈ (ïðîåêò �11�01�00508).
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