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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåíèÿ èçâåñòíîé çàäà÷è î íàèñêî-
ðåéøåì âîçâåäåíèè â ñòåïåíü (ñì., íàïðèìåð, [2]) ò. å. íàõîæäåíèè âåëè-
÷èíû l(xn) � ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, äîñòàòî÷íîãî
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî ïåðåìåííîé x âåëè÷èíû xn. Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü
ôîðìàëèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Àääèòèâíîé öåïî÷êîé [2] äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ âñÿ-
êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë

u0 = 1, u1, . . . , ur = n,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâó: äëÿ êàæäîãî k, 1 ≤ k ≤ r, íàéäåòñÿ äâà
öåëûõ ÷èñëà (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) i è j, 0 ≤ i, j ≤ k − 1, òàêèõ,
÷òî uk = ai + aj . ×èñëî r íàçûâàåòñÿ äëèíîé ýòîé àääèòèâíîé öåïî÷êè.
Ìèíèìàëüíàÿ äëèíà àääèòèâíîé öåïî÷êè äëÿ n íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé
ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
l(n). Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî l(n) = l(xn).

Òåïåðü îïðåäåëèì òðè îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ àääèòèâíîé ñëîæíîñòè,
ïðè ýòîì êîíå÷íûì ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèé áóäåò óæå íå ÷èñëî, à ìàò-
ðèöà. Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè îáîáùåíèÿìè, óñëîâíî íàçîâåì òàê:
"Âû÷èñëåíèå ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ", "Âû÷èñëåíèå ñèñòåìû öåëî÷èñëåí-
íûõ ëèíåéíûõ ôîðì" è "Âû÷èñëåíèå ñèñòåìû ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîé àáå-
ëåâîé ãðóïïû".
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4 Î ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñèñòåì îäíî÷ëåíîâ

I. Âû÷èñëåíèå ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ.
Ïóñòü A = (aij) � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà p × q ñ íåîòðè-

öàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè áåç íóëåâûõ ñòðîê.
Àääèòèâíîé öåïî÷êîé äëÿ ìàòðèöû A áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü q-ìåðíûõ âåêòîðîâ (íàáîðîâ) âèäà

v1 = (1, 0, . . . , 0),v2 = (0, 1, . . . , 0), . . . ,vq = (0, 0, . . . , 1),
vq+1,vq+2, . . . ,vq+r,

íà÷èíàþùóþñÿ ñ q åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:
1) äëÿ êàæäîãî k, q+1 ≤ k ≤ q+r, íàéäåòñÿ äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà

(íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) i è j, 1 ≤ i ≤ k − 1, 1 ≤ j ≤ k − 1, òàêèõ,
÷òî vk = vi + vj (ñëîæåíèå âåêòîðîâ ïîêîìïîíåíòíîå);

2) {(a11, a12, . . . a1q), (a21, a22, . . . a2q), . . . , (ap1, ap2, . . . apq)} ⊆
⊆ {v1,v2, . . . ,vq+r}.

×èñëî r íàçûâàåòñÿ äëèíîé öåïî÷êè. Ìèíèìàëüíóþ äëèíó àääèòèâ-
íîé öåïî÷êè äëÿ ìàòðèöû A áóäåì íàçûâàòü àääèòèâíîé ñëîæíîñòüþ
(âû÷èñëåíèÿ) ìàòðèöû A è îáîçíà÷àòü ÷åðåç l(A).

Çàäà÷à îá àääèòèâíîé ñëîæíîñòè ìàòðèö ïî-ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ
èçâåñòíîé (ñì., íàïðèìåð, [10, 11, 13, 15, 24, 34]) çàäà÷åé î ñëîæíîñòè
âû÷èñëåíèÿ ñèñòåì îäíî÷ëåíîâ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.

Ïóñòü, ïî-ïðåæíåìó, A = (aij) � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà
p× q ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè áåç íóëåâûõ ñòðîê. Ìèíèìàëüíî
âîçìîæíîå ÷èñëî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, äîñòàòî÷íîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî
ïåðåìåííûì x1, x2, . . . , xq è çàäàííîé ìàòðèöå A ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ
f1 = xa11

1 xa12
2 . . . xa1q

q , f2 = xa21
1 xa22

2 . . . xa2q
q , . . . , fp = x

ap1
1 x

ap2
2 . . . xapq

q

(ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ ìíîãîêðàòíîå èñïîëüçîâàíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ðå-
çóëüòàòîâ) áóäåì íàçûâàòü ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ (èëè ïðîñòî ñëîæ-
íîñòüþ) ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ f1, f2, . . . fp, è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
l(f1, f2, . . . , fp).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû A = (aij) ðàçìåðà
p × q ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè áåç íóëåâûõ ñòðîê ñëîæíîñòü
âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ, çàäàâàåìîé ìàòðèöåé A, è àääèòèâíàÿ
ñëîæíîñòü ýòîé ìàòðèöû ñîâïàäàþò, ò. å. ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

l(xa11
1 xa12

2 . . . xa1q
q , xa21

1 xa22
2 . . . xa2q

q , . . . , x
ap1
1 x

ap2
2 . . . xapq

q ) = l(A).

Âåëè÷èíó l(A) ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìèíèìàëüíî âîç-
ìîæíóþ ñëîæíîñòü (÷èñëî ýëåìåíòîâ) ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ (íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â [20, 21]), íà âõîäû
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êîòîðîé ïîäàþòñÿ ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xq, íà âûõîäàõ ñõåìû âû÷èñ-
ëÿþòñÿ îäíî÷ëåíû xa11

1 xa12
2 . . . x

a1q
q , xa21

1 xa22
2 . . . x

a2q
q , . . . , x

ap1
1 x

ap2
2 . . . x

apq
q ,

çàäàâàåìûå öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé íàáîðîâ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé A
ðàçìåðà p × q, à ñàìà ñõåìà ñîñòîèò èç äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, ðå-
àëèçóþùèõ ïðîèçâåäåíèå îäíî÷ëåíîâ, ïîäàâàåìûõ íà âõîäû ýëåìåíòà.
Â äàëüíåéøåì áóäåì, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçîâàòü èìåííî ýòó èíòåðïðå-
òàöèþ.

II. Âû÷èñëåíèå ñèñòåìû öåëî÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ ôîðì.
Ïóñòü A = (aij) � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà p× q.
Àääèòèâíîé 2-öåïî÷êîé (÷èñëî "2" îçíà÷àåò, ÷òî íàðÿäó ñ îïåðàöèåé

ñëîæåíèÿ ðàçðåøåíî èñïîëüçîâàíèå è îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ) äëÿ ìàòðè-
öû A áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü q-ìåðíûõ âåêòîðîâ (íàáîðîâ)
âèäà

v1 = (1, 0, . . . , 0),v2 = (0, 1, . . . , 0), . . . ,vq = (0, 0, . . . , 1),
vq+1,vq+2, . . . ,vq+r,

íà÷èíàþùóþñÿ ñ q åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:
1) äëÿ êàæäîãî k, q+1 ≤ k ≤ q+r, íàéäåòñÿ äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà

(íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) i è j, 1 ≤ i ≤ k−1, 1 ≤ j ≤ k−1, òàêèõ, ÷òî
ëèáî vk = vi + vj , ëèáî vk = vi − vj (ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå âåêòîðîâ
ïîêîìïîíåíòíîå);

2) {(a11, a12, . . . a1q), (a21, a22, . . . a2q), . . . , (ap1, ap2, . . . apq)} ⊆
⊆ {v1,v2, . . . ,vq+r}.

×èñëî r íàçûâàåòñÿ äëèíîé öåïî÷êè. Ìèíèìàëüíóþ äëèíó àääèòèâíîé
2-öåïî÷êè äëÿ ìàòðèöû A áóäåì íàçûâàòü 2-ñëîæíîñòüþ (âû÷èñëåíèÿ)
ìàòðèöû A è îáîçíà÷àòü ÷åðåç l2(A).

Çàäà÷à î 2-ñëîæíîñòè ìàòðèö ïî-ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ èçâåñò-
íîé (ñì., íàïðèìåð, [4, 22]) çàäà÷åé î ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñèñòåì
öåëî÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ ôîðì, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà èç p ëèíåéíûõ ôîðì îò q ïåðåìåííûõ

y1 = a11x1 + a12x2 + . . . + a1qxq,

y2 = a21x1 + a22x2 + . . . + a2qxq,

. . .

yp = ap1x1 + ap2x2 + . . . + apqxq,
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îïèñûâàåìàÿ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé A = (aij) ðàçìåðà p × q. Ìè-
íèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ, äîñòàòî÷íîå äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïî çàäàííûì ïåðåìåííûì x1, x2, . . . , xq ñèñòåìû ëèíåéíûõ
ôîðì {y1, y2, . . . , yp} (ðàçðåøàåòñÿ ìíîãîêðàòíîå èñïîëüçîâàíèå ïðîìå-
æóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé) áóäåì íàçûâàòü 2-ñëîæíîñòüþ âû-
÷èñëåíèÿ (èëè ïðîñòî 2-ñëîæíîñòüþ) ñèñòåìû öåëî÷èñëåííûõ ëèíåé-
íûõ ôîðì {y1, y2, . . . , yp} è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç l2(y1, y2, . . . , yp).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû A 2-ñëîæíîñòü
âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôîðì, çàäàâàåìîé ìàòðèöåé A, è 2-
ñëîæíîñòü ýòîé ìàòðèöû ñîâïàäàþò, ò. å. ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

l2(a11x1 + a12x2 + . . . + a1qxq, a21x1 + a22x2 + . . . + a2qxq, . . .

. . . , ap1x1 + ap2x2 + . . . + apqxq) = l2(A).

Â ìåíåå åñòåñòâåííîé äëÿ ýòîé çàäà÷è, íî áîëåå óäîáíîé äëÿ ñðàâ-
íåíèÿ ñ äðóãèìè çàäà÷àìè, ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòàíîâêå ïîä âåëè÷è-
íîé l2(z1, z2, . . . , zp) ïîíèìàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé óìíîæå-
íèÿ è äåëåíèÿ, äîñòàòî÷íîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî çàäàííûì ïåðåìåííûì
x1, x2, . . . , xq ñèñòåìû ôóíêöèé

z1 = xa11
1 xa12

2 . . . xa1q
q , z2 = xa21

1 xa22
2 . . . xa2q

q , . . . , zp = x
ap1
1 x

ap2
2 . . . xapq

q

ñ öåëî÷èñëåííûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé aij (i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q).
Î÷åâèäíî, ÷òî

l2(z1, z2, . . . , zp) = l2(A).

Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíó l2(A) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ñëîæíîñòü (÷èñëî ýëåìåíòîâ) ñõåìû èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ ôóíêöèè
x1, x2, . . . , xq, íà âûõîäàõ ñõåìû âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèè xa11

1 xa12
2 . . . x

a1q
q ,

xa21
1 xa22

2 . . . x
a2q
q , . . . , x

ap1
1 x

ap2
2 . . . x

apq
q , çàäàâàåìûå öåëî÷èñëåííîé ìàòðè-

öåé íàáîðîâ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé A ðàçìåðà p× q, à ñàìà ñõåìà ñîñòî-
èò èç äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ ëèáî ïðîèçâåäåíèå, ëèáî
÷àñòíîå ôóíêöèé, ïîäàâàåìûõ íà âõîäû ýëåìåíòà. Â äàëüíåéøåì òàêæå
áóäåì, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçîâàòü èìåííî ýòó èíòåðïðåòàöèþ.

III. Âû÷èñëåíèå ñèñòåìû ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóï-
ïû.

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó A = (aij) � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà
p× q.

Àääèòèâíîé F -öåïî÷êîé (áóêâà ”F” ãîâîðèò î òîì, ÷òî ðå÷ü èäåò
î ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé â ñâîáîäíîé � "free"� àáåëåâîé ãðóïïå) äëÿ
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ìàòðèöû A áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü q-ìåðíûõ âåêòîðîâ (íà-
áîðîâ) âèäà

v1 = (1, 0, . . . , 0), v2 = (0, 1, . . . , 0), . . . ,vq = (0, 0, . . . , 1),
vq+1 = (−1, 0, . . . , 0), vq+2 = (0,−1, . . . , 0), . . . ,v2q = (0, 0, . . . ,−1),

v2q+1,v2q+2, . . . ,v2q+r,

íà÷èíàþùóþñÿ ñ 2q åäèíè÷íûõ è îáðàòíûõ ê íèì âåêòîðîâ è óäîâëå-
òâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

1) äëÿ êàæäîãî k, 2q + 1 ≤ k ≤ 2q + r, íàéäåòñÿ äâà íàòóðàëüíûõ
÷èñëà (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) i è j, 1 ≤ i ≤ k − 1, 1 ≤ j ≤ k − 1,
òàêèõ, ÷òî vk = vi + vj (ñëîæåíèå âåêòîðîâ ïîêîìïîíåíòíîå);

2) {(a11, a12, . . . a1q), (a21, a22, . . . a2q), . . . , (ap1, ap2, . . . apq)} ⊆
⊆ {v1,v2, . . . ,v2q+r}.

×èñëî r íàçûâàåòñÿ äëèíîé öåïî÷êè. Ìèíèìàëüíóþ äëèíó àääèòèâíîé
F -öåïî÷êè äëÿ ìàòðèöûA áóäåì íàçûâàòü F -ñëîæíîñòüþ (âû÷èñëåíèÿ)
ìàòðèöû A è îáîçíà÷àòü ÷åðåç lF (A).

Çàäà÷à î F -ñëîæíîñòè öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëè-
çàöèåé åñòåñòâåííîé çàäà÷è î ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû ýëåìåí-
òîâ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû (ñì., íàïðèìåð, [16, 18]), êîòîðàÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà (ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ áóäåì
íàçûâàòü óìíîæåíèåì) çàäàíà ñèñòåìîé ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ
{x1, x2, . . . , xq}. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ãðóïïîâûõ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ,
äîñòàòî÷íîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî îáðàçóþùèì x1, x2, . . . , xq è îáðàòíûì
ê íèì ýëåìåíòàì x−1

1 , x−1
2 , . . . , x−1

q , ñèñòåìû

{g1 = xa11
1 xa12

2 . . . xa1q
q , g2 = xa21

1 xa22
2 . . . xa2q

q , . . . , gp = x
ap1
1 x

ap2
2 . . . xapq

q }

îòëè÷íûõ îò åäèíèöû ýëåìåíòîâ ýòîé ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû
(ðàçðåøàåòñÿ ìíîãîêðàòíîå èñïîëüçîâàíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòà-
òîâ âû÷èñëåíèé) áóäåì íàçûâàòü F -ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ (èëè ïðî-
ñòî F -ñëîæíîñòüþ) ñèñòåìû {g1, g2, . . . , gp} è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
lF (g1, g2, . . . , gp).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû A = (aij) ðàçìåðà
p × q áåç íóëåâûõ ñòðîê F -ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû ýëåìåíòîâ
ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû, çàäàâàåìîé ìàòðèöåé A, è F -ñëîæíîñòü
ýòîé ìàòðèöû ñîâïàäàþò, ò. å. ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lF (xa11
1 xa12

2 . . . xa1q
q , xa21

1 xa22
2 . . . xa2q

q , . . . , x
ap1
1 x

ap2
2 . . . xapq

q ) = lF (A).
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Òàêæå êàê è ðàíåå, âåëè÷èíó lF (A) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ñëîæíîñòü (÷èñëî ýëåìåíòîâ) ñõåìû èç ôóíê-
öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ ôóíêöèè x1, x

−1
1 , x2,

x−1
2 , . . . , xq, x

−1
q , íà âûõîäàõ ñõåìû âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèè xa11

1 xa12
2 . . . x

a1q
q ,

xa21
1 xa22

2 . . . x
a2q
q , . . . , x

ap1
1 x

ap2
2 . . . x

apq
q , çàäàâàåìûå öåëî÷èñëåííîé ìàòðè-

öåé íàáîðîâ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé A ðàçìåðà p×q, à ñàìà ñõåìà ñîñòîèò
èç äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé, ïî-
äàâàåìûõ íà âõîäû ýëåìåíòà. Â äàëüíåéøåì òàêæå áóäåì, êàê ïðàâèëî,
èñïîëüçîâàòü èìåííî ýòó èíòåðïðåòàöèþ.

Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå ñèñòåìû ýëåìåíòîâ àáåëåâîé ãðóïïû â àä-
äèòèâíîé ïîñòàíîâêå ïðåâðàùàåòñÿ â âû÷èñëåíèå ñèñòåìû öåëî÷èñëåí-
íûõ ëèíåéíûõ ôîðì, òîëüêî â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé çàäà÷è íåäî-
ñòóïíà îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ, çàòî íàðÿäó ñ ïåðåìåííûìè äëÿ âû÷èñëå-
íèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè, ïîëó÷àþùèåñÿ ïóòåì äîìíîæåíèÿ
ïåðåìåííîé íà −1.

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåíû òðè ìåðû àääèòèâíîé ñëîæíîñòè âû÷èñ-
ëåíèÿ (ïîðîæäåíèÿ) öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö è ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì
ìåðàì òðè âû÷èñëèòåëüíûå ìîäåëè (èíòåðïðåòèðóåìûå, íàïðèìåð, êàê
ñïåöèàëüíûì îáðàçîì óñòðîåííûå ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ) è ñ åäèíûõ ïîçèöèé îïèñàíû ïîñòàíîâêè òðåõ âî ìíîãîì ïîõîæèõ,
íî, âìåñòå ñ òåì, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, âñå-òàêè ñîäåðæàòåëüíî ðàç-
íûõ çàäà÷. Áóäåì èññëåäîâàòü ýòè çàäà÷è â ñëåäóþùåé àñèìïòîòè÷åñêîé
ïîñòàíîâêå. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {A(n) = (aij(n))} öåëî÷èñ-
ëåííûõ ìàòðèö (äëÿ ïåðâîé çàäà÷è ýòè ìàòðèöû äîëæíû áûòü ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè è áåç íóëåâûõ ñòðîê) ðàçìåðà p(n) × q(n),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè n →∞ óñëîâèþ∑

aij∈A(n)

|aij | → ∞.

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïðè n →∞ àñèìïòîòèêè ðîñòà ôóíêöèî-
íàëà ñëîæíîñòè l(A(n)), l2(A(n)) èëè lF (A(n)) ñîîòâåòñòâåííî.

Â îáùåì ñëó÷àå èçó÷åíèå àñèìïòîòèêè ðîñòà âåëè÷èí l(A), l2(A) è
lF (A) ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäíîé çàäà÷åé. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê åå
îáñóæäåíèþ, ðàññìîòðèì âîïðîñû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ðîñòå ôóíêöè-
îíàëîâ ñëîæíîñòè, õàðàêòåðèçóþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü êëàññà
ìàòðèö ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà âåëè÷èíó ýëåìåíòîâ.

Ñëåäóÿ Í. Ïèïïåíäæåðó [34], ïîëîæèì L(p, q,K) = max l(A), ãäå
ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì öåëî÷èñëåííûì ìàòðèöàì A = (aij) ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè áåç íóëåâûõ ñòðîê ðàçìåðà p× q, óäîâëåòâî-
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ðÿþùèì óñëîâèÿì aij ≤ K − 1, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q. Òàêèì îáðàçîì,
L(p, q,K) � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñëîæíîñòü òàêèõ ñèñòåì èç p îä-
íî÷ëåíîâ îò q ïåðåìåííûõ, ÷òî âñå ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ â
îäíî÷ëåíàõ íå ïðåâîñõîäÿò K − 1.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ èç [33] â ðàáîòå [34] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
óñëîâèè pq log K →∞ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî1)

L(p, q,K) = min(p, q) log K+

+
pq log K

log(pq log K)

(
1 + O

((
log log(pq log K)

log(pq log K)

)1/2
))

+ O(max(p, q)).

Òåïåðü, êàê è â [4, 16], ïîëîæèì L2(p, q,K) = max l2(A), LF (p, q,K) =
max lF (A), ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì öåëî÷èñëåííûì ìàòðèöàì A =
(aij) ðàçìåðà p×q, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì |aij | ≤ K−1, i = 1, . . . , p,
j = 1, . . . , q. Â ðàáîòàõ [4, 16] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè pq log K → ∞
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

L2(p, q,K) = min(p, q) log K+

+
pq log(2K − 1)
log(pq log K)

(
1 + O

((
log log(pq log K)

log(pq log K)

)1/2
))

+ O(max(p, q));

LF (p, q,K) = min(p, q + 1) log K+

+
pq log(2K − 1)
log(pq log K)

(
1 + O

((
log log(pq log K)

log(pq log K)

)1/2
))

+ O(max(p, q)).

Äàëåå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé îãðàíè÷åííûõ (èëè ñëàáî ðàñ-
òóùèõ) çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ p è q. Â ýòèõ óñëîâèÿõ èìåþò ìåñòî àñèìï-
òîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

L(p, q,K) ∼ min(p, q) log K,

L2(p, q,K) ∼ min(p, q) log K,

LF (p, q,K) ∼ min(p, q + 1) log K.

Ïåðåõîäÿ ê èçó÷åíèþ àñèìïòîòèêè ðîñòà âåëè÷èí l(A), l2(A) è lF (A),
ïðåäâàðèòåëüíî óêàæåì íåñêîëüêî ñîâñåì ïðîñòûõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçû-
âàþùèõ ââåäåííûå ìåðû ñëîæíîñòè.

1Çäåñü è äàëåå log x îçíà÷àåò log2 x.
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Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
ýëåìåíòàìè è áåç íóëåâûõ ñòðîê âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

l(A) ≤ l2(A), l(A) ≤ lF (A).

Äàëåå, â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè äîñòóïíîñòè îïåðàöèè äåëåíèÿ ñèñòå-
ìó {x−1

1 , x−1
2 , . . . , x−1

q } ïî ñèñòåìå {x1, x2, . . . , xq} ìîæíî âû÷èñëèòü ñ
èñïîëüçîâàíèåì q+1 îïåðàöèè äåëåíèÿ, äëÿ ëþáîé öåëî÷èñëåííîé ìàò-
ðèöû A ðàçìåðà p× q ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

l2(A) ≤ lF (A) + q + 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

x−1
i = yi, i = 1, 2, . . . , p;

a′ij =
|aij |+ aij

2
, a′′ij =

|aij | − aij

2
, i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , q,

îò ïðîèçâîëüíîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû A ðàçìåðà p×q â ñîîòâåòñòâèè
ñ ðàâåíñòâàìè

xai1
1 xai2

2 . . . xaiq
q = x

a′i1
1 y

a′′i1
1 x

a′i2
2 y

a′′i2
2 . . . x

a′iq
q y

a′′iq
q , i = 1, 2, . . . , p,

ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåéòè ê öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöå Ã ðàç-
ìåðà p × 2q, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíû. Ó÷èòûâàÿ ýòî,
ïîëó÷àåì:

lF (A) ≤ l(Ã).

Òàêèì îáðàçîì,

l2(A)− (q + 1) ≤ lF (A) ≤ l(Ã).

Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, îáå ýòè îöåíêè âåëè÷èíû lF (A)
íå ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìûìè.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì íàèáîëåå âàæíûå ðåçóëüòàòû, èìåþùèå íåïî-
ñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê îïèñàííîé ïðîáëåìàòèêå.

Îòïðàâíîé òî÷êîé, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ñëåäóåò ñ÷èòàòü çàäà÷ó î
íàèñêîðåéøåì âîçâåäåíèè â ñòåïåíü (â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ � ñëó÷àé
p = 1, q = 1, ìåðà ñëîæíîñòè � l). Â 1939 ã. À. Áðàóýðîì [25] áûëà
óñòàíîâëåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ âåëè÷èíû l(xn):

l(xn) ∼ log n,
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à òàêæå áûëà ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà

l(xn) ≤ log n +
log n

log log n
+ O

(
log n log log log n

(log log n)2

)
.

Â 1960 ã. Ï. Ýðä�åø [28] ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ n ýòà îöåíêà
âåëè÷èíû l(xn) àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìà.

Ïîñëå ýòîãî èññëåäîâàëèñü (êàê ïðàâèëî, íà ÿçûêå àääèòèâíûõ öå-
ïî÷åê) ðàçëè÷íûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ çàäà÷åé î íàèñêîðåéøåì âîç-
âåäåíèè â ñòåïåíü; èç áîëüøîãî ÷èñëà ïóáëèêàöèé âûäåëèì ðàáîòû [27,
29, 35, 38, 39], à òàêæå îáçîðû [2, 24].

Â 1963 ã. Ð. Áåëëìàí [23] ñôîðìóëèðîâàë çàäà÷ó î ñëîæíîñòè âû-
÷èñëåíèÿ îäíî÷ëåíà îò q ïåðåìåííûõ (â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ � ñëó÷àé
p = 1, ìåðà ñëîæíîñòè � l), ò. å. íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû l(xa1

1 xa2
2 . . . x

aq
q ).

Â 1969 ã. Ä. Êíóò [2, ðàçä. 4.6.3., óïð. 32] ïîñòàâèë çàäà÷ó î ñëîæ-
íîñòè âû÷èñëåíèÿ m ñòåïåíåé îäíîé ïåðåìåííîé (â íàøèõ îáîçíà÷åíè-
ÿõ � ñëó÷àé q = 1, ìåðà ñëîæíîñòè � l), ò. å. íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû
l(xa1 , xa2 , . . . , xap).

Å. Ñòðàóñ [37] ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî q

l(xa1
1 xa2

2 . . . xaq
q ) ∼ log(max ai).

À. ßî [40] óñòàíîâèë, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî p

l(xa1 , xa2 , . . . , xap) ∼ log(max ai).

Òåïåðü ñëåäóåò îòìåòèòü îäèí âàæíûé ôàêò. Â 1981 ã. íåçàâèñèìî
À. Ô. Ñèäîðåíêî [22], Äæ. Îëèâîñîì [32], à òàêæå Ä. Êíóòîì è K. Ïàïà-
äèìèòðèó [30] áûëî äîêàçàíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå çàäà÷è î ñëîæíîñòè âû-
÷èñëåíèÿ îäíî÷ëåíà îò m ïåðåìåííûõ è íàáîðà m ñòåïåíåé ýêâèâàëåíò-
íû (è, ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü îäíó èç íèõ). Íà ñàìîì
äåëå ñïðàâåäëèâî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå [1, 22, 30] î äâîéñòâåííî-
ñòè ìåðû ñëîæíîñòè l: ñëîæíîñòü ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ {f1, f2, . . . , fp} îò
q ïåðåìåííûõ, çàäàííîé ìàòðèöåé A = (aij) ðàçìåðà p× q è ñëîæíîñòü
äâîéñòâåííîé ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ {f̂1, f̂2, . . . , f̂q} îò p ïåðåìåííûõ, çà-
äàííîé òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé AT = (aji) ðàçìåðà q × p, äëÿ
ëþáîé ìàòðèöû A áåç íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

l(f1, f2, . . . , fp) + p = l(f̂1, f̂2, . . . , f̂q) + q,

ò. å. äëÿ ëþáîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû A ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåí-
òàìè ðàçìåðà p×q áåç íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

l(A) + q = l
(
AT
)

+ p.
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Äëÿ ìåðû ñëîæíîñòè l2, êàê ïîêàçàíî â [22], òàêæå èìååò ìåñòî ñâîé-
ñòâî äâîéñòâåííîñòè: äëÿ ëþáîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû A ðàçìåðà p×q
áåç íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

l(A) + q = l
(
AT
)

+ p.

Òåïåðü îñîáî ïîä÷åðêíåì, ÷òî àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî äëÿ ìåðû
ñëîæíîñòè lF , âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Äåéñòâèòåëüíî,

lF
((

2k, 2−k
))

= k + 1, lF

((
2k, 2−k

)T)
= 2k.

Âîçâðàùàÿñü ê çàäà÷àì Áåëëìàíà è Êíóòà, çàìåòèì, ÷òî èç ñâîéñòâà
äâîéñòâåííîñòè ìåðû ñëîæíîñòè l â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

l(xa1
1 xa2

2 . . . xam
m ) + 1 = l(xa1 , xa2 , . . . , xam) + m.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ñòåïåíè ai, i =
1, . . . ,m, ðàçëè÷íû è îòëè÷íû îò 0, òàê êàê åñëè {a1, a2, . . . , am} =
{r1, r2, . . . , rs} è âñå ÷èñëà ri, i = 1, . . . , r, ðàçëè÷íû è îòëè÷íû îò 0,
òî, î÷åâèäíî,

l(xa1 , xa2 , . . . , xam) = l(xr1 , xr2 , . . . , xrs),
l(xa1

1 xa2
2 . . . xam

m ) = l(xr1
1 xr2

2 . . . xrs
s ) + m− s.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1, 3, 9, 10] â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ñòåïåíè
ai, i = 1, . . . ,m, ðàçëè÷íû è ai ≥ 1, i = 1, . . . ,m, ñëåäóåò, ÷òî ïðè∏

ai →∞ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

l(xa1
1 xa2

2 . . . xam
m ) . log(max ai) +

log (
∏

ai)
log log (

∏
ai)

+ c(a1, a2, . . . , am)m;

l(xa1 , xa2 , . . . xam) . log(max ai)+
log (

∏
ai)

log log (
∏

ai)
+(c(a1, a2, . . . , am)−1)m,

ãäå c(a1, a2, . . . , am) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåí-
ñòâàì 0 ≤ c(a1, a2, . . . , am) < 1, ïðè÷åì, êàê ñëåäóåò èç [5], äëÿ ïî÷òè
âñåõ ìàòðèö A = (a1, a2, . . . , am) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íèæíèå îöåí-
êè:

l(xa1
1 xa2

2 . . . , xam
m ) ≥ log(max ai) +

log (
∏

ai)
log log (

∏
ai)

(1 + o(1)) ;

l(xa1 , xa2 , . . . , xam) ≥ log(max ai) +
log (

∏
ai)

log log (
∏

ai)
(1 + o(1))−m.
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ò. å. ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ m = o
(
log(max ai) + log(

∏
ai)

log log(
∏

ai)

)
äëÿ ïî-

÷òè âñåõ ìàòðèö A = (a1, a2, . . . , am) ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ðà-
âåíñòâà:

l(xa1
1 xa2

2 . . . , xam
m ) ∼ log(max ai) +

log (
∏

ai)
log log (

∏
ai)

;

l(xa1 , xa2 , . . . , xam) ∼ log(max ai) +
log (

∏
ai)

log log (
∏

ai)
.

Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷å î ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñèñòåì îäíî÷ëåíîâ
â ñëó÷àå, êîãäà ëèáî ÷èñëî îäíî÷ëåíîâ ðàâíî 1 (çàäà÷à Ð. Áåëëìàíà),
ëèáî ÷èñëî ïåðåìåííûõ ðàâíî 1 (çàäà÷à Ä. Êíóòà), ïðè ñëàáûõ îãðàíè-
÷åíèÿõ ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ðåøåíèÿ.

Ýòè ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóÿ òåõíèêó äîêàçàòåëüñòâà íèæíèõ îöåíîê
èç [5] è î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà

l2(xa1
1 xa2

2 . . . xaq
q ) ≤ l(x|a1|

1 x
|a2|
2 . . . x|aq|

q ) + q + 1,

l2(xa1 , xa2 , . . . , xap) ≤ l(x|a1|, x|a2|, . . . , x|ap|) + p + 1,

lF (xa1
1 xa2

2 . . . xaq
q ) ≤ l(x|a1|

1 x
|a2|
2 . . . x|aq|

q ),

lF (xa1 , xa2 , . . . , xap) ≤ l ({xai | ai > 0}) + l
(
{x|ai| | ai < 0}

)
+ 1,

ìîæíî ïåðåíåñòè áåç êà÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé íà ñëó÷àé ìåð ñëîæíîñòè
l2 è lF . Â îñëàáëåííîé ôîðìå îíè áóäóò âûãëÿäåòü òàêèì îáðàçîì �
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ q = o (log log (max |ai|)) èëè, ñîîòâåñòâåííî,
p = o (log log (max |ai|)) , èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà:

l2(xa1
1 xa2

2 . . . xaq
q ) ∼ log max |ai|,

l2(xa1 , xa2 , . . . , xap) ∼ log max |ai|,
lF (xa1

1 xa2
2 . . . xaq

q ) ∼ log max |ai|,
lF (xa1 , xa2 , . . . , xap) ∼ log max{1, a1, a2, . . . , ap}+

+ log max{1,−a1,−a2, . . . ,−ap}.

Òåïåðü îò ñëó÷àÿ ìàòðèö, ñîñòîÿùèõ ëèáî èç îäíîé ñòðîêè, ëèáî èç
îäíîãî ñòîëáöà, ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ. Äîêàæåì óíèâåðñàëüíóþ
íèæíþþ îöåíêó, ñïðàâåäëèâóþ äëÿ âñåõ òðåõ èçó÷àåìûõ ìåð ñëîæíîñòè
öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ âû÷èñëè-
òåëüíóþ ìîäåëü, ñî÷åòàþùóþ âîçìîæíîñòè âñåõ òðåõ ââåäåííûõ ðàíåå.
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Ïóñòü A = (aij) � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà p×q. Îáîçíà÷èì
÷åðåç l̃(A) ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ñëîæíîñòü (÷èñëî ýëåìåíòîâ) ñõå-
ìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ ôóíê-
öèè x1, x

−1
1 , x2, x

−1
2 , . . . , xq, x

−1
q , íà âûõîäàõ ñõåìû âû÷èñëÿþòñÿ ôóíê-

öèè xa11
1 xa12

2 . . . x
a1q
q , xa21

1 xa22
2 . . . x

a2q
q , . . . , x

ap1
1 x

ap2
2 . . . x

apq
q , à ñàìà ñõåìà

ñîñòîèò èç äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ ëèáî ïðîèçâåäåíèå,
ëèáî ÷àñòíîå ôóíêöèé, ïîäàâàåìûõ íà âõîäû ýëåìåíòà.

Â ñèëó äàííîãî îïðåäåëåíèÿ èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà l2(A) ≥ l̃(A)
è lF (A) ≥ l̃(A), à åñëè â ìàòðèöå A âñå ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíûå, è â
íåé íåò íóëåâûõ ñòðîê, òî ñïðàâåäëèâî è íåðàâåíñòâî l(A) ≥ l̃(A).

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, ÿâëÿþùååñÿ îñíîâîé äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà íóæíûõ íèæíèõ îöåíîê. Âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, àíàëîãè÷íûé ðå-
çóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [31]. Â áîëåå îáùåì âèäå îí ñîäåðæèòñÿ
â [12, 15].

Ëåììà 1. Ïóñòü â k âåðøèíàõ ñõåìû S, ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòîâ
óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ, ñî âõîäàìè x1, x

−1
1 , x2, x

−1
2 , . . . , xk, x−1

k ðåàëèçó-
åòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèé

{xa11
1 xa12

2 . . . xa1k

k , xa21
1 xa22

2 . . . xa2k

k , . . . , xak1
1 xak2

2 . . . xakk

k },

çàäàâàåìàÿ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé A = (aij) ðàçìåðà k × k. Òîãäà

2l̃(S) ≥ |detA|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâî

{x1, x
−1
1 , x2, x

−1
2 , . . . , xk, x−1

k }

ñèìâîëîâ, ïðèïèñûâàåìûõ âõîäàì ñõåì. Óòâåðæäåíèå ëåììû áóäåì äî-
êàçûâàòü èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ñõåìû S, ò. å. ïî âåëè÷èíå l̃(S).

Åñëè l̃(S) = 0, òî â âåðøèíàõ ñõåìû S (à â ñõåìå åñòü òîëüêî âõîäíûå
âåðøèíû) âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèè x1, x

−1
1 , x2, x

−1
2 , . . . , xk, x−1

k è, ñëåäîâà-
òåëüíî, â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû A, çàäàþùåé òàêóþ ñèñòåìó ôóíê-
öèé, ïî îäíîìó íåíóëåâîìó ýëåìåíòó è ïî n−1 íóëåé, ïðè÷åì íåíóëåâûå
ýëåìåíòû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàâíû 1. Ïîýòîìó |detA| ≤ 1 è äî-
êàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñõåìû S ñëîæíîñòè
l̃(S), l̃(S) ≥ 1, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ ëþáîé ñõåìû ñëîæíîñòè ìå-
íåå l̃(S) ëåììà ñïðàâåäëèâà. Ïóñòü v1 � íåâõîäîâàÿ âåðøèíà (ýëåìåíò)
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ñõåìû S, â êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ ôóíêöèÿ, íå èñïîëüçóþùàÿñÿ äëÿ äàëü-
íåéøèõ âû÷èñëåíèé â ñõåìå S, ò. å. ýòà ôóíêöèÿ íå ïîäàåòñÿ íà âõîä
íèêàêîãî ýëåìåíòà ñõåìû.

Ñõåìó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç ñõåìû S óäàëåíèåì âåðøèíû v1 è ðåáåð,
âõîäÿùèõ â ýòó âåðøèíó, îáîçíà÷èì ÷åðåç S′. Î÷åâèäíî, ÷òî l̃(S′) =
l̃(S)− 1.

Ïóñòü â ñõåìå S ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáðàíû k âåðøèí. Åñ-
ëè ñðåäè âûáðàííûõ âåðøèí íåò âåðøèíû v1, òî óòâåðæäåíèå ëåì-
ìû äëÿ ýòèõ k âåðøèí ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, òàê êàê
2l̃(S) > 2l̃(S′) ≥ | det A|. Åñëè âåðøèíà v1 âûáðàíà áîëåå îäíîãî ðàçà,
òî óòâåðæäåíèå ëåììû òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå â
ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöå áóäóò äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè, è îïðåäåëè-
òåëü ýòîé ìàòðèöû áóäåò ðàâåí 0. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäè
âûáðàííûõ âåðøèí âåðøèíà v1 ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Ïóñòü â âåð-
øèíå v1 âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ xa11

1 xa12
2 . . . xa1k

k , à â îñòàëüíûõ âûáðàí-
íûõ âåðøèíàõ v2, v3, . . . , vk � ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèè xa21

1 xa22
2 . . . xa2k

k ,
xa31

1 xa32
2 . . . xa3k

k , . . ., xak1
1 xak2

2 . . . xakk

k .
Ïóñòü íà âõîäû ýëåìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî âåðøèíå v1, ïîäàþòñÿ

ôóíêöèè x
a′11
1 x

a′12
2 . . . x

a′1k

k è x
a′′11
1 x

a′′12
2 . . . x

a′′1k

k , âû÷èñëÿåìûå â âåðøèíàõ
v′ è v′′, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ îïåðàöèÿ
ïðèïèñàíà âåðøèíå v1 � óìíîæåíèå èëè äåëåíèå � èìååò ìåñòî ëèáî
ðàâåíñòâî

xa11
1 xa12

2 . . . xa1k

k = x
a′11+a′′11
1 x

a′12+a′′12
2 . . . x

a′1k+a′′1k

k ,

ëèáî ðàâåíñòâî

xa11
1 xa12

2 . . . xa1k

k = x
a′11−a′′11
1 x

a′12−a′′12
2 . . . x

a′1k−a′′1k

k .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′ è A′′ ìàòðèöû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ìàòðèöû A çàìå-
íîé ïåðâîé ñòðîêè íà ñòðîêè (a′11, a

′
12, . . . , a

′
1k) è (a′′11, a

′′
12, . . . , a

′′
1k) ñîîò-

âåòñòâåííî. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç π(σ) ÷èñëî òðàíñïîçèöèé â ïîäñòàíîâêå σ,
ïîëó÷àåì:

|detA| =

∣∣∣∣∣∑
σ∈Sk

(−1)π(σ)(a′1,σ(1) ± a′′1,σ(1))a2,σ(2) . . . ak,σ(k)

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∑
σ∈Sk

(−1)π(σ)a′1,σ(1)a2,σ(2) . . . ak,σ(k)±

±
∑

σ∈Sk

(−1)π(σ)a′′1,σ(1)a2,σ(2) . . . ak,σ(k)

∣∣∣∣∣ =
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= |det A′ ± det A′′| ≤ |detA′|+ |detA′′| .

Äëÿ íàáîðîâ âåðøèí (v′, v2, . . . , vk) è (v′′, v2, . . . , vk) ñõåìû S′ ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïîýòîìó

|det A| ≤ |detA′|+ |detA′′| ≤ 2l̃(S′) + 2l̃(S′) = 2l̃(S).

Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Ïóñòü òåïåðü A = (aij) � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà p×q, à ÷èñ-

ëî k óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 1 ≤ k ≤ min(p, q). Äëÿ íàáîðîâ èíäåê-
ñîâ (i1, i2, . . . , ik) è (j1, j2, . . . , jk), òàêèõ ÷òî 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ p,
1 ≤ j1 < j2 < . . . < jk ≤ q, îáîçíà÷èì ÷åðåç A(i1, i2, . . . , ik; j1, j2, . . . , jk)
êâàäðàòíóþ (k× k)-ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà
ïåðåñå÷åíèè k ñòðîê ñ íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik è k ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè
j1, j2, . . . , jk.

Ïîëîæèì

D(A) = max
k : 1≤k≤min(p,q)

(
max

(i1,...,ik; j1,...,jk)
|detA(i1, i2, . . . , ik; j1, j2, . . . , jk)|

)
.

Òàêèì îáðàçîì, D(A) � ýòî ìàêñèìóì àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ìèíîðîâ
ìàòðèöû A, ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ìèíîðàì.

Èç ëåììû 1 íåòðóäíî âûâåñòè (ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, ëåììó 1
è òåîðåìó 1 èç [12]) ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé öåëî÷èñëåí-
íîé ìàòðèöû A íåðàâåíñòâà l̃(A) ≥ log D(A). Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ýòîãî
ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû A ñïðà-

âåäëèâû íåðàâåíñòâà:

l(A) ≥ log D(A), l2(A) ≥ log D(A), lF (A) ≥ log D(A)

(â ïåðâîì íåðàâåíñòâå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â ìàòðèöå A íåò íóëå-
âûõ ñòðîê è âñå åå ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíû).

Çàáåãàÿ âïåðåä, ñêàæåì, ÷òî âñå èçâåñòíûå âåðõíèå îöåíêè ñëîæíî-
ñòè ìàòðèö äëÿ ìåð ñëîæíîñòè l è l2 â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðû ìàòðèö A
îãðàíè÷åíû (èëè ñëàáî ðàñòóò), èìåþò âèä log D(A) + o(log D(A)). Òåì
ñàìûì äëÿ ïåðâûõ äâóõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé íåîáõîäèìûå íèæíèå
îöåíêè äîêàçàíû.

Äëÿ ìåðû ñëîæíîñòè lF íèæíÿÿ îöåíêà lF (A) ≥ log D(A) íå ÿâëÿ-
åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìîé, ÷òî äåìîíñòðèðóåò óæå óïîìèíàâ-
øèéñÿ ïðèìåð: ñ îäíîé ñòîðîíû èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, lF

(
(2k, 2−k)T

)
=
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2k, à ñ äðóãîé � âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå log D
(
(2k, 2−k)

)
= k. Òàêèì

îáðàçîì, äîêàçàííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ ìåðû ñëîæíîñòè lF íóæäàåòñÿ
â óñèëåíèè, è ýòî â êàêîé-òî ñòåïåíè áóäåò ñäåëàíî íèæå.

À òåïåðü ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûõ âåðõ-
íèõ îöåíîê. Áóäåì åãî âåñòè òàêæå èñïîëüçóÿ ÿçûê ñõåì èç ôóíêöèî-
íàëüíûõ ýëåìåíòîâ. È îïÿòü ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ
ìîäåëü, òî÷íåå äàæå òðè, ñëåäóþùèì îáðàçîì � ïðè ïîñòðîåíèè ñõåì èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ âî âñåõ òðåõ îñíîâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìî-
äåëÿõ äîïîëíèòåëüíî ðàçðåøèì èñïîëüçîâàòü îäíîâõîäîâûå ýëåìåíòû,
ðåàëèçóþùèå ïî ïîäàâàåìîé íà âõîä ýëåìåíòà ôóíêöèè f åå ñòåïåíü fr,
ãäå r � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0 ≤ r ≤ 2 (çíà-
÷åíèå r, âîîáùå ãîâîðÿ, ñâîå äëÿ êàæäîãî òàêîãî ýëåìåíòà). Áóäåì íà-
çûâàòü òàêèå ñõåìû îáîáùåííûìè, à ñõåìû, íå èñïîëüçóþùèå òàêèå îä-
íîâõîäîâûå ýëåìåíòû èíîãäà áóäåì íàçûâàòü îáû÷íûìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì óñèëåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé
òàêæå ðàñøèðÿåòñÿ è êëàññ âû÷èñëÿåìûõ ìàòðèö: îáîáùåííûìè ñõå-
ìàìè ìîæíî âû÷èñëèòü ëþáóþ ìàòðèöó ñ ðàöèîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè
(ïðè ýòîì äëÿ ïåðâîé ìîäåëè ýëåìåíòû ìàòðèöû ïî-ïðåæíåìó äîëæíû
áûòü íåîòðèöàòåëüíûìè).

Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà p× q ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ðàöè-
îíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ(A) ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ
ñëîæíîñòü îáîáùåííîé ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, íà âõîäû
êîòîðîé ïîäàþòñÿ ôóíêöèè x1, x2, . . . , xq, íà âûõîäàõ ñõåìû âû÷èñëÿþò-
ñÿ ôóíêöèè xa11

1 xa12
2 . . . x

a1q
q , xa21

1 xa22
2 . . . x

a2q
q , . . . , x

ap1
1 x

ap2
2 . . . x

apq
q , à ñàìà

ñõåìà ñîñòîèò èç îäíîâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ îïèñàííîãî âûøå âèäà è äâóõ-
âõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé, ïîäàâàåìûõ
íà âõîäû ýëåìåíòà. Ìåðó ñëîæíîñòè λ áóäåì íàçûâàòü λ-ñëîæíîñòüþ.

Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ñ ðàöè-
îíàëüíûìè ýëåìåíòàìè îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíû λ2(A) è λF (A). Î÷å-
âèäíî, ÷òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà λ(A) ≤ l(A), λ2(A) ≤ l2(A) è
λF (A) ≤ lF (A). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âåëè÷èíû λ(A), λ2(A) è λF (A), êàê
è âåëè÷èíû l(A), l2(A) è lF (A), îãðàíè÷åíû ñíèçó çíà÷åíèåì log D(A) �
â ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ îáîáùåííûìè ñõåìàìè ýòîò ôàêò óñòàíàâëèâàåòñÿ
òàê æå, êàê è â ëåììå 1 äëÿ ñëó÷àÿ ðåàëèçàöèè îáû÷íûìè ñõåìàìè.

Êëþ÷åâûì ñâîéñòâîì îáîáùåííûõ ñõåì ÿâëÿåòñÿ ïîëíàÿ îïðåäåëåí-
íîñòü ñî ñëîæíîñòüþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü: ïðè 0 ≤ α < 1 âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî λ(xα) = 1, à ïðè α ≥ 1 � ðàâåíñòâî λ(xα) = dlog αe (òàêèå æå
ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû è äëÿ ìåð ñëîæíîñòè λ2 è λF ).

Âñïîìîãàòåëüíûå ìîäåëè ââåäåíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçäåëèòü îïèñà-
íèå ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö (ñèñòåì ôóíêöèé) íà äâå ñîñòàâëÿþ-



18 Î ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñèñòåì îäíî÷ëåíîâ

ùèå � "ñîäåðæàòåëüíóþ"è "òåõíè÷åñêóþ". Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå.
Ïóñòü ïîñòðîåíà ñõåìà S1 (â ýòîì ïðèìåðå ñ÷èòàåì, ÷òî âõîä x−1 è

îïåðàöèÿ äåëåíèÿ íåäîñòóïíû), âû÷èñëÿþùàÿ ñòåïåíü xm; íàäî ïîñòðî-
èòü ñõåìó S, âû÷èñëÿþùóþ xn, n > m.

Åñëè ðå÷ü èäåò î ïîñòðîåíèè îáîáùåííîé ñõåìû, òî äîñòàòî÷íî ïî-
ñòðîèòü îáîáùåííóþ ñõåìó Ŝ2, âû÷èñëÿþùóþ ôóíêöèþ xn/m (ýòî ìîæ-
íî ñäåëàòü ñ λ-ñëîæíîñòüþ dlog(n/m)e), è íà âõîä ñõåìû Ŝ2 ïîäàòü âû-
õîä ñõåìû S1, ò. å. ñòåïåíü xm. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì îáîáùåííàÿ
ñõåìà Ŝ áóäåò âû÷èñëÿòü ñòåïåíü xn, ïðè÷åì λ(Ŝ) = l(S1) + λ(Ŝ2) =
l(S1) + dlog(n/m)e.

Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü îáû÷íóþ ñõåìó S, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû S1

âû÷èñëÿþùóþ ñòåïåíü xn ñî ñëîæíîñòüþ l(S1)+log(n/m)+o(log n), ò. å.
áåç àñèìïòîòè÷åñêîãî óâåëè÷åíèÿ ñëîæíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì
îáîáùåííûõ ñõåì? Åñëè ïðè ýòîì èñïîëüçîâàòü òîëüêî âûõîä ñõåìû S1

è ïåðåìåííóþ x, òî ýòî ñäåëàòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ � â ñëó÷àå, êîãäà
n = 2m−1, ïðè ïîñòðîåíèè ñõåìû S ïîòðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî ê ñõåìå
S1 íå ìåíåå log(m−1) ýëåìåíòîâ óìíîæåíèÿ, ïðè ýòîì log(n/m) = O(1),
à log(m− 1) ∼ log n. Îäíàêî, åñëè èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî ñòåïåíü, ðåà-
ëèçîâàííóþ íà âûõîäå ñõåìû S1, íî è íåêîòîðûå ñòåïåíè, âû÷èñëåííûå
ýëåìåíòàìè ñõåìû S1, òî ìîæíî äîáèòüñÿ æåëàåìîãî ýôôåêòà. Ïîêàæåì
êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü.

Çàïèøåì ÷èñëî n â òàêîì âèäå:

n =
⌊ n

m

⌋
m +

( n

m
−
⌊ n

m

⌋)
m.

Ïîëîæèì u = blog log n− 2 log log log nc. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî bn/mc â ñè-
ñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 2u:⌊ n

m

⌋
= µ0 + µ12u + µ222u + . . . + µt−12(t−1)u,

ãäå 0 ≤ µi < 2u, i = 0, 1, . . . , t− 1; µt−1 6= 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà 2(t−1)u ≤ bn/mc < 2tu.

Ïîëîæèì s = b(log m)/uc + 1. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
2(s−1)u ≤ m < 2su. Äëÿ êàæäîãî i, i = 1, 2, . . . , s−1, ÷åðåç mi îáîçíà÷èì
íàèìåíüøåå èç ÷èñåë r, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: 1) 2iu ≤ r < 2iu+1;
2) â ñõåìå S1 åñòü ýëåìåíò, âû÷èñëÿþùèé ñòåïåíü xr. Î÷åâèäíî, ÷òî
òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò. Òîãäà ÷èñëî ((n/m)− bn/mc) m ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:( n

m
−
⌊ n

m

⌋)
m = ν0 + ν1m1 + ν2m2 + . . . + νs−1ms−1,
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ãäå 0 ≤ νi < 2u+1, i = 0, 1, . . . , s− 1.
Òàêèì îáðàçîì,

n =
t−1∑
i=0

µim2iu +
s−1∑
i=0

νimi.

Ïîñòðîèì ñõåìó S2, êîòîðàÿ ïî ñòåïåíÿì xm1 , xm2 , . . . , xms−1 , xm è
ïåðåìåííîé x âû÷èñëÿåò ñòåïåíü xn. Ñíà÷àëà, ïîòðàòèâ (t − 1)u ýëå-
ìåíòîâ óìíîæåíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî âîçâîäèì â êâàäðàò ñòåïåíü xm,
ðåàëèçóÿ òåì ñàìûì ñòåïåíè xm2u

, xm22u

, . . . , xm2(t−1)u . Ïîñëå ýòîãî äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè xn â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ

xn =
t−1∏
i=0

(
xm2iu

)µi

×
s−1∏
i=0

(xmi)νi

äîñòàòî÷íî s+t+2u+1 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèòü
îäíî÷ëåí zβ1

1 zβ2
2 . . . z

βs+t

s+t , ãäå 0 ≤ βi ≤ 2u+1 − 1, i = 1, 2, . . . , s + t, îò
çàäàííûõ âûðàæåíèé z1, z2, . . . , zs+t ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîëîæèì

Ik = {i : 1 ≤ i ≤ s + t, βi = k}, k = 1, 2, . . . , 2u+1 − 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî |I1|+ |I2|+ . . . + |I2u+1−1| ≤ s + t.
Ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëèì îäíî÷ëåíû f2u+1−1, f2u+1−2, . . . , f1 îò ïå-

ðåìåííûõ z1, z2, . . . , zs+t:

f2u+1−1 =
∏

i∈I2u+1−1

zi; fk = fk+1

∏
i∈Ik

zi, k = 2u+1 − 2, 2u − 3, . . . , 1.

Òåïåðü, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñîìíîæèòåëåé
ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî åäèíèöå, âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå îòëè÷-
íûå îò åäèíèöû îäíî÷ëåíû∏

i∈I2u+1−1

zi,
∏

i∈I2u+1−2

zi, . . . ,
∏
i∈I1

zi,

ïîòðàòèâ íà ýòî íå áîëåå s + t − |{Ik : |Ik| 6= 0}| îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.
Äàëåå ñ èñïîëüçîâàíèåì íå áîëåå |{Ik : |Ik| 6= 0}| îïåðàöèé óìíîæåíèÿ
ìîæíî âû÷èñëèòü âñå îäíî÷ëåíû f2u+1−1, f2u+1−2, . . . , f1.

Îêîí÷àòåëüíî, ïîòðàòèâ åùå íå áîëåå 2u+1−1 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ,
ïîëó÷àåì îäíî÷ëåí

f2u+1−1f2u+1−2 . . . f1 =
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=

 ∏
i∈I2u+1−1

zi

2u+1−1 ∏
i∈I2u+1−2

zi

2u+1−2

. . .

(∏
i∈I1

zi

)1

=

=

 ∏
i∈I2u+1−1

zβi

i

 ∏
i∈I2u+1−2

zβi

i

 . . .

(∏
i∈I1

zβi

i

)
= zβ1

1 zβ2
2 . . . z

βs+t

s+t .

Èòàê, äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíî÷ëåíà zβ1
1 zβ2

2 . . . z
βs+t

s+t áûëî ïîòðà÷åíî íå áî-
ëåå s + t + 2u+1 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì,

l(S) = l(S1) + l(S2) ≤ l(S1) + (t− 1)u + s + t + 2u+1.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ

(t− 1)u ≤ log
( n

m

)
, s ≤ log m

u
, t ≤

log
(

n
m

)
u

,

è ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà u, ïîëó÷àåì:

l(S) = l(S1)+ log
( n

m

)
+

log n

u
+2u+1 ≤ l(S1)+ log

( n

m

)
+O

(
log n

log log n

)
,

ñëåäîâàòåëüíî,
l(S) = λ(Ŝ) + O

(
log n

log log n

)
.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ñïîñîá ïåðåõîäà îò âû÷èñëåíèÿ
îáîáùåííûìè ñõåìàìè ê âû÷èñëåíèþ îáû÷íûìè ñõåìàìè áåç àñèìïòî-
òè÷åñêîãî óâåëè÷åíèÿ ñëîæíîñòè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ñõåìû S1 èíôîðìàöèÿ î òîì,
÷òî âûõîäû íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ñõåìû S1 áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè
äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ, ìîæåò äàâàòü äîïîëíèòåëüíûå ïðåèìóùå-
ñòâà (åñëè íå ïî ñëîæíîñòè, òî, ïî êðàéíåé ìåðå, â óäîáñòâå èñïîëü-
çîâàíèÿ) ïðè ïåðåõîäå îò îáîáùåííûõ ñõåì ê îáû÷íûì. Èìåííî òàê è
áóäåì ïîñòóïàòü â îáùåì ñëó÷àå.

Èòàê, ïîñëåäóþùèå äîêàçàòåëüñòâà âåðõíèõ îöåíîê áóäóò ôîðìàëü-
íî ñîñòîÿòü èç äâóõ ÷àñòåé.

Ïåðâàÿ � ñîäåðæàòåëüíàÿ � çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè äëÿ ìàò-
ðèöû A îáîáùåííîé ñõåìû íóæíîé ñëîæíîñòè (ñêàæåì, ñëîæíîñòè
log D(A) + O(1) äëÿ ïåðâûõ äâóõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé), ïðè÷åì
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ýòà îáîáùåííàÿ ñõåìà ïîìèìî îãðàíè÷åíèÿ íà ñëîæíîñòü äîëæíà îá-
ëàäàòü åùå îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì � äîïóñêàòü ðàçáèåíèå íà îãðà-
íè÷åííîå (íàïîìíèì, ÷òî ðå÷ü èäåò î âû÷èñëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìàòðèö) èëè ñëàáîðàñòóùåå ÷èñëî ïîäñõåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëèáî ñî-
ñòîèò èç îäíîãî äâóõâõîäîâîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà, ëèáî èìååò
îäèí âõîä, îäèí âûõîä, è, ñîîòâåòñòâåííî, âû÷èñëÿåò íåêîòîðóþ ñòåïåíü
ïîäàâàåìîé íà âõîä ïîäñõåìû ôóíêöèè. Ïîäñõåìû ýòèõ äâóõ òèïîâ áó-
äåì íàçûâàòü ïðîñòåéøèìè. Îòìåòèì, ÷òî òèï ïðîñòåéøåé îáîáùåííîé
ñõåìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì âõîäîâ.

Âòîðàÿ � òåõíè÷åñêàÿ � çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåñòðîåíèè áåç àñèìïòî-
òè÷åñêîãî óâåëè÷åíèÿ ñëîæíîñòè óæå èìåþùåéñÿ îáîáùåííîé ñõåìû,
ñîñòîÿùåé èç íåáîëüøîãî ÷èñëà ïðîñòåéøèõ ïîäñõåì, â îáû÷íóþ ñõåìó,
âû÷èñëÿþùóþ òó æå ìàòðèöó, ÷òî è èñõîäíàÿ îáîáùåííàÿ ñõåìà.

Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëèì ñîäåðæàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé, íî ñíà-
÷àëà â îáùèõ ÷åðòàõ îïèøåì ïðîöåññ ïåðåõîäà îò îáîáùåííîé ñõå-
ìû ê îáû÷íîé, âçÿâ çà îñíîâó ðàçäåë "Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäå-
íèÿ" ðàáîòû [15], â êîòîðîì ýòîò ïðîöåññ îïèñàí ïîäðîáíî, íî òîëüêî
äëÿ ñëó÷àÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà 3×3 â ïåðâîé âû÷èñëèòåëüíîé
ìîäåëè.

Ïóñòü b1, b2, . . . , bq � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, u � íåêîòîðûé íàòóðàëü-
íûé ïàðàìåòð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G0

(
xb1

1 , xb2
2 , . . . x

bq
q , u

)
ìíîæåñòâî âñåõ

îòëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííîé åäèíèöû ôóíêöèé2)

x
sgn(b1)b|b1|c
1 x

sgn(b2)b|b2|c
2 . . . xsgn(bq)b|bq|c

q ,

x
sgn(b1)b|b1|/2uc
1 x

sgn(b2)b|b2|/2uc
2 . . . xsgn(bq)b|bq|/2uc

q ,

. . . ,

x
sgn(b1)b|b1|/2kuc
1 x

sgn(b2)b|b2|/2kuc
2 . . . xsgn(bq)b|bq|/2kuc

q , . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî∣∣∣G0

(
xb1

1 , xb2
2 , . . . xbq

q , u
)∣∣∣ = ⌈ log max{|b1|, |b2|, . . . , |bq|}

u

⌉
.

Ïî ìíîæåñòâó ôóíêöèé G0

(
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q , u

)
ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

ôóíêöèé G
(
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q , u

)
, äîáàâèâ ê èñõîäíîìó ìíîæåñòâó âñå îò-

ëè÷íûå îò åäèíèöû ôóíêöèè âèäà xβ1
1 xβ2

2 . . . x
βq
q ñ öåëî÷èñëåííûìè ïî-

2) Çäåñü è äàëåå sgn x îçíà÷àåò 1, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x ≥ 0, è -1 â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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êàçàòåëÿìè ñòåïåíåé, òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè xβ1
1 xβ2

2 . . . x
βq
q èç

ìíîæåñòâà G
(
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q , u

)
íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ x

β′1
1 x

β′2
2 . . . x

β′q
q èç ìíî-

æåñòâà G0

(
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q , u

)
, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì |β1 − β′

1| ≤ 1,
|β2 − β′

2| ≤ 1, . . . , |βq − β′
q| ≤ 1. Î÷åâèäíî, ÷òî∣∣∣G(xb1

1 xb2
2 . . . xbq

q , u
)∣∣∣ ≤ q3

∣∣∣G0

(
xb1

1 xb2
2 . . . xbq

q , u
)∣∣∣ .

Ñëåäóþùèå íåñêîëüêî ëåìì è çàêëþ÷èòåëüíîå óòâåðæäåíèå (òåî-
ðåìà 2) óñòàíàâëèâàþò äëÿ êàæäîé èç òðåõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé
âîçìîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé îáîáùåííîé ñõåìû, âû÷èñ-
ëÿþùåé öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó è ñîñòîÿùóþ èç íåáîëüøîãî ÷èñëà ïðî-
ñòåéøèõ ïîäñõåì, â îáû÷íóþ ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ ýòó æå ìàòðèöó, áåç
àñèìïòîòè÷åñêîãî óâåëè÷åíèÿ ñëîæíîñòè ïóòåì ïîøàãîâîé çàìåíû ïðî-
ñòåéøèõ îáîáùåííûõ ïîäñõåì íà îáû÷íûå ïîñõåìû, èìåþùèå óæå, âî-
îáùå ãîâîðÿ, ìíîãî âõîäîâ è âû÷èñëÿþùèå íå îäíó ôóíêöèþ, à öåëûé
êëàññ ôóíêöèé, "ïðîïîðöèîíàëüíûõ" (â ââåäåííîì âûøå ñìûñëå) âû-
÷èñëÿåìîé èñõîäíîé ïðîñòåéøåé ïîäñõåìîé ôóíêöèè, ïðè ýòîì "ãóñòî-
òà" âû÷èñëÿåìîãî êëàññà ñ êàæäûì øàãîì íåñêîëüêî óìåíüøàåòñÿ.

Ëåììà 2. Ïóñòü bij ≥ 0, i = 1, 2, j = 1, 2, . . . , q; u2 äåëèòñÿ
íà u1. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ â ïåðâîé ìîäåëè ïî ìíîæåñòâàì îäíî-

÷ëåíîâ G
(
xb11

1 xb12
2 . . . x

b1q
q , u1

)
, G

(
xb21

1 xb22
2 . . . x

b2q
q , u2

)
è {x1, x2, . . . , xq}

ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ G
(
xb11+b21

1 xb12+b22
2 . . . x

b1q+b2q
q , u2

)
ìîæíî ïîñòðî-

èòü ñõåìó S, ñëîæíîñòü êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

l(S) ≤ 2
∣∣∣G(xb11+b21

1 xb12+b22
2 . . . xb1q+b2q

q , u2

)∣∣∣+ 3q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé ëåììû ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå

G
(
xb21

1 xb22
2 . . . xb2q

q , u2

)
⊆ G

(
xb21

1 xb22
2 . . . xb2q

q , u1

)
.

Ñõåìà S ñíà÷àëà âû÷èñëÿåò âñå îäíî÷ëåíû ìíîæåñòâà

H =
{

xβ1
1 xβ2

2 . . . xβq
q | βi ∈ {0, 1, 2}, i = 1, 2, . . . , q,

}
\ {x0

1x
0
2 . . . x0

q}.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû H äîñòàòî÷íî 3q−q−1 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.
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Ïðè k = 0, 1, . . . ,
∣∣∣G0

(
xb11+b21

1 xb12+b22
2 . . . x

b1q+b2q
q , u2

)∣∣∣ − 1 äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ îäíî÷ëåíà

x
max

{⌊
b11+b21

2ku2

⌋
−1, 0

}
1 x

max
{⌊

b12+b22
2ku2

⌋
−1, 0

}
2 . . . x

max
{⌊

b1q+b2q

2ku2

⌋
−1, 0

}
q

â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè ïðè âñåõ j = 1, 2, . . . , q ñîîòíîøåíèé

max
{⌊

b1j

2ku2

⌋
− 1, 0

}
+ max

{⌊
b2j

2ku2

⌋
− 1, 0

}
≤

≤ max
{⌊

b1j + b2j

2ku2

⌋
− 1, 0

}
≤
⌊

b1j

2ku2
+

b2j

2ku2

⌋
≤

≤ max
{⌊

b1j

2ku2

⌋
− 1, 0

}
+ max

{⌊
b2j

2ku2

⌋
− 1, 0

}
+ 2,

äîñòàòî÷íî äîìíîæèòü ïðîèçâåäåíèå

x
max

{⌊
b11

2ku2

⌋
−1, 0

}
1 x

max
{⌊

b12
2ku2

⌋
−1, 0

}
2 . . . x

max
{⌊

b1q

2ku2

⌋
−1, 0

}
q ×

× x
max

{⌊
b21

2ku2

⌋
−1, 0

}
1 x

max
{⌊

b22
2ku2

⌋
−1, 0

}
2 . . . x

max
{⌊

b2q

2ku2

⌋
−1, 0

}
q

èìåþùèõñÿ îäíî÷ëåíîâ íà íåêîòîðûé îäíî÷ëåí èç ìíîæåñòâà H.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñòàâøèõñÿ îäíî÷ëåíîâ èç ìíîæå-

ñòâà G
(
xb11+b21

1 xb12+b22
2 . . . x

b1q+b2q
q , u2

)
äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïî îä-

íîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà êàæäûé îäíî÷ëåí. Ïîýòîìó äëÿ ñëîæíîñòè
ñõåìû S ïîëó÷àåì òàêóþ îöåíêó:

l(S) ≤ 2
∣∣∣G(xb11+b21

1 xb12+b22
2 . . . xb1q+b2q

q , u2

)∣∣∣+ 3q.

Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Ñôîðìóëèðóåì äëÿ âû÷èñëåíèé âî âòîðîé è òðåòüåé ìîäåëÿõ àíàëî-

ãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 3. Ïóñòü u2 äåëèòñÿ íà u1. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ

âî âòîðîé ìîäåëè ïî ìíîæåñòâàì ôóíêöèé G
(
xb11

1 xb12
2 . . . x

b1q
q , u1

)
,

G
(
xb21

1 xb22
2 . . . x

b2q
q , u2

)
è {x1, x2, . . . , xq} ëþáîé èç ñëåäóþùèõ òðåõ ñè-

ñòåì ôóíêöèé

G
(
xb11+b21

1 xb12+b22
2 . . . xb1q+b2q

q , u2

)
,
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G
(
xb11−b21

1 xb12−b22
2 . . . xb1q−b2q

q , u2

)
,

G
(
xb21−b11

1 xb22−b12
2 . . . xb2q−b1q

q , u2

)
ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó S, ñëîæíîñòü êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ñî-
îòíîøåíèþ

l2(S) ≤ 2 |G|+ 3q,

ãäå |G| � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â âû÷èñëÿåìîé ñèñòåìå ôóíêöèé.

Ëåììà 4. Ïóñòü u2 äåëèòñÿ íà u1. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ â

ïåðâîé ìîäåëè ïî ìíîæåñòâàì ôóíêöèé G
(
xb11

1 xb12
2 . . . x

b1q
q , u1

)
,

G
(
xb21

1 xb22
2 . . . x

b2q
q , u2

)
è {x1, x2, . . . , xq, x

−1
1 , x−1

2 , . . . , x−1
q } ñèñòåìû

ôóíêöèé G
(
xb11+b21

1 xb12+b22
2 . . . x

b1q+b2q
q , u2

)
ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó

S, ñëîæíîñòü êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

lF (S) ≤ 2
∣∣∣G(xb11+b21

1 xb12+b22
2 . . . xb1q+b2q

q , u2

)∣∣∣+ 3q.

Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 3 è 4 ïîëó÷àþòñÿ íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.

Çàìå÷àíèå. Â ñèëó íåðàâåíñòâ∣∣∣G(xb1
1 xb2

2 . . . xbq
q , u

)∣∣∣ ≤ 3q
∣∣∣G0

(
xb1

1 xb2
2 . . . xbq

q , u
)∣∣∣ ,∣∣∣G0

(
xb1

1 xb2
2 . . . xbq

q , u
)∣∣∣ ≤ log max{|b1|, |b2|, . . . , |bq|}

u
+ 1

ñëîæíîñòü ñõåì èç ëåìì 2 è 4 ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíîé

O

(
3q log max{|b11 + b21|, |b12 + b22|, . . . , |b1q + b2q|}

u2

)
,

à ñëîæíîñòü ñõåìû èç ëåììû 3 � ñîîòâåòñòâåííî, ëèáî òàêîé æå âåëè-
÷èíîé, ëèáî âåëè÷èíîé

O

(
3q log max{|b11 − b21|, |b12 − b22|, . . . , |b1q − b2q|}

u2

)
.

Ëåììà 5. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ïàðàìåòðû q, c, d, u1, u2 è ðàöèîíàëü-
íûå ïàðàìåòðû a, α, b1, b2, . . . , bq óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

a ≥ α > 0, b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bq ≥ 0, b1 > 0, a ≥ αb1, c ≤ d− 3,
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q ≤ 1
2d

log log log a,

u1 =
⌈

log a

log log a

⌉(⌈
(log log a)1/d

⌉)c−1

,

u2 =
⌈

log a

log log a

⌉(⌈
(log log a)1/d

⌉)c

.

Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ â ïåðâîé ìîäåëè ïî ìíîæåñòâó îäíî÷ëåíîâ

G
(
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q , u1

)
è ïåðåìåííûì x1, x2, . . . , xq ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ

G
((

xb1
1 xb2

2 . . . x
bq
q

)α

, u2

)
ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó S, ñëîæíîñòü êî-

òîðîé ïðè óñëîâèè a →∞ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

l(S) = log α + O

(
log a

(log log a)1/d

)
= λ (xα) + O

(
log a

(log log a)1/d

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ti, i = 1, 2, êîëè÷åñòâî çíàêîâ â
ðàçëîæåíèè ÷èñëà bαc ïî îñíîâàíèþ 2ui , à ÷åðåç si, i = 1, 2, îáîçíà÷èì
âåëè÷èíó

∣∣∣G0

(
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q , ui

)∣∣∣. Î÷åâèäíî, ÷òî b1 ≤ 2siui . Òîãäà⌊
αb1

2(ti+si)ui

⌋
=
⌊

α

2tiui

b1

2siui

⌋
≤
⌊ α

2tiui

⌋
= 0, i = 1, 2,

ò. å.
∣∣∣G0

((
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q

)α

, ui

)∣∣∣ ≤ si + ti, i = 1, 2.
Äàëåå, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî s2 + t2 ≤ (log log a11)

1/(2d), òî â
êà÷åñòâå èñêîìîé ñõåìû S ìîæíî âçÿòü ñõåìó, íà âõîäû êîòîðîé ïîäà-
þòñÿ òîëüêî ïåðåìåííûå x1, x2 . . . xq, à ñàìà ñõåìà ðàçäåëüíî âû÷èñëÿåò
âñå îäíî÷ëåíû èç ìíîæåñòâà G

((
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q

)α

, u2

)
. Òîãäà

l(S) ≤ O (3q(s2 + t2)(log(αb1) + q)) ≤

≤ O
(
3q(s2 + t2)2u2 + 3q(s2 + t2)q

)
≤ O

(
log a

(log log a)1/d

)
.

Òàêèì îáðàçîì äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
s2 + t2 > (log log a)1/(2d). Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè a →∞ âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå s2 + t2 →∞, à ñëåäîâàòåëüíî è óñëîâèå s1 + t1 →∞.

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð v, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
0 ≤ v ≤ s2 + t2 − 1. Ïîëîæèì

βj = βj(v) = max
{⌊

αbj

2qu1

⌋
− 1, 0

}
, j = 1, 2, . . . , q.
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Äëÿ âñåõ k = −(s1−1),−(s1−2), . . . , t1−1 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ⌈
b12(k+1)u1

⌉
db12ku1e

<
b12(k+1)u1 + 1

b12ku1
≤ 2u1 + 1.

Ïîýòîìó â ñèëó ñîîòíîøåíèé β1 < bαb1c ≤ αb1 < 2t1u1b1 âåëè÷èíó β1

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òàêîì âèäå:

β1 =
t1−1∑

k=−(s1−1)

ρk

⌈
b12ku1

⌉
,

ãäå 0 ≤ ρk ≤ 2u1 , k = −(s1 − 1),−(s1 − 2), . . . , t1 − 1.
Äàëåå, ââåäåì âåëè÷èíû β̃j = β̃j(v), j = 2, . . . , q ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè bj = 0, òî βj = 0, è â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì β̃j = 0. Ïóñòü òåïåðü
bj 6= 0. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç s

(j)
1 íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå óñëîâèþ
⌊
bj/2s

(j)
1 u1

⌋
= 0, ïîëîæèì

β̃j = β̃j(v) =
t1−1∑

k=−(s
(j)
1 −1)

ρk

(⌊
bj2ku1

⌋
− 1
)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî β̃j ≥ 0. Êðîìå òîãî, åñëè β1 = 0, òî β̃j = βj = 0, à ïðè
β1 > 0 èìååì:

β̃j =
t1−1∑

k=−(s
(j)
1 −1)

ρk

(⌊
bj2ku1

⌋
− 1
)
≤

t1−1∑
k=−(s

(j)
1 −1)

ρkbj2ku1 − 1 =

=
bj

b1

t1−1∑
k=−(s

(j)
1 −1)

ρkb12ku1 − 1 ≤ bj

b1
β1 − 1 =

=
bj

b1

(⌊
αb1

2qu1

⌋
− 1
)
− 1 <

αbj

2qu1
− 1.

Îòñþäà â ñèëó öåëî÷èñëåííîñòè âåëè÷èíû β̃j ïîëó÷àåì:

β̃j ≤
⌊

αbj

2qu1

⌋
− 1 = βj .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
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βj − β̃j ≤
αbj

2qu1
−

t1−1∑
k=−(s

(j)
1 −1)

ρk

(⌊
bj2ku1

⌋
− 1
)

<

<
αbj

2qu1
−

t1−1∑
k=−(s1−1)

ρk

(
bj2ku1 − 2

)
=

=
bj

b1

 αbj

2qu1
−

t1−1∑
k=−(s1−1)

ρkb12ku1

+ 2

 t1−1∑
k=−(s1−1)

ρk

 <

<
bj

b1

(β1 + 2)−
t1−1∑

k=−(s1−1)

ρk

(⌈
b12ku1

⌉
− 1
)+ 2

 t1−1∑
k=−(s1−1)

ρk

 =

=
bj

b1

2 +
t1−1∑

k=−(s1−1)

ρk

+ 2

 t1−1∑
k=−(s1−1)

ρk

 ≤

≤ 3

 t1−1∑
k=−(s1−1)

ρk

+ 2 ≤ 5(s1 + t1 − 1)2u1 .

Òåïåðü äëÿ k = −(s1 − 1),−(s1 − 2), . . . , t1 − 1, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

r1k =
⌈
b12ku1

⌉
; rjk = max

{⌈
bj2ku1

⌉
− 1, 0

}
, j = 2, . . . , q.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ j = 1, 2, . . . , q è k = 0, 1, . . . , t1−2, ñ îäíîé ñòîðîíû,
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ⌊

bj2(k+1)u1

⌋
≥
⌊⌊

bj2ku1
⌋
2u1
⌋

=
⌊
bj2ku1

⌋
2u1 ,

à ñ äðóãîé � ñîîòíîøåíèÿ⌊
bj2(k+1)u1

⌋
−
⌊⌊

bj2ku1
⌋
2u1
⌋

< bj2(k+1)u1 −
(
bj2ku1 − 1

)
2u1 = 2u1 .

Îòñþäà ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

max
{⌊

bj2ku1
⌋
− 1, 0

}
2u1 ≤ max

{⌊
bj2(k+1)u1

⌋
− 1, 0

}
<

< max
{⌊

bj2ku1
⌋
− 1, 0

}
2u1 + 2 · 2u1 − 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ k = 0, 1, . . . , t1 − 2 èìååì:⌊
b12ku1

⌋
2u1 ≤

⌊
b12(k+1)u1

⌋
<
⌊
b12ku1

⌋
2u1 + 2u1 ;
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rjk2u1 ≤ rj,k+1 < rjk2u1 + 2 · 2u1 − 1, j = 2, . . . , q,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

0 ≤
⌊
b12(k+1)u1

⌋
−
⌊
b12ku1

⌋
2u1 < 2u1 ;

0 ≤ rj,k+1 − rjk2u1 < 2 · 2u1 − 1, j = 2, . . . , q,

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê îïèñàíèþ ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ
ïî ìíîæåñòâó îäíî÷ëåíîâ G

(
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q , u1

)
ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ

G
((

xb1
1 xb2

2 . . . x
bq
q

)α

, u2

)
. Ýòî âû÷èñëåíèå áóäåò ñîñòîÿòü èç øåñòè ýòà-

ïîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç li ÷èñëî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, èñïîëüçóåìûõ íà
ýòàïå ñ íîìåðîì i.

Ýòàï 1. Âû÷èñëåíèå ñèñòåì ñòåïåíåé

x
bb12(k+1)u1c−bb12ku1c2u1

1 , k = 0, 1, . . . , t1 − 2;

x
r2,k+1−r2k2u1

2 , k = 0, 1, . . . , t1 − 2;
. . . . . . . . .

x
rq,k+1−rqk2u1

q , k = 0, 1, . . . , t1 − 2;

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 èç [1] äëÿ êàæäîé ñèñòåìû è èñïîëüçóÿ óñòà-
íîâëåííûå îöåíêè äëÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé ñèñòåì, ïîëó÷àåì:

l1 ≤ q

(
log
(
2u1+1

)
+

log
(
t12u1+1

)
log log (t12u1+1)

(1 + o(1)) + O(t1)

)
= O(q(u1 + t1)).

Ýòàï 2. Âû÷èñëåíèå ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ

xr1k
1 xr2k

2 . . . x
rqk
q , k = −(s1 − 1),−(s1 − 2), . . . , t1 − 1.

Ñèñòåìà G
(
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q , u1

)
äëÿ âñåõ k = −(s1 − 1),−(s1 − 2), . . . , 0

ñîäåðæèò îäíî÷ëåíû x
bb12ku1c
1 xr2k

2 . . . x
rqk
q è x

bb12ku1c+1

1 xr2k
2 . . . x

rqk
q . Íî

âåëè÷èíà
⌈
b12ku1

⌉
ðàâíà ëèáî

⌊
b12ku1

⌋
, ëèáî

⌊
b12ku1

⌋
+1, è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ñèñòåìà G
(
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q , u1

)
ñîäåðæèò îäíî÷ëåíû xr1k

1 xr2k
2 . . . x

rqk
q

ïðè k = −(s1 − 1),−(s1 − 2), . . . , 0.
Âû÷èñëèì îäíî÷ëåíû xr1k

1 xr2k
2 . . . x

rqk
q ïðè k = 1, 2, . . . , t1 − 1.

Îòìåòèì, ÷òî ñðåäè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà G
(
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q , u1

)
åñòü

îäíî÷ëåí x
bb1c
1 xr20

2 . . . xq, rq0.
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Ïóñòü óæå âû÷èñëåí îäíî÷ëåí x
bb12ku1c
1 xr2k

2 . . . x
rqk
q (0 ≤ k ≤ t1 − 2).

Ïîêàæåì, êàê òîãäà ìîæíî âû÷èñëèòü îäíî÷ëåí

x
bb12(k+1)u1c
1 x

r2,k+1
2 . . . x

rq,k+1
q .

Ñíà÷àëà îäíî÷ëåí x
bb12ku1c
1 xr2k

2 . . . x
rqk
q âîçâåäåì u1 ðàç â êâàäðàò. Ïî-

ëó÷èì îäíî÷ëåí(
x
bb12ku1c
1 xr2k

2 . . . x
rqk
q

)2u1

=
(

x
bb12ku1c2u1

1 xr2k2u1

2 . . . x
rqk2u1

q

)
.

Äàëåå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíî÷ëåíà x
bb12(k+1)u1c
1 x

r2,k+1
2 . . . x

rq,k+1
q ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ñòåïåíåé, âû÷èñëåííûõ íà ïåðâîì ýòàïå, äîñòàòî÷íî íå áîëåå
q îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî k, 0 ≤ k ≤ t1 − 2, íà âû÷èñëåíèå ñëå-
äóþùåãî îäíî÷ëåíà x

bb12(k+1)u1c
1 x

r2,k+1
2 . . . x

rq,k+1
q ñ ïîìîùüþ óæå âû÷èñ-

ëåííûõ, òðåáóåòñÿ íå áîëåå u1 + q îïåðàöèé óìíîæåíèÿ. Åùå îäíà îïå-
ðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïî îäíî÷ëåíó
x
bb12(k+1)u1c
1 x

r2,k+1
2 . . . x

rq,k+1
q ïîëó÷èòü îäíî÷ëåí x

r2,k+1
1 x

r2,k+1
2 . . . x

rq,k+1
q .

Ñëåäîâàòåëüíî,
l2 ≤ (t1 − 1)(u1 + q).

Ýòàï 3. Âû÷èñëåíèå ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ

x
β1(v)
1 x

β̃2(v)
2 . . . xβ̃q(v)

q , v = −(s2 − 1),−(s2 − 2), . . . , t2 − 1.

Ïðè âû÷èñëåíèè îäíî÷ëåíà x
β1(v)
1 x

β̃2(v)
2 . . . x

β̃q(v)
q , äëÿ êàæäîãî v, v =

−(s2 − 1),−(s2 − 2), . . . , t2 − 1, âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì

xβ1
1 xβ̃2

2 . . . xβ̃q
q =

t1−1∏
k=−(s1−1)

(
x

r1,k

1 x
r2,k

2 . . . x
rq,k
q

)ρk .

Îäíî÷ëåíû x
r1,k

1 x
r2,k

2 . . . x
rq,k
q , k = −(s1 − 1),−(s1 − 2), . . . , t1 − 1, óæå

âû÷èñëåíû íà âòîðîì ýòàïå. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1 èç [1], ïîëó-
÷àåì:

l3 ≤ (s2 + t2 − 1)×

×
(

log (2u1) +
log ((s1 + t1 − 1)2u1)

log log ((s1 + t1 − 1)2u1)
(1 + o(1)) + O(s1 + t1 − 1)

)
=
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= O ((s2 + t2)(u1 + s1 + t1)) .

Ýòàï 4. Âû÷èñëåíèå ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ

x
β2(v)−β̃2(v)
2 . . . xβq(v)−β̃q(v)

q , v = −(s2 − 1),−(s2 − 2), . . . , t2 − 1.

Â ñèëó íåðàâåíñòâ 0 ≤ βj(v)− β̃j(v) ≤ 5(s1 + t1 − 1)2u1 , j = 2, . . . , q,
èç òåîðåìû 1 èç [1] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîé èç q−1 ñèñòåì
ñòåïåíåé{

x
βj(v)−β̃j(v)
j | v = −(s2 − 1),−(s2 − 2), . . . , t2 − 1

}
, j = 2, . . . , q,

äîñòàòî÷íî

log(5(s1 + t1)2u1) +
log ((s2 + t2)(s1 + t1)2u1)

log log ((s2 + t2)(s1 + t1)2u1)
(1 + o(1)) + O(s2 + t2)

îïåðàöèé óìíîæåíèÿ. Äàëåå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íóæíîé ñèñòåìû îäíî÷ëå-
íîâ äîñòàòî÷íî ïîòðàòèòü íå áîëåå q−1 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ íà êàæäûé
èç (s2 + t2 − 1) îäíî÷ëåíîâ. Òàêèì îáðàçîì,

l4 = O (q(u1 + s2 + t2 + log(s1 + t1))) .

Ýòàï 5. Âû÷èñëåíèå ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ

G0

((
xb1

1 xb2
2 . . . xbq

q

)α

, u2

)
.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíî÷ëåíîâ, âû÷èñëåííûõ íà òðåòüåì è ÷åòâåðòîì
ýòàïàõ, íóæíóþ ñèñòåìó ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîòðàòèâ íå áîëåå s2 + t2− 1
îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, ò. å. l5 = O(s2 + t2).

Ýòàï 6. Âû÷èñëåíèå ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ

G
((

xb1
1 xb2

2 . . . xbq
q

)α

, u2

)
.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíî÷ëåíîâ, âû÷èñëåííûõ íà ïÿòîì ýòàïå, íóæ-
íóþ ñèñòåìó ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîòðàòèâ íå áîëåå 3q(s2+t2−1) îïåðàöèé
óìíîæåíèÿ, ò. å. l6 = O (3q(s2 + t2)).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó S, íà âõîä êîòîðîé ïîäàþòñÿ
ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xq è ìíîæåñòâî îäíî÷ëåíîâ G

(
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q , u1

)
,
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ðåàëèçóþùóþ ñèñòåìó îäíî÷ëåíîâ G
(
xαb1

1 xαb2
2 . . . x

αbq
q , u2

)
, ïðè÷åì âå-

ëè÷èíó l(S) ìîæíî îöåíèòü òàê:

l(S) = l1 + l2 + l3 + l4 + l5 + l6 ≤
≤ u1t1 + O ((s2 + t2)(u1 + s1 + t1))+
+ O (q(u1 + t1)) + O (q log(s1 + t1)) + O (3q(s2 + t2)) .

Òîãäà, â ñèëó íåðàâåíñòâ

2(t1−1)u1 ≤ α, 2(s1+t1−1)u1 ≤ αb1, 2(s2+t2−1)u2 ≤ αb1

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

l(S) = log α + O

(
log(αb1)

u2

(
u1 +

log(αb1)
u1

))
+

+ O

(
q

(
u1 +

log α

u1

))
+ O

(
q log

(
log(αb1)

u1

))
+ O

(
3q

(
log(αb1)

u2

))
.

Òåïåðü, ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ u1 è u2 è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà
αb1 ≤ a, α ≤ a è q ≤ 1

2d log log log a, ïîëó÷àåì:

l(S) = log α + O

(
log a

(log log a)1/d

)
.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ó÷åñòü ñïðàâåäëèâîñòü ïðè
α ≥ 1 ðàâåíñòâà λ(xα) = dlog αe. Ëåììà 5 äîêàçàíà.

Ñôîðìóëèðóåì äëÿ âû÷èñëåíèé âî âòîðîé è òðåòüåé ìîäåëÿõ óòâåð-
æäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ëåììå 5.

Ëåììà 6. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ïàðàìåòðû q, c, d, u1, u2 è ðàöèîíàëü-
íûå ïàðàìåòðû a, α, b1, b2, . . . , bq óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

a ≥ |α| > 0, |b1| ≥ |b2| ≥ . . . ≥ |bq| ≥ 0, |b1| > 0, a ≥ |αb1|, c ≤ d− 3,

q ≤ 1
2d

log log log a,

u1 =
⌈

log a

log log a

⌉(⌈
(log log a)1/d

⌉)c−1

,

u2 =
⌈

log a

log log a

⌉(⌈
(log log a)1/d

⌉)c

.
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Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âî âòîðîé ìîäåëè ïî ìíîæåñòâó ôóíêöèé

G
(
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q , u1

)
è ïðåðåìåííûì x1, x2, . . . , xq ñèñòåìû ôóíêöèé

G
((

xb1
1 xb2

2 . . . x
bq
q

)α

, u2

)
ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó S, ñëîæíîñòü êî-

òîðîé ïðè óñëîâèè a →∞ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

l2(S) = log |α|+ O

(
log a

(log log a)1/d

)
= λ2 (xα) + O

(
log a

(log log a)1/d

)
.

Ëåììà 7. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ïàðàìåòðû q, c, d, u1, u2 è ðàöèîíàëü-
íûå ïàðàìåòðû a, α, b1, b2, . . . , bq óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

a ≥ α > 0, |b1| ≥ |b2| ≥ . . . ≥ |bq| ≥ 0, |b1| > 0, a ≥ α|b1|, c ≤ d− 3,

q ≤ 1
2d

log log log a,

u1 =
⌈

log a

log log a

⌉(⌈
(log log a)1/d

⌉)c−1

,

u2 =
⌈

log a

log log a

⌉(⌈
(log log a)1/d

⌉)c

.

Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ â òðåòüåé ìîäåëè ïî ìíîæåñòâó ôóíêöèé

G
(
xb1

1 xb2
2 . . . xbq

q , u1

)
∪
{
x1, x2, . . . , xq, x

−1
1 , x−1

2 , . . . , x−1
q

}
ñèñòåìû ôóíêöèé G

((
xb1

1 xb2
2 . . . x

bq
q

)α

, u2

)
ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó

S, ñëîæíîñòü êîòîðîé ïðè óñëîâèè a →∞ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèÿì

lF (S) = log α + O

(
log a

(log log a)1/d

)
= λF (xα) + O

(
log a

(log log a)1/d

)
.

Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 6 è 7 ïîëó÷àþòñÿ íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö
A(n) = (aij(n)) ðàçìåðà p(n) × q(n), n = 1, 2, . . . , óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ïðè n →∞ óñëîâèþ

max
aij∈A(n)

|aij(n)| → ∞,
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âû÷èñëÿåòñÿ â îäíîé èç òðåõ ìîäåëåé îáîáùåííûìè ñõåìàìè Ŝ(n), ñî-
ñòîÿùèìè èç k(n) ïðîñòåéøèõ ïîäñõåì, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ íåðà-
âåíñòâà

k(n) ≤
(

log log log max
aij∈A(n)

|aij(n)|
)1/2

,

q(n) ≤ 1
8

(
log log log max

aij∈A(n)
|aij(n)|

)1/2

.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

l∗ (A(n)) ≤ λ∗
(
Ŝ(n)

)
+ o

 log max
aij∈A(n)

|aij(n)|

log log log max
aij∈A(n)

|aij(n)|

 ,

ãäå ïîä ìåðàìè ñëîæíîñòè l∗ è λ∗ â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîé âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìîäåëè ïîíèìàþòñÿ ëèáî l è λ, ëèáî l2 è λ2, ëèáî lF è λF .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îáîáùåííàÿ ñõåìà Ŝ, âû÷èñëÿþùàÿ (â îä-
íîé èç òðåõ ìîäåëåé) öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó A, ñîñòîèò èç ïðîñòåéøèõ
ïîäñõåì Ŝ1, Ŝ2, . . . , Ŝk. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
êàæäûé âûõîä îáîáùåííîé ñõåìû Ŝ ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì îäíîé èç ïîäñõåì
Ŝ1, Ŝ2, . . . , Ŝk. Òàêæå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýòè ïîäñõåìû çàíóìåðîâàíû
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íè ó êàêîé ïîäñõåìû âûõîä íå ïîäàâàëñÿ íà âõîä
ïîäñõåìû ñ ìåíüøèì íîìåðîì. Ïîëîæèì

a = max
aij∈A

|aij | .

Ïóñòü ïðè i = 1, 2, . . . , k íà âûõîäå ïîäñõåìû Ŝi îáîáùåííîé ñõå-
ìû Ŝ ðåàëèçóåòñÿ ôóíêöèÿ fi = xbi1

1 xbi2
2 . . . x

biq
q . Áóäåì ïîñëåäîâà-

òåëüíî ïðåîáðàçîâûâàòü îáîáùåííûå ñõåìû Ŝ1, Ŝ2, . . . , Ŝk â îáû÷íûå
ñõåìû S1, S2, . . . , Sk òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà âûõîäàõ ïîäñõåìû Si,
i = 1, 2, . . . , k, ðåàëèçîâûâàëàñü ñèñòåìà ôóíêöèé

G

(
xbi1

1 , xbi2
2 , . . . xbiq

q ,

⌈
log a

log log a

⌉ ⌈
(log log a)1/d

⌉ti
)

,

ãäå d = k + 3, à íàòóðàëüíûå ïàðàìåòðû ti, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
ti ≤ k (è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèþ ti ≤ d−3), îïðåäåëèì ïîçæå. Çàìåòèì,
÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðà d ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

q ≤ 1
8

(log log log a)1/2 ≤ 1
8

log log log a

k
=
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=
1
8

log log log a

d− 3
≤ 1

2d
log log log a,

òåì ñàìûì âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé ëåììû 5, 6 èëè 7.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîèçâîëüíûé âõîä îáîáùåííîé ñõåìû Ŝ, êî-

òîðîìó ïðèïèñàí ñèìâîë xε
s (çäåñü ëèáî ε = 1, ëèáî ε = −1), ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê òðèâèàëüíóþ (íå ñîäåðæàùóþ ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ) ïîäñõåìó, íà åäèíñòâåííîì âûõîäå êîòîðîé ðåàëèçîâàíà ñè-
ñòåìà ôóíêöèé G0

(
xε

s,
⌈

log a
log log a

⌉ ⌈
(log log a)1/d

⌉0)
= {xε

s}, êîòîðóþ ìîæ-
íî ðàñøèðèòü äî ñèñòåìû G

(
xε

s,
⌈

log a
log log a

⌉ ⌈
(log log a)1/d

⌉0)
, ïîòðàòèâ

O (3q) ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.
Èòàê, ïóñòü îáîáùåííûå ñõåìû Ŝ1, Ŝ2, . . . , Ŝi−1 óæå ïðåîáðàçîâàíû â

îáû÷íûå ñõåìû S1, S2, . . . , Si−1.
Åñëè îáîáùåííàÿ ñõåìà Ŝi ñîñòîèò èç îäíîãî äâóõâõîäîâîãî ýëåìåí-

òà, íà âõîäû êîòîðîãî ïîäàþòñÿ âûõîäû ïîäñõåì Ŝj1 è Ŝj2 , ðåàëèçóþùèõ
ôóíêöèè fj1 è fj2 , òî ïîäñõåìà Si áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä: âõîäàìè
ïîäñõåìû Si áóäóò âñå âõîäû èñõîäíîé ñõåìû Ŝ è âñå âûõîäû ñõåì Sj1

è Sj2 , íà êîòîðûõ ðåàëèçîâàíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñèñòåìû ôóíêöèé

G

(
fj1 ,

⌈
log a

log log a

⌉ ⌈
(log log a)1/d

⌉tj1
)

,

G

(
fj2 ,

⌈
log a

log log a

⌉ ⌈
(log log a)1/d

⌉tj2
)

;

íà âûõîäàõ ïîäñõåìû Si áóäåò ðåàëèçîâàíà ñèñòåìà ôóíêöèé

G

(
fj1 ∗ fj2 ,

⌈
log a

log log a

⌉ ⌈
(log log a)1/d

⌉max{tj1 ,tj2}
)

,

ãäå ïîä ñèìâîëîì ∗ ïîíèìàåòñÿ îïåðàöèÿ (óìíîæåíèå èëè äåëåíèå), ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ åäèíñòâåííîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ýëåìåíòó ñõåìû Ŝi. Â
ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì ti = max{tj1 , tj2}.

Èç çàìå÷àíèÿ ê ëåììàì 2, 3 è 4 ñëåäóåò, ÷òî òàêóþ ïîäñõåìó Si

ìîæíî ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ

O
(
3q (log log a)1−(ti/d)

)
= O (log log a)

ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.
Åñëè îáîáùåííàÿ ñõåìà Ŝi èìååò îäèí âõîä, íà êîòîðûé ïîäàåòñÿ

ôóíêöèÿ fj , ðåàëèçîâàííàÿ íà âûõîäå íåêîòîðîé îáîáùåííîé ñõåìû Ŝj
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(ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå j < i), è îäèí âûõîä, íà êîòîðîì âû-
÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ fi, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè íåêîòîðîì ðàöèîíàëüíîì
r ðàâåíñòâó fi = (fj)

r, òî ïîäñõåìà Si áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä: âõî-
äàìè ïîäñõåìû Si áóäóò âñå âõîäû ñõåìû Ŝ è âñå âûõîäû ñõåìû Sj , íà
êîòîðûõ ðåàëèçîâàíà ñèñòåìà ôóíêöèé

G0

(
fj ,

⌈
log a

log log a

⌉ ⌈
(log log a)1/d

⌉tj
)

;

íà âûõîäàõ ïîäñõåìû Si áóäåò ðåàëèçîâàíà ñèñòåìà ôóíêöèé

G0

(
fi,

⌈
log a

log log a

⌉ ⌈
(log log a)1/d

⌉max{tj+1}
)

.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì ti = tj + 1.
Â çàâèñèìîñòè îò èñïîëüçóåìîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè èç ëåì-

ìû 5, 6 èëè 7 ñëåäóåò, ÷òî òàêóþ ïîäñõåìó Si ìîæíî ïîñòðîèòü, èñ-
ïîëüçóÿ log r + O

(
log a

(log log a)1/d

)
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Çàìåòèì,

÷òî â ñèëó î÷åâèäíûõ ïðè r 6= 1 íåðàâåíñòâ

λ(xr) ≥ dlog max{|r|, 2}e ,

λ2(xr) ≥ dlog max{|r|, 2}e ,

λF (xr) ≥ dlog max{|r|, 2}e

â èñõîäíîé îáîáùåííîé ñõåìå Ŝi íå ìåíåå log max{|r|, 2} ýëåìåíòîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïåðåñòðîåíèè îáîáùåííîé ñõåìû Ŝi â îáû÷íóþ
ñõåìó Si â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èñïîëüçîâàíî äîïîëíèòåëüíî íå áîëåå
O
(

log a
(log log a)1/d

)
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Çàêîí÷èâ ïðîöåññ ïåðåñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ñõåì Ŝ1, Ŝ2, . . . , Ŝk,
ïîëó÷èì îáû÷íóþ ñõåìó S, ñîñòîÿùóþ èç ïîñòðîåííûõ ïîäñõåì
S1, S2, . . . , Sk, êîòîðàÿ ñðåäè ïðî÷èõ âû÷èñëÿåò ôóíêöèè, çàäàííûå èñ-
õîäíîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé A.

Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèòåëüíî íåðàâåíñòâà ti ≤ k, i = 1, 2, . . . , k, âû-
ïîëíÿþòñÿ.

Ïðè îïèñàííîì ïåðåñòðîåíèè ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ âîç-
ðîñëî íå áîëåå, ÷åì íà

O

(
q3q + k

(
log log a +

log a

(log log a)1/(k+1)

))
= o

(
log a

log log log a

)
.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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Â ñèëó äîêàçàííîé óíèâåðñàëüíîé íèæíåé îöåíêè (òåîðåìà 1) è î÷å-
âèäíîãî íåðàâåíñòâà a ≤ D(A) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïåðåñòðîåíèå èç äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ïðîèñõîäèò áåç àñèìïòîòè÷åñêîãî óâåëè÷åíèÿ
ñëîæíîñòè.

Çàâåðøàÿ îáñóæäåíèå òåõíè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé äîêàçàòåëüñòâà
âåðõíèõ îöåíîê ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïåðåñòðîåíèè îáîáùåííûõ
ñõåì â îáû÷íûå ïðè âñåé ïðîçðà÷íîñòè îáùåé èäåè ïðèõîäèòñÿ ïðå-
îäîëåâàòü íåêîòîðûå òðóäíîñòè, ÷àñòü èç êîòîðûõ çäåñü îñòàëàñü çà
êàäðîì. Êðîìå òîãî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â òåîðåìå 2 ìîæíî çíà÷è-
òåëüíî îñëàáèòü óñëîâèÿ è íåñêîëüêî ïîíèçèòü ïîðÿäîê îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà (o (log D(A)/ log log log D(A)) � ÷èñëà äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöè-
îíàëüíûõ ýëåìåíòîâ), îäíàêî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû îñòàòî÷íûé ÷ëåí
èìåë ïîðÿäîê log D(A)/ log log D(A) (çàáåãàÿ íåñêîëüêî âïåðåä � èìåí-
íî òàêîé ïîðÿäîê îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïîëó÷àåòñÿ ïðè íåïîñðåäñòâåííîì
äîêàçàòåëüñòâå âåðõíèõ îöåíîê â íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ) ïðè òàêîì
ïîäõîäå íåâîçìîæíî.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó âåðõíèõ îöåíîê, îñíîâàííûõ íà
ïîñòðîåíèè îáîáùåííûõ ñõåì îïèñàííîãî âûøå âèäà � ñ îãðàíè÷åíèÿìè
íà ñëîæíîñòü è ñòðóêòóðó, � â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

Íà÷íåì ñ îöåíêè ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ðàç-
ìåðà 2× 2 â ïåðâîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè.
Ëåììà 8. Íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà c, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé

ìàòðèöû A ðàçìåðà 2 × 2 ñ ðàöèîíàëüíûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ýëå-
ìåíòàìè ìîæíî ïîñòðîèòü âû÷èñëÿþùóþ åå â ïåðâîé ìîäåëè îáîá-
ùåííóþ ñõåìó S, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

λ2(S) ≤ log D(A) + c

è ñîñòîÿùóþ íå áîëåå, ÷åì èç 8 ïðîñòåéøèõ ïîäñõåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
a11 = max{a11, a12, a21, a22}. Ïîëîæèì

a′22 = a12
a21

a11
.

Ñòðîåíèå îáîáùåííîé ñõåìû S, âû÷èñëÿþùåé ñèñòåìó ôóíêöèé
{xa11

1 xa12
2 , xa21

1 xa22
2 }, áóäåò çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû a′22.

Ñ ë ó ÷ à é 1. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a′22 < 1.
Ñõåìà S áóäåò ñîñòîÿòü èç ïîäñõåì S1 (ïðè a21 6= 0), S2 (ïðè a′22 6= 0),

S3 (ïðè a′22 6= 0), S4 (ïðè a22 6= 0), S5 (ïðè a21a22 6= 0), S6 (ïðè a12 6= 0,
a21 = 0), S7 (ïðè a12 6= 0, a21 = 0), è S8.
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Ïîäñõåìà S1 ïðè a21 6= 0 âîçâîäèò ïåðåìåííóþ x1 â ñòåïåíü a21.
Ïîäñõåìà S2 ïðè a′22 6= 0 âîçâîäèò ïåðåìåííóþ x2 â ñòåïåíü a′22.
Ïîäñõåìà S3, ïðè a′22 6= 0 ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ýëåìåíòà óìíîæåíèÿ,

ïî ôóíêöèÿì xa21
1 è x

a′22
2 âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ xa21

1 x
a′22
2 .

Ïîäñõåìà S4 ïðè a22 6= 0 âîçâîäèò ïåðåìåííóþ x2 â ñòåïåíü a22−a′22
(âåëè÷èíà a22 − a′22 ïîëîæèòåëüíà, ïîñêîëüêó a22 ≥ 1, a′22 < 1).

Ïîäñõåìà S5, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ýëåìåíòà óìíîæåíèÿ, ïðè a21a22 6=
0, a′22 6= 0 ïî ôóíêöèÿì xa21

1 x
a′22
2 è x

a22−a′22
2 âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ xa21

1 xa22
2 ,

ïðè a21a22 6= 0, a′22 = 0 ïî ôóíêöèÿì xa21
1 è x

a22−a′22
2 òàêæå âû÷èñëÿåò

ôóíêöèþ xa21
1 xa22

2 . Îòìåòèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ óæå âû÷èñëåíà ïðè a21 =
0 íà âûõîäå ïîäñõåìû S4, à ïðè a22 = 0 � íà âûõîäå ïîäñõåìû S1.

Ïîäñõåìà S6 ïðè a12 6= 0, a21 = 0 âîçâîäèò ïåðåìåííóþ x1 â ñòåïåíü
a11/a12.

Ïîäñõåìà S7,ïðè a12 6= 0, a21 = 0 ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ýëåìåíòà
óìíîæåíèÿ, ïî ôóíêöèè x

a11/a12
1 è ïåðåìåííîé x2 âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ

x
a11/a12
1 x2.
Ïîäñõåìà S8 ïðè a′22 6= 0 âîçâîäèò ôóíêöèþ xa21

1 x
a′22
2 â ñòåïåíü

a11/a21; ïðè a12 6= 0, a21 = 0 âîçâîäèò ôóíêöèþ x
a11/a12
1 x2 â ñòåïåíü

a12; ïðè a12 = 0, a21 6= 0 âîçâîäèò ôóíêöèþ xa21
1 â ñòåïåíü a11/a21;

ïðè a12 = 0, a21 = 0 âîçâîäèò ïåðåìåííóþ x1 â ñòåïåíü a11. Íà âûõîäå
ïîäñõåìû S8 âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ xa11

1 xa12
2 .

Ïîëàãàÿ, ÷òî îáîáùåííûå ñõåìû S1, S2, S4, S6 è S8 ìèíèìàëüíû,
èìååì:

λ(S) = log a11 + log max{a′22 − a22, 1}+ O(1).

Ñ ë ó ÷ à é 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà a22 > a′22 ≥ 1.
Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ a12 ≥ 1 è a21 ≥ 1.
Ñõåìà S áóäåò ñîñòîÿòü èç ïîäñõåì S1, S2, S3, S4, S5 è S6.
Ïîäñõåìà S1 âîçâîäèò ïåðåìåííóþ x1 â ñòåïåíü a11/a12.
Ïîäñõåìà S2, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ýëåìåíòà óìíîæåíèÿ, ïî ôóíêöèè

x
a11/a12
1 è ïåðåìåííîé x2 âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ x

a11/a12
1 x2.

Ïîäñõåìà S3 âîçâîäèò ôóíêöèþ x
a11/a12
1 x2 â ñòåïåíü a′22, òåì ñàìûì

âû÷èñëÿÿ ôóíêöèþ xa21
1 x

a′22
2 .

Ïîäñõåìà S4 âîçâîäèò ïåðåìåííóþ x2 â ñòåïåíü a22 − a′22.
Ïîäñõåìà S5, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ýëåìåíòà óìíîæåíèÿ, ïî ôóíêöè-

ÿì xa21
1 x

a′22
2 è x

a22−a′22
2 âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ xa21

1 xa22
2 .

Ïîäñõåìà S6 âîçâîäèò ôóíêöèþ xa21
1 x

a′22
2 â ñòåïåíü a11/a21, òåì ñà-

ìûì âû÷èñëÿÿ ôóíêöèþ xa11
1 xa12

2 .
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Ïîëàãàÿ, ÷òî îáîáùåííûå ñõåìû S1, S3, S4 è S6 ìèíèìàëüíû, è ó÷è-
òûâàÿ óñëîâèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ, èìååì:

λ(S) = log
(

a11

a12

)
+log a′22 +log max{a22−a′22, 1}+log

(
a11

a21

)
+O(1) =

+ log a11 + log max{a22 − a′22, 1}+ O(1).

Ñ ë ó ÷ à é 3. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a′22 ≥ max{a22, 1}.
Çàìåòèì, ÷òî òîãäà èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ a12 ≥ 1 è a21 ≥ 1.

Ñõåìà S áóäåò ñîñòîÿòü èç ïîäñõåì S1 (ïðè a22 6= 0), S2 (ïðè a22 6= 0),
S3, S4 (ïðè a22 < a′22), S5 (ïðè a22 < a′22) è S6.

Ïîäñõåìà S1 ïðè a22 6= 0 âîçâîäèò ïåðåìåííóþ x1 â ñòåïåíü a21/a22.
Ïîäñõåìà S2, ïðè a22 6= 0 ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ýëåìåíòà óìíîæåíèÿ,

ïî ôóíêöèè x
a21/a22
1 è ïåðåìåííîé x2 âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ x

a21/a22
1 x2.

Ïîäñõåìà S3 ïðè a22 6= 0 âîçâîäèò ôóíêöèþ x
a21/a22
1 x2 â ñòåïåíü a22,

à ïðè a22 = 0 âîçâîäèò ïåðåìåííóþ x1 â ñòåïåíü a21; â îáîèõ ñëó÷àÿõ
íà âûõîäå ïîäñõåìû S3 âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ xa21

1 xa22
2 .

Ïîäñõåìà S4 ïðè a22 < a′22 âîçâîäèò ïåðåìåííóþ x2 â ñòåïåíü a′22 −
a22.

Ïîäñõåìà S5, ïðè a22 < a′22 ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ýëåìåíòà óìíîæå-
íèÿ, ïî ôóíêöèÿì xa21

1 xa22
2 è x

a′22−a22
2 âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ xa21

1 x
a′22
2 .

Ïîäñõåìà S6 âîçâîäèò ôóíêöèþ xa21
1 x

a′22
2 , ðåàëèçîâàííóþ ëèáî ïîä-

ñõåìîé S3 (ïðè a22 = a′22), ëèáî ïîäñõåìîé S5 (ïðè a22 < a′22), â ñòåïåíü
a11/a21, òåì ñàìûì âû÷èñëÿÿ ôóíêöèþ xa11

1 xa12
2 .

Ïðè a22 6= 0, ïîëàãàÿ, ÷òî îáîáùåííûå ñõåìû S1, S3, S4 è S6 ìèíè-
ìàëüíû, è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî a21 ≥ a22, âûòåêàþùåå èç ñîîòíîøå-
íèÿ a′22 ≥ a22, èìååì:

λ(S) = log
(

a21

a22

)
+log a22 +log max{a′22−a22, 1}+log

(
a11

a21

)
+O(1) =

= log a11 + log max{a′22 − a22, 1}+ O(1).

Åñëè óñëîâèå a22 6= 0 íå âûïîëíÿåòñÿ, òî òàêàÿ æå îêîí÷àòåëüíàÿ îöåíêà
(ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ â ïðîìåæóòî÷íîì âûðàæåíèè) ïîëó÷à-
åòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû ôóíêöèé
{xa11

1 xa12
2 , xa21

1 xa22
2 } ìîæíî ïîñòðîèòü îáîáùåííóþ ñõåìó S, óäîâëåòâî-

ðÿþùóþ óñëîâèþ

λ(S) = log a11 + log max{|a′22 − a22|, 1}+ O(1) =
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= log max{|a11a22 − a12a21|, a11}+ O(1)

è ñîñòîÿùóþ íå áîëåå, ÷åì èç 8 ïðîñòåéøèõ ïîäñõåì.
Ëåììà 8 äîêàçàíà.
Òåïåðü ïîëó÷åííóþ îáîáùåííóþ ñõåìó â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2

ìîæíî ïåðåñòðîèòü â îáû÷íóþ áåç àñèìïòîòè÷åñêîãî óâåëè÷åíèÿ ñëîæ-
íîñòè. Ýòîò ôàêò âìåñòå ñ äîêàçàííîé îáùåé íèæíåé îöåíêîé (òåîðå-
ìà 1) óñòàíàâëèâàåò äëÿ ïåðâîé ìîäåëè àñèìïòîòèêó ðîñòà â ñëó÷àå
ìàòðèö ðàçìåðà 2× 2.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëî÷èñëåííûõ
ìàòðèö A(n) = (aij(n)) ðàçìåðà 2× 2 ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòà-
ìè è áåç íóëåâûõ ñòðîê, óäîâëåòâîðÿþùåé ïðè n →∞ óñëîâèþ

max
aij∈A(n)

|aij(n)| → ∞,

ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

l(A(n)) ∼ log D(A(n)).

Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî âåðõíåé îöåíêè ñ íåïîñðåäñòâåííûì ïðåäú-
ÿâëåíèåì ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ (è ëó÷øåé îöåíêîé îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà)
äàíî â [11]. Â ðàáîòå [13] ñîäåðæèòñÿ ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ýòîãî ðå-
çóëüòàòà íà ñëó÷àè ìàòðèö ðàìåðîâ p× 2 è 2× q.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öåëî÷èñëåííûõ
ìàòðèö A(n) = (aij(n)) è B(n) = (bij(n)) ðàçìåðîâ, ñîîòâåòñòâåííî,
2 × q(n) è p(n) × 2 ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè è áåç íóëåâûõ
ñòðîê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè n →∞ óñëîâèÿì

max
aij∈A(n)

|aij(n)| → ∞, max
bij∈B(n)

|bij(n)| → ∞,

ñïðàâåäëèâû îöåíêè

log D(A(n)) ≤ l (A(n)) ≤ log D(A(n)) + O

 p log max
aij∈A(n)

|aij(n)|

log log max
aij∈A(n)

|aij(n)|

 ,

log D(B(n)) ≤ l (B(n)) ≤ log D(B(n)) + O

 q log max
bij∈B(n)

|bij(n)|

log log max
bij∈B(n)

|bij(n)|

 .
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Òåì ñàìûì ïðè óñëîâèè p = o (log log max aij) (èëè, ñîîòâåòñòâåííî,
q = o (log log max bij)) äëÿ ïåðâîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè óñòàíîâëåíà
àñèìïòîòèêà ðîñòà ñëîæíîñòè ìàòðèö ðàçìåðà p× 2 è 2× q.

Òåïåðü âðåìåííî ïåðåéäåì êî âòîðîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé, ò. å. ê ìî-
äåëè, äîïóñêàþùåé îïåðàöèþ äåëåíèÿ. Ýòîò ïåðåõîä ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî
äëÿ äàííîé ìîäåëè, â îòëè÷èå îò ïåðâîé è, òåì áîëåå, îò òðåòüåé, îïèñàí-
íûé âûøå ïîäõîä ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è
â ñëó÷àå ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé p è q.

Ëåììà 9. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ðàçìåðà p × q ñ ðàöèî-
íàëüíûìè ýëåìåíòàìè ìîæíî ïîñòðîèòü âû÷èñëÿþùóþ åå âî âòîðîé
ìîäåëè îáîáùåííóþ ñõåìó S, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

λ2(S) ≤ log D(A) + 3(p + q)2

è ñîñòîÿùóþ íå áîëåå, ÷åì èç 2(p + q)2 ïðîñòåéøèõ ïîäñõåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî âåëè÷èíå min{p, q}.
Áàçà èíäóêöèè. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå min{p, q} = 1.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p = 1, ò. å. ñëó÷àé âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè

xa1
1 xa2

2 . . . x
aq
q . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |a1| ≥

|a2| ≥ . . . ≥ |aq| > 0. Ïðåäâàðèòåëüíî äëÿ âñåõ j, j = 1, 2, . . . , q,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå aj < 0, ïîñòðîèì ïîäñõåìó (ñî-
ñòîÿùóþ èç äâóõ ýëåìåíòîâ äåëåíèÿ), âîçâîäÿùóþ ïåðåìåííóþ xj â
ñòåïåíü −1. Ïîëîæèì yj = x

sgn aj

j , j = 1, 2, . . . , q. Òåïåðü ïîñòðîèì
îáîáùåííóþ ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ ïî ôóíêöèÿì y1, y2, . . . , yq ôóíêöèþ
y
|a1|
1 y

|a2|
2 . . . y

|aq|
q = xa1

1 xa2
2 . . . x

aq
q . Ñíà÷àëà ïåðåìåííóþ y1 âîçâåäåì â ñòå-

ïåíü |a1/a2|, à ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ äîìíîæèì íà ïåðåìåííóþ y2, òåì
ñàìûì âû÷èñëÿÿ ôóíêöèþ y

|a1/a2|
1 y2, çàòåì ýòó ôóíêöèþ âîçâåäåì â ñòå-

ïåíü |a2/a3|, à ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ äîìíîæèì íà ïåðåìåííóþ y3, òåì
ñàìûì âû÷èñëÿÿ ôóíêöèþ y

|a1/a3|
1 y

|a2/a3|
2 y3, è ò. ä. Íà ïðåäïîñëåäíåì

øàãå âû÷èñëèì ôóíêöèþ y
|a1/aq|
1 y

|a2/aq|
2 . . . y

|aq−1/aq|
q−1 yq, à íà ïîñëåäíåì,

âîçâåäÿ ýòó ôóíêöèþ â ñòåïåíü |aq|, ïîëó÷èì ôóíêöèþ y
|a1|
1 y

|a2|
2 . . . y

|aq|
q .

Òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåííàÿ îáîáùåííàÿ ñõåìà S âû÷èñëÿåò ôóíê-
öèþ xa1

1 xa2
2 . . . x

aq
q , ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç 3q − 1 ïðîñòåéøèõ ïîäñõåì

è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (çäåñü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ïîäñõåìû
âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ìèíèìàëüíû)

λ2(S) ≤ 2q+
⌈
log
∣∣∣∣a1

a2

∣∣∣∣⌉+
⌈
log
∣∣∣∣a2

a3

∣∣∣∣⌉+ . . .+
⌈
log
∣∣∣∣aq−1

aq

∣∣∣∣⌉+dlog |aq|e+q+1,
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èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî λ2(S) ≤ log |a1|+ 4q.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ q = 1, ò. å. ê ñëó÷àþ âû÷èñëåíèÿ ñèñòå-

ìû ñòåïåíåé xa1 , xa2 , . . . , xap . Ñíîâà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî |a1| ≥ |a2| ≥ . . . ≥ |ap| > 0. Ïîñòðîèì îáîáùåííóþ ñõåìó,
âû÷èñëÿþùóþ ñèñòåìó ñòåïåíåé x|a1|, x|a2|, . . . , x|ap|. Ýòà ñõåìà áóäåò ñî-
ñòîÿòü èç öåïî÷êè ïîäñõåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âîçâîäèò ïîäàâàåìóþ íà
âõîä ïîäñõåìû ôóíêöèþ, ñîîòâåòñòâåííî, â ñòåïåíè |aq|, |aq−1/aq|, . . .,
|a2/a1|, à íà âõîä ïåðâîé èç íèõ ïîäàåòñÿ ïåðåìåííàÿ x.

Äàëåå äëÿ âñåõ i, i = 1, 2, . . . , p, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
ai < 0, ïîñòðîèì ïîäñõåìó (ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ýëåìåíòîâ äåëåíèÿ),
âîçâîäÿùóþ ôóíêöèþ x|ai| â ñòåïåíü −1.

Òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåííàÿ îáîáùåííàÿ ñõåìà S âû÷èñëÿåò ñèñòåìó
ñòåïåíåé xa1 , xa2 , . . . , xap , ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç 2p ïðîñòåéøèõ ïîä-
ñõåì è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (çäåñü ñíîâà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå
ïîäñõåìû âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ìèíèìàëüíû)

λ2(S) ≤ dlog |ap|e+
⌈
log
∣∣∣∣ap−1

ap

∣∣∣∣⌉+ . . . +
⌈
log
∣∣∣∣a1

a2

∣∣∣∣⌉+ 2p,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî λ2(S) ≤ log |a1|+ 3p.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà áàçû èíäóêöèè îñòàëîñü ó÷åñòü ðà-

âåíñòâî D(A) = a1.
Øàã èíäóêöèè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî
|a11| = max |aij |.

Ïðè |a11| < 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |a11| ≥ 1.
Íå èçìåíÿÿ àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ èñõîäíîé ìàòðèöû A,

îïðåäåëèì åùå îäíó ìàòðèöó ðàçìåðà p× q ñ ðàöèîíàëüíûìè ýëåìåíòà-
ìè � ìàòðèöó B = (bij) � ñëåäóþùèì îáðàçîì:

bi1 = ai1 sgn ai1, i = 1, 2, . . . , p;

bij = aij sgn(ai1a11a1j), i = 2, 3, . . . , p, j = 1, 2, . . . , q.

Îòìåòèì, ÷òî â ìàòðèöå B âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà è âñå ýëåìåí-
òû ïåðâîé ñòðîêè íåîòðèöàòåëüíû. Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
b11 = max |bij |.

Ìàòðèöó A ïî ìàòðèöå B ìîæíî âîññòàíîâèòü òàêèì îáðàçîì. Ñíà-
÷àëà i-þ ñòðîêó ìàòðèöû B, i = 1, 2, . . . , p, äîìíîæèì íà sgn ai1 (ýòî ñî-
îòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò ôóíêöèè xbi1

1 xbi2
2 . . . x

biq
q ê ôóíêöèè
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x−bi1
1 x−bi2

2 . . . x
−biq
q =

(
xbi1

1 xbi2
2 . . . x

biq
q

)−1

â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåò-
ñÿ íåðàâåíñòâî ai1 < 0), à çàòåì j-é ñòîëáåö ïîëó÷åííîé ìàòðèöû,
j = 1, 2, . . . , q, äîìíîæèì íà âåëè÷èíó sgn(a1ja11) (ýòî ñîîòâåòñòâóåò
çàìåíå ïåðåìåííîé xj íà x−1

j âî âñåõ ôóíêöèÿõ â ñëó÷àå, êîãäà âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a1ja11 < 0). Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

D(A) = D(B).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âî âòîðîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè ïîñòðîåíà
îáîáùåííàÿ ñõåìà S, ðåàëèçóþùàÿ ìàòðèöó B, òî íà åå îñíîâå ïîñòðî-
èòü îáîáùåííóþ ñõåìó S′, âû÷èñëÿþùóþ ìàòðèöó A, ìîæíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ñíà÷àëà ê i-ìó âûõîäó ñõåìû S, i = 2, 3, . . . , p, â ñëó÷àå, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ai1 < 0, ïðèñîåäèíèì ïîäñõåìó (ñîñòîÿùóþ
èç äâóõ ýëåìåíòîâ äåëåíèÿ), âîçâîäÿùóþ ïîäàâàåìóþ íà âõîä ôóíêöèþ
â ñòåïåíü −1, à çàòåì íà j-é âõîä ïîëó÷åííîé ñõåìû, j = 1, 2, . . . , q, â
ñëó÷àå, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a1ja11 < 0, âìåñòî ïåðåìåííîé
xj ïîäàäèì âûõîä ïîäñõåìû (ñîñòîÿùåé èç äâóõ ýëåìåíòîâ äåëåíèÿ),
âîçâîäÿùåé ïåðåìåííóþ xj â ñòåïåíü −1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ïî îáîáùåííîé ñõåìå, âû÷èñëÿþùåé ìàòðèöó B, îáîáùåííîé ñõåìû,
âû÷èñëÿþùåé ìàòðèöó A, äîñòàòî÷íî ê âõîäàì è âûõîäàì ñõåìû ïðè-
ñîåäèíèòü íå áîëåå p+q îäíîâõîäîâûõ îáîáùåíûõ ñõåì ñ îáùèì ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ íå áîëåå 2(p + q).

Äîêàæåì òðåáóåìóþ îöåíêó äëÿ ìàòðèöû B.
Ïîëîæèì

b′ij = bi1
b1j

b11
, i = 2, 3, . . . , p, j = 2, 3, . . . , q.

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

0 ≤ b′ij ≤ min(bi1, b1j), i = 2, 3, . . . , p, j = 2, 3, . . . , q.

Â ñèëó ðàâåíñòâ

xbi1
1 xbi2

2 . . . xbiq
q = xbi1

1 x
b′i2
2 . . . x

b′iq
q x

bi2−b′i2
2 x

bi3−b′i3
3 . . . x

biq−b′iq
q , i = 2, 3, . . . , p,

äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ñõåìû S, âû÷èñëÿþùåé ìàòðèöó B äîñòà-
òî÷íî ïîñòðîèòü îáîáùåííóþ ñõåìó S1, âû÷èñëÿþùóþ ñèñòåìó ôóíêöèé{

xb11
1 xb12

2 . . . xb1q
q , xb21

1 x
b′22
2 . . . x

b′2q
q , . . . , x

bp1
1 x

b′p2
2 . . . x

b′pq
q

}
,

è îáîáùåííóþ ñõåìó S2, âû÷èñëÿþùóþ ñèñòåìó ôóíêöèé
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{
x

b22−b′22
2 x

b23−b′23
3 . . . x

b2q−b′2q
q , x

b32−b′32
2 x

b33−b′33
3 . . . x

b3q−b′3q
q , . . .

. . . , x
bp2−b′p2
2 x

bp3−b′p3
3 . . . x

bpq−b′pq
q

}
,

à çàòåì ñ ïîìîùüþ p − 1 îäíîýëåìåíòíîé ïîäñõåìû äëÿ i = 2, 3, . . . , p
ïåðåìíîæèòü i-é âûõîä ñõåìû S1 è (i− 1)-é âûõîä ïîäñõåìû S2.

Ñõåìà S1, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè íàëè÷èè ñðåäè íåîòðèöàòåëüíûõ ÷è-
ñåë bi1, i = 2, 3, . . . , p, õîòÿ áû îäíîãî îòëè÷íîãî îò 0 ÷èñëà áóäåò ñîñòî-
ÿòü èç äâóõ ïîäñõåì S′

1 è S′′
1 .

Ïîäñõåìà S′
1 ïî ïåðåìåííûì x1, x2, . . . , xq äëÿ íåêîòîðîãî i0, 1 ≤

i0 ≤ p, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ bi01 6= 0, âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ
x

bi01

1 x
b′i02

2 . . . x
b′i0q
q . Â ñèëó áàçû èíäóêöèè (ñëó÷àé p = 1) ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî ñõåìà S′
1 ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç 3q − 1 ïðîñòåéøèõ ïîäñõåì

è óäîâëåòâîðÿåò â ñèëó î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ bi01 ≥ b′i0j , j = 2, 3, . . . , q,
ñîîòíîøåíèþ λ2(S′

1) ≤ log bi01 + 4q.
Ïîäñõåìà S′

2 âîçâîäèò ôóíêöèþ x
bi01

1 x
b′i02

2 . . . x
b′i0q
q â ñòåïåíè bi1/bi01,

i = 1, 2, . . . , p, òåì ñàìûì âû÷èñëÿÿ ñèñòåìó âñåõ îòëè÷íûõ îò åäèíè÷íîé
ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà{

xb11
1 xb12

2 . . . xb1q
q , xb21

1 x
b′22
2 . . . x

b′2q
q , . . . , x

bp1
1 x

b′p2
2 . . . x

b′pq
q

}
.

Â ñèëó áàçû èíäóêöèè (ñëó÷àé q = 1) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñõåìà S′
2

ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç 2p ïðîñòåéøèõ ïîäñõåì è óäîâëåòâîðÿåò ñîîò-
íîøåíèþ λ2(S′

1) ≤ log (b11/bi01) + 3p.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáîáùåííàÿ ñõåìà S1 ñîñòîèò

íå áîëåå ÷åì èç 2p + 3q ïðîñòåéøèõ ïîäñõåì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
λ2(S1) ≤ log b11 + 3p + 4q.

Ïåðåõîäÿ ê îïèñàíèþ ïîäñõåìû S2, îáîçíà÷èì ìàòðèöó
b22 − b′22 b23 − b′23 . . . b2q − b′2q

b32 − b′32 b33 − b′33 . . . b3q − b′3q

. . . . . . . . . . . .
bp2 − b′p2 bp3 − b′p3 . . . bpq − b′pq


ðàçìåðà (p − 1) × (q − 1) ÷åðåç B̃. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ
ñèñòåìû ôóíêöèé, çàäàííîé ìàòðèöåé B, ìîæíî ïîñòðîèòü âû÷èñëÿ-
þùóþ ýòó ñèñòåìó îáîáùåííóþ ñõåìó S2, ñîñòîÿùóþ íå áîëåå, ÷åì èç
2(p + q − 2)2 ïðîñòåéøèõ ïîäñõåì è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ

λ(S2) ≤ log D
(
B̃
)

+ 3(p + q)2.
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Ïóñòü ÷èñëî s è íàáîðû èíäåêñîâ i1, i2, . . . , is è j1, j2, . . . , js, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1 ≤ s ≤ min(p, q) − 1, 2 ≤ i1 < i2 < . . . < is ≤ p,
2 ≤ j1 < j2 < . . . < js ≤ q, âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
ðàâåíñòâî

D
(
B̃
)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣det


bi1,j1 − b′i1,j1

bi1,j2 − b′i1,j2
. . . bi1,js

− b′i1,js

bi2,j1 − b′i2,j1
bi2,j2 − b′i2,j2

. . . bi2,js − b′i2,js

. . . . . . . . . . . .
bis,j1 − b′is,j1

bis,j2 − b′is,j2
. . . bis,js − b′is,js


∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bj , j = 1, j1, j2, . . . , js, âåêòîð-ñòîëáåö

(bi1,j , bi2,j , . . . , bis,j)
T

âûñîòû s. Òîãäà

det B̃=det


bi1,j1 − bi1,1

b1,j1
b11

bi1,j2 − bi1,1
b1,j2
b11

. . . bi1,js
− bi1,1

b1,js

b11

bi2,j1 − bi2,1
b1,j1
b11

bi2,j2 − bi2,1
b1,j2
b11

. . . bi2,js
− bi2,1

b1,js

b11
. . . . . . . . . . . .

bis,j1 − bis,1
b1,j1
b11

bis,j2 − bis,1
b1,j2
b11

. . . bis,js
− bis,1

b1,js

b11

=

= det
(

Bj1 −
b1,j1

b11
B1, Bj2 −

b1,j2

b11
B1, . . . , Bjs

− b1,js

b11
B1

)
=

= det (Bj1 , Bj2 , . . . , Bjs)− det
(

b1,j1

b11
B1, Bj2 , . . . , Bjs

)
−

−det
(
Bj1 ,

b1,j2

b11
B1, Bj3 , . . . , Bjs

)
− . . .− det

(
Bj1 , Bj2 , . . . , Bjs−1 ,

b1,js

b11
B1

)
=

=
1

b11

(
b11 det (Bj1 , Bj2 , . . . , Bjs

)−−b1,j1 det (B1, Bj2 , . . . , Bjs
) +

+b1,j2 det (B1, Bj1 , Bj3 , . . . , Bjs)− . . . (−1)sb1,js det
(
B1, Bj1 , . . . , Bjs−1

) )
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî
ïåðâîé ñòðîêå, ïîëó÷àåì:

det


b1,1 b1,j1 b1,j2 . . . b1,js

bi1,1 bi1,j1 bi1,j2 . . . bi1,js

bi2,1 bi2,j1 bi2,j2 . . . bi2,js

. . . . . . . . . . . . . . .
bis,1 bis,j1 bis,j2 . . . bis,js

 = b11 det (Bj1 , Bj2 , . . . , Bjs
)−

− b1,j1 det (B1, Bj2 , . . . , Bjs
) + b1,j2 det (B1, Bj1 , Bj3 , . . . , Bjs

)− . . .
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. . . + (−1)sb1,js det
(
B1, Bj1 , . . . , Bjs−1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

D
(
B̃
)

=
1

b11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det


b1,1 b1,j1 b1,j2 . . . b1,js

bi1,1 bi1,j1 bi1,j2 . . . bi1,js

bi2,1 bi2,j1 bi2,j2 . . . bi2,js

. . . . . . . . . . . . . . .
bis,1 bis,j1 bis,j2 . . . bis,js


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ D(B)

b11
=

D(A)
b11

.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì: ñõåìà S ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç (2p + 3q) +
2(p + q − 2)2 + (p − 1) + (p + q) ≤ 2(p + q)2 ïðîñòåéøèõ ñõåì, ïðè÷åì
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

λ2(S) ≤ (log b11 + 3p + 4q) +
(

log
(

D(A)
b11

)
+ 3(p + q − 2)2

)
+

+ (p− 1) + 2(p + q) ≤ log D(A) + 3(p + q)2.

Ëåììà 9 äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

p + q = o
(
(log log log max |aij |)1/4

)
ïîëó÷åííóþ îáîáùåííóþ ñõåìó â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2 ìîæíî ïå-
ðåñòðîèòü â îáû÷íóþ áåç àñèìïòîòè÷åñêîãî óâåëè÷åíèÿ ñëîæíîñòè, è
ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëî÷èñëåííûõ
ìàòðèö A(n) = (aij(n)) ðàçìåðà p(n) × q(n), óäîâëåòâîðÿþùåé ïðè
n →∞ óñëîâèþ

p(n) + q(n)(
log log log maxaij∈A(n) |aij |

)1/4
→ 0,

ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

l2(A(n)) ∼ log D(A(n)).

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [12] ýòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî çà ñ÷åò
íåïîñðåäñòâåííîãî ïîñòðîåíèÿ îáû÷íûõ ñõåì (áåç ïðîìåæóòî÷íîãî ïî-
ñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ñõåì) óñòàíîâëåíî ïðè áîëåå ñëàáîì óñëîâèè
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p+q = o
(
(log log D(A))1/2

)
(ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, äîêàçàòåëüñòâî âåðõ-

íåé îöåíêè òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæíîå). Îäíàêî, íàèáîëåå âàæíûì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ñàì ôàêò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ (è äàæå ñëàáî-
ðàñòóùèõ) çíà÷åíèÿõ ðàçìåðîâ çàäàþùåé ñèñòåìó ôóíêöèé ìàòðèöû
âåðõíÿÿ îöåíêà àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ íèæíåé.

Èñïîëüçîâàííóþ íàìè äëÿ âòîðîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè èäåþ ïî-
ñòðîåíèÿ ïî÷òè îïòèìàëüíûõ îáîáùåííûõ ñõåì, ñîñòîÿùóþ â âû÷èñëå-
íèè ñíà÷àëà ñèñòåìû ôóíêöèé, "ïðîïîðöèîíàëüíûõ- ôóíêöèè, ñîäåð-
æàùåé â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ ñòåïåíü ñ ìàêñèìàëüíûì ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå ïîêàçàòåëåì, à çàòåì � ñèñòåìû ôóíêöèé, "ïîäïðàâëÿþùèõ-
ýòè ôóíêöèè è ñîñòîÿùåé èç ìåíüøåãî, ÷åì èñõîäíàÿ âû÷èñëÿåìàÿ ñè-
ñòåìà, ÷èñëà ôóíêöèé îò ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, íå óäàåòñÿ ïå-
ðåíåñòè íà ñëó÷àé ïåðâîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè äàæå äëÿ ìàòðèö
ðàçìåðà 3 × 3 (ïðè p = 2 èëè q = 2 ñäåëàòü ýòî óäàåòñÿ � ñì. ëåììû 1
è 8 èç [15]). È ñâÿçàíî ýòî íå òîëüêî ñ íåâîçìîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ
ñòåïåíåé ñ îòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè â ïåðâîé ìîäåëè, ÷òî ïîêà-
çûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, â êîòîðîì äàæå âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü
ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèè, îáðàòíûå ê ïåðåìåííûì, íå ïðèâîäèò ê ïîëó-
÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìîé âåðõíåé îöåíêè ïðè ïðèìåíåíèè
îïèñàííîãî âûøå ïîäõîäà.

Ïóñòü â ìîäåëÿõ, íå èñïîëüçóþùèõ îïåðàöèþ äåëåíèÿ, íàäî âû÷èñ-
ëèòü ñèñòåìó îäíî÷ëåíîâ, çàäàííóþ ìàòðèöåé2k+3 2k+2 2k+2

2k+2 2k+1 + 2k 2k+1

2k+1 0 2k


(çäåñü ýëåìåíòû ìàòðèöû ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âû÷èñëåíèÿ
îáîáùåííûìè è îáû÷íûìè ñõåìàìè íå îòëè÷àëèñü).

Åñëè ñëåäîâàòü ïîäõîäó, èñïîëüçîâàâøåìóñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîá-
ùåííûõ ñõåì ïðè èçó÷åíèè ìåðû ñëîæíîñòè λ2, òî ñíà÷àëà íàäî ðåà-
ëèçîâàòü îäíî÷ëåíû x2k+3

1 x2k+2

2 x2k+2

3 , x2k+2

1 x2k+1

2 x2k+1

3 è x2k+1

1 x2k

2 x2k

3 , çà-
òåì � ôóíêöèè x2k

2 è x−2k

2 , ïîñëå ÷åãî ïåðåìíîæèòü ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé. Ýòîò ïîäõîä â ñèëó ðàâåíñòâ

lF

(
x2k+3

1 x2k+2

2 x2k+2

3 , x2k+2

1 x2k+1

2 x2k+1

3 , x2k+1

1 x2k

2 x2k

3

)
= k + 5,

lF

(
x2k

2 , x−2k

2

)
= 2k

(ïåðâîå èç íèõ ïî÷òè î÷åâèäíî, à âòîðîå áóäåò ôîðìàëüíî äîêàçàíî
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íèæå) äëÿ âåëè÷èíû lF

(
x2k+3

1 x2k+2

2 x2k+2

3 , x2k+2

1 x2k+1+2k

2 x2k+1

3 , x2k+1

1 x2k

3

)
äàåò âåðõíþþ îöåíêó 3k + 7.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ áîëåå ñëàáîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè, íå äî-
ïóñêàþùåé èñïîëüçîâàíèå íè îïåðàöèè äåëåíèÿ, íè ôóíêöèé, îáðàòíûõ
ê ïåðåìåííûì, ýòó ñèñòåìó îäíî÷ëåíîâ ìîæíî âû÷èñëèòü ñ èñïîëüçî-
âàíèåì âñåãî 2k + 7 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿÿ
îäíî÷ëåíû: x2

1x3 (èñïîëüçóåì 2 îïåðàöèè óìíîæåíèÿ); x2k+1

1 x2k

3 (k óìíî-
æåíèé); x2k+2

1 x2k+1

3 (1 óìíîæåíèå); x2k

2 (k óìíîæåèé); x2k+1

2 (1 óìíîæå-
èå); x2k+2

1 x2k+1

2 x2k+1

3 (1 óìíîæåíèå); x2k+2

1 x2k+1+2k

2 x2k+1

3 (1 óìíîæåíèå);
x2k+3

1 x2k+2

2 x2k+2

3 (1 óìíîæåíèå). Ñëåäîâàòåëüíî,

lF

(
x2k+3

1 x2k+2

2 x2k+2

3 , x2k+2

1 x2k+1+2k

2 x2k+1

3 , x2k+1

1 x2k

3

)
≤

≤ l
(
x2k+3

1 x2k+2

2 x2k+2

3 , x2k+2

1 x2k+1+2k

2 x2k+1

3 , x2k+1

1 x2k

3

)
≤ 2k + 7.

Ýòà âåðõíÿÿ îöåíêà óæå àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìà:

l
(
x2k+3

1 x2k+2

2 x2k+2

3 , x2k+2

1 x2k+1+2k

2 x2k+1

3 , x2k+1

1 x2k

3

)
≥

≥ lF

(
x2k+3

1 x2k+2

2 x2k+2

3 , x2k+2

1 x2k+1+2k

2 x2k+1

3 , x2k+1

1 x2k

3

)
≥

≥ log D

2k+3 2k+2 2k+2

2k+2 2k+1 + 2k 2k+1

2k+1 0 2k

 ≥ log
∣∣∣∣det

(
2k+3 2k+2

2k+1 0

)∣∣∣∣ = 2k + 3.

Ýòîò ïðèìåð â êàêîé-òî ñòåïåíè èëëþñòðèðóåò òðóäíîñòè, âîçíèêàþ-
ùèå ïðè ïîïûòêå äîêàçûâàòü â ïåðâîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè âåðõíèå
îöåíêè, àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùèå ñ óñòàíîâëåííîé íèæíåé îöåíêîé.
Â ðàáîòå [15] ýòè òðóäíîñòè ïðåîäîëåíû â ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ ñèñòåì èç
òðåõ îäíî÷ëåíîâ îò òðåõ ïåðåìåííûõ. Ñ ïîìîùüþ óæå îïèñàííîãî ïåðå-
õîäà ê îáîáùåííûì ñõåìàì è ðàññìîòðåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ
ñëó÷àåâ ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåì â [15] óñòàíîâëåíà àñèìïòî-
òèêà ðîñòà ñëîæíîñòè ìàòðèö ðàçìåðà 3 × 3 â ïåðâîé âû÷èñëèòåëüíîé
ìîäåëè.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëî÷èñëåííûõ
ìàòðèö A(n) = (aij(n)) ðàçìåðà 3× 3 ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòà-
ìè è áåç íóëåâûõ ñòðîê, óäîâëåòâîðÿþùåé ïðè n →∞ óñëîâèþ

max
aij∈A(n)

|aij(n)| → ∞,
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ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

l(A(n)) ∼ log D(A(n)).

Ïî-âèäèìîìó, àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî l(A) ∼ log D(A) ñïðàâåä-
ëèâî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö (ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè è áåç íóëåâûõ
ñòðîê) ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà p× q, îäíàêî ïðè p ≥ 3, q ≥ 3, pq ≥ 12
ýòî îñòàåòñÿ òîëüêî ãèïîòåçîé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìåð ñëîæíîñòè l è l2 âñå èçâåñòíûå àñèìïòî-
òè÷åñêè òî÷íûå îöåíêè ñëîæíîñòè ìàòðèö A ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà
p× q èìåþò âèä log D(A)+ o(log D(A)). Ïðè ïåðåõîäå ê ìåðå ñëîæíîñòè
lF , êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ.

Äàëåå, äëÿ ìàòðèöû A ðàçìåðà p × q îïðåäåëèì âåëè÷èíó T (A) ðà-
âåíñòâîì

T (A) = max
j : 1≤j≤q

{max{a1j , a2j , . . . , apj , 0} |min{a1j , a2j , . . . , apj , 0}|} .

Òàêèì îáðàçîì, T (A) � ýòî ìàêñèìóì àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ïîïàð-
íûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì
ïàðàì ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ äâóì óñëîâèÿì � ýòè ýëåìåíòû
äîëæíû íàõîäèòüñÿ â îäíîì ñòîëáöå è èìåòü ðàçíûå çíàêè.
Ëåììà 10. Äëÿ ëþáîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû A ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî
lF (A) ≥ log max{T (A), 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
T (A) = |a11a21|, ïðè÷åì a11 ≤ 1, a21 ≤ −1. Ðàññìîòðèì ñõåìó S ñî
âõîäàìè x1, x

−1
1 , x2, x

−1
2 . . . , xq, x

−1
q , âû÷èñëÿþùóþ ìàòðèöó A è óäîâëå-

òâîðÿþùóþ óñëîâèþ lF (S) = lF (A). Ïðåîáðàçóåì ñõåìó S â ñõåìó S′

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âõîäó, êîòîðîìó áûë ïðèïèñàí ñèìâîë x1, ïðèïè-
øåì ñèìâîë íîâîé ïåðåìåííîé u, à âõîäó êîòîðîìó áûë ïðèïèñàí ñèìâîë
x−1

1 , � ñèìâîë íîâîé ïåðåìåííîé v. Òîãäà â âåðøèíàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
â èñõîäíîé ñõåìå ïåðâûì äâóì ñòðîêàì ìàòðèöû A, áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ
ôóíêöèè âèäà ua11+α1vα1xa12

2 . . . xa1q
q è uα2v|a21|+α2xa22

2 . . . xa2q
q , ãäå α1

è α2 � íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ
ëåììó 1, èìååì:

lF (A) = lF (S) = lF (S′) ≥ log
∣∣∣∣det

(
a11 + α1 α1

α2 |a21|+ α2

)∣∣∣∣ ≥
≥ log |a11a21| = log T (A).

Ëåììà 10 äîêàçàíà.
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Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà èç ëåììû 10 ìîæåò âäâîå ïðåâîñõîäèòü îöåíêó
èç ëåììû 1 � íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû A =

(
2k,−2k

)T . Â òåðìèíàõ âåëè-
÷èí D(A) è T (A) óæå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå îá àñèìï-
òîòè÷åñêîì ðîñòå F -ñëîæíîñòè öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö, ñîñòîÿùèõ èç
äâóõ ñòðîê, ïðåäâàðèòåëüíî äîêàçàâ òåõíè÷åñêóþ ëåììó.
Ëåììà 11. Ïóñòü â öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöå A = (aij) ðàçìåðà p×q

äëÿ ýëåìåíòa aij íàéäåòñÿ èíäåêñ s, 1 ≤ s ≤ p, òàêîé, ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ óñëîâèå aijasj ≤ 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t, 1 ≤ t ≤ q, ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

max{|aijast|, |aitasj |} ≤ 2 max{D(A), T (A)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ aijastaitasj ≤ 0, ñïðà-
âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

max{|aijast|, |aitasj |} ≤ |aijast|+ |aitasj | = |aijast − aitasj | ≤ D(A).

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî aijastaitasj > 0. Áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

|aijast| ≥ |aitasj |.

Òîãäà ïðè |aijast| ≥ 2|aitasj | âåðíû ñîîòíîøåíèÿ
|aitasj | ≤ |aijast| ≤ 2|aitasj − aijast| ≤ 2D(A).

Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |aijast| < 2|aitasj |, òî ñïðàâåäëèâî
õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ: |aij | ≤ 2|ait| èëè |ast| ≤ 2|asj |. Òîãäà ïðè
âûïîëíåíèè ïåðâîãî íåðàâåíñòâà èìååì:

|aitasj | ≤ |aijast| ≤ 2|aitast| ≤ 2T (A),

à ïðè âûïîëíåíèè âòîðîãî � ïîëó÷àåì:
|aitasj | ≤ |aijast| ≤ 2|aijasj | ≤ 2T (A).

Ëåììà 11 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëî÷èñëåííûõ

ìàòðèö A(n) = (aij(n)) ðàçìåðà 2×q(n), óäîâëåòâîðÿþùåé ïðè n →∞
óñëîâèþ

q(n)
log log max

aij∈A(n)
|aij(n)|

→ 0,

ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

lF (A(n)) ∼ log max{D(A(n)), T (A(n))}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Í è æ í ÿ ÿ î ö å í ê à

log D(A(n)) ≥ log max{D(A(n)), T (A(n))}

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåìì 1 è 10.
Â å ð õ í ÿ ÿ î ö å í ê à. Â ñèëó î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ

log D(A) ≥ log max |aij |

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

l(A(n)) ≤ log max{D(A(n)), T (A(n))}+O

(
q(n) log max{aij | aij ∈ A(n)}
log log max{aij | aij ∈ A(n)}

.

)
Ïî öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöå A = A(n) ðàçìåðà 2 × q îïðåäåëèì öå-

ëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó B ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïðåîáðàçóÿ ñòîëáöû èñõîäíîé ìàòðèöû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Åñëè â ñòîëáöå
(

a1i

a2i

)
ýëåìåíòû èìåþò îäèí çíàê, ò. å. a1ia2i ≥ 0,

òî âêëþ÷àåì â ìàòðèöó B âìåñòî ýòîãî ñòîëáöà ñòîëáåö
(
|a1i|
|a2i|

)
.

2. Åñëè â ñòîëáöå
(

a1i

a2i

)
ýëåìåíòû èìåþò ðàçíûå çíàêè, ò. å. a1ia2i <

0, òî âêëþ÷àåì â ìàòðèöóB âìåñòî ýòîãî ñòîëáöà ìàòðèöó
(
|a1i| 0
0 |a2i|

)
.

Òàêèì îáðàçîì, B � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
ýëåìåíòàìè ðàçìåðà 2× r, ãäå r óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ q ≤ r ≤ 2q.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû B èìååì:

lF (A) = lF (xa11
1 xa12

2 . . . xa1q
q , xa21

1 xa22
2 . . . xa2q

q ) ≤

≤ l(zb11
1 zb12

2 . . . zb1r
r , zb21

1 zb22
2 . . . zb2r

r ).

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4 (èëè ñëåäñòâèå ê òåîðåìå 2 èç [13]), ïî-
ëó÷àåì:

l(zb11
1 zb12

2 . . . zb1r
r , zb21

1 zb22
2 . . . zb2r

r ) ≤ log D(B) + O

(
r

log max bij

log log max bij

)
=

= log D(B) + O

(
q

log max |aij |
log log max |aij |

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî D(B) ≤ 2D(A). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè D(B) = bij , äëÿ
íåêîòîðûõ i è j, 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ r, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
D(B) ≤ D(A).
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Ïóñòü òåïåðü äëÿ íåêîòîðûõ j è t, 1 ≤ j < t ≤ r âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

D(B) = |b1jb2t − b1tb2j |.

Òîãäà â ñëó÷àå b1jb2tb1tb2j 6= 0 äëÿ íåêîòîðûõ j′ è t′, 1 ≤ j′, t′ ≤ q,
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

a1j′a2t′ − a1t′a2j′ = b1jb2t − b1tb2j ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, D(B) ≥ D(A).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ b1jb2tb1tb2j = 0. Áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî b1j = 0. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî D(B) = |b1tb2j |, à ñ äðóãîé � íàéäóòñÿ j′ è t′,
1 ≤ j′, t′ ≤ q, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

|a2j′ | = b2j , a1j′a2j′ ≤ 0; |a1t′ | = b1t.

Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ëåììó 11, ïîëó÷àåì:

D(B) = |b1tb2j | = |a1t′a2j′ | ≤ max{D(A), T (A)}.

Òàêèì îáðàçîì îêîí÷àòåëüíî èìååì:

lF (A) ≤ log D(A) + O

(
q

log max |aij |
log log max |aij |

)
.

Òåîðåìà 7 äîêàçàíà.
Ïóñòü òåïåðü ìàòðèöà A èìååò ðàçìåðû 3× 2, ò. å.

A =

a11 a12

a21 a22

a31 a32

 .

Äëÿ óäîáñòâà äîãîâîðèìñÿ ïîä çàïèñüþ ast ïðè s > 3 è/èëè t > 2 ïî-
íèìàòü ýëåìåíò aij , ãäå i è j îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé 1 ≤ i ≤ 3, i ≡ s
(mod 3); 1 ≤ j ≤ 2, j ≡ t (mod 2).

Ýëåìåíò aij ìàòðèöû A ðàçìåðà 3× 2 íàçîâåì îñîáûì, åñëè âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

aij 6= 0, aijai+1,j ≤ 0, aijai+2,j ≤ 0, |ai+1,j |+ |ai+2,j | 6= 0.

Îòìåòèì, ÷òî îñîáûõ ýëåìåíòîâ â îäíîì ñòîëáöå ìîæåò áûòü ëèáî 0,
ëèáî 1, ëèáî 2, ïðè÷åì ïîñëåäíèé âàðèàíò ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå,



52 Î ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñèñòåì îäíî÷ëåíîâ

êîãäà â ñòîëáöå ðîâíî ïî îäíîìó ïîëîæèòåëüíîìó, îòðèöàòåëüíîìó è
íóëåâîìó ýëåìåíòó.

Äàëåå, îáîçíà÷èâ ÷åðåç A(s, t) ìàòðèöó ðàçìåðà 2×2, â êîòîðîé ïåð-
âîé ñòðîêîé ÿâëÿåòñÿ ñòðîêà ìàòðèöû A, ñîäåðæàùàÿ ýëåìåíò as1, à
âòîðîé � ñòðîêà ìàòðèöû A, ñîäåðæàùàÿ ýëåìåíò at1, óñòàíîâèì âàæ-
íîå ñâîéñòâî îñîáîãî ýëåìåíòà.
Ëåììà 12. Åñëè ýëåìåíò aij ìàòðèöû A ðàçìåðà 3 × 2 ÿâëÿåòñÿ

îñîáûì, òî âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ:

detA(i + 1, i + 2) detA(i + 2, i) ≥ 0, detA(i + 1, i + 2) detA(i, i + 1) ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâ

0 = det

 aij ai,j+1 aij

ai+1,j ai+1,j+1 ai+1,j

ai+2,j ai+2,j+1 ai+2,j

 =

= aij detA(i + 1, i + 2)− ai+1,j detA(i, i + 2) + ai+2,j detA(i, i + 1)

ââèäó ñîîòíîøåíèÿ aij 6= 0 èìååì:

detA(i + 1, i + 2) = −ai+1,j

aij
detA(i + 2, i)− ai+2,j

aij
detA(i, i + 1),

ãäå, â ñèëó ñâîéñòâ îñîáîãî ýëåìåíòà, çíà÷åíèÿ −ai+1,j/aij è −ai+2,j/aij

íåîòðèöàòåëüíû.
Åñëè det A(i + 1, i + 2) = 0, òî óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Åñëè

æå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå detA(i + 1, i + 2) 6= 0, òî(
−ai+1,j

aij

)
detA(i + 1, i + 2) det A(i + 2, i)+

+
(
−ai+2,j

aij

)
det A(i+1, i+2) det A(i, i+1) = (det A(i + 1, i + 2))2 > 0.

Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâà detA(i + 1, i + 2) det A(i + 2, i) < 0 è
detA(i + 1, i + 2) detA(i, i + 1) < 0 îäíîâðåìåííî âûïîëíÿòüñÿ íå ìîãóò.

Ëåììà 12 äîêàçàíà.
Ïóñòü aij � îñîáûé ýëåìåíò ìàòðèöû A ðàçìåðà 3 × 2. Îïðåäåëèì

âåëè÷èíó r(aij) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà detA(i + 1, i + 2) detA(i + 2, i) ≥ 0

è det A(i + 1, i + 2) det A(i, i + 1) ≥ 0, òî ïîëàãàåì

r(aij) = |aij det A(i + 1, i + 2)| ;
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2) åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî det A(i + 1, i + 2) det A(i + 2, i) < 0,
òî ïîëàãàåì

r(aij) = |aij detA(i + 1, i + 2)| max{|ai1|, |ai2|, |ai+2,1|, |ai+2,2|}
D(A(i + 2, i))

;

3) åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî det A(i + 1, i + 2) det A(i, i + 1) < 0,
òî ïîëàãàåì

r(aij) = |aij detA(i + 1, i + 2)| max{|ai1|, |ai2|, |ai+1,1|, |ai+1,2|}
D(A(i, i + 1))

.

Â ñèëó ëåììû 12 òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.
Äëÿ ýëåìåíòîâ aij , íå ÿâëÿþùèõñÿ îñîáûìè â ìàòðèöå A ðàçìåðà

3× 2, îïðåäåëèì âåëè÷èíó r(aij) êàê ðàâíóþ 1.
Íàêîíåö, äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà 3× 2 ââåäåì åùå îäíó

õàðàêòåðèñòèêó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R(A) = max
aij∈A

r(aij).

Òåïåðü â òåðìèíàõ âåëè÷èí D(A), T (A) è R(A) ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü óòâåðæäåíèå îá àñèìïòîòè÷åñêîì ðîñòå F -ñëîæíîñòè öåëî÷èñëåí-
íûõ ìàòðèö ðàçìåðà 3× 2.

Òåîðåìà 8. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëî÷èñëåííûõ
ìàòðèö A(n) = (aij(n)) ðàçìåðà 3 × 2, óäîâëåòâîðÿþùåé ïðè n → ∞
óñëîâèþ

max
aij∈A(n)

|aij(n)| → 0,

ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

lF (A(n)) ∼ log max{D(A(n)), T (A(n)), R(A(n))}.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñîäåðæèòñÿ â [18]. Â îáùåì ñëó÷àå îíî
äîâîëüíî äëèííîå è ñëîæíîå. Çäåñü ìû ðàçáåðåì îäèí ïðîñòîé ñëó÷àé,
êîòîðûé, òåì íå ìåíåå, äàåò äîñòàòî÷íî ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå îá èäåå
è òåõíèêå äîêàçàòåëüñòâà.

Ïóñòü â ìàòðèöå

A =

a11 a12

a21 a22

a31 a32

 ,
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ÿâëÿþùåéñÿ ÷ëåíîì èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñòü ðîâíî îäèí îñî-
áûé ýëåìåíò. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ýëå-
ìåíò a11, ïðè÷åì

a11 < 0, a21 ≥ 0, a31 ≥ 0;

a12 ≥ 0, a22 ≥ 0, a32 ≥ 0.

Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå a21a32−a22a31 ≥
0 (åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a21a32 − a22a31 < 0, òî ïîìåíÿåì ìå-
ñòàìè â ìàòðèöå A âòîðóþ è òðåòüþ ñòðîêè). Òîãäà

det A(2, 3) = a21a32 − a22a31 ≥ 0,

det A(3, 1) = a31a12 − a32a11 = |a11|a32 + a12a31 ≥ 0;
det A(2, 3) detA(1, 2) = (a21a32 − a22a31)(a11a22 − a12a21) =

= −(a21a32 − a22a31)(|a11|a22 + a12a21) < 0.

Òàêèì îáðàçîì â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà r(a11) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè ðàâåíñòâàìè:

r(a11) = |a11||detA(2, 3)| max{|a11|, |a12|, |a21|, |a22|}
max{|a11|, |a12|, |a21|, |a22|, |det A(1, 2)|}

=

= |a11|(a21a32 − a22a31)
max{|a11|, a12, a21, a22}

max{|a11|, a12, a21, a22, |a11|a22 + a12a21}
.

Í è æ í ÿ ÿ î ö å í ê à. Â ñèëó òåîðåìû 1 è ëåììû 10 äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

lF (A) ≥ log R(A)− 1.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå r(a11) ≤ 1, òî ýòî ñîîòíîøåíèå î÷åâèäíî.
Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî R(A) = r(a11) > 1, îòêóäà, â ÷àñòíîñòè
ñëåäóåò, ÷òî a21a32 − a22a31 ≥ 1.

Ðàññìîòðèì ñõåìó S ñî âõîäàìè x, x−1, y è y−1, âû÷èñëÿþùóþ ìàò-
ðèöó A è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ lF (S) = lF (A). Íà âûõîäàõ ýòîé
ñõåìû áóäóò ðåàëèçîâàíû ôóíêöèè xa11ya12 , xa21ya22 è xa31ya32 . Òåïåðü
ïðåîáðàçóåì ñõåìó S â ñõåìó S′ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âõîäó, êîòîðîìó
áûë ïðèïèñàí ñèìâîë x, ïðèïèøåì ñèìâîë íîâîé ïåðåìåííîé u, à âõî-
äó êîòîðîìó áûë ïðèïèñàí ñèìâîë x−1, � ñèìâîë íîâîé ïåðåìåííîé v.
Ïîëó÷åííàÿ ñõåìà S′ ñî âõîäàìè u, u−1, v, v−1, y è y−1 (ïðè ýòîì âõî-
äû, êîòîðûì ïðèïèñàíû ñèìâîëû u−1 è v−1 íå èñïîëüçóþòñÿ) òîé æå
ñëîæíîñòè, ÷òî è èñõîäíàÿ ñõåìà S, âû÷èñëÿåò ñèñòåìó ôóíêöèé{

u|a11|+α′1vα′1ya1,2 , uα′2v|a21|+α′2ya22 , uα′3v|a31|+α′3ya31

}
,
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ãäå α′
1, α′

2 è α′
3 � íåêîòîðûå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

×åðåç M(α1, α2, α3), ãäå α1, α2 è α3 � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà,
îáîçíà÷èì ìàòðèöó |a11|+ α1 α1 a12

α2 a21 + α2 a22

α3 a31 + α3 a32

 .

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1, èìååì:

lF (A) = lF (S) = lF (S′) ≥ lF (M(α′
1, α

′
2, α

′
3)) ≥

≥ log D (M(α′
1, α

′
2, α

′
3)) ≥ log min

(αi, αi+1, αi+2)
D (M(α1, α2, α3)) .

Äëÿ ìàòðèöû M = M(α1, α2, α3) â ïðåäñòàâëåíèè

|det M | =
∣∣(|a11|+ α1)(a21a32 − a22a31)+

+ α2(|a11|a32 + a12a31)− α3(|a11|a22 + |a12|a21)
∣∣

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

a21a32 − a22a31 ≥ 1, |a11|a32 + a12a31 ≥ 0, |a11|a22 + a12a21 ≥ 0.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

α3(a12a21 + |a11|a21) ≤
1
2
(|a11|+ α1)(a21a32 − a22a31),

òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

D(M(α1, α2, α3)) ≥ |detM | ≥ 1
2
|a11|(a21a32 − a22a31) ≥

≥ 1
2
|a11|(a21a32 − a22a31)

|a11|
max{|a11|, a12, a21, a22, |a11|a22 + a12a21}

;

åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå íåðàâåíñòâî

α3(a12a21 + |a11|a21) >
1
2
(|a11|+ α1)(a21a32 − a22a31),

òî ñïðàâåäëèâà òàêàÿ æå îöåíêà:

D(M(α1, α2, α3)) ≥ |det M(1, 3; 1, 2)| ≥ α3|a11| ≥
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1
2
|a11|(a21a32 − a22a31)

|a11|
|a11|a22 + a12a21

≥

≥ 1
2
|a11|(a21a32 − a22a31)

|a11|
max{|a11|, a12, a21, a22, |a11|a22 + a12a21}

.

Äàëåå, òàê êàê a21 6= 0, òî âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

|a11|a32 + a12a31 =
a31

a21
(|a11|a22 + a12a21) +

|a11|
a21

(a21a32 − a22a31).

Ïîýòîìó

|detM | =
∣∣∣(|a11|+ α1 + α2

|a11|
a21

)(a21a32 − a22a31)−

− α3a21 − α2a31

a21
(|a11|a22 + a12a21)

∣∣∣.
Òåïåðü, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
α3a21 − α2a31

a21
(|a11|a22 + a12a21) ≤

1
2
(|a11|+ α1)(a21a32 − a22a31),

òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

D(M(α1, α2, α3)) ≥ |det M | ≥ 1
2
|a11|(a21a32 − a22a31) ≥

≥ 1
2
|a11|(a21a32 − a22a31)

a21

max{|a11|, a12, a21, a22, |a11|a22 + a12a21}
;

åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå íåðàâåíñòâî
α3a21 − α2a31

a21
(|a11|a22 + a12a21) >

1
2
(|a11|+ α1)(a21a32 − a22a31),

òî ñïðàâåäëèâà òàêàÿ æå îöåíêà:

D(M(α1, α2, α3)) ≥ |det M(1, 3; 2, 3)| ≥ α3a21 − α2a31 ≥

≥ 1
2
|a11|(a21a32 − a22a31)

a21

|a11|a22 + a12a21
≥

≥ 1
2
|a11|(a21a32 − a22a31)

a21

max{|a11|, a12, a21, a22, |a11|a22 + a12a21}
.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì:
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lF (A) ≥ log min
(α1, α2, α3)

D
(
M(α1, α2, α3)

)
≥

≥ log
(
|a11|(a21a32 − a22a31)

max{|a11|, a21}
max{|a11|, a12, a21, a22, |a11|a22 + a12a21}

)
−1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

|a11|(a21a32 − a22a31)
a12

max{|a11|, a12, a21, a22, |a11|a22 + a12a21}
≤

≤ |a11|a21a32a12

|a11|a22 + a12a21
≤ |a11|a32 ≤ D(A);

|a11|(a21a32 − a22a31)
a22

max{|a11|, a12, a21, a22, |a11|a22 + a12a21}
≤

≤ (a21a32 − a22a31)
|a11|a22

|a11|a22 + a12a21
≤ a21a32 − a22a31 ≤ D(A).

Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1, ïðè a12 + a22 6= 0 èìååì:

lF (A) ≥ log D(A) ≥

≥ log
(
|a11|(a21a32 − a22a31)

max{a12, a22}
max{|a11|, a12, a21, a22, |a11|a22 + a12a21}

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåäèíÿÿ îöåíêè, ïîëó÷àåì:

lF (A) ≥ log r(a11)− 1.

Íèæíÿÿ îöåíêà äîêàçàíà.
Â å ð õ í ÿ ÿ î ö å í ê à. Åñëè â ìàòðèöå A åñòü íóëåâàÿ ñòðîêà, òî äëÿ

ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé âåðõíåé îöåíêè äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 7.
Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â ìàòðèöå A íåò íóëåâûõ ñòðîê. Òîãäà èç
óñëîâèÿ a21a32−a22a31 ≥ 0 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî a21 ≥ 1. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðè a21 = 0 âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé a22 = 0, a31 = 0, è,
ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî âòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé, ëèáî
â ïåðâîì ñòîëáöå ìàòðèöû A äâà íóëåâûõ ýëåìåíòà. Ïåðâûé ñëó÷àé
ïðîòèâîðå÷èò îòñóòñòâèþ â ìàòðèöå A íóëåâûõ ñòðîê, à âòîðîé � òîìó,
÷òî ýëåìåíò a11 ÿâëÿåòñÿ îñîáûì.

Ñ ë ó ÷ à é 1. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max{|a11|, a12, a21, a22} > |a11|a22 + a12a21.

Òîãäà
r(a11) = |a11|(a21a32 − a22a31).
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Äàëåå, â ñèëó íåðàâåíñòâà a21 ≥ 1 â óñëîâèÿõ ñëó÷àÿ 1 èìååì:

a12 <
max{|a11|, a12, a21, a22} − |a11|a22

a21
.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ ó÷åòîì óñëîâèé |a11| ≥ 1 è a21 ≥ 1 âû-
òåêàåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, íåðàâåíñòâî max{|a11|, a12, a21, a22} 6= a12,
à, ñ äðóãîé, ïðè ëþáîì èç óñëîâèé max{|a11|, a12, a21, a22} = |a11|,
max{|a11|, a12, a21, a22} = a21,max{|a11|, a12, a21, a22} = a22 ñëåäóåò íåðà-
âåíñòâî a12 < |a11|.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3 è ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì:

lF (A) = lF (xa11ya12 , xa21ya22 , xa31ya32) ≤
≤ l(x|a11|ya12) + l(xa21ya22 , xa31ya32) ≤

≤ (1+o(1)) log |a11|+(1+o(1)) log max{a21, a22, a31, a32, a21a32−a22a31} ≤

≤ (1 + o(1)) log max
{
|a11|a21, a12a21 − a11a22,

|a11|a31, a12a31 − a11a32, |a11|(a21a32 − a22a31)
}
≤

≤ (1 + o(1)) log max{D(A), T (A), R(A)}.

Ñ ë ó ÷ à é 2. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max{|a11|, a12, a21, a22} ≤ |a11|a22 + a12a21.

Òîãäà

r(a11) = |a11|(a21a32 − a22a31)
max{|a11|, a12, a21, a22}

|a11|a22 + a12a21
.

Ïîëîæèì
α =

|a11|(a21a32 − a22a31)
|a11|a22 + a12a21

.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 6 ïîëó÷àåì:

lF (A) = lF (xa11ya12 , xa21ya22 , xa31ya32) ≤
≤ l(u|a11|ya12 , va21ya22 , ubαcva31+bαcya32) ≤

≤ log D

|a11| 0 a12

0 a21 a22

bαc a31 + bαc a32

+ o (log max{max aij , α}) ≤
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≤ (1 + o(1)) log D

|a11| 0 a12

0 a21 a22

α a31 + α a32

 .

Îáîçíà÷èì ïîñëåäíþþ ìàòðèöó ÷åðåç M0 è îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó
D(M0):

|det M0| =
∣∣|a11|(a21a32 − a22a31)− α(a21a12 + |a11|a22)

∣∣ = 0;
|detM0(1, 2; 1, 2)| = |a11|a21 ≤ T (A),
|detM0(1, 2; 1, 3)| = |a11|a22 ≤ a12a21 − a11a22 ≤ D(A),
|det M0(1, 2; 2, 3)| = a12a21 ≤ a12a21 − a11a22 ≤ D(A),
|detM0(1, 3; 1, 2)| = |a11|a31 + |a11|α ≤ T (A) + r(a11) ≤ T (A) + R(A),

|detM0(1, 3; 1, 3)| =
∣∣|a11|a32 − a12α

∣∣ ≤
≤ (a12a31 − a11a32) + r(a11) ≤ D(A) + R(A),

|det M0(1, 3; 2, 3)| = a12a31 + a12α ≤
≤ (a12a31 − a11a32) + r(a11) ≤ D(A) + R(A),

|det M0(2, 3; 1, 2)| = a21α ≤ r(a11) ≤ R(A),
|det M0(2, 3; 1, 3)| = a22α ≤ r(a11) ≤ R(A),
|det M0(2, 3; 2, 3)| = |a21a32 − a22a31 + a22α| =

= |a21a32 − a22a31|+ r(a11) ≤ D(A) + R(A).

Ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî D(M0) ≤ D(A)+T (A)+R(A).
Ïîýòîìó â óñëîâèÿõ ñëó÷àÿ 2 èìååì:

lF (A) ≤ (1 + o(1)) log max{D(A), T (A), R(A)}.

Âåðõíÿÿ îöåíêà äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå îáúåäèíèì â îäíîé òàáëèöå âñå îñíîâíûå îïèñàííûå
ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòèêå ðîñòà àääèòèâíîé ñëîæíîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè A(n) = (aij(n)) öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà p × q (çäåñü
ñ÷èòàåì, ÷òî p è q ôèêñèðîâàíû) â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ ïðè óñëîâèè

max
aij∈A(n)

|aij | → ∞.
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Íîìåð Ðàçìåðû
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòðèö Àñèìïòîòèêà ðîñòà ñëîæíîñòè

ìîäåëè A(n)

I 2× q l(A) ∼ log D(A)

I p× 2 l(A) ∼ log D(A)

I 3× 3 l(A) ∼ log D(A)

II p× q l2(A) ∼ log D(A)

III 2× q lF (A) ∼ log max{D(A), T (A)}
III 3× 2 lF (A) ∼ log max{D(A), T (A), R(A)}

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 05�
01�00994) è ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ïðî-
åêò ÍØ�5400.2006.1).
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