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íûõ íàó÷íûõ øêîë ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿì. Âû-

ïóñê IV. Ïîä ðåäàêöèåé À. Â. ×àøêèíà. � Ì.: ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà

�ÀÍ, 2007. � 71 ñ.
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ÌÅÒÎÄÛ ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ

ÑÎÂÅ�ØÅÍÍÛÕ ÄÂÎÈ×ÍÛÕ ÊÎÄÎÂ

(îáçîð ðàáîò)

À. Ì. �îìàíîâ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ �ÀÍ,

630090 ã. Íîâîñèáèðñê, ïð. àê. Êîïòþãà, 4

e-mail: rom�math.ns.ru

Òåîðèÿ ñîâåðøåííûõ êîäîâ � îáëàñòü, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ñòûêå òåî-

ðèè êîäèðîâàíèÿ è òåîðèè äèçàéíîâ èëè t-ñõåì è ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé äëÿ

èññëåäîâàíèÿ. Ëèíåéíûå ñîâåðøåííûå êîäû áûëè ïîñòðîåíû Ì.�îëååì è

�.Õåììèíãîì â êîíöå 40-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà. Íåëèíåéíûå ñîâåðøåííûå

êîäû áûëè îòêðûòû Þ.Ë.Âàñèëüåâûì â 1961 ãîäó. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ

èçâåñòíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ñîâåðøåííûõ

êîäîâ. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí îáçîð ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíûõ ñîâåð-

øåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ.

Ïóñòü F

n

2

� âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì �àëóà

GF (2). Ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî C � F

n

2

íàçûâàåòñÿ äâîè÷íûì êîäîì

äëèíû n. Âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå êîäó, íàçûâàþòñÿ êîäîâûìè ñëîâàìè.

�àññòîÿíèåì Õåììèíãà d(x;y) ìåæäó âåêòîðàìè x 2 F

n

2

è y 2 F

n

2

íà-

çûâàåòñÿ ÷èñëî êîîðäèíàò, â êîòîðûõ âåêòîðû x è y ðàçëè÷àþòñÿ. Ìè-

íèìàëüíî âîçìîæíîå ðàññòîÿíèå d ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè êîäîâûìè

ñëîâàìè íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì êîäà. �àäèóñîì óïàêîâêè

� êîäà C íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà �(C ) =

d�1

2

: �àäèóñ ïîêðûòèÿ êîäà C ðàâåí

r(C ) = max

x2F

n

2

min

2C

d(x; ): Êîä C íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè r(C ) = �(C ):

Ñîâåðøåííûé êîä îáðàçóåò ñîâåðøåííóþ óïàêîâêó (òàêæå ñîâåðøåííîå ïî-

êðûòèå) øàðàìè Õåììèíãà ðàäèóñà �; ïðè ýòîì öåíòðàìè ýòèõ øàðîâ ÿâëÿ-

þòñÿ êîäîâûå ñëîâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì

êîäîì ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì d = 2�+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíûõ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ

äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x 2 F

n

2

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êîäîâîå ñëîâî  2 C

òàêîå, ÷òî d(x; ) 6 �.

Êîäû C

1

; C

2

� F

n

2

íàçûâàþòñÿ èçîìîð�íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ïåðåñòà-

íîâêà êîîðäèíàò � òàêàÿ, ÷òî C

2

= f�() j  2 C

1

g. Êîäû C

1

è C

2

íàçû-

âàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð x 2 F

n

2

è ïåðåñòàíîâêà �

òàêèå, ÷òî C

2

= f�() + x j  2 C

1

g. Êîä íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè åãî

ñëîâà îáðàçóþò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â F

n

2

. Ëèíåéíûå ñîâåðøåííûå

êîäû ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì d = 3 íàçûâàþòñÿ êîäàìè Õåììèíãà

[38℄. Ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé äâîè÷íûé

êîä Õåììèíãà äëèíû n.

×èñëà n, M , d íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè êîäà, åñëè åãî äëèíà ðàâíà n,

ìîùíîñòü � M , ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå � d. Èçâåñòíî, ÷òî ñîâåðøåííûå

äâîè÷íûå êîäû ñ ïàðàìåòðàìè êîäîâ Õåììèíãà ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè

n = 2

s

� 1, s = 2; 3; : : : . Â äàííîé ñòàòüå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ èìåííî

òàêèå êîäû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü (åñëè íå îãîâîðåíî îáðàòíîå), ÷òî íóëåâîé

âåêòîð âñåãäà ïðèíàäëåæèò êîäó. Âñå íåëèíåéíûå ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå

êîäû èìåþò ïàðàìåòðû êîäîâ Õåììèíãà è ñóùåñòâóþò ïðè n > 15.

Â [37, 36℄, à òàêæå íåçàâèñèìî â [7℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî êðîìå ñîâåðøåííûõ

äâîè÷íûõ êîäîâ ñ ïàðàìåòðàìè êîäîâ Õåììèíãà, äâîè÷íîãî êîäà �îëåÿ

äëèíû n = 23 ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì 7, òðîè÷íîãî êîäà �îëåÿ äëèíû

n = 11  ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì 5 è òðèâèàëüíûõ êîäîâ (êîä èç îäíîãî

ñëîâà, ïîëíûé êîä è äâîè÷íûé êîä ñ ïîâòîðåíèåì í¼÷åòíîé äëèíû) íèêàêèå

äðóãèå ñîâåðøåííûå êîäû íàä ïîëÿìè �àëóà íå ñóùåñòâóþò. Â [35, 18℄ ñ

òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü êîäîâ �îëåÿ.

Ó.Õåäåí [21℄ îáíàðóæèë, ÷òî ñðåäè ñîâåðøåííûõ êîäîâ, ïîñòðîåííûõ

ìåòîäîì êîíêàòåíàöèè (êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé è òðèâèàëü-

íûìè ðàçáèåíèÿìè F

n

2

íà ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû n), ñóùåñòâóåò ñîâåð-

øåííûé êîä äëèíû n = 15, íåýêâèâàëåíòíûé íè îäíîìó èç êîäîâ Âàñèëüå-

âà. Ô.È.Ñîëîâü¼âà [16℄ ïðèâåëà ïðèìåðû íåòðèâèàëüíûõ ðàçáèåíèé F

n

2

íà

ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû n è ïîêàçàëà, ÷òî èç ýòèõ íåòðèâèàëüíûõ ðàçáèå-

íèé ìåòîäîì êîíêàòåíàöèè ìîæíî ïîñòðîèòü ñîâåðøåííûå êîäû, íåýêâèâà-

ëåíòíûå êîäàì Âàñèëüåâà è êîäàì Õåäåíà [21℄. Ê.Ôåëïñ [31℄ òàêæå ïðèâ¼ë

ïðèìåðû íåòðèâèàëüíûõ ðàçáèåíèé F

n

2

íà ñîâåðøåííûå êîäû. Â [32℄ îí îïè-

ñàë êîíñòðóêöèþ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ, â êîòîðîé êîíêàòåíàöèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ m-àðíîé êâàçèãðóïïîé (ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê íåêîòîðóþ óíàðíóþ êâàçèãðóïïó). Â [17℄ ïîñòðîåíû òðè ñîâåðøåííûõ

êîäà äëèíû n = 15, êîòîðûå íåýêâèâàëåíòíû êîäàì Âàñèëüåâà. Ì.Ìîëëàð

[29℄ îáîáùèë êîíñòðóêöèþ Âàñèëüåâà. Â.À. Çèíîâüåâ è À.Ëîáñòåéí [28, 8℄

ïðåäëîæèëè êàñêàäíûå êîíñòðóêöèè ñîâåðøåííûõ êîäîâ. Âàðèàöèè êàñ-

4



À. Ì. �îìàíîâ

êàäíûõ êîíñòðóêöèé ìîæíî íàéòè â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ Â.À. Çèíîâüåâà,

íàïðèìåð, â [3℄. Ó.Õåäåí â [22℄ ïîñòðîèë ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû n = 15

 ÿäðàìè ðàçìåðíîñòè 1; 2; 3 è â [23℄ � ñîâåðøåííûå êîäû ïîëíîãî ðàíãà

äëèíû n = 31  ÿäðîì ðàçìåðíîñòè 21.

Ò. Ýòöèîí è À.Âàðäè [25℄ ïðåäëîæèëè íåêîòîðûå óïîðÿäî÷åííûå ñå-

ìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ èç F

n

2

è íàçâàëè èõ ñîâåðøåííûìè ñåãìåíòàöèÿìè.

Èñïîëüçóÿ ýòè ñåãìåíòàöèè, îíè ìåòîäîì êîíêàòåíàöèè ïîñòðîèëè ñîâåð-

øåííûå äâîè÷íûå êîäû è ïîêàçàëè, ÷òî ñðåäè ýòèõ êîäîâ ñîäåðæàòñÿ íî-

âûå êîäû äëèíû n = 15. Â ýòîé æå ðàáîòå ìåòîäîì ñäâèãà êîìïîíåíò êîäà

Õåììèíãà èëè ñâèò÷èíãàìè îíè òàêæå ïîñòðîèëè ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå

êîäû ïîëíîãî ðàíãà ñ òðèâèàëüíûì ÿäðîì è ïîêàçàëè, ÷òî ñîâåðøåííûå

äâîè÷íûå êîäû ïîëíîãî ðàíãà íå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû êîíêàòåíàöèåé.

Ñâèò÷èíãè â ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäàõ áûëè îòêðûòû Þ.Ë.Âà-

ñèëüåâûì [2℄. Ñâèò÷èíãîâûå ìåòîäû øèðîêî èçâåñòíû â êîìáèíàòîðèêå.

Òàê, íàïðèìåð, â ñèñòåìàõ Øòåéíåðà èçâåñòíû ñâèò÷èíãè Ïàøà (Pash).

Ñóùåñòâóåò âñåãî 80 ïîïàðíî íåèçîìîð�íûõ ñèñòåì òðîåê Øòåéíåðà ïî-

ðÿäêà 15, âñå îíè çàíóìåðîâàíû íåêîòîðûì �èêñèðîâàííûì îáðàçîì [38℄

(òàáëèöà, â êîòîðîé ïåðå÷èñëÿþòñÿ ñèñòåìû òðîåê Øòåéíåðà, òàêæå ñî-

äåðæèòñÿ â áîëåå äîñòóïíîé ðàáîòå [27℄). Êàê óñòàíîâëåíî â [19℄, ýòè 80

ñèñòåì òðîåê Øòåéíåðà ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ñâèò÷èíãîâûõ êëàññà. Îäèí

êëàññ ñîäåðæèò ñèñòåìû îò � 1 äî � 79. Äðóãîé êëàññ ñîñòîèò èç îäíîé

ñèñòåìû � 80. ×òî êàñàåòñÿ ÷èñëà ñâèò÷èíãîâûõ êëàññîâ, íà êîòîðûå ðàç-

áèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ äëèíû n, â íàñòîÿùåå

âðåìÿ íàèáîëåå èçó÷åííûì ÿâëÿåòñÿ ñâèò÷èíãîâûé êëàññ êîäà Õåììèíãà.

Êðîìå òîãî, â [34℄ ïðèâåä¼í ïðèìåð äâóõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ äëèíû n = 15,

êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ñâèò÷èíãîâîìó êëàññó êîäà Õåììèíãà è îáðàçó-

þò ñîáñòâåííûé ñâèò÷èíãîâûé êëàññ, ñîñòîÿùèé èç äâóõ êîäîâ. Íà ñàìîì

äåëå, ïî-âèäèìîìó, ìíîæåñòâî ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ äèíû n = 15

ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî òûñÿ÷ ñâèò÷èíãîâûõ êëàññîâ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â [30℄ íåäàâíî ðåøåíà èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà î ïî-

ïîëíåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåìàì òðîåê

Øòåéíåðà, äî ñîâåðøåííûõ êîäîâ. Â íåé ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìàì òðîåê Øòåéíåðà � 79 è � 80, íå

ìîãóò ïðèíàäëåæàòü íè îäíîìó ñîâåðøåííîìó êîäó äëèíû n = 15.

Ê.Ôåëïñ è Ì.ËåÂàí [33℄ çàìåòèëè, ÷òî ïîäìíîæåñòâà êîäà Õåììèí-

ãà, êîòîðûå ñäâèãàëè Ò.Ýòöèîí è À.Âàðäè [25℄ è êîòîðûå ìû íàçûâàåì

êîìïîíåíòàìè, ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè êëàññàìè íåêîòîðûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Èñïîëüçóÿ ãðóïïîâûå ñâîéñòâà êîìïîíåíò êîäà Õåììèíãà, îíè íåêîíñòðóê-

òèâíûìè ìåòîäàìè äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå â êîäå Õåììèíãà íåïåðåñåêà-
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Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíûõ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ

þùèõñÿ êîìïîíåíò, îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì êîîðäèíàòàì, è òåì ñàìûì äî-

êàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ ñî âñåìè äîïóñòèìû-

ìè ðàçìåðíîñòÿìè ÿäåð. Ñ.Â.Àâãóñòèíîâè÷ è Ô.È.Ñîëîâü¼âà [1℄ îáðàòèëè

âíèìàíèå íà òî, ÷òî åñëè â êîäå Õåììèíãà ñäâèíóòü n íåïåðåñåêàþùèõñÿ

êîìïîíåíò ïî n ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì, òî êîä Õåììèíãà ïðåâðàòèòñÿ

â íåñèñòåìàòè÷åñêèé êîä. Ñ.À.Ìàëþãèí [9℄ ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ïðåâðàùå-

íèÿ êîäà Õåììèíãà â íåñèñòåìàòè÷åñêèé êîä â í¼ì äîñòàòî÷íî ñäâèíóòü

7 êîìïîíåíò. Â [13℄ ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïåðåñåêàåìîñòè êîì-

ïîíåíò êîäà Õåììèíãà è ïîñòðîåíû ðåãóëÿðíûå ðàçáèåíèÿ êîäà Õåììèíãà

íà êîìïîíåíòû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ óñëîâèé â [14℄ ïîñòðîåíû íåñèñòå-

ìàòè÷åñêèå êîäû äëèíû n = 15, à â [15℄ � ñåìåéñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ

êîìïîíåíò, êîòîðîå äà¼ò êîäû ïîëíîãî ðàíãà ñ òðèâèàëüíûì ÿäðîì. Â [12℄

ïîëó÷åí êðèòåðèé íåïåðåñåêàåìîñòè êîìïîíåíò äâîè÷íîãî êîäà Õåììèíãà

è ïîñòðîåíû ðåãóëÿðíûå ðàçáèåíèÿ êîäîâ Õåììèíãà íà êîìïîíåíòû ñ íî-

âûìè ïàðàìåòðàìè. Â [26℄ ïîñòðîåíû ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû ïîëíîãî

ðàíãà ñ áîëüøèìè ðàçìåðíîñòÿìè ÿäåð èñõîäÿ èç ìîçàè÷íûõ çàìîùåíèé

F

n

2

.

Ïóñòü N(n) � ÷èñëî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ

êîäîâ äëèíû n. Òîãäà 2

2

(0;5+o(1))n

6 N(n) 6 2

2

(1+o(1))n

: Íèæíÿÿ îöåíêà

ïîëó÷åíà Þ.Ë.Âàñèëüåâûì [2℄ è íåîäíîêðàòíî ïåðåäîêàçàíà ìíîãèìè àâ-

òîðàìè. Âåðõíÿÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé. Äàëåå ãîâîðÿ î ÷èñëå íåýê-

âèâàëåíòíûõ êîäîâ, ìû áóäåì èìåòü ââèäó ïîïàðíóþ íåýêâèâàëåíòíîñòü.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíî äàæå ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ñîâåðøåí-

íûõ äâîè÷íûõ êîäîâ äëèíû n = 15. Èçâåñòíûå îöåíêè ÷èñëà íåýêâèâàëåíò-

íûõ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ äëèíû n = 15 è ÷èñëà íåýêâèâàëåíòíûõ

ðàñøèðåííûõ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ äëèíû n = 16 ïðèâåäåíû â

òàáëèöå 1.

Ò à á ë è ö à 1

n = 15 n = 15 n = 16 n = 16

�àíã 11 1 1 1 1

�àíã 12 18 18 12 12

�àíã 13 758 758 272 272

�àíã 14 ? ? 1719 ?

�àíã 15 ? 51 ? 51

Âî âòîðîé êîëîíêå òàáëèöû 1 ïåðå÷èñëåíû íåýêâèâàëåíòíûå ñîâåðøåí-

íûå äâîè÷íûå êîäû äëèíû n = 15 è ðàíãà 11, 12, 13. ×èñëî íåýêâèâàëåíò-

íûõ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ ðàíãà 14 è 15 íåèçâåñòíî. Êðîìå òîãî, â
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íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçâåñòíû íèêàêèå òåîðåòè÷åñêèå ìåòîäû, ñ ïîìîùüþ

êîòîðûõ ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü êîäû ïîëíîãî ðàíãà äëèíû n = 15, íå

ïðèíàäëåæàùèå ñâèò÷èíãîâîìó êëàññó êîäà Õåììèíãà. Â òðåòüåé êîëîí-

êå òàáëèöû 1 ïåðå÷èñëåíû íåýêâèâàëåíòíûå ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû,

ïðèíàäëåæàùèå ñâèò÷èíãîâîìó êëàññó êîäà Õåììèíãà äëèíû n = 15. Â

÷åòâ¼ðòîé è ïÿòîé êîëîíêàõ ñîîòâåòñòâåííî ïåðå÷èñëåíû íåýêâèâàëåíòíûå

ðàñøèðåííûå ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû äëèíû n = 16 è íåýêâèâàëåíò-

íûå ðàñøèðåííûå ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû, ïðèíàäëåæàùèå ñâèò÷èí-

ãîâîìó êëàññó ðàñøèðåííîãî êîäà Õåììèíãà äëèíû n = 16. Ïðèâåä¼ííûå

îöåíêè çàèìñòâîâàíû èç ðàáîò [24, 4�6, 10, 11℄. Â ðàáîòå [11℄ ïðèâîäèòñÿ

íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà íåýêâèâàëåíòíûõ êîäîâ ïîëíîãî ðàíãà, êîòîðàÿ ïî

óòâåðæäåíèþ Ñ.À.Ìàëþãèíà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Êàê âèäíî èç òàáëèöû 1

÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ðàñøèðåííûõ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ ðàíãà

14 ðàâíî 1719. Âñå òàêèå êîäû ñòðîÿòñÿ ìåòîäîì êîíêàòåíàöèè; èç íèõ 844

êîäà � èñõîäÿ èç ðàçáèåíèé, 875 êîäà � èñõîäÿ èç ñîâåðøåííûõ ñåãìåí-

òàöèé è îáîáùåíèé [6℄. �àíã êîäà Õåììèíãà äëèíû n ðàâåí n � s. Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî âñå ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû n è ðàíãà n � s + 1, n� s+ 2

ïðèíàäëåæàò ñâèò÷èíãîâîìó êëàññó êîäà Õåììèíãà äëèíû n. Âïîëíå âå-

ðîÿòíî, ÷òî â áëèæàéøåå âðåìÿ âñå ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû äëèíû

n = 15 áóäóò ïåðå÷èñëåíû ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðà.
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1. Ââåäåíèå

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ ïåðå÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷. �àññìàòðèâàå-

ìûé ìåòîä íå ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èÿ ðàçðåøèìûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíî-

øåíèé, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ íåîáõîäèìûìè ïðè èñïîëüçîâàíèè òðàäèöè-

îííîãî ìåòîäà ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé. Öåëüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå

àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùèõ âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê. Èäåÿ ìåòîäà ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ êîíòåé-

íåðàìè, òàêîå, ÷òî êàæäûé èç ïåðå÷èñëÿåìûõ îáúåêòîâ ñîäåðæèòñÿ õîòÿ

áû â îäíîì èç êîíòåéíåðîâ. Åñëè ïðè ýòîì íåêîòîðîå ïîäñåìåéñòâî ñîäåð-

æèò ïî÷òè âñå îáúåêòû, òî îöåíèâàÿ ÷èñëî îáúåêòîâ â ýòîé ïîäñèñòåìå, óäà-

åòñÿ ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî áëèçêèå âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè. Îáúåêòàìè,

äëÿ êîòîðûõ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òàêèå îöåíêè, ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûå ìíî-

æåñòâà â ãðà�àõ, àíòèöåïè â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ, ìíî-

æåñòâà, ñâîáîäíûå îò ñóìì, â ãðóïïàõ è ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è

äð. Ìû äåìîíñòðèðóåì ìåòîä êîíòåéíåðîâ íà ïðèìåðå ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ

îöåíîê äëÿ ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðà�àõ. Ïîëó÷åííûå îöåíêè

èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèê ïðè ðàññìîòðåíèè

äðóãèõ óïîìÿíóòûõ âûøå îáúåêòîâ.

2. Îïðåäåëåíèÿ

�àññìàòðèâàåìûå â ñòàòüå ãðà�û ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè íåîðèåíòèðî-

âàííûìè è ïðîñòûìè (áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð). Âåðøèíû ãðà�à ñ÷è-

òàþòñÿ çàíóìåðîâàííûìè. Ñòåïåíü âåðøèíû v îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç �(v).
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Ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à G íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì, åñëè íèêàêèå

äâå åãî âåðøèíû íå ñîåäèíåíû ðåáðîì â G. Ñåìåéñòâî âñåõ íåçàâèñèìûõ

ìíîæåñòâ ãðà�à G îáîçíà÷èì ÷åðåç I(G). Ïîëîæèì I(G) = jI(G)j. Ïóñòü

G = (V ;E)� ãðà� ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E, è v 2 V .

Ìíîæåñòâî �v = fu : (u; v) 2 Eg íàçîâåì ãðàíèöåé âåðøèíû v. ßñíî, ÷òî

�(v) = j�vj. �ðàíèöåé ìíîæåñòâà A � V â ãðà�å G = (V ;E) íàçîâåì ìíî-

æåñòâî �A =

�

S

v2A

�v

�

n A. Ïîäìíîæåñòâî A âåðøèí ãðà�à G = (V;E)

íàçûâàåòñÿ äîìèíèðóþùèì, åñëè V = A [ �A. Ñåìåéñòâî âñåõ äîìèíèðó-

þùèõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì ÷åðåç D(G). Ïóñòü 0 � Æ < 1.

�ðà� G íàçûâàåòñÿ Æ-ðàñøèðèòåëåì, åñëè jAj � j�Aj(1�Æ) äëÿ ëþáîãî åãî

íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà A.

3. Ìåòîä êîíòåéíåðîâ

Ìåòîä êîíòåéíåðîâ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ îöåíîê è

àñèìïòîòèê ìîùíîñòè ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Ïðè-

ìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ñåìåéñòâà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ è êëèê â ãðà�àõ, ìíî-

æåñòâ, ñâîáîäíûõ îò ñóìì, â ãðóïïàõ, àíòèöåïåé â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-

íûõ ìíîæåñòâàõ, êîäîâ ñ çàäàííûì ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì è ò. ï.

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ñâîéñòâî, íàïðèìåð, ñâîéñòâî íåçàâèñèìîñòè

ìíîæåñòâ âåðøèí ãðà�à. Îíî îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî I(G) íåçàâèñèìûõ

ìíîæåñòâ ýòîãî ãðà�à. Êàê îöåíèòü ñâåðõó I(G) = jI(G)j? Èäåÿ ñîñòî-

èò â òîì, ÷òîáû íàéòè äðóãîå ñåìåéñòâî F âåðøèí ãðà�à G, òàêîå, ÷òî

äëÿ êàæäîãî A 2 I(G) ñóùåñòâóåò B 2 F , òàêîå, ÷òî A � B. Ýëåìåíòû

ñåìåéñòâà F íàçîâåì êîíòåéíåðàìè, à ñàìî F � ñèñòåìîé êîíòåéíåðîâ

äëÿ I(G). Ïîëîæèì L(B) = jfA � B : A 2 I(G)gj. Î÷åâèäíû ñëåäóþùèå

íåðàâåíñòâà

jI(G)j �

X

B2F

L(B) �

X

B2F

2

jBj

: (1)

Íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþòñÿ äîâîëüíî ãðóáûìè. Îäíàêî â ðÿäå ñëó-

÷àåâ îíè îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íûìè. Ýòî, ÷àùå âñåãî áûâàåò òîãäà,

êîãäà ñâîéñòâî, îïðåäåëÿþùåå ñåìåéñòâî, ìîùíîñòü êîòîðîãî îöåíèâàåòñÿ

(îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç A), îêàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, ò. å. êîãäà èç òîãî,

÷òî A 2 A è C � A âûòåêàåò âêëþ÷åíèå C 2 A. Çàìåòèì, ÷òî âñå óïîìÿ-

íóòûå âûøå ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ íàñëåäñòâåííûìè. Íàïðèìåð, íåçàâèñèìîå

ìíîæåñòâî èëè êëèêà ñîõðàíÿþò ñâîéñòâà áûòü íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâî

èëè êëèêîé ïîñëå óäàëåíèÿ ýëåìåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ âåðõíèõ îöåíîê íåêîòîðîãî ñå-

ìåéñòâà A 2 A òðåáóåòñÿ íàéòè ñèñòåìó êîíòåéíåðîâ F êàê ìîæíî ìåíü-

øåé ìîùíîñòè, òàêóþ ÷òîáû êîíòåéíåðû "ñëàáî" ïåðåñåêàëèñü, à ïëîò-
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íîñòü �(B) êàæäîãî êîíòåéíåðà B 2 F , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì �(B) =

L(B)2

�jBj

, áûëà êàê ìîæíî áëèæå ê 1.

Íèæå ìû ïîêàçûâàåì, ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû êîíòåé-

íåðîâ äëÿ ñåìåéñòâà I(G) íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ðåãóëÿðíîãî ãðà�à G.

Äàëåå äàåì êðàòêèé îáçîð âåðõíèõ îöåíîê ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ

äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðà�îâ. Ïî÷òè âñå ýòè îöåíêè ïîëó÷åíû ìåòîäîì

êîíòåéíåðîâ. Êðîìå òîãî ìû ïîêàçûâàåì, êàê ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà

ìîæíî ïîëó÷èòü íå òîëüêî âåðõíèå îöåíêè, íî è àñèìïòîòèêè ÷èñëà ìíî-

æåñòâ, ñâîáîäíûõ îò ñóìì. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñâåäåíèåì çàäà÷è ê

îöåíêå I(G) äëÿ ïîäõîäÿùèõ ãðà�îâ Êýëè. Óïîìÿíóòûå ñâåäåíèÿ îêàçû-

âàþòñÿ äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëüíûìè. Ïðèìåðû ïðîñòûõ ñâåäåíèé äåìîí-

ñòðèðóþòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.

4. Ñâåäåíèÿ çàäà÷ ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà

íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ

Ïðîñòåéøåå èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñâåäåíèé êàñàåòñÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà

êëèê (ò. å. ïîëíûõ ïîäãðà�îâ) â ãðà�å. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ÷èñëî êëèê

â ãðà�å G äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü I(

�

G) äëÿ ãðà�à

�

G, äîïîëíèòåëüíîãî ê G.

Ïîäñ÷åò ÷èñëà äâîè÷íûõ êîäîâ ñ ðàññòîÿíèåì r ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó

÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðà�å, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äâî-

è÷íûå âåêòîðû äëèíû n, à ðåáðàìè � ïàðû âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàñ-

ñòîÿíèè, ìåíüøåì ÷åì r.

Àñèìïòîòèêà ÷èñëà àíòèöåïåé â óíèìîäàëüíûõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-

íûõ ìíîæåñòâàõ áûëà íàéäåíà àâòîðîì â [11℄. �àíåå ïîäîáíàÿ çàäà÷à áûëà

ðåøåíà äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ n-ìåðíîãî êóáà À.Ä.Êîðøóíîâûì â [19℄. Çà-

äà÷à ïîäñ÷åòà ÷èñëà àíòèöåïåé â ïðîèçâîëüíîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì

ìíîæåñòâå P = (X;Z; Y ) ñâîäèòñÿ ïîäñ÷åòó ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ

â ãðà�å G

Q

, â êîòîðîì ìíîæåñòâîì âåðøèí ÿâëÿåòñÿ P , à âåðøèíû ñîåäè-

íåíû ðåáðîì, åñëè îäíà èç íèõ ïðåäøåñòâóåò äðóãîé.

5. Î ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðà�àõ

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïîëó÷èì âåðõíèå îöåíêè äëÿ ÷èñëà íåçàâèñèìûõ

ìíîæåñòâ â ãðà�àõ. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ïîñòðîåíèè ñèñòåìû

êîíòåéíåðîâ äëÿ ñåìåéñòâà I(G) íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ãðà�à G. Î÷å-

âèäíî, ÷òî ñèñòåìîé êîíòåéíåðîâ äëÿ I(G) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî D(G) âñåõ

äîìèíèðóþùèõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ. Îäíàêî òàêàÿ ñèñòåìà íåóäîáíà

ïî ðÿäó ïðè÷èí. Ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà D(G) è ïîëó÷åíèå âåðõíåé îöåíêè

åãî ìîùíîñòè îáû÷íî íå ïðîùå, ÷åì ðåøåíèå àíàëîãè÷íûõ ïðîáëåì äëÿ

I(G). Êðîìå òîãî, ðàçìåð ñåìåéñòâà D(G) ìîæåò îêàçàòüñÿ ñðàâíèìûì ñ
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ðàçìåðîì ñåìåéñòâà D(G), ÷òî íåïðèåìëåìî ïðè íàøåì ïîäõîäå. Ñëåäóþ-

ùàÿ ëåììà äàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû êîíòåéíåðîâ äëÿ

ñåìåéñòâà I(G) â ñëó÷àå ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ. �åãóëÿðíûé ãðà� ñòåïåíè k

íà n âåðøèíàõ íàçîâåì (n; k)-ãðà�îì.

Ëåììà 1. Ïóñòü G = (V ;E) ÿâëÿåòñÿ (n; k)�ãðà�îì, k > 1, A 2 I(G)

è 0 < ' < k. Òîãäà ñóùåñòâóåò T � A, òàêîå, ÷òî:

jT j � j�Aj='; (2)

A � D; ãäå D = D(T; ') = fv 2 V n �T : j�v n �T j < 'g; (3)

jDj � j�T j

k

k � '

: (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìîå ìíîæåñòâî T ïîñòðîèì ñ ïîìîùüþ ñëåäó-

þùåé ïîøàãîâîé ïðîöåäóðû

Øàã 1. Ïóñòü u

1

� ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà èç A. Ïîëîæèì T

1

= fu

1

g.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m øàãîâ ñäåëàíû è ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî

T

m

= fu

1

; : : : ; u

m

g.

Øàã m+ 1. Åñëè ñóùåñòâóåò u

m+1

2 A òàêàÿ, ÷òî j�u

m+1

n �T

m

j � ' ,

ïîëàãàåì T

m+1

= T

m

[ fu

m+1

g è ïðîäîëæàåì ïðîöåññ.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîöåäóðà çàêîí÷åíà, à åå ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî T = T

m

. Íåðàâåíñòâî (2) è âêëþ÷åíèå (3), âûòåêàþò èç ïîñòðî-

åíèÿ ìíîæåñòâà T . Íåðàâåíñòâî (4) � èç òîãî, ÷òî j�v \ �T j � k � ' äëÿ

âñÿêîãî v 2 D è j�uj � k äëÿ âñÿêîãî u 2 �T . �

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ (n; k)�ãðà�îì, 1 � ' < k. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîíòåéíåðîâ F äëÿ I(G), òàêàÿ, ÷òî:

(i)

jFj �

X

i�n='

�

n

i

�

; (5)

(ii) äëÿ ëþáîãî D 2 F

jDj � nk=(2k � '): (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå êàæäîå A 2 I(G) ñîäåðæèò ïîäìíîæå-

ñòâî T ìîùíîñòè, íå ïðåâûøàþùåé j�Aj=', ïðè÷åì A � D(T; '). Çà-

ìåòèì, ÷òî êîíòåéíåð D(T; ') îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì T

ïðè �èêñèðîâàííîì '. òàêèì îáðàçîì ÷èñëî êîíòåéíåðîâ íå ïðåâîñõîäèò

j�Aj=' � n='. Îòñþäà âûòåêàåò (i).

Íåðàâåíñòâî (ii) ñëåäóåò èç (4) ââèäó òîãî, ÷òî jDj � n� j�T j. �
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óëó÷øàåò îñòàòî÷íûé ÷ëåí â àíàëîãè÷íîì ðåçóëü-

òàòå Í.Àëîíà [16℄ è ÿâëÿåòñÿ èëëþñòðàöèåé íàøåãî ïîäõîäà ê ïîëó÷åíèþ

âåðõíèõ îöåíîê.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî (n; k)-ãðà�à

I(G) � 2

n

2

�

1+O

�

p

(log k)=k

�

�

: (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (7) âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ. Íåçàâèñè-

ìûå ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü ïåðå÷èñëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çà�èêñè-

ðóåì ' =

p

k log k. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî T � V è ïîñòðîèì

D = D(T; '). Äàëåå âûáåðåì A � D. Çàìåòèì, ÷òî

jDj � nk=(2k � ') (8)

ââèäó (6). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèâ ' =

p

k log k, èìååì

I(G) �

X

T�V;jT j�n='

2

jD(T;')j

�

X

i�n='

�

n

i

�

2

nk=(2k�')

� 2

n

2

�

1+O

�

p

(log k)=k

�

�

: (9)

Òåîðåìà 1 îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé íåðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ (ñì. [7℄, [9℄).

Íåîáõîäèìîñòü ïîäîáíûõ îáîáùåíèé ïðîäèêòîâàíà ïðèëîæåíèÿìè ê êîì-

áèíàòîðíûì ïðîáëåìàì àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë (ñì. [13℄, [14℄, [18℄, [20℄).

G íàçûâàåòñÿ (n; k; �)-ãðà�îì, åñëè â íåì n âåðøèí è ïðè ýòîì k �

�(v) � k+� äëÿ âñÿêîé âåðøèíû v. Ïî îïðåäåëåíèþ (n; k; 0)-ãðà� ÿâëÿåòñÿ

(n; k)-ãðà�îì.

Òåîðåìà 2. Äëÿ âñÿêîãî (n; k; �)-ãðà�à �

I(�) � 2

n

2

�

1+O

�

�=k+

p

(log k)=k

�

�

: (10)

Òåîðåìà 2 îáîáùàåò òåîðåìó 1 íà ñëó÷àé (n; k; �)-ãðà�îâ. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç I

�

(�) ÷èñëî ìíîæåñòâ A 2 I(�), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

�

�

jAj �

n=4

�

�

� �n=4.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü � = (V ;E) ÿâëÿåòñÿ (n; k; �)-ãðà�îì è 0 < � < 1.

Òîãäà

I

�

(�) � 2

n

2

�

1�

�

2

2 ln 2

+O

�

�

k

+

p

log k

k

�

�

: (11)
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü (n; k; �)-ãðà� � = (V ; E) ÿâëÿåòñÿ Æ-ðàñøèðèòåëåì

è 0 � Æ < 1. Òîãäà

I(�) � 2

n

2

�

1�Æ=7+O

�

�=k+

p

(log k)=k

�

�

: (12)

Òåîðåìû 3 è 4 ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü âåðõíèå îöåíêè âèäà I(G) � 2

n(1=2�)

,

ãäå  > 0 íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Â ðÿäå ñëó÷àåâ òàêèå îöåíêè îêàçûâàþòñÿ

ïîëåçíûìè (ñì., íàïðèìåð, [13℄).

Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû â [9℄. Ïóñòü

l; k; �; n óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì l � k � � � k + � � n. �ðà� ñ n âåð-

øèíàìè íàçûâàåòñÿ (n; l; k;m; Æ; "; �)-ãðà�îì, åñëè óäîâëåòâîðÿþòñÿ ñëåäó-

þùèå óñëîâèÿ: ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû íå ìåíüøå l, ìàêñèìàëüíàÿ

ñòåïåíü âåðøèíû íå áîëüøå m, äîëÿ âåðøèí ñòåïåíè ïðåâûøàþùåé k + �,

íå áîëüøå ", äîëÿ âåðøèí ñòåïåíè ìåíüøåé ÷åì k � �, íå áîëüøå Æ. Â [14℄

äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5. Ïóñòü G = (V;E) ÿâëÿåòñÿ (n; l; k;m; Æ; "; �)-ãðà�îì. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ñèñòåìà B êîíòåéíåðîâ äëÿ I(G) óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþ-

ùèì óñëîâèÿì:

1) Äëÿ âñÿêîãî B 2 B

jBj � n

k + Æ(k � l) + "(m� k) + �

2k �

p

k log k

; (13)

2) Äëÿ k > 3 è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

jBj � 2

n

p

log k

k

: (14)

Êðîìå òîãî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

I(G) � 2

n

2

�

1+Æ

(

1�

l

k

)

+"

�

m

k

�1

�

+O

�

�

k

+

p

log k

k

��

: (15)

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû, äîêàçàííûå â [9℄, ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè òåî-

ðåì 3 è 4.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ (n; l; k;m; Æ;�; �)-ãðà�îì è  = Æ

�

1�

l=k

�

+�

�

m=k� 1

�

+O

�

(�+

p

k log k)=k

�

. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

I

�

(G) � 2

n

2

(

1�(��)

2

=(2(1+) ln 2)

)

: (16)
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü (n; l; k;m; Æ;�; �)-ãðà� G ÿâëÿåòñÿ �-ðàñøèðèòåëåì.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî  > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

I(G) � 2

n

2

�

1��+Æ(1�l=k)+�

�

m=k�1

�

+O

��

�+

p

k log k

�

=k

�

�

(17)

Òåîðåìû 2�4 èñïîëüçîâàëèñü ïðè îöåíêå ÷èñëà ìíîæåñòâ, ñâîáîäíûõ

îò ñóìì, â ãðóïïàõ (ñì. [6℄ è [13℄). Òåîðåìà 5 ïðèìåíÿëàñü äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà ãèïîòåçû Êàìåðîíà-Ýðä¼øà [14℄. Òåîðåìû 2�7 èñïîëüçóþò òîëü-

êî èäåþ êîíòåéíåðîâ â òîì âèäå, â êîòîðîì îíà ðàáîòàëà â äîêàçàòåëüñòâå

Òåîðåìû 1.

Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ äî-

ïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �(G) ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð

íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â ãðà�å G. Â. Å.Àëåêñååâ [2℄ äîêàçàë ñëåäóþùóþ

îöåíêó.

Òåîðåìà 8. Äëÿ âñÿêîãî ãðà�à G íà n âåðøèíàõ, òàêîãî, ÷òî �(G) = �,

i(G) �

�

n

�

+ 1

�

�

: (18)

Ýòà âåðõíÿÿ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ íà ïîëíîì è ïóñòîì ãðà�àõ. Âî ìíî-

ãèõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ îíà îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî ãðóáîé, åñëè íà ðàññìàò-

ðèâàåìûé êëàññ ãðà�îâ íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ

(n; k)-ãðà�îâ ñ ïîìîùüþ ñîîáðàæåíèé èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ëåììû 1

óäàåòñÿ ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè. Â [9℄ äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü ãðà� G íà n âåðøèíàõ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ñòå-

ïåíè k, �(G) = �. Òîãäà

i(G) � 2

� log

(

1+

n

2�

)

+O

�

n

p

k

�1

log k

�

:

(19)

Òåîðåìà 10. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ (n; l; k;m; Æ;�; �)-ãðà�îì, �(G) = �, à

n è k � äîñòàòî÷íî âåëèêè. Òîãäà

i(G) � 2

� log

(

1+

n

2�

)

+n

�

Æ(1�l=k)+�

�

m=k�1

�

+O

��

�+

p

k log k

�

=k

�

�

: (20)

Òåîðåìà 11. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ (n; l; k;m; Æ;�; �)-ãðà�îì è "-ðàñøèðè-

òåëåì, à n è k � äîñòàòî÷íî âåëèêè. Òîãäà

i(G) � 2

n

2

�

2�2"

2�"

log

4�3"

2�2"

+Æ(1�l=k)+�

�

m=k�1

�

+O

��

�+

p

k log k

�

=k

�

�

: (21)
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6. Äâóäîëüíûå ãðà�û

Äâóäîëüíûé ãðà� G = (X;Z;E) ñ äîëÿìè âåðøèí X , Z è ìíîæåñòâîì

ðåáåð E íàçîâåì (�; Æ)-ðàñøèðèòåëåì, åñëè jAj � (1 � Æ)j�Aj äëÿ âñÿêîãî

A � X òàêîãî, ÷òî jAj � � jX j è äëÿ âñÿêîãî A � Z òàêîãî, ÷òî jAj �

� jZj. Â ñëó÷àå äâóäîëüíûõ ãðà�îâ ìåòîä êîíòåéíåðîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

àñèìïòîòèêó, åñëè ãðà� ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðèòåëåì.

Ïåðâûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ èäåè

êîíòåéíåðîâ, êàñàëñÿ n-ìåðíîãî êóáà. ×åðåç B

n

îáîçíà÷èì ãðà� n-ìåðíîãî

êóáà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äâîè÷íûå íàáîðû äëèíû n, à ðåáðàìè

� ïàðû íàáîðîâ, îòëè÷àþùèõñÿ ðîâíî â îäíîì ðàçðÿäå. Â [4℄ äîêàçàíà

ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 12.

I(B

n

) � 2

p

e2

2

n�1

= 2

p

e2

N=2

: (22)

Â [22℄ äîêàçàíû ñëåäóþùèå îöåíêè.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü äâóäîëüíûé (n; k; �)-ãðà� G = (X;Z;E) ÿâëÿ-

åòñÿ (1=2; Æ)-ðàñøèðèòåëåì è z � íàèáîëüøåå èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

x = log

2

(2ex=Æ). Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è k

2

jXj

+ 2

jZj

� 1 � I(G) �

�

2

jXj

+ 2

jZj

��

1 + 2

�kÆ=z+O

(

p

klog k+�

)

�

: (23)

Äîêàçàòåëüñòâî â (23) îñíîâàíî íà òîé èäåå, ÷òî X è Z îáðàçóþò ãëàâ-

íóþ ñèñòåìó êîíòåéíåðîâ, ñîäåðæàùóþ â ñîâîêóïíîñòè ïî÷òè âñå íåçàâè-

ñèìûå ìíîæåñòâà ãðà�à G. Îòñþäà âûòåêàåò àñèìïòîòèêà.

Ñëåäñòâèå 2. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G

n

= (X

n

; Z

n

;E

n

)

äâóäîëüíûõ (n; k(n); �

n

)-ãðà�îâ, ÿâëÿþùèõñÿ (1=2; Æ

n

)-ðàñøèðèòåëÿìè.

Ïóñòü

k(n)Æ

n

!1 è �

n

=k(n) + k(n)

�1=2

log k(n)! 0 (24)

ïðè n!1: Òîãäà

I(G

n

) � 2

jX

n

j

+ 2

jZ

n

j

: (25)

7. Ìíîæåñòâà ÷èñåë, ñâîáîäíûå îò ñóìì

Çäåñü íà ïðèìåðå äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Êàìåðîíà-Ýðä�åøà ìû ïî-

êàæåì êàê ìåòîä êîíòåéíåðîâ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ

çàäà÷ òåîðèè ÷èñåë. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì îò ñóìì (ñî-

êðàùåííî, ÌÑÑ), åñëè a + b 62 A ëþáûõ a; b 2 A. Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ

18
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÷èñåë p � q îáîçíà÷èì ÷åðåç [p; q℄ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ x, òàêèõ, ÷òî

p � x � q. Ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç îòðåçêà [t; n℄, ñâîáîäíûõ îò

ñóìì, îáîçíà÷èì ÷åðåç S(t; n). Ïîëîæèì s(t; n) = jS(t; n)j, S(n) = S(1; n)

è s(n) = jS(n)j. Â 1988 ã. Êàìåðîí è Ýðä�åø ïðåäïîëîæèëè [17℄, ÷òî

s(n) = O(2

n=2

). Ýòî ïðåäïîëîæåíèå áûëî äîêàçàíî íåçàâèñèìî Á. �ðè-

íîì [18℄ è àâòîðîì [14℄. Á. �ðèí èñïîëüçîâàë òåõíèêó ïðåîáðàçîâàíèé Ôó-

ðüå. Äîêàçàòåëüñòâî â [14℄ � ÷èñòî êîìáèíàòîðíîå. Îäíàêî â òîì è äðóãîì

ñëó÷àå èñïîëüçîâàëàñü èäåÿ êîíòåéíåðîâ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî íå÷åòíûõ ÷èñåë ñâîáîäíî îò

ñóìì. Îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ èç îòðåçêà [1; n℄ ÷å-

ðåç S

1

(n). ßñíî, ÷òî jS

1

(n)j = 2

dn=2e

. Äðóãèì "áîëüøèì" ñåìåéñòâîì ìíî-

æåñòâ, ñâîáîäíûõ îò ñóìì, ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ÷èñåë

èç îòðåçêà [bn=2 + 1; n℄. Ïîëîæèì q̂ = n

3=4

logn è îáîçíà÷èì ÷åðåç S

2

(n)

ñåìåéñòâî âñåõ ÌÑÑ, ñîäåðæàùèõñÿ â èíòåðâàëå [n=2� q̂; n℄. Èäåÿ äîêàçà-

òåëüñòâà èç [14℄ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü àñèìïòîòèêó âèäà

jS(n)j � jS

1

(n) [ S

2

(n)j;

ò. å., ÷òî ìíîæåñòâî N

1

íå÷åòíûõ ÷èñåë èç îòðåçêà [1; n℄ è èíòåðâàë [n=2�

q̂; n℄ ñîñòàâëÿþò ãëàâíóþ ñèñòåìó êîíòåéíåðîâ äëÿ S(n). Çàäà÷à ñâåëàñü ê

òîìó, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî

jS(n) n (S

1

(n) [ S

2

(n))j = o(2

n=2

): (26)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè ìîùíîñòè ñåìåéñòâà

e

S(n) = S(n) n (S

1

(n)[

S

2

(n)) äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàê íàçûâàåìîé ïðàâèëüíîé ñèñòåìû

êîíòåéíåðîâ äëÿ ñåìåéñòâà

e

S(n).

Ïîëîæèì eq = q̂ logn, N

�

= fi 2 [1; n℄ : i � � (mod 2)g è B

i;p

= B\ [i; p℄.

Ñåìåéñòâî B ïîäìíîæåñòâ èç îòðåçêà [1; n℄ íàçîâåì ïðàâèëüíîé ñèñòåìîé

êîíòåéíåðîâ äëÿ

e

S(n), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è ëþáîãî B 2 B

jBj � n=2 +O(q̂): (27)

2) Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

jBj � 2

o(q̂)

: (28)

3) Äëÿ ëþáîãî i 2 [eq; n� eq℄ è p 2 [eq; n� i℄

jjB

i;p

j � p=2j � q̂: (29)
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4) Äëÿ ëþáîãî � 2 f0; 1g, i 2 [eq; n� eq℄ è 2 [wq; n� i℄

jjB

i;p

\N

�

j � p=4j � q̂: (30)

Ïåðâûå äâà ïóíêòà îïðåäåëåíèÿ íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ ñâåðõó íà

ðàçìåð êîíòåéíåðîâ è èõ ÷èñëî. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé ïóíêòû ãîâîðÿò î

òîì, ÷òî ýëåìåíòû êàæäîãî êîíòåéíåðà ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî (ñ ïëîò-

íîñòüþ 0,5) ïî ïðîãðåññèÿì ðàçíîñòè 1 è 2 â ëþáîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì

îòðåçêå, äîñòàòî÷íî óäàëåííîì îò êîíöîâ îòðåçêà [1; n℄.

Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ B íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïðàâèëüíîé ñèñòåìîé êîíòåé-

íåðîâ äëÿ ñåìåéñòâà

e

S(n), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé äëÿ íåêîòîðîãî

ïîäñåìåéñòâà A

0

�

e

S(n), òàêîãî, ÷òî j

e

S(n) n A

0

j = o(2

n=2

).

Ñóùåñòâîâàíèå ïî÷òè ïðàâèëüíîé ñèñòåìû êîíòåéíåðîâ äëÿ ñåìåéñòâà

e

S(n) äîêàçûâàåòñÿ ñâåäåíèåì ê îöåíêå ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ñîîò-

âåòñòâóþùåì ãðà�å Êýëè ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì òåîðåìû 5. Îäíàêî

ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ñèñòåìû åùå íåäîñòàòî÷íî äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâ-

ëåííîé öåëè. Äåëî â òîì, ÷òî îãðàíè÷åíèå (27) íà ðàçìåð êîíòåéíåðà íå

ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷èòü îöåíêó âèäà j

e

S(n)j = o(2

n=2

). Èäåÿ

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî â êàæäîì êîíòåéíåðå ñîäåðæèòñÿ íå

áîëåå 2

n

, ãäå  < 0:5, ÌÑÑ. Ñ ó÷åòîì (28) ýòî ïîçâîëèò äîêàçàòü íåðàâåí-

ñòâî (26).

Ñ ýòîé öåëüþ âûäåëèì â êàæäîì êîíòåéíåðå B äâà �ðàãìåíòà D =

B \ [n=4 + 1; n=2℄ è H = B \ [n=2 + 1; n℄ äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî ÌÑÑ â ýòèõ

�ðàãìåíòàõ ñóùåñòâåííî ìåíüøå ÷èñëà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà D [

H .

Ïóñòü Q = D + D (ïî îïðåäåëåíèþ D + D = fi + j : fi; jg � Dg )

è

e

Q = Q \ H . �àññìîòðèì ãðà� � = (D;E) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí D è

ìíîæåñòâîì E ðåáåð âèäà ffi; jg : i+ j 2

e

Qg. Ïîäìíîæåñòâî ðåáåð ãðà�à

íàçûâàåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèåì, åñëè â íåì íèêàêèå äâà ðåáðà íå ñìåæíû. Íà

êàæäîì ðåáðå ïàðîñî÷åòàíèÿ ãðà�à � íå áîëåå îäíîé âåðøèíû ìîæåò ïðè-

íàäëåæàòü ÌÑÑ. Åñëè â n-âåðøèííîì ãðà�å ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå

èç p ðåáåð, òî, î÷åâèäíî, ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â íåì íå áîëüøå

2

n�2p

3

p

. Ïðè óñëîâèè, ÷òî p � n, ãäå 0 <  � 0:5 èìååì I(�) � 2

jDj(1�"())

,

ãäå "() > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ÌÑÑ, ñîäåðæàùèõñÿ â ïðîèç-

âîëüíîì êîíòåéíåðå B èç ïðàâèëüíîé ñèñòåìû, íå ïðåâîñõîäèò 2

djBj

, äëÿ

íåêîòîðîãî d < 1, ÷òî ñ ó÷åòîì (27) è (28) âëå÷åò (26).

Òàêèì îáðàçîì äîñòàòî÷íî ëèøü äîêàçàòü, ÷òî â ãðà�å � ñóùåñòâóåò äî-

ñòàòî÷íî áîëüøîå ïàðîñî÷åòàíèå. Ýòîò �àêò äîêàçûâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì

íåðàâåíñòâ (29), (30) è ñëåäóþùåãî �àêòà èç òåîðèè ñëîæåíèÿ ìíîæåñòâ.
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Òåîðåìà 14. (�. À. Ôðåéìàí [15℄). Ïóñòü ìíîæåñòâî K öåëûõ ÷èñåë

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ jK +Kj � 2jKj � 1 + b, ãäå 0 � b � jKj � 3. Òîãäà

K ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè äëèíû jKj+ b.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû Êàìåðîíà-Ýðä�åøà ìû èñïîëüçîâàëè ãëàâ-

íóþ ñèñòåìó êîíòåéíåðîâ äëÿ ñåìåéñòâà

e

S(n), ñîñòîÿùóþ èç äâóõ êîí-

òåéíåðîâ: ìíîæåñòâà N

1

íå÷åòíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n, è îòðåç-

êà [n=2� q̂; n℄. Çàìåòèì, ÷òî êîíòåéíåð N

1

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â òîì ñìûñëå,

÷òî êàæäîå åãî ïîäìíîæåñòâî ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó

e

S(n). Â òî æå âðåìÿ

êîíòåéíåð [n=2� q̂; n℄ ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïóñòûì â òîì ñìûñëå, ÷òî äîëÿ åãî

ïîäìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ ñåìåéñòâó

e

S(n), ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n!1.

Ïîäñ÷åò ÷èñëà ÌÑÑ â ïåðâîì èç êîíòåéíåðîâ, î÷åâèäíî íå ïðåäñòàâ-

ëÿåò òðóäà. Íàõîæäåíèå àñèìïòîòèêè ÷èñëà ÌÑÑ âî âòîðîì êîíòåéíåðå

ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé è äîñòàòî÷íî òðóäíîé çàäà÷åé. Åå ñóùåñòâîâàíèå ñëå-

äóåò óæå èç ñòàòüè [17℄. Ê. �. Îìåëüÿíîâ â [5℄ ïîêàçàë, ÷òî jS

2

(n)j � 

0

2

n=2

ïðè ÷åòíûõ n è jS

2

(n)j � 

1

2

dn=2e

ïðè íå÷åòíûõ n, ãäå 6:070 � 

0

� 6:099 è

4:810 � 

1

� 4:837. Òàêèì îáðàçîì îí âû÷èñëèë òàê íàçûâàåìûå êîíñòàíòû

Êàìåðîíà-Ýðä�åøà 

0

è 

1

ñ òî÷íîñòüþ äâóõ çíàêîâ. Êðîìå òîãî â [5℄ óêàçàí

ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ýòèõ êîíñòàíò ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Â äîêàçàòåëüñòâå Á. �ðèíà [18℄ àíàëîã ïîíÿòèÿ "êîíòåéíåð" òàêæå ïðè-

ñóòñòâóåò. Íàçîâåì òðîéêó ÷èñåë ñóììèðóåìîé, åñëè åå ýëåìåíòû, âçÿòûå

â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ x+ y = z. Ïðåäëîæåíèå 6

èç [18℄ óêàçûâàåò ñåìåéñòâî F , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì òðåì ñâîé-

ñòâàì:

1. Êàæäîå ÌÑÑ â [1; n℄ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì A 2 F ,

2. jFj = 2

o(n)

,

3. Êàæäûé ýëåìåíò èç F ñîäåðæèò o(n

2

) ñóììèðóåìûõ òðîåê.

Â äàëüíåéøåì â ñòàòüå [18℄ ìîùíîñòü êàæäîãî ýëåìåíòà A èç F îãðà-

íè÷èâàåòñÿ âåëè÷èíîé n(1=2+ 1=120+ o(1). �ðóáî ãîâîðÿ, ñåìåéñòâî F îò-

ëè÷àåòñÿ îò ïðàâèëüíîé ñèñòåìû êîíòåéíåðîâ òåì, ÷òî óñëîâèÿ (29) è (30)

çàìåíåíû îãðàíè÷åíèåì íà ÷èñëî ñóììèðóåìûõ òðîåê. Á. �ðèí íàçûâàåò

ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ñåìåéñòâà F ãðàíóëÿðèçàöèåé. Èäåéíàÿ áëèçîñòü

ïîíÿòèé "ñåìåéñòâà F" è "ñèñòåìû êîíòåéíåðîâ" î÷åâèäíà, íî ïîäõîäû ê

ïîñòðîåíèþ âåñüìà ðàçëè÷íû.

8. Ìíîæåñòâà, ñâîáîäíûå îò ñóìì â ãðóïïàõ

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà êîíòåéíåðîâ ê îöåíêå ÷èñëà

ÌÑÑ â ãðóïïàõ. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû Êàìåðîíà-Ýðä�åøà

ìåòîä ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîìó ðåçóëüòàòó â ñëó÷àå, êîãäà â
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ãðóïïå ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà èíäåêñà 2. Äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï àñèìïòîòèêà

÷èñëà ÌÑÑ áûëà ïîëó÷åíà â [20℄ è íåçàâèñèìî â [13℄.

Òåîðåìà 15. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷åòíûõ n è ëþáîé àáåëåâîé

ãðóïïû G ïîðÿäêà n ñ t ïîäãðóïïàìè èíäåêñà 2

t � 2

n=2

� 2

(n=4)

�

1+o(1)

�

� s(G) � t � 2

n=2

+ 2

n(1=2�)

; (31)

ãäå  > 0:01.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî êàæäûé êëàññ ñìåæíîñòè ïîä-

ãðóïïû èíäåêñà 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÌÑÑ, â t òàêèõ êëàññàõ â ñîâîêóï-

íîñòè ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå t � 2

n=2

� 2

(n=4)

�

1+o(1)

�

ÌÑÑ. Íàçîâåì òå ÌÑÑ,

êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ íè â îäíîì ñìåæíîì êëàññå ïîäãðóïïû èíäåêñà 2

íåðåãóëÿðíûìè. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñåìåé-

ñòâî âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïîäãðóïï èíäåêñà 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàâ-

íóþ ñèñòåìó êîíòåéíåðîâ äëÿ ñåìåéñòâà ÌÑÑ ãðóïïû, ò. å., ÷òî äîëÿ íåðå-

ãóëÿðíûõ ÌÑÑ ìàëà. Äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû H èíäåêñà 2 è ëþáîãî íåðå-

ãóëÿðíîãî ÌÑÑ A âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèåA\H 6= �. �ðà� C

D

(V ) = (V;E) íà

ìíîæåñòâå âåðøèí V , ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì D, â êîòîðîì ïàðà fu; vg

âåðøèí ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u+ v, u� v èëè v� u

ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó D, íàçûâàåòñÿ ãðà�îì Êýëè, ïîðîæäåííûì ìíî-

æåñòâîì D íà ìíîæåñòâå V . Ïðè îöåíêå ÷èñëà íåðåãóëÿðíûõ ìíîæåñòâ ìû

ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî òàêîãî ìíîæåñòâà A è ëþáîé ïîäãðóïïû

H èíäåêñà 2 ãðóïïû G ìíîæåñòâî V = A \G nH ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì â

ãðà�å C

D

(V ) ñ D = A \H . Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ÷èñ-

ëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðà�àõ Êýëè, ïîðîæäåííûõ ïîäìíîæåñòâàìè

ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé ïîäãðóïïû èíäåêñà 2.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìûõ îöåíîê íåäîñòàòî÷íî îöåíîê òèïà (2). Íóæ-

íû îöåíêè âèäà (7) è (11), â êîòîðûõ ïîêàçàòåëü èìååò âèä n(1=2�). Òàêèå

îöåíêè íàêëàäûâàþò íà ãðà� Êýëè äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ðàñøèðèòåëü-

íîñòè. Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ðåçóëüòàòîâ

èç òåîðèè ñëîæåíèÿ ìíîæåñòâ, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 16. [19℄ Ïóñòü A è B � äâà íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà ýëåìåí-

òîâ àáåëåâîé ãðóïïû G. Ïóñòü jA+Bj � jAj+ jBj � 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî

A+B +H = A+B è jA+Bj � jA+H j+ jB +H j � jH j: (32)
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Àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 15 ðåçóëüòàò äëÿ íåêîììóòàòèâíîãî ñëó÷àÿ áûë

ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíòåéíåðîâ Ò. �.Ïåòðîñÿíîì [6℄. Ïóñòü PF(G)

� ÷èñëî ìíîæåñòâ, ñâîáîäíûõ îò ïðîèçâåäåíèÿ, â ïîäãðóïïå G.

Òåîðåìà 17. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ïîðÿäêà n ñ ÷èñëîì ïîäãðóïï èíäåêñà

2, ðàâíûì t; t � 1,

t � 2

n=2

� 2

n

�

1+o(1)

�

=4

� jPF(G)j � t � 2

n=2

+ 2

n(1=2��)

; (33)

ãäå � > 0 ïðè n!1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàñøèðèòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðà�îâ Êýëè

èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 18. [21℄ Ïóñòü A è B ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè íåïóñòûìè ïîä-

ìíîæåñòâàìè ãðóïïû G, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî S ìíîæå-

ñòâà AB è ïîäãðóïïà H ãðóïïû G, òàêèå, ÷òî jSj � jAj+ jBj�jH j; è ëèáî

SH = S, ëèáî HS = S.

9. Íåêîòîðûå íåðåøåííûå çàäà÷è

Çäåñü �îðìóëèðóþòñÿ íåðåøåííûå çàäà÷è, â ðåøåíèè êîòîðûõ ìåòîä

êîíòåéíåðîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì.

1) Êîäû èñïðàâëÿþùèå îøèáêè.

Àñèìïòîòèêà ÷èñëà äâîè÷íûõ êîäîâ ñ ðàññòîÿíèåì 2 íàéäåíà â [4℄. Îò-

êðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î ÷èñëå äâîè÷íûõ êîäîâ ñ ðàññòîÿíèåì, ïðåâûøà-

þùåì 2. Àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äëÿ q-è÷íûõ êîäîâ.

2) Àíòèöåïè â äåêàðòîâîé ñòåïåíè âîçðàñòàþùåé öåïè èç òðåõ 3 ýëå-

ìåíòîâ.

Âîïðîñ î ÷èñëå àíòèöåïåé â äåêàðòîâîé ñòåïåíè öåïè èç äâóõ ýëåìåí-

òîâ ýêâèâàëåíòåí ïðîáëåìå Äåäåêèíäà î ÷èñëå àíòèöåïåé â n-ìåðíîì êóáå,

ðåøåííîé â 1981 ã. (ñì. [19℄). Â [12℄ íàéäåíà àñèìïòîòèêà ÷èñëà àíòèöå-

ïåé â óíèìîäàëüíûõ (êóáîïîäîáíûõ) ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî êàñàåòñÿ äåêàðòîâûõ ñòåïåíåé çâåçä. Âîïðîñ î ÷èñëå àí-

òèöåïåé â äåêàðòîâîé ñòåïåíè öåïè èç òðåõ ýëåìåíòîâ îñòàåòñÿ îòêðûòûì,

õîòÿ àñèìïòîòèêà ëîãàðè�ìà ïîëó÷åíà Â.Á.Àëåêñååâ [1℄ äëÿ äåêàðòîâîé

ñòåïåíè ïðîèçâîëüíûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ.

3) Ìíîæåñòâà, ñâîáîäíûå îò ñóìì, â ãðóïïàõ.

Àñèìïòîòèêà ëîãàðè�ìà ÷èñëà ÌÑÑ íàéäåíà Á. �ðèíîì è È.�óæà äëÿ

âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï. Àñèìïòîòèêà ÷èñëà ÌÑÑ íàéäåíà ëèøü äëÿ íåêîòî-

ðûõ êëàññîâ àáåëåâûõ ãðóïï. Àñèìïòîòèê äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï íå

èçâåñòíî êðîìå óïîìÿíóòûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ Ò. �.Ïåòðîñÿíà.
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�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëü-

íûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 07-01-00444).
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1. Ââåäåíèå

Ïðåæäå ÷åì äàòü ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ íåäîîïðå-

äåëåííûìè äàííûìè, ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öè�ð, íàïèñàííàÿ íå÷åòêî. Â íåé

ìîæåò, íàïðèìåð, âñòðåòèòüñÿ ñèìâîë, ïîõîæèé íà 3 è íà 5, ëèáî ñèìâîë,

ïîõîæèé íà 1, 4 è 7. Òàêèå ñèìâîëû áóäåì íàçûâàòü íåäîîïðåäåëåííûìè

è îáîçíà÷àòü a

3;5

è a

1;4;7

, à ñàìè öè�ðû 0; 1; : : : ; 9 áóäåì íàçûâàòü îñíîâ-

íûìè ñèìâîëàìè. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ íåäîîïðåäåëåííîãî ñèìâîëà áóäåì

èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå a

T

, ãäå T � ìíîæåñòâî îñíîâíûõ ñèìâîëîâ, îä-

íèì èç êîòîðûõ îí ìîæåò áûòü çàìåùåí (äîîïðåäåëåí). �åçóëüòàòîì ðåøå-

íèÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ íå÷åòêî íàïèñàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿ-

åòñÿ íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñíîâíûõ ñèìâîëîâ, äîîïðåäåëÿþùàÿ

èñõîäíóþ.

Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è ïðè ðåàëèçàöèè ÷àñòè÷íî îïðåäåëåí-

íûõ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì. Åñëè, íàïðèìåð, ïîâåäåíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ

äâóìÿ ÷àñòè÷íûìè áóëåâûìè �óíêöèÿìè è ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷å-

íèÿõ ïåðåìåííûõ ïåðâàÿ �óíêöèÿ íå îïðåäåëåíà, à âòîðàÿ ðàâíà 1, òî âîç-

íèêàåò íåäîîïðåäåëåííàÿ ïàðà (�1), äîîïðåäåëèìàÿ äî (01) è (11). Ïàðû

(00); (01); (10); (11) îáðàçóþò îñíîâíîé àë�àâèò, è åñëè äëÿ èõ îáîçíà÷åíèÿ

èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû a

0

; a

1

; a

2

; a

3

, òî íåäîîïðåäåëåííîé ïàðå (�1) áóäåò

ñîîòâåòñòâîâàòü ñèìâîë a

1;3

. Ïîñëå òîãî êàê ñèñòåìà ðåàëèçîâàíà (ñõåìíî

èëè ïðîãðàììíî), îíà ñòàíîâèòñÿ âñþäó îïðåäåëåííîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

çàìåíå íåäîîïðåäåëåííûõ ñèìâîëîâ â îïèñàíèè ñèñòåì îñíîâíûìè.
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Ñ íåäîîïðåäåëåííûìè äàííûìè èìåþò äåëî â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ,

ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì, óïðàâëåíèÿ, ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ãåíåòèêè.

Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èçó÷èòü íåäîîïðåäåëåííûå äàííûå â êà÷åñòâå ñà-

ìîñòîÿòåëüíîãî îáúåêòà ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ â òåîðèè èí�îð-

ìàöèè äëÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ äàííûõ. Êàê áóäåò âèäíî èç ïîñëå-

äóþùåãî èçëîæåíèÿ, íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû òåîðèè èí�îðìàöèè

ïåðåíîñÿòñÿ íà íåäîîïðåäåëåííûå äàííûå, íåêîòîðûå ìîäè�èöèðóþòñÿ ñî-

îòâåòñòâóþùèì îáðàçîì, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàþò íîâûå ý��åê-

òû. Óñòàíîâëåííûå çäåñü �àêòû îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ïðè ðåøåíèè êîí-

êðåòíûõ çàäà÷ [8, 10, 12℄.

2. Ýíòðîïèÿ íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ

ÏóñòüM = f0; 1; : : : ;m�1g� íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è êàæäîìó íåïóñòî-

ìó ïîäìíîæåñòâó T � M ñîïîñòàâëåí ñèìâîë a

T

. Àë�àâèò âñåõ ñèìâîëîâ

a

T

îáîçíà÷èì ÷åðåç A, à åãî ïîäàë�àâèò fa

0

; a

1

; : : : ; a

m�1

g, ñèìâîëû êîòî-

ðîãî ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà M , � ÷åðåç A

0

. Ñèìâîëû èç A

0

áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûìè, èç A � íåäîîïðåäåëåííûìè. Äîîïðåäåëåíèåì

ñèìâîëà a

T

2 A íàçîâåì âñÿêèé îñíîâíîé ñèìâîë a

i

, i 2 T , à äîîïðåäå-

ëåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â àë�àâèòå A � ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

â àë�àâèòå A

0

, ïîëó÷åííóþ èç èñõîäíîé çàìåíîé âñåõ åå ñèìâîëîâ íåêî-

òîðûìè äîîïðåäåëåíèÿìè. Ñèìâîë a

M

, äîîïðåäåëèìûé ëþáûì îñíîâíûì

ñèìâîëîì, èãðàåò îñîáóþ ðîëü. Åãî áóäåì íàçûâàòü íåîïðåäåëåííûì è îáî-

çíà÷àòü �.

Èçëàãàåìûå äàëüøå ðåçóëüòàòû äîïóñêàþò ñòàòèñòè÷åñêóþ è äåòåðìè-

íèðîâàííóþ �îðìóëèðîâêè. Ñòàòèñòè÷åñêîå èçëîæåíèå íåñêîëüêî ïðîùå

è, ñëåäóÿ òðàäèöèÿì òåîðèè èí�îðìàöèè, áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ åãî. Äëÿ

ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ÷àñòî áóäåì ïðèâîäèòü äåòåðìèíèðîâàííóþ

èíòåðïðåòàöèþ.

Ïóñòü èìååòñÿ èñòî÷íèê S, ïîðîæäàþùèé ñèìâîëû a

T

2 A íåçàâèñèìî

ñ âåðîÿòíîñòÿìè p

T

� 0,

P

T

p

T

= 1. Íàáîð âåðîÿòíîñòåé (p

T

; T � M)

îáîçíà÷èì ÷åðåç P è äëÿ èñòî÷íèêà S áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

(A;P ). Òàêîé èñòî÷íèê áóäåì íàçûâàòü íåäîîïðåäåëåííûì, à ïðè âûïîë-

íåíèè óñëîâèÿ p

T

= 0 äëÿ a

T

=2 A

0

� ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûì. Â ñëó÷àå

p

T

= 0 äëÿ a

T

=2 A

0

[ f�g èñòî÷íèê íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííûì.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû ðàçëè÷àåì òåðìèíû "íåäîîïðåäåëåííûé" è "÷àñòè÷-

íî îïðåäåëåííûé". Èíîãäà âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ (A;P ) èñòî÷íèêà S áóäåì

èñïîëüçîâàòü (A

0

; P

0

), ãäå àë�àâèò A

0

ïîëó÷åí èç A óäàëåíèåì âñåõ èëè

íåêîòîðûõ ñèìâîëîâ a

T

ñ p

T

= 0, à P

0

îáðàçîâàí èç P óäàëåíèåì ñîîò-

âåòñòâóþùèõ íóëåâûõ êîìïîíåíò. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîëíîñòüþ îïðåäå-
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ëåííûé èñòî÷íèê ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê (A

0

; (p

0

; : : : ; p

m�1

)), à ÷àñòè÷íî

îïðåäåëåííûé � êàê (A

0

[ f�g; (p

0

; : : : ; p

m�1

; p

�

)).

Çàäàäèìñÿ íåêîòîðûì íàáîðîì âåðîÿòíîñòåé Q = (q

i

; i 2M) ñèìâîëîâ

a

i

2 A

0

(q

i

� 0; q

0

+ : : :+ q

m�1

= 1) è ââåäåì �óíêöèþ

H(P;Q) = �

X

T�M

p

T

log

X

i2T

q

i

(34)

(çäåñü è äàëüøå ëîãàðè�ìû äâîè÷íûå). Ýíòðîïèåé èñòî÷íèêà S íàçîâåì

âåëè÷èíó

H(P ) = min

Q

H(P;Q): (35)

Íàðÿäó ñ H(P ) áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèåH(S). Óêàçàííàÿ �îðìóëà

ýíòðîïèè áûëà ïðåäëîæåíà Ì.Ì.Áîíãàðäîì [1, ñ. 92℄ èç íåêîòîðûõ ýâðè-

ñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé â êà÷åñòâå ìåðû íåîïðåäåëåííîñòè çàäà÷ ñ íåñêîëü-

êèìè îòâåòàìè.

Äëÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîãî èñòî÷íèêà (A

0

; (p

0

; : : : ; p

m�1

)), â ñèëó èç-

âåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

min

(q

0

;:::;q

m�1

)

(�

X

i

p

i

log q

i

) = �

X

i

p

i

log p

i

; (36)

âåëè÷èíàH(P ) ñîâïàäàåò ñ ýíòðîïèåéØåííîíàH(P ) = �

P

i

p

i

log p

i

. Èíî-

ãäà ýíòðîïèþ Øåííîíà îïðåäåëÿþò è èññëåäóþò â òåðìèíàõ ýíòðîïèè ðàç-

áèåíèé [6℄ (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ìíîæåñòâà T , äëÿ êîòîðûõ

p

T

> 0, íå ïåðåñåêàþòñÿ). Ýíòðîïèþ H(P ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîá-

ùåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ T . Âìåñòî

èñòî÷íèêîâ ìîæíî ãîâîðèòü îá ýíòðîïèè ñëó÷àéíûõ îïûòîâ ñ íåäîîïðåäå-

ëåííûìè èñõîäàìè.

3. Âû÷èñëåíèå ýíòðîïèè

Ýíòðîïèÿ íåäîîïðåäåëåííîãî èñòî÷íèêà çàäàíà íåÿâíî, êàê ìèíèìóì

ïî Q �óíêöèè (34). Ñëåäóþùèé êðèòåðèé îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ íà-

õîæäåíèÿ òî÷åê ìèíèìóìà.

Òåîðåìà 1. Íàáîð âåðîÿòíîñòåé Q ìèíèìèçèðóåò �óíêöèþ H(P;Q)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè êàæäîì i, i 2M , âûïîëíåíî

X

T : i2T

p

T

X

j2T

q

j

� 1; (37)
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ãäå ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ìîæåò èìåòü ìåñòî ëèøü ïðè òåõ i, äëÿ êî-

òîðûõ q

i

= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîãíóòàÿ ïî Q �óíêöèÿ �H(P;Q) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì òåîðåìû 4.4.1 èç [3℄. Ïî ýòîé òåîðåìå íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-

íûì óñëîâèåì åå ìàêñèìóìà â òî÷êå Q ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî �,

÷òî ��H(P;Q)=�q

i

� �, i 2 M , ãäå ñòðîãèå íåðàâåíñòâà ìîãóò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü ëèøü íóëåâûì çíà÷åíèÿì q

i

. Â íàøåì ñëó÷àå ýòè ñîîòíîøåíèÿ

ïðèîáðåòàþò âèä

log e

X

T : i2T

p

T

X

j2T

q

j

� �; i 2M: (38)

Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâà ìîãóò íàðóøàòüñÿ ëèøü ïðè íóëåâûõ q

i

, äîìíîæèâ

íà q

i

, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

X

T : i2T

p

T

q

i

X

j2T

q

j

=

�

log e

q

i

; i 2M: (39)

Ïðîñóììèðîâàâ èõ ïî i 2M ñ ó÷åòîì

P

T

p

T

=

P

i

q

i

= 1 è òîãî, ÷òî

X

i2M

X

T : i2T

p

T

q

i

X

j2T

q

j

=

X

T

p

T

X

i2T

q

i

X

j2T

q

j

=

X

T

p

T

;

íàõîäèì, ÷òî � = log e. Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå â (38), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

óòâåðæäåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íà áàçå ýòîé òåîðåìû ìîæåò áûòü óêàçàí ÷èñëåííûé ìåòîä íàõî-

æäåíèÿ H(P ) [8℄. Ââåäåì îïåðàòîð Q

0

= U(Q), ñîïîñòàâëÿþùèé íàáîðó

Q = (q

0

; q

1

; : : : ; q

m�1

) íàáîð Q

0

= (q

0

0

; q

0

1

; : : : ; q

0

m�1

), ãäå

q

0

i

=

X

T : i2T

p

T

q

i

P

j2T

q

j

; i = 0; 1; : : : ;m� 1:

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî îïåðàòîð U ïåðåâîäèò íàáîðû

âåðîÿòíîñòåé â íàáîðû âåðîÿòíîñòåé. Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè (37) íà q

i

è

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî â (37) ìîæåò èìåòü ìåñòî ëèøü ïðè
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q

i

= 0, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà,

X

T : i2T

p

T

q

i

X

j2T

q

j

= q

i

; i 2M: (40)

îçíà÷àþùèå, ÷òî ìèíèìèçèðóþùèé íàáîð Q ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

îïåðàòîðà U . Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèå èç [8℄, äàþùåå

àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ H(P ).

Òåîðåìà 2. Åñëè Q

(0)

= (q

(0)

0

; : : : ; q

(0)

m�1

) � íàáîð âåðîÿòíîñòåé ñ ïî-

ëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè è Q

(�)

= U(Q

(��1)

), � = 1; 2; : : : , òî ïðè

� !1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü H(P;Q

(�)

) ñõîäèòñÿ ê H(P ).

Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ ýíòðîïèè òðóäíîñòåé

íå âûçûâàåò. Â íåêîòîðûõ ñîäåðæàòåëüíî âàæíûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå ýíòðîïèè. Ýòî îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ê ÷àñòè÷-

íî îïðåäåëåííûì èñòî÷íèêàì, ýíòðîïèÿ êîòîðûõ ìîæåò áûòü íàéäåíà íà

îñíîâå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî r, 0 � r � p

�

(p

�

= p

M

), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

H(P ) = (1� r)H(P

0

);

ãäå P

0

= (p

0

T

; T �M), p

0

T

=

p

T

1� r

äëÿ T 6=M , p

0

�

=

p

�

� r

1� r

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåðîÿòíîñòåé Q = (q

i

; i 2 M)

âûïîëíåíî r log

P

i2M

q

i

= 0, ïîýòîìó

�

X

T�M

p

T

log

X

i2T

q

i

= �(1� r)

n

X

T�M

p

T

1� r

log

X

i2T

q

i

+

p

�

� r

1� r

log

X

i2M

q

i

o

:

Âçÿâ ìèíèìóì ïî Q, ïîëó÷àåì íóæíîå óòâåðæäåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

H(P ) = (1� p

�

)H(P

0

);

ãäå P

0

= (p

0

T

; T � M) (âêëþ÷åíèå ñòðîãîå) � íàáîð, ïîëó÷åííûé èç

P = (p

T

; T � M) îòáðàñûâàíèåì êîìïîíåíòû p

M

= p

�

è ïåðåñ÷åòîì

âåðîÿòíîñòåé p

0

T

= p

T

=(1� p

�

).
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Ýòîò �àêò ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû ïðè r = p

�

.

Ñëåäñòâèå 2. Ýíòðîïèÿ ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííîãî èñòî÷íèêà S = (A

0

[

f�g; (p

0

; : : : ; p

m�1

; p

�

)) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

H(S) = (1� p

�

)H

�

p

0

1� p

�

; : : : ;

p

m�1

1� p

�

�

=

= (1� p

�

) log(1� p

�

)�

X

0�i�m�1

p

i

log p

i

:

Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1, ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íà-

áîð âåðîÿòíîñòåé P

0

ñîîòâåòñòâóåò âñþäó îïðåäåëåííîìó èñòî÷íèêó ñ âå-

ðîÿòíîñòÿìè ñèìâîëîâ p

i

=(1� p

�

).

Òåîðåìà 3 è ñëåäñòâèå 1 èìåþò âàæíóþ èíòåðïðåòàöèþ, î êîòîðîé áóäåò

ñêàçàíî äàëüøå.

4. Ñâÿçü ñ ïðèíöèïîì Øåííîíà

Çàäà÷à ñæàòèÿ íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû êàæ-

äîé íåäîîïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîïîñòàâèòü äâîè÷íûé êîä ïî-

âîçìîæíîñòè ìàëîé äëèíû, ïîçâîëÿþùèé âîññòàíîâèòü êàêîå-ëèáî åå äî-

îïðåäåëåíèå (íî íå ñàìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü). Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

è ðåçóëüòàòû áóäóò ïðèâåäåíû â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü îïèñàíà â òåðìèíàõ áîëåå îáùåé çàäà÷è êî-

äèðîâàíèÿ èñòî÷íèêîâ ïðè çàäàííîé òî÷íîñòè âîñïðîèçâåäåíèÿ. Ïðèâåäåì

ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ [3, 14℄ ïðèìåíèòåëüíî ê äèñêðåòíûì (êîíå÷íûì)

èñòî÷íèêàì. Ïóñòü íåêîòîðûé èñòî÷íèê S ïîðîæäàåò ñèìâîëû b êîíå÷íîãî

àë�àâèòàB íåçàâèñèìî ñ âåðîÿòíîñòÿìè p(b) è îíè äîëæíû áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíû ó àäðåñàòà ñèìâîëàìè  êîíå÷íîãî àë�àâèòà C. Óñëîâèÿ íà òî÷íîñòü

âîñïðîèçâåäåíèÿ çàäàþòñÿ óêàçàíèåì ìíîæåñòâà W äîïóñòèìûõ ñîâìåñò-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé (p(b; ), b 2 B,  2 C). Òåîðåòèêî-èí�îðìàöèîííîé

ìåðîé íåîïðåäåëåííîñòè èñòî÷íèêà S ïðè òî÷íîñòè âîñïðîèçâåäåíèÿ W

ñ÷èòàþò W -ýíòðîïèþ [2℄

H

W

(S) = min

(p(b;))2W

X

b;

p(b; ) log

p(b; )

p(b)

X

b

0

p(b

0

; )

:

Îíà îáîáùàåò ïîíÿòèå "-ýíòðîïèè (ñêîðîñòè ñîçäàíèÿ ñîîáùåíèé â òåð-

ìèíîëîãèè Ê.Øåííîíà [3, 14℄). Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Øåííîíà W -ýíòðîïèÿ

õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ñæèìàåìîñòè ñîîáùåíèé èñòî÷íèêà S ñ òî÷íîñòüþ

W . Ýòî ñîäåðæàòåëüíûé ïðèíöèï, êîòîðûé äëÿ ìíîãèõ òèïîâ èñòî÷íèêîâ
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è ìåð òî÷íîñòè äîêàçàí. Ôîðìóëèðîâêó, îáîñíîâàíèå è îáñóæäåíèå ýòîãî

ïðèíöèïà (ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì êâàíòîâàíèÿ ñîîáùåíèé) ìîæíî íàé-

òè â [4℄.

Äëÿ íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ àë�àâèòàìB è C ñîîòâåòñòâóþò A è A

0

,

à ìíîæåñòâîW ñîñòîèò èç âñåõ ñîâìåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé (p

Ti

= p(a

T

; a

i

),

T � M , i 2 M), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ p

Ti

= 0 äëÿ i =2 T . Â ýòîì

ñëó÷àå W -ýíòðîïèÿ, äëÿ êîòîðîé áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå H

W

(P ),

ïðèîáðåòàåò âèä

H

W

(P ) = min

(p

Ti

)2W

X

T;i

p

Ti

log

p

Ti

p

T

X

U

p

Ui

:

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [8℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî H(P ) è H

W

(P ) ÿâëÿþòñÿ ðàç-

ëè÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè îäíîé è òîé æå �óíêöèè.

Òåîðåìà 4. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

H

W

(P ) = H(P ):

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çíà÷åíèå H

W

(P ) äîñòèãàåò íà ñîâìåñòíîì

ðàñïðåäåëåíèè (p

0

Ti

) 2 W . Ïîëîæèì q

i

=

P

T

p

0

Ti

.

Ïðè çàäàííîì T , âîñïîëüçîâàâøèñü äëÿ âûïóêëîé �óíêöèè f(x) =

x logx ïðè x

i

= p

0

Ti

/(p

T

q

i

) , �

i

= q

i

.

P

j2T

q

j

íåðàâåíñòâîì Èåíñåíà

X

i

�

i

f(x

i

) � f(

X

i

�

i

x

i

);

ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì p

0

Ti

= 0, i =2 T ,

X

i

p

0

Ti

log

p

0

Ti

p

T

q

i

= p

T

0

�

X

j2T

q

j

1

A

X

i

q

i

X

j2T

q

j

p

0

Ti

p

T

q

i

log

p

0

Ti

p

T

q

i

� p

T

log

1

X

j2T

q

j

:

Ïðîñóììèðîâàâ ýòè íåðàâåíñòâà ïî T , çàêëþ÷àåì, ÷òî H

W

(P ) � H(P ).

Îáðàòíî, ïóñòü âåëè÷èíà H(P ) â (35) äîñòèãàåòñÿ íà íàáîðå Q

0

=

(q

0

0

; q

0

1

; : : : ; q

0

m�1

). Ïîëîæèì p

Ti

= p

T

q

0

i

.

P

j2T

q

0

j

ïðè i 2 T è p

Ti

= 0 ïðè
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i =2 T . Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

P

T

p

Ti

= q

0

i

, âûòåêàþùèå èç (39), ïîëó÷àåì

H

W

(P ) �

X

T;i

p

Ti

log

p

Ti

X

j

p

Tj

X

U

p

Ui

=

X

T;i

p

Ti

log

p

Ti

p

T

q

0

i

=

=

X

T;i

p

Ti

log

1

X

j2T

q

0

j

= H(P ):

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç íåå è òåîðåìû 5 ñëåäóþùåãî ðàçäåëà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ïðèí-

öèïà Øåííîíà äëÿ íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ.

5. Êîìáèíàòîðíàÿ ýíòðîïèÿ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n â àë�àâèòå A. Äëÿ

íàáîðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n = (n

T

; T � M), òàêîãî ÷òî

P

T

n

T

= n,

îáîçíà÷èì ÷åðåç K

n

(n) ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êîòîðûõ

ñèìâîë a

T

, T �M , âñòðå÷àåòñÿ n

T

ðàç. Ñêàæåì, ÷òî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â àë�àâèòå A

0

äîîïðåäåëÿåò êëàññ K

n

(n), åñëè â íåì

íàéäåòñÿ äîîïðåäåëåíèå äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç K

n

(n). Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç N

n

(n) ìèíèìàëüíóþ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà, äîîïðåäåëÿþùå-

ãî K

n

(n). Âåëè÷èíó logN

n

(n) íàçîâåì êîìáèíàòîðíîé ýíòðîïèåé êëàññà

K

n

(n). Îíà óêàçûâàåò íàèìåíüøåå ÷èñëî äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ, äîñòàòî÷íîå

äëÿ êîäèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êëàññà K

n

(n), ïîçâîëÿþùåãî âîñ-

ñòàíàâëèâàòü íåêîòîðîå èõ äîîïðåäåëåíèå.

Òåîðåìà 5. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 

1

= 

1

(m) è 

2

= 

2

(m) òàêèå,

÷òî êîìáèíàòîðíàÿ ýíòðîïèÿ êëàññà K

n

(n) çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ

nH(n=n)� 

1

logn � logN

n

(n) � nH(n=n) + 

2

logn:

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåð õ í ÿ ÿ î ö å í ê à. Âîñïîëüçóåìñÿ øèðîêî ïðè-

ìåíÿåìûì â òåîðèè èí�îðìàöèè ìåòîäîì ñëó÷àéíîãî êîäèðîâàíèÿ. Äëÿ

ýòîãî çàäàäèìñÿ íåêîòîðûì íàáîðîì âåðîÿòíîñòåé Q = (q

0

; : : : ; q

m�1

)

è âîçüìåì N � 1 ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n â àë�àâè-

òå A

0

, êîìïîíåíòû êîòîðûõ íåçàâèñèìî ñ âåðîÿòíîñòÿìè q

i

ïðèíèìà-

þò çíà÷åíèÿ a

i

(i = 0; : : : ;m � 1). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîîïðåäåëÿåò �èêñèðîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç

K

n

(n), ñîñòàâëÿåò

Q

T

�

P

i2T

q

i

�

n

T

, à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íè îäíà èç

N ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå ÿâëÿåòñÿ åå äîîïðåäåëåíèåì, ðàâíà
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�

1�

Q

T

�

P

i2T

q

i

�

n

T

�

N

. Âåðîÿòíîñòü p(N) îòñóòñòâèÿ äîîïðåäåëåíèÿ õîòÿ

áû ó îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç K

n

(n) íå ïðåâîñõîäèò

jK

n

(n)j

 

1�

Y

T

 

X

i2T

q

i

!

n

T

!

N

< 2

mn

 

1�

Y

T

 

X

i2T

q

i

!

n

T

!

N

(j � j îçíà÷àåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà). Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò ñ ó÷åòîì

ñîîòíîøåíèÿ ln(1 � x) � �x ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âñÿêîì N , óäîâëåòâîðÿ-

þùåì óñëîâèþ

logN � logn+ log lnm�

X

T

n

T

log

X

i2T

q

i

= logn+ log lnm+ nH(n=n;Q);

âûïîëíåíî p(N) < 1 è ïîòîìó ñóùåñòâóåò äîîïðåäåëÿþùåå ìíîæåñòâî

ìîùíîñòè N . Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî Q è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîòîðîãî

H(n=n;Q) = H(n=n).

Í èæíÿ ÿ î ö å í ê à. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t(n) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé èç K

n

(n), êîòîðîå ìîæåò áûòü äîîïðåäåëåíî îäíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y, ÿâëÿþùóþñÿ äîîïðåäåëå-

íèåì íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x 2 K

n

(n). Ïóñòü y èìååò ïàðàìåòðû

s

0

; s

1

; : : : ; s

m�1

(s

0

+ : : : + s

m�1

= n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç v

Ti

÷èñëî ñèìâî-

ëîâ a

T

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, äîîïðåäåëåííûõ â y ñèìâîëîì a

i

. ×èñëà v

Ti

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

X

T

v

Ti

= s

i

(i 2M);

X

i

v

Ti

= n

T

(T �M); v

Ti

= 0 i =2 T: (41)

Ïðè �èêñèðîâàííûõ v

Ti

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y äîîïðåäåëÿåò

s

0

!

Y

T

v

T0

!

: : :

s

m�1

!

Y

T

v

T;m�1

!

=

Y

i

s

i

!

Y

T;i

v

Ti

!

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç K

n

(n), à âñåãî îíà äîîïðåäåëÿåò

t

s

0

:::s

m�1

(n) =

X

v

Ti

;(41)

Y

i

s

i

!

Y

T;i

v

Ti

!
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç ýòîãî êëàññà, ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì íàáî-

ðàì íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë v

Ti

, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (41). Â ñèëó

0 � v

Ti

� n è òîãî, ÷òî êîëè÷åñòâà èíäåêñîâ i è ìíîæåñòâ T îãðàíè÷åíû

êîíñòàíòàìè (çàâèñÿùèìè îò m), èìååì

t

s

0

:::s

m�1

(n) � n



1

max

v

Ti

;(41)

Y

i

s

i

!

Y

T;i

v

Ti

!

;

ãäå 

1

= 

1

(m) � êîíñòàíòà. Îòêóäà

t(n) = max

s

0

;:::;s

m�1

max

v

Ti

;(41)

t

s

0

:::s

m�1

(n) �

� n



1

max

s

0

;:::;s

m�1

max

v

Ti

;(41)

Y

i

s

i

!

Y

T;i

v

Ti

!

� n



1

max

v

Ti

Y

i

 

X

T

v

Ti

!

!

Y

T;i

v

Ti

!

; (42)

ãäå äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ v

Ti

âûïîëíåíû óñëîâèÿ

X

i

v

Ti

= n

T

(T �M); v

Ti

= 0 i =2 T: (43)

Êëàññ K

n

(n) ñîäåðæèò n! /

Q

T

n

T

! ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îòñþäà è èç (42)

çàêëþ÷àåì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ìîùíîñòü N

n

(n) äîîïðåäåëÿþùåãî ìíîæå-

ñòâà äëÿ êëàññà K

n

(n) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

N

n

(n) �

jK

n

(n)j

t(n)

� n

�

1

min

(v

Ti

);(43)

n!

Y

T;i

v

Ti

!

Y

T

 

X

i

v

Ti

!

!

Y

i

 

X

T

v

Ti

!

!

:

Èç �îðìóëû Ñòèðëèíãà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ z; z

1

; : : : ; z

k

, ãäå

z � 2 è z

1

+ : : :+ z

k

= z, âûïîëíåíî

log

z!

Y

j

z

j

!

= z log z �

X

j

z

j

log z

j

+ � log z;
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ãäå �

2

� � � 

2

, 

2

= 

2

(k) � êîíñòàíòà. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëó÷àåì

logN

n

(n) � min

(v

Ti

);(43)

 

n logn�

X

T

 

X

i

v

Ti

!

log

 

X

i

v

Ti

!

�

�

X

i

 

X

T

v

Ti

!

log

 

X

T

v

Ti

!

+

X

T;i

v

Ti

log v

Ti

1

A

�  logn:

Ìèíèìèçèðóåìîå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó

n

 

�

X

T

 

X

i

v

Ti

n

!

log

 

X

i

v

Ti

n

!

�

X

i

 

X

T

v

Ti

n

!

log

 

X

T

v

Ti

n

!

+

+

X

T;i

v

Ti

n

log

X

T;i

v

Ti

n

1

A

= n

X

T;i

v

Ti

n

log

v

Ti

n

X

U

v

Ui

n

X

j

v

Tj

n

:

Â ñèëó (43) âûïîëíåíî v

Ti

=n = 0, i =2 T , è

P

i

(v

Ti

=n) = n

T

=n, ïîýòîìó

logN

n

(n) � nH

W

(n=n)�  logn:

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 4, ñîãëàñíî êîòîðîéH

W

(n=n) = H(n=n).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ óêàçàíèÿ ïàðàìåòðîâ êëàññà K

n

(n) (è äàæå ïðîñòî äëÿ çàäàíèÿ n)

òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà logn åäèíèö èí�îðìàöèè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé

êîãäà ýíòðîïèÿ logN

n

(n) êëàññà K

n

(n) ñóùåñòâåííî áîëüøå logn; òîãäà

logN

n

(n) � nH(n=n). Ýòîò ðåçóëüòàò, çàïèñàííûé ñ ó÷åòîì òåîðåìû 4 â

âèäå logN

n

(n) � nH

W

(n=n), îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííûõ

äàííûõ ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï Øåííîíà.

Òåîðåìà 5 ïîçâîëÿåò óêàçàòü âàæíóþ ñîäåðæàòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ

òåîðåìû 3 è ñëåäñòâèÿ 1. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàññ K

n

(n). Êëàññ,

ïîëó÷åííûé èç K

n

(n) ïóòåì óäàëåíèÿ èç åãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âñåõ

ñèìâîëîâ �, îáîçíà÷èì K

n

0

(n

0

), ãäå n

0

= n � n

�

, n

0

� ðåçóëüòàò îò-

áðàñûâàíèÿ â n êîìïîíåíòû n

�

. Ïðèìåíèâ ñëåäñòâèå 1 ïðè p

T

= n

T

=n,

p

�

= n

�

=n, p

0

T

= n

T

=n

0

è äîìíîæèâ îáå ÷àñòè íà n, ïðèõîäèì ê ðàâåí-

ñòâó nH(n=n) = n

0

H(n

0

=n

0

), êîòîðîå ñ ó÷åòîì òåîðåìû 5 ïîêàçûâàåò, ÷òî

ý��åêò, îáíàðóæåííûé Ý.È.Íå÷èïîðóêîì [7℄ è ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè â àë�àâèòå f0; 1; �g è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷åííûå

èç íèõ óäàëåíèåì ñèìâîëîâ �, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êîäàìè îäèíàêî-

âîé ñ òî÷íîñòüþ äî O(log n) äëèíû, èìååò ìåñòî è â ñàìîé îáùåé ñèòóàöèè
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íåäîîïðåäåëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Òåîðåìà 3 îïèñûâàåò áîëåå îáùóþ

ñèòóàöèþ è ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò ý��åêò ñîõðàíÿåòñÿ ïðè îòáðàñûâàíèè

÷àñòè íåîïðåäåëåííûõ ñèìâîëîâ.

Ñ êëàññîì K

n

(n) ñâÿæåì �óíêöèîíàë h

n

(n) = nH(n=n). Äëÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè a 2 A

n

îáîçíà÷èì ÷åðåç K

n

(a) ñîäåðæàùèé åå êëàññ K

n

(n)

è ïîëîæèì h

n

(a) = h

n

(n), N

n

(a) = N

n

(n). Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ îöåíêè

òåîðåìû 5 ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå

h

n

(a) � 

1

logn � logN

n

(a) � h

n

(a) + 

2

logn: (44)

6. Ñâîéñòâà ýíòðîïèè

�àññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýíòðîïèè H(P ) è ñðàâíèì èõ ñî ñâîé-

ñòâàìè ýíòðîïèè Øåííîíà H(P ).

Òåîðåìà 6. Ýíòðîïèÿ H(P ) íåîòðèöàòåëüíà, ïðè÷åì H(P ) = 0 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðåñå÷åíèå âñåõ T , äëÿ êîòîðûõ p

T

> 0, íåïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîòðèöàòåëüíîñòü ýíòðîïèè î÷åâèäíà. Ïóñòü ìè-

íèìóì H(P;Q) â (35) äîñòèãàåòñÿ íà íàáîðå Q

0

. Ïîëîæèì T

0

= fi 2 M j

q

0

i

> 0g. Åñëè H(P ) = H(P;Q

0

) = 0, òî äëÿ ëþáîãî T ñ p

T

> 0 âûïîëíåíî

P

t2T

q

0

t

= 1, à ïîòîìó T ñîäåðæèò T

0

è ïåðåñå÷åíèå âñåõ òàêèõ T íåïóñòî.

Îáðàòíî, åñëè ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî, òî íàçíà÷èâ q

i

= 1 äëÿ íåêîòîðîãî i èç

ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ è q

j

= 0 äëÿ âñåõ j 6= i, ïîëó÷èì íàáîð Q, äëÿ êîòîðîãî

H(P;Q) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ýíòðîïèÿ H(S) íåäîîïðåäåëåííîãî èñòî÷íèêà S ðàâíà

0 ëèøü åñëè ïîðîæäàåìûå èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò áûòü äîîïðåäåëå-

íû äî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç îäèíàêîâûõ ñèìâîëîâ. Ýòîò �àêò îáîáùàåò

èçâåñòíûé ðåçóëüòàò äëÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîãî èñòî÷íèêà, ýíòðîïèÿ

êîòîðîãî ðàâíà 0 ëèøü åñëè îí ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îáðàçîâàí-

íûå îäèíàêîâûìè ñèìâîëàìè.

Óêàæåì âåðõíþþ ãðàíèöó ýíòðîïèè èñòî÷íèêà S = (A;P ) â �óíêöèè

îò ðàñïðåäåëåíèÿ (p(t); 1 � t � m) ÷èñëà t äîîïðåäåëåíèé ñèìâîëîâ èñòî÷-

íèêà,

p(t) =

X

T : jT j=t

p

T

:

Òåîðåìà 7. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

H(P ) � logm�

X

1�t�m

p(t) log t;

äîñòèæèìàÿ äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (p(t); 1 � t � m).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòó îöåíêó ïîëó÷èì, âû÷èñëèâ H(P;Q) íà íàáîðå

Q = (1=m; : : : ; 1=m),

H(P ) � �

X

T

p

T

log

jT j

m

= logm�

X

t

X

jT j=t

p

T

log t = logm�

X

t

p(t) log t:

Îöåíêà äîñòèãàåòñÿ íà íàáîðå P , â êîòîðîì âñåì t-ýëåìåíòíûì ìíîæåñòâàì

T ñîîòâåòñòâóþò ðàâíûå âåðîÿòíîñòè p = p(t)

Æ�

n

t

�

, 1 � t � m. Èç ñîîáðà-

æåíèé ñèììåòðèè [3℄ ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå H(P;Q) ìèíèìèçèðóåòñÿ

íàáîðîì âåðîÿòíîñòåé q

0

= : : : = q

m�1

= 1=m. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè èñòî÷íèê ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí, òî p(1) = 1, p(t) = 0 äëÿ t � 2, è

îöåíêà óòâåðæäåíèÿ 4 ïðåâðàùàåòñÿ â èçâåñòíóþ îöåíêó ýíòðîïèè H(P ) �

logm.

Òåîðåìà 8. Ôóíêöèÿ H(P ) âîãíóòà, ò. å. äëÿ ëþáûõ P , P

0

è ÷èñëà �,

0 � � � 1, âûïîëíåíî

H(�P + (1� �)P

0

) � �H(P ) + (1� �)H(P

0

):

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìèíèìóì �óíêöèè H(�P + (1 � �)P

0

; Q) äî-

ñòèãàåòñÿ íà íàáîðå Q. Òîãäà

H(�P + (1� �)P

0

) = ��

X

T

p

T

log

X

i2T

q

i

� (1� �)

X

T

p

0

T

log

X

i2T

q

i

�

� �H(P ) + (1� �)H(P

0

):

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â îòëè÷èå îò îáû÷íîé ýíòðîïèè H(P ), �óíêöèÿ H(P ) íå ÿâëÿåòñÿ ñòðî-

ãî âîãíóòîé. Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî ïðè � 6= 0; 1 ðàâåíñòâî â óòâåð-

æäåíèè òåîðåìû èìååò ìåñòî ëèøü òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò Q, ìèíèìè-

çèðóþùåå H(P;Q) è H(P

0

; Q) îäíîâðåìåííî. Ïîñêîëüêó ìèíèìóì â (36)

äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè Q = P , äëÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ èñòî÷íèêîâ

óñëîâèåì ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ P = P

0

è �óíêöèÿ H(P ) ñòðîãî âîãíóòà.

Ïðîèçâåäåíèå S

^

S íåäîîïðåäåëåííûõ èñòî÷íèêîâ S = (A;P ) è

^

S =

(

^

A;

^

P ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñòî÷íèê, ïîðîæäàþùèé ïàðû (a

T

; â

^

T

) ñ íåêî-

òîðûìè âåðîÿòíîñòÿìè p

T

^

T

. Ïðè ýòîì âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

X

^

T

p

T

^

T

= p

T

;

X

T

p

T

^

T

= p

^

T

: (45)
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Äîîïðåäåëåíèåì ñèìâîëà (a

T

; â

^

T

) èñòî÷íèêà S

^

S ñ÷èòàåòñÿ âñÿêèé ñèìâîë

(a

i

; â

{̂

), i 2 T , {̂ 2

^

T . Èñòî÷íèêè ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, åñëè p

T

^

T

=

p

T

p̂

^

T

. Ýíòðîïèÿ H(S

^

S) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (34)�(35)

H(S

^

S) = min

Q

n

�

X

T;

^

T

p

T

^

T

log

X

i2T;̂{2

^

T

q

i{̂

o

;

ãäå Q = (q

i{̂

; i 2M; {̂ 2

^

M), q

i{̂

� 0,

P

i;̂{

q

i{̂

= 0.

Òåîðåìà 9. Äëÿ ëþáûõ íåäîîïðåäåëåííûõ èñòî÷íèêîâ S è

^

S

H(S

^

S) � H(S) +H(

^

S);

à åñëè S è

^

S ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî

H(S

^

S) = H(S) +H(

^

S):

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåëè÷èíû H(P ) è H(

^

P ) â (35) äîñòèãàþòñÿ íà

íàáîðàõQ = (q

i

; i 2M) è

^

Q = (q̂

{̂

, {̂ 2

^

M). Äëÿ âñåõ i è {̂ ïîëîæèì q

i{̂

= q

i

q̂

{̂

.

Ñ ó÷åòîì (45) ïîëó÷èì

H(S

^

S) � �

X

T;

^

T

p

T

^

T

log

0

�

X

i2T;̂{2

^

T

q

i

q̂

{̂

1

A

= �

X

T;

^

T

p

T

^

T

log

0

�

X

i2T

q

i

X

{̂2

^

T

q̂

{̂

1

A

=

= �

X

T

p

T

log

X

i2T

q

i

�

X

^

T

p̂

^

T

log

X

{̂2

^

T

q̂

{̂

= H(S) +H(

^

S): (46)

Åñëè S è

^

S ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî p

T

^

T

= p

T

p̂

^

T

, è â ñèëó òåîðåìû

1, ïðèìåíåííîé ê S è

^

S, äëÿ âñåõ ïàð (i; {̂) âûïîëíåíî

X

T3i;

^

T3{̂

p

T

^

T

X

j2T;|̂2

^

T

q

j|̂

=

X

T3i;

^

T3{̂

p

T

p̂

^

T

X

j2T;|̂2

^

T

q

j|̂

=

X

T3i

p

T

X

j2T

q

j

X

^

T3{̂

p̂

^

T

X

|̂2

^

T

q̂

|̂

� 1:

Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî, ëèøü êîãäà îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ õîòÿ

áû îäíîãî ñîìíîæèòåëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå q

i

= 0 ëèáî q̂

{̂

= 0, à ïîòîìó q

i{̂

= 0.

Ïî òåîðåìå 1, ïðèìåíåííîé ê èñòî÷íèêó S

^

S, çàêëþ÷àåì, ÷òî

H(S

^

S) = �

X

T;

^

T

p

T

^

T

log

X

i2T;̂{2

^

T

q

i{̂

;

è íåðàâåíñòâî (46) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Â îòëè÷èå îò îáû÷íîé ýíòðîïèè H , íåçàâèñèìîñòü èñòî÷íèêîâ íå ÿâëÿ-

åòñÿ íåîáõîäèìîé äëÿ ðàâåíñòâà H(S

^

S) = H(S) +H(

^

S). Â ÷àñòíîñòè, îíî

ñïðàâåäëèâî, êîãäà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ S è

^

S íå ïåðåñåêàþò-

ñÿ, ò. å. êîãäà p

T

^

T

> 0 ëèøü åñëè a

T

= � èëè â

^

T

= � [10℄.

7. Òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ

Îäíèìè èç öåíòðàëüíûõ â òåîðèè èí�îðìàöèè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû î

ñæàòèè äàííûõ, �îðìóëèðóåìûå â òåðìèíàõ êîäèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé, ïîðîæäàåìûõ èñòî÷íèêàìè. Ñîãëàñíî èì, íåëüçÿ äîáèòüñÿ, ÷òîáû

ñðåäíÿÿ äëèíà êîäà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ñèìâîë èñòî÷íèêà, áûëà ìåíüøå ýí-

òðîïèè, è âîçìîæíî çàêîäèðîâàòü òàê, ÷òîáû ñðåäíÿÿ äëèíà íà ñèìâîë

ïðåâîñõîäèëà ýíòðîïèþ ñêîëü óãîäíî ìàëî [3℄. Àíàëîãè÷íûé �àêò îêàçû-

âàåòñÿ âåðíûì è äëÿ íåäîîïðåäåëåííûõ èñòî÷íèêîâ ðàññìàòðèâàåìîãî íà-

ìè âèäà. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå íåäîîïðåäåëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

òðåáóåòñÿ ïî êîäó âîññòàíîâèòü íå ñàìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à êàêîå-ëèáî

åå äîîïðåäåëåíèå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n áóäåì íàçûâàòü n-áëîêàìè (ëèáî ïðîñòî

áëîêàìè) è îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì B. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèé ñïî-

ñîá êîäèðîâàíèÿ íå÷åòêîãî èñòî÷íèêà S = (A;P ). Âîçüìåì íåêîòîðîå ìíî-

æåñòâî D � (A

0

)

n

, ñîäåðæàùåå äîîïðåäåëåíèÿ âñåõ áëîêîâ èç A

n

, è êàæ-

äîìó áëîêó B 2 A

n

ñîïîñòàâèì íåêîòîðîå åãî äîîïðåäåëåíèå D = D

B

èç

D (ðàçíûì B ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü îäèíàêîâûå D

B

). Çàêîäèðóåì áëîêè

ìíîæåñòâà D äâîè÷íûìè íàáîðàìè ñ ñîáëþäåíèåì óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîãî

äåêîäèðîâàíèÿ (ðàçäåëèìîñòè êîäà) [13℄. Êîäîì áëîêà B áóäåì ñ÷èòàòü êîä

åãî äîîïðåäåëåíèÿ D

B

. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîðîæäàåìàÿ èñòî÷íèêîì S,

êîäèðóåòñÿ ïóòåì ðàçáèåíèÿ åå íà n-áëîêè è ïðèïèñûâàíèÿ äðóã ê äðóãó

êîäîâ ïîëó÷åííûõ n-áëîêîâ. Êîäèðîâàíèå èñòî÷íèêà S = (A;P ) íàçûâàåò-

ñÿ óíèâåðñàëüíûì, åñëè îíî íå çàâèñèò îò íàáîðà âåðîÿòíîñòåé P .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç l

B

äëèíó ñëîâà, êîäèðóþùåãî áëîê B. Êà÷åñòâî êî-

äèðîâàíèÿ áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü ñðåäíèì ÷èñëîì êîäîâûõ ñèìâîëîâ íà

ñèìâîë èñòî÷íèêà

�

l

n

=

1

n

X

B

p(B)l

B

;

ãäå p(B) = p

T

1

p

T

2

: : : p

T

n

� âåðîÿòíîñòü áëîêà B = a

T

1

a

T

2

: : : a

T

n

, à ñóììà

áåðåòñÿ ïî âñåì n-áëîêàì. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îöåíêè ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ

�

l

n

ïî âñåì êîäèðîâàíèÿì èñòî÷íèêà S.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îáîáùàåò íà íåäîîïðåäåëåííûå èñòî÷íèêè òåî-

ðåìó êîäèðîâàíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ èñòî÷íèêîâ.
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Òåîðåìà 10. 1. Ïðè ëþáîì n è ëþáîì ñïîñîáå êîäèðîâàíèÿ

�

l

n

� H(S):

2. Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå êîäèðîâàíèå, äëÿ êîòîðîãî

�

l

n

� H(S) +O

�

logn

n

�

:

Èç ðåçóëüòàòà �. Å.Êðè÷åâñêîãî [6℄ ñëåäóåò, ÷òî ïðè óíèâåðñàëüíîì êî-

äèðîâàíèè ïîíèçèòü ïîðÿäîê îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ïóíêòå 2 íåëüçÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íèæíÿÿ î ö å í ê à. Áëîêè (n-áëîêè) a

i

1

: : : a

i

n

â àë-

�àâèòå A

0

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç D

i

, i = (i

1

; : : : ; i

n

), à áëîêè a

T

1

: : : a

T

n

â àë�àâèòå A � ÷åðåç D

T

, T = T

1

� � � � � T

n

. Äëÿ âåðîÿòíîñòè áëîêà D

T

áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå p

T

.

Êàæäîìó áëîêó D

T

ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé áëîê D

i(T)

, âçÿòûé â

êà÷åñòâå åãî äîîïðåäåëåíèÿ. Ïîëîæèì äëÿ i 2M

n

è T �M

n

Æ

Ti

=

�

1; i = i(T);

0; i 6= i(T)

(47)

è ââåäåì âåëè÷èíû

q

i

=

X

T

p

T

Æ

Ti

; i 2M

n

: (48)

Äëÿ íèõ âûïîëíåíî

X

i

q

i

=

X

T

p

T

X

i

Æ

Ti

=

X

T

p

T

= 1: (49)

Ïóñòü I = fi j q

i

> 0g, òîãäà

X

i2I

q

i

= 1: (50)

×åðåç l

i

îáîçíà÷èì äëèíó êîäà äëÿ D

i

. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ è (47)

l

D

T

= l

i(T)

=

X

i2T

Æ

Ti

l

i

:

Îòñþäà è èç (48) ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ïîëó÷àåì

n

�

l

n

=

X

T

p

T

l

D

T

=

X

T

p

T

X

i2I

Æ

Ti

l

i

=

X

i2i

q

i

l

i

: (51)
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Íàáîð äëèí l

i

, i 2 I, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Ìàêìèëëàíà-Êðà�òà [13℄

P

i

2

�l

i

� 1, è ïî ñâîéñòâó (36) ýíòðîïèéíîé �óíêöèè âûïîëíåíî

X

i2I

q

i

l

i

= �

X

i2I

q

i

log 2

�l

i

� �

X

i2I

q

i

log q

i

= �

X

T;i2I

p

T

Æ

Ti

log q

i

=

= �

X

T

p

T

log q

i(T)

� �

X

T

p

T

log

X

i2T

q

i

: (52)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè ïðèìåíèòåëüíî ê èñòî÷íèêó S

n

è óòâåð-

æäåíèå 2, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â (52) íå ïðåâîñõîäèò H(S

n

) =

nH(S). Îòñþäà, èç (51) è (52) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà 1 òåîðåìû.

Â å ð õ í ÿ ÿ î ö å í ê à. Äëÿ êàæäîãî êëàññà K

n

(n) âîçüìåì äîîïðåäåëÿþ-

ùåå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè N

n

(n) è â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 5 çàíóìåðóåì

âõîäÿùèå â íåãî áëîêè äâîè÷íûìè íàáîðàìè ~� äëèíû nH(n=n) +O(log n).

Ñàìè êëàññû K

n

òàêæå çàíóìåðóåì äâîè÷íûìè íàáîðàìè

~

� îäèíàêîâîé

äëèíû, êîòîðóþ ìîæíî âçÿòü ðàâíîé O(log n). Áëîêó B ïðèïèøåì êîäîâîå

ñëîâî

~

�~�, ãäå

~

� ñîîòâåòñòâóåò êëàññó K

n

(n), ñîäåðæàùåìó B, à ~� � íîìåð

íåêîòîðîãî äîîïðåäåëåíèÿ áëîêà B. Òîãäà

l

B

= l(

~

� ~�) � nH(n=n) +O(log n): (53)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííîå êîäîâîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðå�èêñ-

íûì è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçäåëèìûì [13℄.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p(P;n; n) ñóììàðíóþ âåðîÿòíîñòü áëîêîâ êëàññàK

n

(n),

ðàâíóþ (n!=

Q

T

n

T

!)

Q

T

p

n

T

T

. Ïîñêîëüêó

P

n

p(P;n; n) = 1, èç (53) ïîëó÷àåì

�

l

n

=

1

n

X

B

p(B)l

B

�

X

n

p(P;n; n)H

�

n

n

�

+O

�

logn

n

�

: (54)

Ïî ñâîéñòâó ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [2℄ âûïîëíåíî

X

n

p(P;n; n)

n

T

n

= p

T

; (T �M) (55)

ãäå n

T

è p

T

� êîìïîíåíòû íàáîðîâ n è P . Ïðèìåíèâ ê âîãíóòîé �óíêöèè

H (òåîðåìå 8) íåðàâåíñòâî Èåíñåíà, ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì (55)

X

n

p(P;n; n)H

�

n

n

�

� H

 

X

n

p(P;n; n)

n

n

!

= H(P ):

Îòñþäà è èç (54) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ïóíêòà 2. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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8. Ìåðà èí�îðìàöèè è óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ

íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ

Ïóñòü çàäàíû íåäîîïðåäåëåííûå èñòî÷íèêè S = (A;P ), A = fa

T

; T �

Mg, è

^

S = (B;

^

P ), B = fb

U

; U � Lg, è ïóñòü fp

TU

; T � M;U � Lg � èõ

ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Åñëè, êàê îáû÷íî, ñ÷èòàòü ìåðó èí�îðìàöèè

I(S;

^

S) â S î

^

S ñâÿçàííîé ñ óñëîâíîé ýíòðîïèåé H(

^

SjS) ñîîòíîøåíèåì

I(S;

^

S) = H(

^

S)�H(

^

SjS);

òî äëÿ ââåäåíèÿ ìåðû èí�îðìàöèè äîñòàòî÷íî äàòü îïðåäåëåíèå óñëîâíîé

ýíòðîïèè. Çäåñü âîçíèêàþò ïðèíöèïèàëüíûå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ òåì,

÷òî ìîäè�èêàöèè äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ ñòàòèñòè-

÷åñêîãî ïîäõîäà Ê.Ý.Øåííîíà è àëãîðèòìè÷åñêîãî ïîäõîäà

À.Í.Êîëìîãîðîâà ê îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé ýíòðîïèè ïðèâîäÿò ê ðàçíûì

ðåçóëüòàòàì [11℄. Îñòàâëÿÿ â ñòîðîíå îáùóþ ñèòóàöèþ, ðàññìîòðèì ñîäåð-

æàòåëüíî âàæíûé ñëó÷àé, â êîòîðîì îáà ïîäõîäà îêàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàí-

íûìè [11℄.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèìâîë a

T

2 A êîíêðåòíåé ñèìâîëà b

U

2 B, åñëè

a

T

2 A

0

ëèáî b

U

= �, è ÷òî èñòî÷íèê S êîíêðåòíåé èñòî÷íèêà

^

S, åñëè

èç p

TU

> 0 ñëåäóåò, ÷òî a

T

êîíêðåòíåé b

U

. Ââîäèìûå íèæå îïðåäåëåíèÿ

îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà S êîíêðåòíåé

^

S.

Äëÿ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé p(b

U

ja

i

), U � L, i 2M , áóäåì èñïîëüçîâàòü

îáîçíà÷åíèå p

Uji

. Åñëè p

i

> 0, òî p

Uji

= p

iU

=p

i

. Â ñëó÷àå p

i

> 0 ïî àíàëîãèè

ñ (34)�(35) îïðåäåëèì ýíòðîïèþ èñòî÷íèêà

^

S ïðè óñëîâèè a

i

, ïîëîæèâ

H(

^

Sji) = min

Q

(i)

8

<

:

�

X

U�L

p

Uji

log

X

j2U

q

(i)

j

9

=

;

; (56)

ãäå Q

(i)

= (q

(i)

j

; j 2 L), q

(i)

j

� 0,

P

j

q

(i)

j

= 1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå U

i

=

fU � Lj p

Uji

> 0g. Ïðèìåíèòåëüíî ê íàáîðó Q

(i)

, ìèíèìèçèðóþùåìó (56),

óñëîâèÿ (37) òåîðåìû 1 ïðèîáðåòàþò âèä

X

U2U

i

: j2U

p

Uji

X

u2U

q

(i)

u

� 1; j 2 L: (57)

Óñëîâíóþ ýíòðîïèþ H(

^

SjS) èñòî÷íèêà

^

S îòíîñèòåëüíî S îïðåäåëèì ðàâåí-

ñòâîì

H(

^

SjS) =

X

i2M

p

i

H(

^

Sji): (58)
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè S êîíêðåòíåé

^

S, òî óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ H(

^

SjS) ââîäèò-

ñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è â òåîðèè èí�îðìàöèè äëÿ âñþäó îïðåäåëåííûõ

èñòî÷íèêîâ. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âûðàæåíèå (58), âîîáùå ãîâîðÿ,

íå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì âåëè÷èí H(

^

Sji), ïîñêîëüêó â òè-

ïè÷íîì ñëó÷àå

P

i

p

i

ìåíüøå 1. Äàëüøå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òàê ââåäåííàÿ

óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì óñëîâ-

íîé ýíòðîïèè â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èí�îðìàöèè.

9. Ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé

Â òåîðèè èí�îðìàöèè âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé

H(S

^

S) = H(S) +H(

^

SjS):

Îíî (â áîëåå ñëàáîì âàðèàíòå) âêëþ÷åíî Ê. Øåííîíîì â ÷èñëî ñâîéñòâ,

àêñèîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿþùèõ âèä ýíòðîïèéíîé �óíêöèè. Â äàííîì ðàç-

äåëå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà S êîíêðåòíåé

^

S, ïðàâèëî ñëîæåíèÿ

ýíòðîïèé ñïðàâåäëèâî è äëÿ íåäîîïðåäåëåííûõ èñòî÷íèêîâ.

Íèæå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ïóñòü çíà÷åíèÿ H(S) è H(

^

Sji) â (35) è (56) äîñòèãàþòñÿ íà íàáîðàõ

Q = (q

i

; i 2 M) è Q

(i)

= (q

(i)

j

; j 2 L), i 2 M . Îáðàçóåì íàáîð

~

Q = (q

ij

; i 2

M; j 2 L), ïîëîæèâ q

ij

= q

i

q

(i)

j

.

Ëåììà 1. Çíà÷åíèå H(S

^

S) äîñòèãàåòñÿ íà íàáîðå

~

Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî S êîíêðåòíåé

^

S è p

T�

= p

T

äëÿ jT j �

2, çàïèøåì äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ S

^

S ëåâóþ ÷àñòü àíàëîãà íåðàâåíñòâà (37),

îòíîñÿùåãîñÿ ê q

ij

, â âèäå

X

U2U

i

: j2U

p

iU

P

u2U

q

iu

+

X

T : jT j�2;i2T

p

T

P

l2T

P

u2L

q

lu

= �

1

+�

2

:

Ïðåîáðàçóÿ �

1

ïðè p

iU

= p

i

p

Uji

, ïîëó÷àåì

�

1

=

p

i

q

i

X

U2U

i

: j2U

p

Uji

P

u2U

q

(i)

u

:

Îòñþäà â ñèëó (57) èìååì �

1

� p

i

=q

i

.

Äëÿ �

2

, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå q

lu

= q

l

q

(l)

u

è

P

u

q

(l)

u

= 1, íàõîäèì

�

2

=

X

T : jT j�2;i2T

p

T

P

l2T

q

l

P

u2L

q

(l)

u

=

X

T : jT j�2;i2T

p

T

P

l2T

q

l

:
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Â ðåçóëüòàòå

�

1

+�

2

�

p

i

q

i

+

X

T : jT j�2;i2T

p

T

P

l2T

q

l

=

X

T : i2T

p

T

P

l2T

q

l

:

Ñ ó÷åòîì (37) ýòî äàåò �

1

+ �

2

� 1. Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî çäåñü èìååò

ìåñòî, ëèøü åñëè îíî âîçíèêàëî ïðè èñïîëüçîâàíèè (57), ëèáî (37). Íî

òîãäà q

(i)

j

= 0 ëèáî q

i

= 0, à ïîòîìó q

ij

= q

i

q

(i)

j

= 0. Òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå

ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ê

~

Q òåîðåìû 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 11. Åñëè èñòî÷íèê S êîíêðåòíåé

^

S, òî

H(S

^

S) = H(S) +H(

^

SjS) (59)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 1 è òåì, ÷òî S êîíêðåòíåé

^

S, çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ H(S

^

S) â âèäå

H(S

^

S) = �

X

i2M

X

U2U

i

p

i

p

Uji

log

X

j2U

q

i

q

(i)

j

�

X

T : jT j�2

p

T

log

X

i2T

X

j2L

q

i

q

(i)

j

=

= ��

1

� �

2

: (60)

Ïðåîáðàçóåì ïåðâóþ ñóììó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìèíèìóì â (56) äîñòèãàåòñÿ íà

íàáîðå Q

(i)

,

��

1

= �

X

i2M

p

i

log q

i

X

U2U

i

p

Uji

�

X

i2M

p

i

X

U2U

i

p

Uji

log

X

j2U

q

(i)

j

=

= �

X

i2M

p

i

log q

i

�

X

i2M

p

i

H(

^

Sji):

Äëÿ âòîðîé ñóììû èìååì

��

2

= �

X

T : jT j�2

p

T

log

0

�

X

i2T

q

i

X

j2L

q

(i)

j

1

A

= �

X

T : jT j�2

p

T

log

X

i2T

q

i

:

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (60) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

�

X

i2M

p

i

log q

i

�

X

T : jT j�2

p

T

log

X

i2T

q

i

= H(S);

ñ ó÷åòîì (58) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû íàéäåì ýíòðîïèþ H(S

^

S) ïðî-

èçâåäåíèÿ ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííûõ èñòî÷íèêîâ S = (A

0

[ f�g; P ), A

0

=

fa

i

; i 2 Mg, è

^

S = (B

0

[ f�g;

^

P ), B

0

= fb

j

; j 2 Lg, îáëàäàþùèõ òåì

ñâîéñòâîì, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îäíîãî èç íèõ (ïóñòü èñòî÷íèêà

^

S)

íå âûõîäèò çà ïðåäåëû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ äðóãîãî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

â èõ ñîâìåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè íåíóëåâûìè ìîãóò áûòü ëèøü âåðîÿòíî-

ñòè p

ij

= p(a

i

; b

j

), p

i�

= p(a

i

; �) è p

��

= p(�; �). Ïîëîæèì p

0

i

=

P

j2L

p

ij

,

p

i

= p

0

i

+ p

i�

. Èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 3 íàõîäèì

H(S) =

�

X

i2M

p

i

�

log

�

X

i2M

p

i

�

�

X

i2M

p

i

log p

i

: (61)

Íåñëîæíûå âûêëàäêè ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 3 è åå ñëåäñòâèÿ äàþò

H(

^

SjS) =

X

i2M

p

0

i

log p

0

i

�

X

i2M; j2L

p

ij

log p

ij

: (62)

Ïî òåîðåìå 11 ýíòðîïèÿ H(S

^

S) ðàâíà ñóììå çíà÷åíèé (61) è (62). Ïðÿìîå

âû÷èñëåíèå ýòîé âåëè÷èíû, íå îïèðàþùååñÿ íà òåîðåìó, òðåáóåò ãîðàçäî

áîëåå ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê [9℄.

10. Àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîä

Àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîä ê èçìåðåíèþ êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè, ïðåä-

ëîæåííûé À.Í. Êîëìîãîðîâûì [5℄, èìååò äåëî ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

ñèìâîëîâ, è óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñëîæíîñòü îäíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòíîñèòåëüíî äðóãîé. Îòíîñèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü èç-

ìåðÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé äëèíîé äâîè÷íãî íàáîðà (äâîè÷íîé ïðîãðàììû),

ïîçâîëÿþùãî ïî îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñòðîèòü äðóãóþ (ïîäðîáíåå

â [5℄). Íèæå èçëàãàåòñÿ íåêîòîðàÿ ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìè÷åñêîãî ïîäõîäà

ê íåäîîïðåäåëåííûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì [11℄. Îíà îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ,

êîãäà îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíêðåòíåé äðóãîé (îïðåäåëåíèå ñì. íèæå)

Ïóñòü a = a

T

1

: : : a

T

n

è b = b

U

1

: : : b

U

n

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäèíàêîâîé

äëèíû n â àë�àâèòàõ A = fa

T

; T �Mg è B = fb

U

; U � Lg ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n

TU

÷èñëî ïîÿâëåíèé â íèõ ñðåäè ïàð (a

T

i

; b

U

i

) (1 � i � n)

ïàðû (a

T

; b

U

) è ïîëîæèì n(a;b) = (n

TU

; T � M; U � L). Ââåäåì êëàññ

âñåõ ïàð (x;y) ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè, ÷òî ó (a;b):

K

n

(a;b) = f(x;y) j (x;y) 2 A

n

�B

n

; n(x;y) = n(a;b)g:

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a êîíêðåòíåé b, ò. å. ÷òî ïðè

êàæäîì i (1 � i � n) ñèìâîë a

T

i

êîíêðåòíåé b

U

i

. Â ýòîì ñëó÷àå n

TU

> 0
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ëèøü åñëè a

T

êîíêðåòíåé b

U

, ïîýòîìó âî âñåõ ïàðàõ (x;y) 2 K

n

(a;b) ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü x êîíêðåòíåé y. �àññìîòðèì èñòî÷íèêè S

a

è S

b

ñ àë�à-

âèòàìè A è B è ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì

n

p

TU

=

n

TU

n

o

. Èñòî÷íèê S

a

êîíêðåòíåé S

b

, ïîýòîìó îïðåäåëåíà óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ H(S

b

jS

a

). Ââåäåì

�óíêöèîíàë h

n

(bja) = nH(S

b

jS

a

).

Ïðè êàæäîì i, i 2M , îáðàçóåì ïî a è b ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b

i

äëèíû

n, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò â j-ì ðàçðÿäå (1 � j � n) ñ b

U

j

, åñëè a

T

j

= a

i

, è

ñîäåðæèò â j-ì ðàçðÿäå � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Âåëè÷èíó h

n

(b

i

) îïðåäåëèì

ïîäîáíî h

n

(a) (ïåðåä íåðàâåíñòâàìè (44)).

Ëåììà 2. Åñëè a êîíêðåòíåé b, òî

h

n

(bja) =

X

i2M

h

n

(b

i

):

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç b

(i)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n

i

=

P

U

n

iU

, ïîëó÷åííóþ èç b óäàëåíèåì ñèìâîëîâ b

U

j

äëÿ âñåõ òàêèõ j, ÷òî

a

T

j

6= a

i

. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

n

n

i

n

H(S

b

ji) = n

n

i

n

min

Q

(i)

8

<

:

�

X

U

n

iU

n

i

log

X

j2U

q

(i)

j

9

=

;

=

= n

i

H

�

n(b

(i)

)

n

i

�

= h

n

i

(b

(i)

):

Èõ ñóììèðîâàíèå ïî i ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî çíà÷åíèþ p

i

â (58) ñîîòâåòñòâóåò

n

i

=n, äàåò

nH(S

b

jS

a

) =

X

i2M

h

n

i

(b

(i)

): (63)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b

(i)

îáðàçîâàíà èç b

i

óäàëåíèåì n�n

i

íåîïðåäåëåííûõ

ñèìâîëîâ. Ïðèìåíèâ ê b

i

òåîðåìó 3 ïðè r = 1 � n

i

=n, ïîëó÷àåì h

n

(b

i

) =

h

n

i

(b

(i)

). Çàìåíèâ â (63) âåëè÷èíû h

n

i

(b

(i)

) íà h

n

(b

i

) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ëåâàÿ ÷àñòü (63) ñîâïàäàåò ñ h

n

(bja), ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ ëåììû.

Êîìáèíàòîðíûé ñìûñë óñëîâíîé ýíòðîïèè ïðîÿñíÿåò ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Òåîðåìà 12. Åñëè a êîíêðåòíåé b, òî íàéäåòñÿ êîíñòàíòà  (çàâèñÿùàÿ

îò ìîùíîñòè àë�àâèòîâ) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ (x;y) 2 K

n

(a;b) ñóùå-

ñòâóåò äâîè÷íûé íàáîð äëèíû íå áîëüøå h

n

(bja)+ logn, ïîçâîëÿþùèé ïî
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ëþáîìó äîîïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x íàéòè íåêîòîðîå äîîïðåäå-

ëåíèå äëÿ y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x;y), x = x

1

: : : x

n

, y = y

1

: : :y

n

� ïðîèç-

âîëüíàÿ ïàðà èç K

n

(a;b). Ïðè êàæäîì i (0 � i � m � 1) îáðàçóåì ïî

x è y ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y

i

äëèíû n, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò â j-ì ðàçðÿäå

(1 � j � n) ñ y, åñëè x

j

= a

i

, è ñîäåðæèò â j-ì ðàçðÿäå � â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå. Ïîñêîëüêó x êîíêðåòíåé y, òî êàæäûé çíà÷àùèé (ò. å. îòëè÷íûé

îò �) ðàçðÿä èç y ïîïàäàåò ðîâíî â îäíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y

i

.

×èñëî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ K

n

(n) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n

â àë�àâèòå B íå ïðåâîñõîäèò (n + 1)

jBj

, ãäå j � j � ìîùíîñòü ìíîæå-

ñòâà (êàæäîìó ñèìâîëó b

U

2 B îòâå÷àåò ïàðàìåòð n

U

, íå áîëüøèé n).

Çàíóìåðóåì êëàññû äâîè÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè îäèíàêîâîé äëèíû

djBj log(n + 1)e, ãäå d�e îçíà÷àåò áëèæàéøåå ñâåðõó öåëîå. Êëàññ K

n

(n),

ñîäåðæàùèé y

i

, áóäåì îáîçíà÷àòü K

n

(y

i

).

Êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y

i

ñîïîñòàâèì äâîè÷íîå êîäîâîå ñëîâî

~�

i

=

~

�

i

~�

i

~

�

i

. Çäåñü ~�

i

� äâîè÷íàÿ çàïèñü íîìåðà êëàññà K

n

(y

i

),

~

�

i

� äâî-

è÷íàÿ çàïèñü íîìåðà äîîïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y

i

â ìíîæåñòâå,

äîîïðåäåëÿþùåì êëàññ K

n

(y

i

) è óäîâëåòâîðÿþùåì âåðõíåé îöåíêå òåîðå-

ìû 5. Ñîãëàñíî (44) äëèíà ñëîâà ~�

i

~

�

i

îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé h(y

i

)+  logn.

Äàëåå, ïóñòü äâîè÷íàÿ çàïèñü äëèíû ñëîâà ~�

i

~

�

i

èìååò âèä �

1

�

2

: : : �

s

. Òî-

ãäà ïîëîæèì

~

�

i

= �

1

�

1

�

2

�

2

: : : �

s

�

s

01; äëèíà ýòîãî íàáîðà íå ïðåâîñõîäèò



0

logn. Ñóììèðóÿ îöåíêè, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëèíà ñëîâà ~�

i

îöåíèâàåòñÿ ñâåð-

õó âåëè÷èíîé h(y

i

) +O(log n).

Îáðàçóåì ñëîâî ~� = ~�

0

~�

1

: : : ~�

m�1

. Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ îöåíîê è ëåììû

2 åãî äëèíà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

l(~�) �

X

0�i�m�1

h(y

i

) +O(log n) = h(yjx) +O(log n):

Ïàðà (x;y) 2 K

n

(a;b) èìååò òå æå ïàðàìåòðû, ÷òî è (x;y), ïîýòîìó

h

n

(yjx) = h

n

(bja) è îöåíêà ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå l(~�) � h(bja)+O(log n).

Ïî ñëîâó ~� ìîãóò áûòü íàéäåíû äîîïðåäåëåíèÿ âñåõ y

i

. Äåéñòâèòåëüíî,

ñëîâî

~

�

0

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì íà÷àëîì ñëîâà ~�, ñîñòîÿùèì èç ïàðíûõ

áóêâ, çàêàí÷èâàþùèõñÿ 01. Îíî çàäàåò äëèíó ñëîâà ~�

0

~

�

0

è ïîçâîëÿåò åãî

íàéòè. Ïî íåìó îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñëîâà ~�

0

(îíî èìååò �èê-

ñèðîâàííóþ äëèíó) è

~

�

0

. Ñëîâî ~�

0

îïðåäåëÿåò êëàññ K

n

(y

0

), à

~

�

0

çàäàåò

äîîïðåäåëåíèå äëÿ b

0

. Äàëåå îò ñëîâà ~� îòñåêàåòñÿ ~�

0

=

~

�

0

~�

0

~

�

0

, è òå æå

ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ê ñëåäóþùåìó ñëîâó ~�

1

.

Ïî ïðîèçâîëüíîìó äîîïðåäåëåíèþ x

0

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x è ñëîâó ~�

ìîæíî íàéòè íåêîòîðîå äîîïðåäåëåíèå y

0

äëÿ y. Â êà÷åñòâå y

0

j

(1 � j � n)

48



Ë.À.Øîëîìîâ

ñëåäóåò âçÿòü j-é ðàçðÿä äîîïðåäåëåíèÿ y

0

i

, ãäå i îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì

a

i

= x

0

j

. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y

j

ÿâëÿåòñÿ çíà÷àùèì ñèìâîëîì, òî â ñèëó

òîãî, ÷òî x êîíêðåòíåé y, ñèìâîë x

j

ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì è ñîâïàäàåò ñ x

0

j

.

Ïîýòîìó ñèìâîë y

j

ïðèíàäëåæèò óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y

i

è åå

äîîïðåäåëåíèå y

0

i

ñîäåðæèò äîîïðåäåëåíèå äëÿ y

j

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû 5 è ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé íåòðóäíî çà-

êëþ÷èòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà 

0

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ (ïðè

n ! 1) ïàð ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (x;y) 2 K

n

(a;b) îöåíêà òåîðåìû 12 íå

ìîæåò áûòü ïîíèæåíà äî h

n

(bja) � 

0

logn.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èñòî÷íèê S êîíêðåòíåé

^

S, òî óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ

H(

^

SjS), ìîæåò áûòü ââåäåíà ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ â òåîðèè èí-

�îðìàöèè. Îíà óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé (òåîðåìà 11)

è äîïóñêàåò àëãîðèòìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ îòíîñèòåëüíîé

ñëîæíîñòè (òåîðåìà 12). Â îáùåì ñëó÷àå íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ ïðàâè-

ëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé è ñëîæíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îêàçûâàþòñÿ íåñîâ-

ìåñòíûìè. Ïðîÿâëåíèÿ ýòîãî âñòðå÷àþòñÿ â [12℄.

Åñëè S êîíêðåòíåé

^

S, ìåðà èí�îðìàöèè â S î

^

S

I(S;

^

S) = H(

^

S)�H(

^

SjS);

ïðèâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé ê èçâåñòíîìó âèäó [3℄

I(S;

^

S) = H(S) +H(

^

S)�H(S

^

S):

Ñèììåòðè÷íàÿ �îðìà çäåñü íå îçíà÷àåò ñèììåòðèþ èí�îðìàöèè, èáî òðå-

áîâàíèÿ ê S è

^

S ðàçëè÷íû. Ïîñêîëüêó âñå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûå èñòî÷-

íèêè ðàâíî êîíêðåòíû, äëÿ íèõ èí�îðìàöèÿ îêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé

[3℄. Â îáùåì ñëó÷àå íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ ñèììåòðèÿ îòñóòñòâóåò.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Îòäåëåíèÿ èí�îðìàöèîííûõ òåõíî-

ëîãèé è âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì �ÀÍ (ïðîãðàììà "Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðî-

áëåìû èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ñèñòåì") è �îññèéñêîãî �îíäà �óí-

äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 06-01-00577 è 06-07-89293).
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Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
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�àêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè,

603950, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. �àãàðèíà, 23

e-mail: shev�ui.nnov.ru

Öåëü äîêëàäà � "ââåñòè ÷èòàòåëÿ â ÷àðóþùèé ìèð âûïóêëûõ ìíîãî-

ãðàííèêîâ". Ýòîé öèòàòîé èç ïðåêðàñíîé êíèãè [2℄ ÿ îáû÷íî íà÷èíàþ ñâîé

êóðñ "Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ìíîãîðàííèêîâ"äëÿ ìàãèñòðîâ �àêóëüòåòà

ÂÌÊ ÍÍ�Ó. Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ êðàòêàÿ âåðñèÿ ýòîãî êóðñà.

Â ï. 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, êîòî-

ðûì ñîîòâåòñòâóþò ìíîãîãðàííûå êîíóñû (äàëåå � ïðîñòî êîíóñû) â îäíî-

ðîäíîì ñëó÷àå è âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè (íàçûâàåìûå äàëåå ïîëèýäðàìè

èëè ïîëèòîïàìè, åñëè îíè îãðàíè÷åíû) � â íåîäíîðîäíîì. Äëÿ îáîèõ ñëó-

÷àåâ ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé îïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêè ìíîæå-

ñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû, à òàêæå ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó. Ñòàâèòñÿ âîïðîñ

îá ý��åêòèâíîñòè ýòîãî àëãîðèòìà è î ñëîæíîñòè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Â ï. 2 ââîäèòñÿ ìíîæåñòâî �

i

(P ) i-ìåðíûõ ãðàíåé ïîëèòîïà P è åãî

f -âåêòîð f(P ); êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà f

i

(P ) = j�

i

(P )j:

�àññìàòðèâàåòñÿ åùå îäèí àëãîðèòì, ðåøàþùèé ïîñòàâëåííûå â ï. 1 çàäà-

÷è áîëåå ý��åêòèâíî.

Òðèàíãóëÿöèÿ T (P ) ïîëèòîïà P; ìíîæåñòâî �

i

(T (P )) åå i-ìåðíûõ ãðà-

íåé è åå f -âåêòîð f(T (P )) ðàññìàòðèâàþòñÿ â ï. 3. Òàì æå ââîäÿòñÿ áóëåâû

�óíêöèè, ðàâíûå íóëþ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðàõ ãðàíåé T (P ).

1. Ïóñòü R � ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,

R

+

= f� 2 R=� � 0g;
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Òðèàíãóëÿöèè ïîëèòîïîâ, f-âåêòîðû è áóëåâû �óíêöèè

R

d

� d-ìåðíîå (åâêëèäîâî) ïðîñòðàíñòâî íàä R è R

m� n

� ìíîæåñòâî

âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ñ m ñòðîêàìè è n ñòîëáöàìè. Åñëè M 2 R

d

è � 2

R

+

, òî �M = f�x; x 2 Mg, åñëè M

1

2 R

d

è M

2

2 R

d

, òî M

1

+ M

2

=

fx

(1)

+ x

(2)

; x

(1)

2M

1

; x

(2)

2M

2

g.

Ìíîæåñòâî M èç R

d

íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáîãî � 2 R

òàêîãî, ÷òî 0 � � � 1

x 2M; y 2M ) (1� �)x + �y 2M:

�îâîðÿò, ÷òîM r-ìåðíî (è ïèøóò dimM = r), åñëè r � ìàêñèìàëüíîå ÷èñ-

ëî à��èííî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ (òî÷åê) èç M: Ïî îïðåäåëåíèþ ïóñòîå

ìíîæåñòâî âûïóêëî è dim� = �1:

ßñíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ âûïóêëî è R

d

� ïðèìåð âû-

ïóêëîãî ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå âñåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ M

`

èç

R

d

; ñîäåðæàùèõM; ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì (ïî âêëþ÷åíèþ) âûïóêëûì ìíî-

æåñòâîì, ñîäåðæàùèìM: Îíî íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà

M è îáîçíà÷àåòñÿ onvM: Åñëè M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî onvM íà-

çûâàåòñÿ ïîëèòîïîì. Ìíîæåñòâî P ðåøåíèé êîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ

íåðàâåíñòâ

d

X

k=1

a

ik

x

k

� a

i0

; i = 1; : : : ;m (1)

íàçûâàåòñÿ ïîëèýäðîì.

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî K èç R

d

íàçîâåì êîíóñîì, åñëè K + K = K

è 8� 2 R

+

�K � K. Íàèìåíüøèé (ïî âêëþ÷åíèþ) èç êîíóñîâ, ñîäåð-

æàùèé ìíîæåñòâî M; íàçûâàåòñÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êîé M (îáîçíà÷åíèå

onvM). Åñëè M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî oneM íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî-

ïîðîæäåííûì êîíóñîì. Êîíóñ K íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî-îïðåäåëåííûì, åñëè

åãî ìîæíî çàäàòü êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåêîòîðîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû

ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

Íàïðèìåð, ñ ìàòðèöåé A èç R

m� n

ìîæíî ñâÿçàòü ÷åòûðå êîíóñà ñîîò-

âåòñòâåííî â m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ, â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ñòðîê, â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ, â m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñòðîê:

A

\

= fAx; x � 0g;

A

\

= fyA; y � 0g;

A

�

= fx = Ax � 0g;

A

�

= fy = yA � 0g;
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èç êîòîðûõ ïåðâûå äâà � êîíå÷íî-ïîðîæäåííûå, à ïîñëåäíèå äâà � êîíå÷íî-

îïðåäåëåííûå.

Ñëåäóþùèé �óíäàìåíòàëüíûé�àêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîíÿòèÿ êîíå÷íî-

ïîðîæäåííîãî è êîíå÷íî-îïðåäåëåííîãî êîíóñîâ ñîâïàäàþò

(èìååòñÿ åùå îäèí ñèíîíèì ýòèõ ïîíÿòèé � ïîëèýäðàëüíûé) [4, 5, 10, 11,

23℄.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî â R

d

; áàçèñ êîòîðîãî ñîñòàâ-

ëÿþò ñòîëáöû b

1

; b

2

; : : : ; b

r

ìàòðèöû B; à áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ

L

?

� ñòðîêè a

1

; a

2

; : : : ; a

d�r

ìàòðèöû A: Òîãäà L ìîæíî ïðåäñòàâèòü äâó-

ìÿ ñïîñîáàìè: L = (B;�B)

\

è L = fx 2 R

d

= Ax � 0;�Ax � 0g =

�

A

�A

�

�

:

Àíàëîãè÷íî, L

?

=

�

A

�A

�

\

= (B;�B)

�

: Çàìåòèì, ÷òî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ

íåïðèâîäèìû, ò. å. íè îäèí èç ýëåìåíòîâ, ïîðîæäàþùèõ êîíóñ, âûáðîñèòü

íåëüçÿ. Ïîëîæèâ B

0

= �

P

r

j=1

b

j

; ïîëó÷èì ìèíèìàëüíîå (ñ íàèìåíüøèì

÷èñëîì ïîðîæäàþùèõ âåêòîðîâ) ïðåäñòàâëåíèå L = (b

0

; B)

\

:

Òåîðåìà 1. (�. Ìèíêîâñêèé, Þ. Ôàðêàø, �. Âåéëü)

1:1: 8 A 2 R

m� d

9 B 2 R

d� n

= A

�

= B

\

;

1:2: 8 B 2 R

d� n

9 A 2 R

m� d

= B

\

= A

�

;

1:3: A

�

= B

\

, A

\

= B

�

:

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ �.Ìèíêîâñêèé ïðåäëîæèë

ñëåäóþùèé àëãîðèòì (îáîçíà÷èì åãî 


1

). Íà ïåðâîì ýòàïå íàéäåì ðàíã

r ìàòðèöû A è ïðè r < d ìèíèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (ñì. ïðèìåð 1) ïîä-

ïðîñòðàíñòâà L = fx 2 R

d

= Ax = 0g � ïîëó÷èì ïåðâûå d� r+1 ñòîëáöîâ

ìàòðèöû B: Ïðè r = d ýòîò ýòàï îïóñêàåòñÿ. Íà âòîðîì ýòàïå íàéäåì ñïè-

ñîê I

1

; I

2

; : : : ; I

s

"ìàêñèìàëüíûõ ïðåäðàíãîâûõ" ïîäìíîæåñòâ I òàêèõ, ÷òî

I � f1; : : : ;mg, ðàíã ïîäìàòðèöû A(I) ðàâåí r � 1; íî äëÿ ëþáîãî I

0

, ñî-

äåðæàùåãî I , ðàíã A(I

0

) ðàâåí r: Äëÿ êàæäîãî k = 1; : : : ; s íàõîäèì x

(k)

òàêîé, ÷òî A(I

k

)x

(k)

= 0; íî x

(k)

=2 L: Åñëè íàéäóòñÿ òàêèå i

0

è i

00

; ïðè

êîòîðûõ a

i

0

x

(k)

> 0; è a

i

00

x

(k)

< 0; òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó çíà÷åíèþ

k: Èíà÷å çàíîñèì x

(k)

; åñëè Ax

(k)

� 0, èëè (�x

(k)

), åñëè Ax

(k)

� 0; î÷åðåä-

íûì ñòîëáöîì â ìàòðèöó B: Ñòîëáöû ïîñòðîåííîé òàêèì îáðàçîì ìàòðèöû

B ñîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíîå èç ïîðîæäàþùèõ A

�

ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå

îñòîâîì êîíóñà A

�

: Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè r = d âåêòîðû îñòîâà îïðå-

äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

è n �

�

m

d�1

�

: Ìîæíî ëè óìåíüøèòü ýòîò ïåðåáîð, áóäåò ÿñíî èç äàëüíåéøå-

ãî.
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Ïðèìåð 2. Åñëè m = d = r, òî â êà÷åñòâå B ìîæíî âçÿòü A

�1

:

Èòàê, àëãîðèòì 


1

äàåò ðåøåíèå äâóõ çàäà÷:

Pr

1

: ïî ìàòðèöå A íàéòè ìàòðèöó B òàêóþ, ÷òî A

�

= B

\

,

Pr

2

: ïî ìàòðèöå B íàéòè ìàòðèöó A òàêóþ, ÷òî B

\

= A

�

, ò. å. äàåò

ïåðåõîä îò îäíîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ïîëèýäðàëüíîãî êîíóñà ê äðóãîìó è, â

÷àñòíîñòè, äàåò âîçìîæíîñòü èçáàâèòüñÿ îò ëèøíèõ íåðàâåíñòâ (ñëåäñòâèé

ñèñòåìû Ax � 0), ïîñòðîèâ îñòîâ êîíóñà A

\

= B

�

: Îí ïîçâîëÿåò òàêæå

íàõîäèòü ñóììó è ïåðåñå÷åíèå ïîëèýäðàëüíûõ êîíóñîâ.

Âåðíåìñÿ ê ïîëèýäðó P , çàäàííîìó ñèñòåìîé (1), è ïîñòàâèì åé â ñîîò-

âåòñòâèå îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

x

0

� 0; a

i0

x

0

�

d

X

k=1

a

ik

x

k

� 0; i = 1; : : : ;m; (2)

çàäàþùóþ êîíå÷íî-îïðåäåëåííûé êîíóñ K

P

= A

�

â R

d+1

: Ïóñòü ìàòðèöà

B = (b

kj

); k = 0; 1; : : : ; d; j = 1; : : : ; n; çàäàåò îñòîâ êîíóñà A

�

: Åñëè b

0j

= 0

ïðè âñåõ j = 1; : : : ; n; òî P = �: Èíà÷å, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî b

0j

> 0 ïðè j = 1; : : : ; s è b

0j

= 0 ïðè j = s + 1; : : : ; n: Äëÿ

k = 1; : : : ; d ïîëîæèì v

kj

= b

kj

= b

0j

ïðè j � s; v

kj

= q

kj

ïðè j = s+1; : : : ; n

è îáîçíà÷èì ÷åðåç v

j

ñòîëáåö, k-ÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà v

kj

:

Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò çàäàíèÿ ïîëèýäðà P â âèäå ñèñòåìû (1)

ê åãî ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ

P = f

n

X

j=1

�

j

v

j

;

s

X

j=1

�

j

= 1; �

j

2 R

+

(j = 1; : : : ; n)g; (3)

è îáðàòíî. �îâîðÿò, ÷òî P ïîðîæäàåòñÿ òî÷êàìè v

1

; : : : ; v

s

è íàïðàâëåíè-

ÿìè v

s+1

; : : : ; v

n

; íàçûâàåìûìè ðåöåññèâíûìè. ßñíî, ÷òî

(v

s+1

; : : : ; v

n

)

\

= fx 2 R

d

=

d

X

k=1

a

ik

x

k

� 0; i = 1; : : : ;mg

è óñëîâèå s = n íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ îãðàíè÷åííîñòè P:

Òåîðåìà 2. [4, 5, 10, 11, 18, 22, 23℄

2:1: (Ò. Ìîöêèí) P � ïîëèýäð â R

d

, P = P

1

+K; ãäå P

1

� ïîëèòîï,

à K � êîíå÷íî-ïîðîæäåííûé êîíóñ.

2:2: (�. Ìèíêîâñêèé, Ý. Øòåéíèö, �. Âåéëü) P � ïîëèòîï , P � îãðà-

íè÷åííûé ïîëèýäð.
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Íàëè÷èå äâóõ ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ ïîëèýäðà P : â âèäå (1) è â âèäå (3) �

ïîçâîëÿåò ðåøàòü ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è î ïîëèýäðàõ, íàïðèìåð, íàõîäèòü

èõ ñóììó è ïåðåñå÷åíèå, ñâîäÿ èõ ê ñîîòâåòñòâóþùèì çàäà÷àì î êîíóñàõ.

Èòàê, àëãîðèòì 


1

äàåò ðåøåíèå äâóõ (ñâîäÿùèõñÿ îäíà ê äðóãîé) çàäà÷:

Pr

3

: ïî ñèñòåìå (1) íàéòè ïðåäñòàâëåíèå (3),

Pr

4

: ïî ïðåäñòàâëåíèþ (3) íàéòè ñèñòåìó (1).

Èìåþòñÿ ëè áîëåå ý��åêòèâíûå, ÷åì 


1

; àëãîðèòìû? Êàêîâà ñëîæ-

íîñòü çàäà÷è Pr

1

? Èçâåñòíî [9℄, ÷òî ïðè d = 2; 3 ýòà âåëè÷èíà ðàñòåò ñ

ðîñòîì n ïðîïîðöèîíàëüíî âåëè÷èíå n logn.

2. Ïóñòü K = A

�

= B

\

; C = AB;

A = (a

i

; i = 1; : : : ;m) = (a

ik

) 2 R

m� d

B = (b

j

; j = 1; : : : ; n) = (b

kj

) 2 R

d� n



ij

= a

i

b

j

=

d

X

k=1

a

ik

b

kj

� 0; C = (

ij

) 2 R

m� n

;

ïðè I � f1; : : : ;mg A(I) = (a

i

; i 2 I); ïðè J � f1; : : : ; ng; B(J) = (b

j

; j 2 J);

J

i

= fj=

ij

= 0g; I

j

= fi=

ij

= 0g:

Äëÿ êàæäîãî a 2 A

\

îïðåäåëèì ãðàíü K

a

êîíóñà K ðàâåíñòâîì K

a

=

fx 2 K = ax = 0g = fx 2 K = ax � 0g è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî �(K) =

fK

a

; a 2 A

\

g âñåõ ãðàíåé êîíóñà K; ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå îòíîøåíèåì

âêëþ÷åíèÿ. ßñíî, ÷òî K

a

� êîíå÷íî-ïîðîæäåííûé êîíóñ è ïðè J(a) =

fj = ab

j

= 0g K

a

= B

\

(J

a

): Îòñþäà ñëåäóåò êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà �(K) è

ðàâåíñòâî

K

a

0

\

K

a

00

= K

a

0

+a

00

: (4)

Â ÷àñòíîñòè, âçÿâ a = 0; ïîëó÷èì K

0

= K � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò

�(K): Ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò �(K) � ïîäïðîñòðàíñòâî L = fx 2 R

d

=Ax =

0g � ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîëîæèâ a =

P

m

i=1

a

i

:

Íà ÿçûêå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ (òåðìèíîëîãèþ è íåîáõî-

äèìûå ñâåäåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü â [1�3, 21, 23℄) ðàâåíñòâî (4) îçíà÷àåò, ÷òî

�(K) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè min.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî max ìîæíî äîêàçàòü, îáîçíà-

÷èâ ÷åðåç I; I

0

; I

00

ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ êîý��èöèåí-

òîâ â ðàçëîæåíèÿõ ñòðîê a; a

0

; a

00

èç A

\

:

a =

X

i2I

�

i

a

i

; a

0

=

X

i2I

0

�

0

i

a

i

; a

00

=

X

i2I

00

�

00

i

a

i

:
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ÒîãäàK

a

=

T

i2I

B

\

(J

i

) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè I = I

0

S

I

00

K

a

0

+K

a

00

= K

a

:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî �(K) ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé (îòíîñèòåëüíî

âêëþ÷åíèÿ).

Ïîëèýäðàëüíûé êîíóñ K

0

íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûì

êîíóñó K (K � K

0

), åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

ìíîæåñòâà �(K) íà ìíîæåñòâî �(K

0

), ñîõðàíÿþùåå îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ

(ïðè ýòîì ðåøåòêè íàçûâàþò èçîìîð�íûìè è ïèøóò �(K) � �(K

0

)).

Íåòðóäíî òåïåðü ïåðåíåñòè ïîíÿòèå ãðàíè è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà

ïîëèýäð P , ïåðåéäÿ, êàê â ï.1, îò (3) ê êîíóñó K = K

P

= B

\

: Ñäåëàåì

ýòî, ñ÷èòàÿ äàëåå äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî P � ïîëèòîï, ò. å. s = n: Òîãäà ìîæíî

ïîëîæèòü ïðè j = 1; : : : ; n b

0j

= 1 è b

kj

= v

kj

(k = 1; : : : ; d): Òåïåðü

åñëè 0 6= (x

0

; x) 2 K; òî x

0

6= 0 è òî÷êà �(x

0

; x) = x = x

0

2 P: ßñíî, ÷òî

�(b

j

) = v

j

è �(B

\

(J)) = onv(v

j

; j 2 J): Åñëè F

0

2 �(K) è F

0

6= f0g; òî

íàçîâåì F = �(F

0

) ãðàíüþ ïîëèòîïà P: Ïîëîæèâ �(f0g) = �; îáîçíà÷èì

÷åðåç �(P ) = �(�(K)) ìíîæåñòâî ãðàíåé ïîëèòîïà P:

Òåîðåìà 3. (ñì., íàïðèìåð, [23℄) Äëÿ ëþáîãî ïîëèòîïà P

3:1: �(P ) � ãðàäóèðîâàííàÿ ðåøåòêà äëèíû dimP = dimK

P

� 1 ñ ðàí-

ãîâîé �óíêöèåé r(F ) = dimF + 1 8F 2 �(P ):

3:2: Åñëè G � F; òî èíòåðâàë [G;F ℄; ò. å. ìíîæåñòâî ãðàíåé H èç

�(P ) òàêèõ, ÷òî G � H � F; èçîìîð�åí �(P

0

) äëÿ íåêîòîðîãî ïîëèòîïà

P

0

ðàçìåðíîñòè r(F )� r(G) � 1:

3:3: Êàæäûé èíòåðâàë [G;F ℄ äëèíû 2 (ò. å. dimF � dimG = 2) èìååò

ðîâíî 4 ýëåìåíòà.

Ïðèìåð 3. Åñëè d = 2 è P = onv (v

1

; v

2

; v

3

; v

4

) � êâàäðàò, òî ñëåäóþ-

ùàÿ òàáëèöà çàäàåò ãðàíè P è èõ ðàíãè.

Òàáëèöà 1

1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1

2 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1

3 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1

4 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1

r(F ) 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3

Îáîçíà÷èì ÷åðåç �

k

(P ) ìíîæåñòâî k-ìåðíûõ ãðàíåé r-ìåðíîãî ïîëèòî-

ïà P è ïîëîæèì �P = �(P ) n fPg, f(P ) = (f

�1

(P ); f

0

(P ); : : : ; f

r

(P )), ãäå

f

k

(P ) = j�

k

(P )j � ÷èñëî k-ìåðíûõ ãðàíåé ïîëèòîïà ,

f(�; P ) =

r

X

k=�1

f

k

(P )�

k+1
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è f(�; �P ) = f(�; P )� �

r+1

.

Ìíîæåñòâî �P íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íûì êîìïëåêñîì ïîëèòîïà P:

Ïðèìåð 4. Ïîëèòîï P íàçûâàåòñÿ r-ñèìïëåêñîì, åñëè dimP = f

0

(P )�

1 = r. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ íåãî �

k

(P ) ñîñòàâëÿåò (k+1)-ìåðíûé ñëîé

(r + 1)-ìåðíîãî áóëåâà êóáà, f

k

(P ) = (

r+1

k+1

), f(�; P ) = (1 + �)

r+1

.

Ïðèìåð 5. �àññìîòðèì d-ìåðíûé êóá C

d

= fx = (x

1

; : : : ; x

d

)= � 1 �

x

i

� 1; i = 1; : : : ; dg: Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ñèñòåìà (2) èìååò âèä

x

0

� x

i

� 0; x

0

+ x

i

� 0 (i = 1; : : : ; d) (5)

� íåðàâåíñòâî x

0

� 0 ÿâëÿåòñÿ åå ñëåäñòâèåì è åãî ìîæíî îòáðîñèòü. ßñ-

íî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëþáîé ãðàíè F êóáà äîñòàòî÷íî âûáðàòü äâà íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà I

1

è I

2

ìíîæåñòâà f1; : : : ; dg è ðàññìîòðåòü

ïåðåñå÷åíèå C

d

ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû

x

i

= 1 (i 2 I

1

); x

i

= �1 (i 2 I

2

):

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî dimF = d� jI

1

j � jI

2

j è f(�;C

d

) = 1 + �(2 + �)

d

:

Ïðèìåð 6. Ïîëèòîï P

d

= onv(�E

d

; E

d

); ãäå E

d

� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

ïîðÿäêà d; íàçûâàåìûé êðîññ-ïîëèòîïîì (ïðè d = 3 ýòî îêòàýäð). Äëÿ íåãî

f(�; P

d

) = (1 + 2�)

d

+ �

d+1

:

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à

Pr

5

: íàéòè êðèòåðèé ðåàëèçóåìîñòè f -âåêòîðà, ò. å. íåîáõîäèìûå è

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êîìïîíåíòû öåëî-

÷èñëåííîãî íåîòðèöàòåëüíîãî âåêòîðà f = (f

�1

; f

0

; : : : ; f

d

) äëÿ òîãî, ÷òî-

áû îí ñîâïàäàë ñ f(P ) äëÿ íåêîòîðîãî d-ìåðíîãî ïîëèòîïà P: ßñíî, ÷òî

f

�1

= f

d

= 1 è ÷òî ïðè d = 2 òàêîé êðèòåðèé äàåò óñëîâèå f

0

= f

1

:

Ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è Pr

5

ïðè d = 3; ïîëó÷åííîå â 1922 ã.

Ý.Øòåéíèöåì [22℄.

Òåîðåìà 4. Öåëî÷èñëåííûé âåêòîð f = (1; f

0

; f

1

; f

2

; 1) ÿâëÿåòñÿ

f-âåêòîðîì íåêîòîðîãî 3-ìåðíîãî ïîëèòîïà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà

f

1

� f

0

+ f

2

= 2; 4 � f

2

� 2f

0

� 4; 4 � f

0

� 2f

2

� 4:

Ïðè d � 4 çàäà÷à Pr

5

íå ðåøåíà. Â îáùåì ñëó÷àå èçâåñòíî íåîáõîäèìîå

óñëîâèå Ýéëåðà-Ïóàíêàðå

d

X

k=�1

f

k

(�1)

k

= 0: (6)
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Âåñüìà ïîëåçíà òàêæå äîêàçàííàÿ â [16℄ (â áîëåå îáùåì âàðèàíòå)

�. Áðóãåññåðîì è Ï. Ìàíè.

Òåîðåìà 5. �ðàíè÷íûé êîìïëåêñ �P èìååò ëèíåéíóþ ðàçâåðòêó.

Êîíñòðóêöèÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ,

èìååò ïðîçðà÷íûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. �àññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ v

�

=

�q; ãäå 0 2 int P (int P = P n �P � ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê ïîëèòîïà

P ), � � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, a

i

q 6= 0 ïðè i = 1; : : : ;m è �

i

= a

i0

=a

i

q �

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà �; ïðè êîòîðîì ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò à��èííóþ îáîëî÷-

êó ãðàíè F

i

: ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå q; ÷òî �

i

6= �

k

ïðè i 6= k: Òîãäà,

ïåðåóïîðÿäî÷èâ �

d�1

(P ) = fF

1

; : : : ; F

m

g íåðàâåíñòâàìè

1

�

1

> � � � >

1

�

m

; (7)

ïîëó÷èì ðàçâåðòêó ãðàíåâîãî êîìïëåêñà �P; íàçûâàåìóþ ëèíåéíîé. Îïðå-

äåëåíèå îáùåãî ïîíÿòèÿ ðàçâåðòêè ïîëèòîïèàëüíîãî (è, â ÷àñòíîñòè, ñèì-

ïëèöèàëüíîãî) êîìïëåêñà ìîæíî íàéòè â [2, 3, 21, 23℄.

Êîíöåïöèÿ ðàçâîðà÷èâàåìîñòè ïðèâåëà ê ïîÿâëåíèþ ðÿäà àëãîðèòìîâ

(×åðíèêîâîé, Ìîöêèíà�Áóðãåðà, Ôóðüå�Ìîöêèíà, ìåòîä äâîéíîãî îïèñà-

íèÿ) � áóäåì íàçûâàòü èõ �M -àëãîðèòìàìè, � ïîçâîëÿþùèõ ðåøàòü çà-

äà÷è Pr

i

(i = 1; 2; 3; 4) â ðåæèìå on-line [6, 9, 12, 15, 17, 23℄.

ÏîäÔÌ-àëãîðèòìîì 


2

áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó, ïîçâî-

ëÿþùóþ ïî çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê v

1

; : : : ; v

n

ïîñòðîèòü íåïðèâîäèìóþ ñèñòåìó (1), îïèñûâàþùóþ ïîëèòîï

P = P

n

= onv (v

1

; : : : ; v

n

): Çäåñü íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû v

j

2 �

0

(P ); ïîòðåáóåì

ëèøü, ÷òîáû ïîëèòîï P

d+1

áûë d-ñèìïëåêñîì è 0 2 int P

d+1

(îãðàíè÷åíèÿ

òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà). Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî çàäà÷à ðåøåíà äëÿ ïîëèòîïà

P (ïðè n = d + 1 ýòî ïðîñòî) è ïîÿâèëàñü íîâàÿ òî÷êà v

n+1

; ïîêàæåì åå

ðåøåíèå äëÿ ïîëèòîïà P

0

= P

n+1

: Ïîëîæèì �

i

= a

i0

� a

i

v

n+1

è ðàçîáüåì

ìíîæåñòâî 1; : : : ;m íà òðè ïîäìíîæåñòâà

I

�

= fi=�

i

< 0g; I

+

= fi=�

i

> 0g; I

0

= fi=�

i

= 0g:

Äàëåå äëÿ êàæäîãî i 2 I

�

ñ�îðìèðóåì ìíîæåñòâî

M

i

= fi

0

2 I

+

=F

i

\ F

i

0

2 �

d�2

(P )g

è äëÿ êàæäîãî i

0

2M

i

îáðàçóåì íåðàâåíñòâî

(�

i

0

a

i

� �

i

a

i

0

)x � �

i

0

a

i0

� �

i

a

i

0

0

:
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Åñëè ê ñèñòåìå (1) äîáàâèòü âñå ïîëó÷åííûå òàêèì ñïîñîáîì íåðàâåíñòâà

è çàòåì âûáðîñèòü íåðàâåíñòâà ñ íîìåðàìè èç I

�

; òî íîâàÿ ñèñòåìà áóäåò

îïèñûâàòü ïîëèòîï P

0

: Î íåïðèâîäèìîñòè íîâîé ñèñòåìû ñëåäóåò ïîçàáî-

òèòüñÿ äîïîëíèòåëüíî.

Ñóùåñòâóþò ðåàëèçàöèè ÔÌ-àëãîðèòìîâ, òðóäîåìêîñòü êîòîðûõ ïðî-

ïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå n

bd=2+1

: Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî [2, 3, 5, 20,

23℄, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå d-ïîëèòîïû P ñ n âåðøèíàìè, äëÿ êîòîðûõ

f

d�1

(P ) =

�

n� b(d+ 1)=2

bd=2

�

+

�

n� bd=2 � 1

b(d� 1)=2

�

; (8)

÷òî äàåò íåóëó÷øàåìóþ íèæíþþ îöåíêó òðóäîåìêîñòè çàäà÷ P

r

i

(i =

1; 2; 3; 4)

3. Ìíîæåñòâî V = fv

1

; :::; v

n

g, ãäå v

j

2 R

d

, íàçîâåì (d; n)-òî÷å÷íîé

êîí�èãóðàöèåé, åñëè P = onvV åñòü d-ïîëèòîï. Òðèàíãóëÿöèåé ïîëèòîïà

� ñ óçëàìè èç ìíîæåñòâà V íàçîâåì ìíîæåñòâî T (V ) = fS

1

; : : : ; S

t

g òàêèõ

d-ñèìïëåêñîâ S

�

, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû òðè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ [3, 21,

23℄:

1)�

0

(S

�

) � V;

2)

S

t

�=1

S

�

= P è

3) ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ d-ñèìïëåêñîâ ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ êàæäîãî èç

íèõ.

Òîãäà ìíîæåñòâî 4(T (V )) =

S

t

�=1

�(S

�

) äàåò ïðèìåð ñèìïëèöèàëüíîãî

êîìïëåêñà (ñ. ê.) � îäíîãî èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé òîïîëîãèè è êîìáèíàòîð-

íîé ãåîìåòðèè [2, 3, 5, 18, 21, 23℄. Êîëëåêöèÿ (íåïóñòàÿ) C ïîäìíîæåñòâ

F (íàçûâàåìûõ ãðàíÿìè ñ. ê. C) êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà V = fv

1

; : : : ; v

n

g

íàçûâàåòñÿ ñèìëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì íà ìíîæåñòâå V; åñëè F 2 C

è G � F âëå÷åò G 2 C: ßñíî, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ ñ. ê. C äîñòàòî÷íî óêà-

çàòü ñïèñîê S

1

; S

2

; : : : ; S

t

ìàêñèìàëüíûõ (ïî âêëþ÷åíèþ) ãðàíåé ñ. ê. C

èëè ñïèñîê N

1

; : : : ; N

l

ìèíèìàëüíûõ (ïî âêëþ÷åíèþ) ïîäìíîæåñòâ ìíî-

æåñòâà V; íå ïðèíàäëåæàùèõ C: Àíàëîãè÷íî ïðåæíåìó ìîæíî îïðåäå-

ëèòü �

k

(C) =

S

t

�=1

(�

k

(S

�

); f

k

(C) = j�

k

(C)j; âåêòîð f(C) è ìíîãî÷ëåí

f(�;C): Äëÿ ëþáîé ãðàíè F ñ. ê. C îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð

�

F

= (�

1

; : : : ; �

n

); ãäå �

i

= 1 ïðè v

i

2 F; è �

i

= 0 ïðè v

i

=2 F; è áóëåâó �óíê-

öèþ '

C

(v

1

; : : : ; v

n

); ïîëîæèâ '

C

= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F 2 C:

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîãî ñ. ê. C áóëåâà �óíêöèÿ '

C

(v

1

; : : : ; v

n

) ìîíî-

òîííà è

'

C

(v

1

; : : : ; v

n

) = &

t

�=1

(_

j =2S

�

v

j

) = _

l

�=1

&

j2N

�

v

j

: (9)
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Áóäåì ïèñàòü 4 âìåñòî 4(T (V )); åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìå-

íèÿì. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîé �èêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè d ñëîæíîñòü

�óíêöèè '

4

(v

1

; : : : ; v

n

) îãðàíè÷åíà ñâåðõó íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò n:

Äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ åå ý��åêòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì (â

ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ) îòîøëåì ê îáçîðó [8℄. Âåñüìà ïîëåçíûì ìîæåò îêàçàòü-

ñÿ ïðèìåíåíèå ïîðîãîâûõ áóëåâûõ �óíêöèé, òàê êàê, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû

Â. Ê. Êîðîáêîâà [7℄, ìíîæåñòâî íóëåé �óíêöèè '

�P

ìîæíî îïèñàòü ñèñòå-

ìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

X

j2N

k

v

j

� jN

k

j � 1; k = 1; : : : ; l (10)

Ïðèìåð 7. Çàäàäèì (2, 5)-òî÷å÷íóþ êîí�èãóðàöèþ òàáëèöåé 2 è õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ñèìïëåêñîâ S

1

; S

2

; S

3

; S

4

� òàáëèöåé 3

Òàáëèöà 2 Òàáëèöà 3

j 1 2 3 4 5

v

1j

1 0 0 2 �1

v

2j

0 1 �1 0 0

S

1

S

2

S

3

S

4

1 1 1 1 0

2 1 1 0 1

3 1 0 1 1

4 0 1 1 0

5 0 0 0 1

Òîãäà T (V ) = fS

1

; S

2

; S

3

; S

4

g� òðèàíãóëÿöèÿ âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëü-

íèêà P = onv (v

2

; v

3

; v

4

; v

5

);

f(�;4) = 1 + 5�+ 8�

2

+ 4�

3

;

'

4

(v

1

; v

2

; v

3

; v

4

; v

5

) = (v

4

_ v

5

)(v

3

_ v

5

)(v

2

_ v

5

)(v

1

_ v

4

)

= (v

2

v

3

v

4

_ v

5

)(v

1

_ v

4

) = v

1

v

5

_ v

4

v

5

_ v

1

v

2

v

3

v

4

:

Ïðèìåð 8. Èç ñïèñêà ìàêñèìàëüíûõ ãðàíåé ñ. ê. 4 èç ïðåäûäóùåãî

ïðèìåðà âûáðîñèì S

1

è ðàññìîòðèì ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè ýòîì ïîäêîìïëåêñ

C

1

: Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî fS

2

; S

3

; S

4

g òðèàíãóëÿöèåé íå ÿâëÿåòñÿ. Äëÿ íåãî

f(�;C

1

) = 1 + 5�+ 8�

2

+ 3�

3

;

'

C

1

(v

1

; v

2

; v

3

; v

4

; v

5

) = (v

2

v

3

_ v

5

)(v

1

_ v

4

) = v

1

v

5

_ v

1

v

4

_ v

1

v

2

v

3

:

Îäèí èç àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ òðèàíãóëÿöèè îñíîâàí íà ñëåäóþùåì

ðåçóëüòàòå.

Òåîðåìà 7. [13℄ Ïóñòü A � ìàòðèöà ñî ñòðîêàìè a

1

; : : : ; a

m

, B �

ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè b

1

; : : : ; b

n

òàêèå, ÷òî A

�

= B

\

; J

i

= fj=a

i

b =
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0g; B(J

i

) = fb

j

; j 2 J

i

g è b =2 B

\

: Òîãäà

(b; B)

\

=

[

i2I

(b; B(J

i

))

\

[

B

\

; (10)

ãäå I = fi=a

i

b < 0g; è ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ êîíóñîâ, îáúåäèíÿåìûõ â ïðàâîé

÷àñòè ðàâåíñòâà (10), ÿâëÿåòñÿ îáùåé ãðàíüþ êàæäîãî èç íèõ.

Îïèøåì ìîäè�èêàöèþ �M -àëãîðèòìà (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç 


3

), ðåøà-

þùåãî ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

Pr

6

: ïî äàííîé òî÷å÷íîé êîí�èãóðàöèè V íàéòè åå òðèàíãóëÿöèþ è

ñèñòåìó (1), îïèñûâàþùóþ ïîëèòîï P = onvV:

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü äëÿ îáëåã÷åíèÿ èçëîæåíèÿ, ÷òî ïåðâûå (d + 1)

ñòîëáöîâ ìàòðèöû V à�èííî íåçàâèñèìû, è ïåðåéäåì, êàê è â ï. 1, íà ÿçûê

êîíóñîâ, ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå d�n-ìàòðèöå V ìàòðèöó B

n

2 R

(d+1)�n

;

ó êîòîðîé b

0j

= 1 (j = 1; 2; : : : ; n):

Ïðè n = d + 1 çàäà÷à Pr

6

ðåøàåòñÿ ïðîñòî: òðèàíãóëÿöèÿ ñîñòîèò

èç åäèíñòâåííîãî ñèìïëåêñà, à êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (1) ïîëó÷àþòñÿ èç

ìàòðèöû B

�1

d+1

: Ñ÷èòàÿ, ÷òî çàäà÷à Pr

6

ðåøåíà äëÿ ïðåäûäóùåãî çíà÷åíèÿ

n; ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âåêòîð b

n+1

: Åñëè b

n+1

2 B

\

; òî ðåøåíèå çàäà-

÷è íå ìåíÿåì. Èíà÷å íàéäåì ìíîæåñòâî I = fi=a

i

b

n+1

< 0g è äîïîëíèì

ïîëó÷åííóþ íà ïðåäûäóùåì øàãå òðèàíãóëÿöèþ ñîãëàñíî òåîðåìå 7.

Ýòîò è äðóãèå ñïîñîáû òðèàíãóëÿöèè îïèñûâàþòñÿ â îãðîìíîì êîëè÷å-

ñòâå ðàáîò, èç êîòîðûõ óêàæåì ëèøü íåñêîëüêî [3, 14, 15, 19, 21, 23℄.

Çàìåòèì, ÷òî òðèàíãóëÿöèþ èç ïðèìåðà 7 ìîæíî ïîëó÷èòü àëãîðèòìîì




3

, ïîäàâàÿ òî÷êè v

j

â óêàçàííîì ïîðÿäêå. Èçìåíèâ ïîðÿäîê, ìîæíî ïîëó-

÷èòü äðóãóþ òðèàíãóëÿöèþ è äàæå ñ äðóãèì f -âåêòîðîì. Óæå ýòî îáñòî-

ÿòåëüñòâî ïîðîæäàåò ìíîãî âîïðîñîâ (íàïðèìåð, àíàëîã çàäà÷è Pr

5

äëÿ

òðèàíãóëÿöèé), äëÿ òî÷íîé ïîñòàíîâêè êîòîðûõ ââåäåííàÿ çäåñü áóëåâà

�óíêöèÿ '

4

ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà ïîëåçíîé.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óí-

äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 05-01-00552à)
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Òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïîëó÷åíèåì íåëèíåéíûõ íèæíèõ îöåíîê ñëîæ-

íîñòè ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñàõ, ñîäåðæàùèõ ëèíåé-

íóþ �óíêöèþ, øèðîêî èçâåñòíû. Ïîëó÷àòü òàêèå îöåíêè äëÿ êîíêðåòíûõ

ñèñòåì �óíêöèé óäàåòñÿ òîëüêî ïðè âåñüìà ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ.

Âûñîêèå íèæíèå îöåíêè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Ä. Þ. ×åðóõèíà [8, 9℄. Â

÷àñòíîñòè, â [8℄ ðàññìàòðèâàëàñü ðåàëèçàöèÿ îïåðàòîðà öèêëè÷åñêîé ñâåðò-

êè

z

j

=

M

i+k�n (mod n)

x

i

y

k

; j = 1; : : : ; n;

ñõåìàìè â áàçèñå èç âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé. Ïðè ýòîì âåñîì ýëåìåíòà ñ÷è-

òàëîñü ÷èñëî åãî âõîäîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà ãëóáèíà ñõåìû íå ïðåâîñõîäèò

äâóõ, ïîëó÷åíà íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè âèäà 
(n

3=2

).

Â ñòàòüå [10℄ åå àâòîðû òàêæå ðàññìàòðèâàþò ñõåìû èç ýëåìåíòîâ ñ

ïðîèçâîëüíûì êîëè÷åñòâîì âõîäîâ, íî â áîëåå óçêîì áàçèñå. À èìåííî,

â áàçèñå èç ýëåìåíòîâ äâîè÷íîãî ñëîæåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áóëåâà

ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè a

ji

çàäàåò ñèñòåìó ëèíåéíûõ áóëåâûõ �óíêöèé

f

i

=

m

M

j=1

a

ji

x

j

; j = 1; : : : ;m; i = 1; : : : ; n:
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Â [10℄ ïîëó÷åíû íåëèíåéíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ñèñòåì

�óíêöèé, çàäàâàåìûõ ìàòðèöàìè Àäàìàðà (ò. å. n� n ìàòðèöàìè, â êîòî-

ðûõ ëþáûå äâå ñòðîêè îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â n=2 ïîçèöèÿõ). Ïðè ýòîì ðîëü

ñóùåñòâåííîãî îãðàíè÷åíèÿ èãðàåò, êàê è â ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ðàáîòàõ,

îãðàíè÷åíèå íà ãëóáèíó ñõåì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñõåì ãëóáèíû 2, ïîëó÷åíà

íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè âèäà 
(n log

2

n). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëü-

òàòà îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòðèöû Àäàìàðà.

Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî âõîäîâ ñõåìû, à T � ïðîèçâîëüíîå

ïîäìíîæåñòâî âûõîäîâ ñõåìû. ×åðåç H

S;T

îáîçíà÷èì ïîäìàòðèöó ìàòðèöû

Àäàìàðà H , â êîòîðîé îñòàâëåíû òîëüêî ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæå-

ñòâó S, è ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâó T .

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü jSj = jT j = n

1=2+2�

. Òîãäà äëÿ ìàòðèöû Àäà-

ìàðà H

rank(H

S;T

) � � log

2

n:

Óòâåðæäåíèå 2. (Âàëèàíò [15℄). ×èñëî âíóòðåííèõ âåðøèí ðàññìàò-

ðèâàåìîé ñõåìû, ñâÿçàííûõ êàê ñ âåðøèíàìè èç S, òàê è èç T , íå ìåíåå

rank(H

S;T

).

Óòâåðæäåíèå 3. (Àëîí, Ìààññ [11℄). Åñëè äëÿ ëþáûõ S è T òàêèõ, ÷òî

jSj = jT j = n

1=2+2�

÷èñëî âíóòðåííèõ âåðøèí ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû,

ñâÿçàííûõ êàê ñ âåðøèíàìè èç S, òàê è èç T , íå ìåíåå � log

2

n, òî ãðà�

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå 
(n log

2

n) ðåáåð.

Îòìåòèì, ÷òî â [10℄ ïðèâåäåíî òàêæå äîêàçàòåëüñòâî íåñêîëüêî áîëåå

ñëàáîé îöåíêè 
(n log

2

n= log

2

log

2

n), èñïîëüçóþùåå òîëüêî êîìáèíàòîð-

íûå ðàññóæäåíèÿ (òåîðåìó Ýðäåøà-�àäî î ïîäñîëíè÷íèêå).

Â òî æå âðåìÿ, êàê ïîêàçàë Áàáëèòñ [13℄, íèæíÿÿ îöåíêà 
(n

2

= log

2

n)

�óíêöèè Øåííîíà äëÿ ñõåì áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ãëóáèíó (äîêàçûâàåòñÿ

ìîùíîñòíûì ìåòîäîì) äîñòèãàåòñÿ óæå íà ñõåìàõ ãëóáèíû 2. Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ðàçáèòü ïåðåìåííûå íà ãðóïïû ïî [log

2

n=2℄ è ðåàëèçîâàòü âñå

ñóììû â êàæäîé ãðóïïå ñõåìàìè ãëóáèíû 1.

Õîðîøî èëëþñòðèðóåò òðóäíîñòè ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê â áàçèñàõ

ñîäåðæàùèõ ëèíåéíóþ �óíêöèþ ñðàâíåíèå ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ý. È. Íå÷èïîðóê ïîêàçàë [6℄, ÷òî äëÿ ìàòðèö áåç ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ò. å.

áåç ïîäìàòðèö ðàçìåðà 2�2 èç åäèíèö) ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè âåíòèëüíû-

ìè ñõåìàìè è ñõåìàìè èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå f&;_g ðàâíà

ñëîæíîñòè òðèâèàëüíîé ñõåìû (ò. å. òàêîé, ÷òî êàæäàÿ �óíêöèÿ ðåàëèçó-

åòñÿ îòäåëüíîé ñõåìîé). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ñ. Á. �àøêîâ ïîêàçàë, ÷òî äëÿ

ñõåì â áàçèñå èç äâóâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ äâîè÷íîãî ñëîæåíèÿ ýòî íå òàê.
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Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñõåìà èç øåñòè ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùàÿ

ñèñòåìó �óíêöèé f

1

; : : : ; f

5

:

f

1

= x

1

� x

2

; f

2

= x

2

� x

4

; f

3

= x

4

� x

5

;

g

1

= x

3

� f

2

; f

4

= f

1

� g

1

; f

5

= g

1

� f

3

:

Ñëîæíîñòü òðèâèàëüíîé ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû

0

B

B

B

B

�

1 0 0 1 0

1 1 0 0 1

0 0 0 1 1

0 1 1 1 0

0 0 1 0 1

1

C

C

C

C

A

;

î÷åâèäíî, ðàâíà ÷èñëó åäèíèö ìàòðèöû ìèíóñ ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòîëáöîâ,

÷òî â äàííîì ñëó÷àå ñîñòàâëÿåò 7.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû.

1. Êàêîé ýêîíîìèè ìîæíî äîñòè÷ü äëÿ ìàòðèö áåç ïðÿìîóãîëüíèêîâ?

2. Âîçìîæíà ëè "ýêîíîìèÿ" ñëîæíîñòè ïðè ðåàëèçàöèè äâóõ íåçàâè-

ñèìûõ ñèñòåì �óíêöèé? À èìåííî, âûïîëíÿåòñÿ ëè ðàâåíñòâî L(M) =

L(A) + L(B) äëÿ ìàòðèö M;A;B, ãäå ìàòðèöà M èìååò âèä

M =

�

A 0

0 B

�

:

Ïîñëåäíèé âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Íà ïåðâûé æå ÷àñòè÷íûé îòâåò

äàþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Àâòîðó [3℄, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû Íå÷èïîðóêà [6℄, óäàëîñü ïîñòðî-

èòü ñõåìó, â êîòîðîé ÷àñòü ýëåìåíòîâ ïðîñòåéøåé ñõåìû, ïðèâåäåííîé âû-

øå, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñòóùåãî ÷èñëà ïîäñõåì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö F

n

, äëÿ êîòîðîé

L(F

n

)

L

T

(F

n

)

. 1=2;

ãäå L

T

(F ) � ñëîæíîñòü òðèâèàëüíîé ðåàëèçàöèè ìàòðèöû F . Âîïðîñ î

âîçìîæíîñòè áîëüøåé ýêîíîìèè îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Â ðàññìîòðåííîé âûøå êîíñòðóêöèè ãëóáèíà ñõåì ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-

íå÷íîñòè. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñõåì ãëóáèíû 2 ñëîæíîñòü ñîâïàäàåò ñî

ñëîæíîñòüþ òðèâèàëüíîé ðåàëèçàöèè: L

2

(A) = L

T

(A). Äëÿ ñõåì ãëóáèíû
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3 êîíñòðóêöèÿ ðàáîòû [3℄ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö

G

n

, äëÿ êîòîðîé

L

3

(G

n

)

L

T

(G

n

)

. 3=4:

�àíåå, Ñ. Á. �àøêîâ ïîñòðîèë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèöM

n

, äëÿ êîòîðîé

L

3

(M

n

)

L

T

(M

n

)

. 2=3:

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà èç ðàáîòû [3℄ ê êîíñòðóêöèè �àøêîâà ïîçâîëèëî óëó÷-

øèòü îöåíêó äî 7/12, ÷òî âìåñòå ñ ëåãêî ïîëó÷àåìîé íèæíåé îöåíêîé ïðè-

âîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó [4℄:

1=2 .

L

3

(Q

n

)

L

T

(Q

n

)

. 7=12:

Åùå îäíîé îòêðûòîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ïîâåäåíèå �óíêöèè Øåííî-

íà â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå ïðè ðåàëèçàöèè ñèñòåì ëèíåéíûõ �óíêöèé,

çàäàâàåìûõ "óçêèìè" ìàòðèöàìè. Äëÿ ñèñòåì èç q

n

�óíêöèé çàâèñÿùèõ

îò p

n

ïåðåìåííûõ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

p

n

log

2

q

n

! 1 è

q

n

log

2

p

n

! 1

èçâåñòíà àñèìïòîòèêà L(p

n

; q

n

) s p

n

q

n

= log

2

(p

n

q

n

). Çäåñü íèæíÿÿ îöåíêà

� ìîùíîñòíàÿ, à âåðõíÿÿ ñëåäóåò èç îöåíêè Ïèïïåíäæåðà [14℄ ñëîæíîñòè

âåíòèëüíûõ ñõåì ñîäåðæàùèõ íå áîëåå îäíîãî ïóòè îò ïðîèçâîëüíîãî âõîäà

ê âûõîäó.

Äëÿ "óçêèõ" ìàòðèö (

p

n

log

2

q

n

! �, 1 � � < 1) óäàåòñÿ ïîëó÷èòü íåðà-

âåíñòâà (�� 1)q

n

. L(p

n

; q

n

) . [�℄q

n

. Íèæíÿÿ îöåíêà çäåñü ìîùíîñòíàÿ, à

âåðõíÿÿ ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî îöåíêå Â. À. Îðëîâà äëÿ âåíòèëüíûõ ñõåì

[7℄.

Ïðè÷åì èçâåñòíî [16℄, ÷òî íèæíÿÿ îöåíêà çäåñü äîñòèãàåòñÿ ïðè � 2 N ,

� 6= 1 è p

n

= � log

2

q

n

� r

n

, ãäå r

n

!1, à âåðõíÿÿ � ïðè 1 � � < 2.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñðàâíåíèÿ ñ òðèâèàëüíîé ðåàëèçàöèåé ñèñòåì �óíêöèé

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé Í. Áëþìîì è Ì. Ñåéñåíîì

[12℄. Îíè èçó÷àëè ñîâìåñòíóþ ðåàëèçàöèþ �óíêöèé AND

n

= x

1

& : : :&x

n

è

NOR

n

= �x

1

& : : :&�x

n

ñõåìàìè èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ

â áàçèñå èç âñåõ äâóâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ è ïîêàçàëè, ÷òî

L(AND

n

; NOR

n

) = 2(n�1). Áîëåå òîãî, â [12℄ äîêàçàíî, ÷òî âñå ìèíèìàëü-

íûå ñõåìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû èç ýòèõ äâóõ �óíêöèé ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé íåçàâèñèìûå ñõåìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ AND

n

è ñõåìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ

NOR

n

.
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Â ðàáîòàõ àâòîðà [1, 2℄ òîæå ðàññìàòðèâàëèñü ñõåìû â áàçèñå èç âñåõ

äâóâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì íà ñèñòåìó ðåàëèçóåìûõ �óíêöèé íà-

êëàäûâàëîñü òîëüêî îãðàíè÷åíèå íà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ñóùåñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ. Îíî çàäàâàëîñü öèêëè÷åñêîé ìàòðèöåé M

r;n

ñ ýëåìåíòàìè

m

1;1

= � � � = m

1;r

= 1; m

1;r+1

= � � � = m

1;n

= 0;

m

i;1

= m

i�1;n

; m

i;j

= m

i�1;j�1

ïðè i; j = 2; : : : ; n:

Ïðèâåäåì ïðèìåð ìàòðèöû M

r;n

ïðè n = 5, r = 3:

0

B

B

B

B

�

1 1 1 0 0

0 1 1 1 0

0 0 1 1 1

1 0 0 1 1

1 1 0 0 1

1

C

C

C

C

A

:

Ïóñòü ~x = (x

1

; : : : ; x

n

). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðóêòóðà ñóùåñòâåí-

íûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû �óíêöèé f

1

(~x); : : : ; f

d

(~x) çàäàåòñÿ ìàòðèöåé A =

(a

i;j

), åñëè �óíêöèÿ f

j

(j = 1; : : : ; d) çàâèñèò îò ïåðåìåííîé x

i

(i = 1; : : : ; n)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a

i;j

= 1. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå íîìåðà �óíêöèé

è ïåðåìåííûõ áóäåì áðàòü ïî ìîäóëþ n, ò. å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f

n

= f

0

è

ò. ä.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f

1

(~x); : : : ; f

n

(~x) � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà áóëåâûõ

�óíêöèé, ñòðóêòóðà ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ êîòîðîé çàäàåòñÿ ìàò-

ðèöåé M

r;n

. Ïóñòü, êðîìå òîãî, f

i

1

(~x); : : : ; f

i

y

(~x) � ïîäñèñòåìà ñèñòåìû

f

1

(~x); : : : ; f

n

(~x), à M

i

1

;:::;i

d

r;n

� ìàòðèöà ðàçìåðà n� d, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ

èç ìàòðèöû M

r;n

âû÷åðêèâàíèåì âñåõ ñòîëáöîâ, êðîìå ñòîëáöîâ ñ íî-

ìåðàìè i

1

; : : : ; i

d

(ò. å. ñòðóêòóðà ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû

f

i

1

(~x); : : : ; f

i

d

(~x) çàäàåòñÿ ìàòðèöåé M

i

1

;:::;i

d

r;n

.) Òîãäà ïðè n � 1 > r > 2,

r � n=2, è d > 1 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå L(f

i

1

; : : : ; f

i

d

) � z+d�, ãäå z

� ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê ìàòðèöû M

i

1

;:::;i

d

r;n

(ò. å. ÷èñëî ïåðåìåííûõ, îò

êîòîðûõ çàâèñèò õîòÿ áû îäíà �óíêöèÿ ñèñòåìû), à êîíñòàíòà  ðàâíà

4 åñëè r = n=2 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (I) è 3 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(I) Äëÿ íåêîòîðîãî j ñèñòåìà �óíêöèé f

i

1

; : : : ; f

i

d

ñîäåðæèò �óíê-

öèè f

j

è f

j+r

è íå ñîäåðæèò íè îäíîé èç �óíêöèé f

j+1

; : : : ; f

j+r�1

, ëèáî

d = 4 è ñèñòåìà f

i

1

; : : : ; f

i

d

ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé f

j

, f

j+a

, f

j+r

, f

j+a+r

äëÿ íåêîòîðûõ j è a.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè d = n ïîëó÷àåì îöåíêó L(f

1

; : : : ; f

n

) � 2n� 3.
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Ïîëó÷åííàÿ â òåîðåìå íèæíÿÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå

íåóëó÷øàåìîé, òàê êàê ïðè r = n=2 è r = 2n=3 äëÿ ëþáûõ óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ óñëîâèþ n è d íàéäåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ �óíêöèé, äëÿ êîòîðîé

äàííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà k-çíà÷íóþ ëîãèêó

äëÿ ñõåì â áàçèñå èç âñåõ äâóìåñòíûõ �óíêöèé q(x; y), ðåàëèçóþùèõ ïå-

ðåñòàíîâêè ïðè ëþáîé �èêñàöèè ëþáîé èç ïåðåìåííûõ. (Òî åñòü ïðè âñåõ

x

0

, y

0

êàæäàÿ èç �óíêöèé q(x

0

; y), q(x; y

0

) ïðèíèìàåò âñå k çíà÷åíèé [5℄.)

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 05�01�

00994) è ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô (ïðîåêò ÍØ�

5400.2006.1).
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