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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â íåêîòîðûõ êîëüöàõ è èõ ïðèìåíåíèå ê óìíîæåíèþ

ìíîãî÷ëåíîâ. Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ áûñòðîäåéñòâèÿ àëãîðèòìà èñïîëüçó-

åòñÿ åãî ñëîæíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ÷èñëî âûïîëíÿåìûõ äâóõâõîäîâûõ

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, à òàêæå îïåðàöèé óìíîæåíèÿ

íà êîíñòàíòû êîëüöà.

1. Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ÏóñòüK � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Ýëåìåíò � 2 K íàçûâàåò-

ñÿ ïðèìèòèâíûì (ïåðâîîáðàçíûì) êîðíåì ñòåïåíè N 2 N, åñëè �

N

= 1, è

íèêàêîé èç ýëåìåíòîâ �

N=p

�1, ãäå p � ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà N , íå ÿâëÿ-

åòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â K. (Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì

íóëÿ, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò b, òàêîé, ÷òî ab = 0.)

Äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå (ÄÏÔ) ïîðÿäêà N íàçûâàåòñÿ

(K

N

! K

N

)-ïðåîáðàçîâàíèå

ÄÏÔ

N;�

[K℄(


0

; : : : ; 


N�1

) = (


�

0

; : : : ; 


�

N�1

); 


�

j

=

N�1

X

i=0




i

�

ij

: (1)

ãäå � � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè N .

Ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî ÄÏÔ �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Àëãîðèòìû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ëåììà 1. Ïóñòü ýëåìåíòû 


�

j

îïðåäåëÿþòñÿ èç (1). Òîãäà

ÄÏÔ

N;�

�1

[K℄(


�

0

; : : : ; 


�

N�1

) = (N


0

; : : : ; N


N�1

);

ãäå ïîä N â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû ïîíèìàåòñÿ ñóììà N åäèíèö êîëüöà.

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû, óñòàíîâèì íåñêîëüêî

âñïîìîãàòåëüíûõ �àêòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýëåìåíò a 2 K íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, è a = 
d,

òî ìíîæèòåëè 
 è d òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè, ñêàæåì, 
e = 0 è e 6= 0, òî ae = (
e)d = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî a �

äåëèòåëü íóëÿ.

Ëåììà 2. Åñëè � � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè N , òî ïðè ëþáîì

l = 1; : : : ; N � 1

N�1

X

i=0

�

il

= 0:

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ðàçëîæåíèå

0 = �

lN

� 1 = (�

l

� 1)

N�1

X

i=0

�

il

:

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ñëåäóåò, ÷òî N � ýòî ìèíèìàëüíûé

íàòóðàëüíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n, ïðè êîòîðîì �

n

= 1, ïîýòîìó �

l

�1 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî �

l

� 1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, ëèáî

P

N�1

i=0

�

il

= 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâîå íåâîçìîæíî.

Ïóñòü m = ÍÎÄ(l; N). Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóþò öåëûå q; s, òàêèå, ÷òî

m = ql+ sN (÷èñëà q; s íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè Áåçó), ïðè ýòîì ìîæ-

íî ñ÷èòàòü, ÷òî q � ïîëîæèòåëüíî. Â òàêîì ñëó÷àå �

m

� 1 = �

ql

� 1 äå-

ëèòñÿ íà �

l

� 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó m < N , íàéäåòñÿ ïðîñòîå

p, òàêîå, ÷òî m j (N=p). Òîãäà (�

m

� 1) j (�

N=p

� 1). Îêîí÷àòåëüíî, èìååì

(�

l

�1) j (�

N=p

�1). Ïîñêîëüêó ýëåìåíò �

N=p

�1 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ,

òî è �

l

� 1 íå ìîæåò áûòü äåëèòåëåì íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

P

N�1

i=0

�

il

= 0.

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Â âåêòîðå ÄÏÔ

N;�

�1

[K℄(


�

0

; : : : ; 


�

N�1

) ðàñ-

ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ j-þ êîìïîíåíòó:

N�1

X

i=0




�

i

�

�ij

=

N�1

X

i=0

N�1

X

k=0




k

�

ki

�

�ij

=

N�1

X

k=0

N�1

X

i=0




k

�

i(k�j)

=

N�1

X

k=0




k

N�1

X

i=0

(�

k�j

)

i

:
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Âíóòðåííÿÿ ñóììà, êàê ñëåäóåò èç ëåììû 2, ðàâíà íóëþ âî âñåõ ñëó÷àÿõ,

çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ k � j = 0, â êîòîðîì ýòà ñóììà ðàâíà N . Ïîýòîìó,

ïðîäîëæàÿ âûêëàäêó, ïîëó÷àåì N


j

, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ýëåìåíò N = 1+ : : :+1 2 K îáðàòèì,

òî îïðåäåëåíî îáðàòíîå ê ÄÏÔ ïðåîáðàçîâàíèå

ÄÏÔ

�1

N;�

[K℄ = N

�1

ÄÏÔ

N;�

�1

[K℄:

2. Ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÄÏÔ

�àññìîòðèì ìíîãî÷ëåí �(x) = 


0

+ : : :+ 


N�1

x

N�1

. Òîãäà, ïî îïðåäåëå-

íèþ,

ÄÏÔ

N;�

[K℄(


0

; : : : ; 


N�1

) =

�

�(�

0

); : : : ;�(�

N�1

)

�

;

ò.å. ÄÏÔ âû÷èñëÿåò çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà �(x) â òî÷êàõ �

i

. Ñìûñë îáðàò-

íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÄÏÔ

�1

N;�

[K℄ çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè êîý��èöè-

åíòîâ åäèíñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè, ìåíüøåé N , èìåþùåãî çàäàííûé

íàáîð çíà÷åíèé â òî÷êàõ �

0

; : : : ; �

N�1

.

Ôîðìàëüíî, ñâÿçü ìåæäó ÄÏÔ è èíòåðïîëÿöèåé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-

ùåé ëåììîé:

Ëåììà 3. Ïðåîáðàçîâàíèå ÄÏÔ

N;�

[K℄ çàäàåò èçîìîð�èçì:

K[x℄=(x

N

� 1)! K

N

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíî-

ãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå N�1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè

íà íàáîðå èç N ðàçëè÷íûõ òî÷åê.

Ïðîâåðèì, ÷òî ÄÏÔ ñîõðàíÿåò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ: â êîëü-

öåK[x℄=(x

N

�1) ýòè îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ êàê ñ îáû÷íûìè ìíîãî÷ëåíàìè,

òîëüêî ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ x

N

� 1, â êîëüöå K

N

îïå-

ðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.

Äåéñòâèòåëüíî, çíà÷åíèå ñóììû ìíîãî÷ëåíîâ �

1

(x) +�

2

(x) â íåêîòîðîé

òî÷êå ñîâïàäàåò ñ ñóììîé çíà÷åíèé êàæäîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ â äàííîé òî÷-

êå. Ïðåäñòàâëÿÿ ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ â �îðìå Q(x)(x

N

� 1) + R(x),

ãäå R(x) � îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà x

N

� 1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå

ïåðåõîäèò â ïðîèçâåäåíèå â ñèëó:

�

1

(�

j

)�

2

(�

j

) = Q(�

j

)(�

jN

� 1) +R(�

j

) = R(�

j

) = (�

1

�

2

mod (x

N

� 1))(�

j

):

Ëåììà äîêàçàíà.
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Àëãîðèòìû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

�àññìîòðåííûé èçîìîð�èçì ïðèâîäèò ê ý��åêòèâíîìó ñïîñîáó óìíî-

æåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä K.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â êîëüöå K îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå ÄÏÔ

N;�

[K℄ è

îáðàòíîå ê íåìó. Òîãäà óìíîæåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñóììàðíîé ñòåïåíè

íå âûøå N � 1 íàä K ìîæíî âûïîëíèòü ïðè ïîìîùè äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé

ÄÏÔ

N;�

[K℄, îäíîãî ÄÏÔ

�1

N;�

[K℄ è N óìíîæåíèé â K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïåðåìíîæàåìûå ìíîãî÷ëåíû ÷åðåçA(x) =

P

a

i

x

i

è B(x) =

P

b

i

x

i

. Âû÷èñëèì âåêòîðà

(a

�

0

; : : : ; a

�

N�1

) = ÄÏÔ

N;�

[K℄(a

0

; : : : ; a

N�1

);

(b

�

0

; : : : ; b

�

N�1

) = ÄÏÔ

N;�

[K℄(b

0

; : : : ; b

N�1

):

Çàòåì êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà C(x) =

P




i

x

i

= A(x)B(x) â ñèëó C(x) =

C(x) mod (x

N

� 1) ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê

(


0

; : : : ; 


N�1

) = ÄÏÔ

�1

N;�

[K℄(a

�

0

b

�

0

; : : : ; a

�

N�1

b

�

N�1

);

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3. Âû÷èñëåíèå ÄÏÔ

Íåçàâèñèìîå âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà ÄÏÔ ïî �îðìóëàì (1) ìî-

æåò áûòü âûïîëíåíî çà O(N

2

) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ

íà êîíñòàíòû â êîëüöå K. Äëÿ ñîñòàâíîãî ÷èñëà N ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëå-

äóþùèé áîëåå ý��åêòèâíûé ñïîñîá.

Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî åñëè � � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè ST , òî

�

S

è �

T

� ïðèìèòèâíûå êîðíè ñòåïåíè T è S ñîîòâåòñòâåííî (ýòî ëåãêî

ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ).

Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 4 (Êóëè, Òüþêè [5℄). ÄÏÔ ïîðÿäêà ST ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïî-

ìîùè S ÄÏÔ ïîðÿäêà T , T ÄÏÔ ïîðÿäêà S è (S � 1)(T � 1) îïåðàöèé

óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè � � ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ñòåïåíè ST .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ s = 0; : : : ; S � 1 è t = 0; : : : ; T � 1 çàïèøåì




�

sT+t

=

ST�1

X

I=0




I

�

I(sT+t)

=

T�1

X

i=0

S�1

X

j=0




iS+j

�

(iS+j)(sT+t)

=
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=

T�1

X

i=0

S�1

X

j=0




iS+j

�

itS+jsT+jt

=

S�1

X

j=0

(�

T

)

js

� �

jt

� 


(j);t

; (2)

ãäå




(j);t

=

T�1

X

i=0




iS+j

(�

S

)

it

:

Ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè âû÷èñëåíèÿ â ñëåäóþùåì

ïîðÿäêå:

à) Äëÿ j = 0; : : : ; S � 1 âû÷èñëÿþòñÿ âåêòîðà

�




(j);0

; 


(j);1

; : : : ; 


(j);T�1

�

= ÄÏÔ

T;�

S

[K℄(


j

; 


S+j

; : : : ; 


(T�1)S+j

):

á) Âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ !

(t);j

= �

jt

� 


(j);t

, j = 0; : : : ; S � 1,

t = 0; : : : ; T � 1.

â) Çàìåòèì, ÷òî




�

sT+t

=

S�1

X

j=0

!

(t);j

(�

T

)

js

:

Ýòî ïîçâîëÿåò îêîí÷àòåëüíî íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðà ÄÏÔ ïî �îðìóëàì

�




�

t

; 


�

T+t

; : : : ; 


�

(S�1)T+t

�

= ÄÏÔ

S;�

T

[K℄(!

(t);0

; !

(t);1

; : : : ; !

(t);S�1

);

ãäå t = 0; : : : ; T � 1.

Óòâåðæäåíèå ëåììû íåìåäëåííî ñëåäóåò èç âèäà äåéñòâèé, âûïîëíÿå-

ìûõ íà øàãàõ à�â), åñëè çàìåòèòü, ÷òî ñðåäè ST óìíîæåíèé íà øàãå á) åñòü

S + T � 1 óìíîæåíèé íà �

0

= 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå (�óä, Òîìàñ [6℄). Åñëè ÷èñëà S è T âçàèìíî ïðîñòû, òî äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà ST äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü S ÄÏÔ ïîðÿäêà T è

T ÄÏÔ ïîðÿäêà S, ò.å. äîïîëíèòåëüíûõ óìíîæåíèé íå òðåáóåòñÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (N) = F

A

(N) + F

C

(N) ñëîæíîñòü ñõåìû ÄÏÔ ïî-

ðÿäêà N , ïîñòðîåííîé ìåòîäîì ëåììû 4, ãäå F

A

(N) � ÷èñëî àääèòèâíûõ

ýëåìåíòîâ (ñëîæåíèé è âû÷èòàíèé) â ñõåìå, à F

C

(N) � ÷èñëî ñêàëÿðíûõ

óìíîæåíèé (ò.å. óìíîæåíèé íà êîíñòàíòû êîëüöà K). Ïðè ýòîì íåîáõîäè-

ìûå ñõåìû ÄÏÔ ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ äîëæíû áûòü ïîñòðîåíû îòäåëüíî.

Íåñëîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó äëÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2, åñëè îíî ñóùåñòâóåò.

Êîìïîíåíòû ÄÏÔ îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè




�

0

= 


0

+ 


1

; 


�

1

= 


0

� 


1

;
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Àëãîðèòìû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ò.ê. â êà÷åñòâå ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ ñòåïåíè 2 ìîæíî âçÿòü �1. Ïîýòîìó

ïîëîæèì F (2) = 2; F

A

(2) = 2; F

C

(2) = 0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè ñõåìû ÄÏÔ ïîðÿäêà 2

k

, ãäå k > 1, âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, âûòåêàþùèìè èç ëåììû 4 ïðè

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ S = 2

k�1

è T = 2:

F

A

(2

k

) = 2F

A

(2

k�1

)+2

k�1

F

A

(2); F

C

(2

k

) = 2F

C

(2

k�1

)+2

k�1

F

C

(2)+2

k�1

�1:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ ðàçðåøàþòñÿ êàê

F

A

(2

k

) = k2

k

; F

C

(2

k

) = (k � 2)2

k�1

+ 1: (3)

Äîêàçàíà

Òåîðåìà 2. ÄÏÔ ïîðÿäêà 2

k

ìîæåò áûòü âûïîëíåíî çà k2

k

îïåðàöèé

ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è (k � 2)2

k�1

+ 1 îïåðàöèé ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ.

Ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øåé èç èçâåñòíûõ âåðõíèõ

îöåíîê ñëîæíîñòè ÄÏÔ ïîðÿäêà 2

k

.

Ñëîæíîñòü ñõåìû îáðàòíîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2

k

ñ òî÷íîñòüþ äî 2

k

óìíî-

æåíèé íà êîíñòàíòû 2

�k

ñîâïàäàåò ñî ñëîæíîñòüþ ¾ïðÿìîãî¿ ÄÏÔ, ïðè÷åì

ïðè k > 2 óìíîæåíèÿ íà 2

�k

ìîæíî ñîâìåñòèòü ñ óìíîæåíèÿìè íà øàãå á).

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì àëãîðèòìà áûñòðîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ). Âîîáùå, ïîä àëãîðèòìàìè ÁÏÔ ïîíèìàþòñÿ òà-

êèå àëãîðèòìû, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì ñâåäåíèÿ ÄÏÔ ñîñòàâíîãî

ïîðÿäêà N ê ÄÏÔ ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé ÷èñëà N . Èíîãäà òåðìèí ÁÏÔ

ïðèëàãàåòñÿ ê ëþáûì àëãîðèòìàì ñëîæíîñòè O(N logN).

4. Âåùåñòâåííàÿ ñëîæíîñòü êîìïëåêñíîãî ÄÏÔ

Ñèòóàöèÿ, êîãäà àääèòèâíûå è ìóëüòèïëèêàòèâíûå îïåðàöèè â êîëüöå

K íåëüçÿ ñ÷èòàòü ðàâíîöåííûìè, ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ñïåöèàëüíûõ

àëãîðèòìîâ ÁÏÔ. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷è-

ñåë C .

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïàðîé âåùåñòâåííûõ ÷è-

ñåë � äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòüþ: z = x+iy. Ïåðåñ÷èòàåì îïåðàöèè ñ

êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè íà îïåðàöèè ñ âåùåñòâåííûìè. Êîìïëåêñíîå ñëîæå-

íèå (âû÷èòàíèå) ðàâíîöåííî äâóì âåùåñòâåííûì ñëîæåíèÿì (âû÷èòàíèÿì).

Êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå ìîæíî âûïîëíèòü, èñïîëüçóÿ ÷åòûðå âåùåñòâåí-

íûõ óìíîæåíèÿ è äâà ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ óìíîæåíèÿ

íà êîíñòàíòó äîñòàòî÷íî òðåõ âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé è òðåõ ñëîæåíèé-

âû÷èòàíèé.
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Äëÿ îïèñàííîé âûøå ñõåìû êîìïëåêñíîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2

k

ïîëó÷àåì

îöåíêè F

R

A

(2

k

) < 3; 5k2

k

äëÿ ÷èñëà âåùåñòâåííûõ ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è

F

R

C

(2

k

) < 1; 5k2

k

� äëÿ ÷èñëà âåùåñòâåííûõ ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé è ñóì-

ìàðíî F

R

(2

k

) < 5k2

k

.

Ìîæíî, îäíàêî, ïîëó÷èòü ëó÷øóþ îöåíêó, åñëè çàìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûå

óìíîæåíèÿ â àëãîðèòìå ëåììû 4 âûãîäíî íå âûïîëíÿòü ñðàçó, à ïåðåíåñòè

íà ñëåäóþùèé ýòàï âû÷èñëåíèé (ðåàëèçàöèÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà S). Íà ýòîì

íàáëþäåíèè îñíîâàí èçâåñòíûé àëãîðèòì ÁÏÔ ¾ñ ðàñùåïëåííûì îñíîâà-

íèåì¿.

Òåîðåìà 3. ÄÏÔ ïîðÿäêà 2

k

íàä ïîëåì C ìîæíî ðåàëèçîâàòü, èñïîëü-

çóÿ íå áîëåå 3k2

k

ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è íå áîëåå k2

k

óìíîæåíèé â ïîëå

R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïî �îðìóëå (2), â êîòîðîé S = 2

k�1

è

T = 2, òîëüêî êîìïîíåíòû ÄÏÔ ïîðÿäêà 2

k

ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè, ò.å. ïðè

t = 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ïî îäíîé êîìïîíåíòå 


(j);0

= 


j

+




S+j

êàæäîãî èç 2

k�1

âíóòðåííèõ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2 è ðåàëèçîâàòü âíåøíåå

ÄÏÔ ïîðÿäêà 2

k�1

.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè ïîëîæèì S = 2

k�2

è T = 4 è âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (2). Ó êàæäîãî èç 2

k�2

âíóòðåí-

íèõ ÄÏÔ ïîðÿäêà 4 òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïî äâå êîìïîíåíòû 


(j);1

è 


(j);3

.

Êàæäàÿ òàêàÿ ïàðà â ñèëó �

S

= i ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî �îðìóëàì




(j);1

= (


j

� 


2S+j

) + i(


S+j

� 


3S+j

);




(j);3

= (


j

� 


2S+j

)� i(


S+j

� 


3S+j

):

Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå íà �i ñâîäèòñÿ ê ïåðåñòàíîâêå äåéñòâèòåëüíîé è

ìíèìîé ÷àñòè ñî ñìåíîé çíàêà ó îäíîé èç íèõ, âû÷èñëåíèå îäíîé ïàðû




(j);1

, 


(j);3

ïî ýòèì �îðìóëàì âûïîëíÿåòñÿ çà 8 âåùåñòâåííûõ ñëîæåíèé-

âû÷èòàíèé. Îêîí÷àòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ 2

k�1

óìíîæåíèé íà ñòåïåíè �

jt

è

äâà ÄÏÔ ïîðÿäêà 2

k�2

.

Äëÿ ÷èñëà ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé F

R

A

(2

k

) è ÷èñëà ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé

F

R

C

(2

k

) â ïîñòðîåííîé ñõåìå èìååì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

F

R

A

(2

k

) 6 F

R

A

(2

k�1

) + 2F

R

A

(2

k�2

) + 4; 5 � 2

k

;

F

R

C

(2

k

) 6 F

R

C

(2

k�1

) + 2F

R

C

(2

k�2

) + 1; 5 � 2

k

;

êîòîðûå ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ äàííûõ

F

R

A

(2) = 4; F

R

C

(2) = 0; F

R

A

(4) = 16; F

R

C

(4) = 0;
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Àëãîðèòìû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ðàçðåøàþòñÿ òàê, êàê çàÿâëåíî â óòâåðæäåíèè òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Áîëåå àêêóðàòíûé ó÷åò ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêè ñëîæíîñòè ìåòîäà â

âèäå: 3k2

k

�3 �2

k

+4 ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è k2

k

�3 �2

k

+4 ñêàëÿðíûõ óìíî-

æåíèé íàä R. Ýòà îöåíêà áûëà ïîëó÷åíà íå ïîçäíåå 1968 ã., íî òîëüêî â 2004

ã. âàí Áóñêèðê îáíàðóæèë, ÷òî îíà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà (ñì. îáçîð [3℄).

Åãî ìåòîä ó÷èòûâàåò, ÷òî óìíîæåíèå íà êîíñòàíòû âèäà �1 + ai èëè a� i

ìîæíî âûïîëíèòü, èñïîëüçóÿ ïî äâà âåùåñòâåííûõ ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è

óìíîæåíèÿ.

Òåîðåìà 4. ÄÏÔ ïîðÿäêà 2

k

íàä ïîëåì C ìîæíî ðåàëèçîâàòü, èñïîëü-

çóÿ íå áîëåå (8=3)k2

k

ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è íå áîëåå (10=9)k2

k

+ 2

k+1

óìíîæåíèé â ïîëå R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè k 2 N è j 2 Z îïðåäåëèì âåùåñòâåííûå êîý�-

�èöèåíòû

�

k;j

=

Y

l>0

max

�

�

�

�

�


os

4

l

2�j

2

k

�

�

�

�

;

�

�

�

�

sin

4

l

2�j

2

k

�

�

�

�

�

:

Ýòè êîý��èöèåíòû îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè �

k;j

= �

k;�j

è ïå-

ðèîäè÷íîñòè �

k;j

= �

k;j+2

k�2
, ÷òî âûòåêàåò èç èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé

sinx = � sin(�x); 
osx = 
os(�x);

n

�

�

�

sin

�

x+

�n

2

�

�

�

�

;

�

�

�


os

�

x+

�n

2

�

�

�

�

o

= fj sinxj; j 
osxjg;

ãäå x 2 R, n 2 Z. Êðîìå òîãî, äëÿ ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ � = e

2�i

2

k

ñòåïåíè 2

k

ñïðàâåäëèâî: (�

k�2;j

=�

k;j

)�

j

èìååò âèä �1 + ai èëè a� i, ïîñêîëüêó

�

j

= 
os

2�j

2

k

+ i sin

2�j

2

k

;

�

k;j

�

k�2;j

= max

�

�

�

�

�


os

2�j

2

k

�

�

�

�

;

�

�

�

�

sin

2�j

2

k

�

�

�

�

�

:

Áóäåì ñòðîèòü ñõåìû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé

�

2

k
(


0

; : : : ; 


2

k

�1

) = ÄÏÔ

2

k

;�

[C ℄(�

�1

k;0




0

; �

�1

k;1




1

; : : : ; �

�1

k;2

k

�1




2

k

�1

):

Ñîãëàñíî �îðìóëå (2) ñ âûáîðîì ïàðàìåòðîâ S = 2

k�2

è T = 4 è ñâîéñòâó

ïåðèîäè÷íîñòè êîý��èöèåíòîâ �

k;j

äëÿ êîìïîíåíò '

i

ïðåîáðàçîâàíèÿ �

2

k

âûïîëíåíî:

'

4s+t

=

S�1

X

j=0

(�

4

)

js

� �

jt

� �

�1

k;j




(j);t

; 


(j);t

=

3

X

l=0




lS+j

� i

lt

:
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Êîìïîíåíòû 


(j);t

, t = 0; : : : ; 3, êàæäîãî èç 2

k�2

ÄÏÔ ïîðÿäêà 4 ìîæíî âû-

÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ 16 âåùåñòâåííûõ ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé. Ïîñëåäóþùèå

âû÷èñëåíèÿ ïðè t = 0; 1; 3 âûïîëíÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

'

4s

=

S�1

X

j=0

(�

4

)

js

�

�1

k�2;j

� (�

k�2;j

=�

k;j

) � 


(j);0

;

'

4s+1

=

S�1

X

j=0

(�

4

)

js

�

�1

k�2;j

� (�

k�2;j

=�

k;j

)�

j

� 


(j);1

;

'

4s+3

=

S�1

X

j=0

(�

4

)

j(s+1)

�

�1

k�2;j

� (�

k�2;j

=�

k;j

)�

�j

� 


(j);3

:

Ýòè âû÷èñëåíèÿ ñîñòîÿò â âûïîëíåíèè 2

k�2

óìíîæåíèé íà äåéñòâèòåëü-

íûå êîíñòàíòû, 2

k�1

óìíîæåíèé íà êîíñòàíòû âèäà �1+ai èëè a� i è òðåõ

ïðåîáðàçîâàíèé �

2

k�2
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíò '

4s+2

èñïîëüçóåì �îðìóëó (2)

ñ ïàðàìåòðàìè S

0

= 2

k�3

è T

0

= 8:

'

8s+2

=

S

0

�1

X

j=0

(�

8

)

js

�

�1

k�3;j

� (�

k�3;j

=�

k�1;j

)(�

2

)

j

� 


0

(j);2

;

'

8s+6

=

S

0

�1

X

j=0

(�

8

)

j(s+1)

�

�1

k�3;j

� (�

k�3;j

=�

k�1;j

)(�

2

)

�j

� 


0

(j);6

;

ãäå




0

(j);2

= (�

k�1;j

=�

k;j

)


(j);2

+ (�

k�1;j+S

0

=�

k;j+S

0

)i


(j+S

0

);2

;




0

(j);6

= (�

k�1;j

=�

k;j

)


(j);2

� (�

k�1;j+S

0

=�

k;j+S

0

)i


(j+S

0

);2

:

Çàìåòèì, ÷òî �

k�1;j

= �

k�1;j+S

0

. Ýòè âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè ïîìîùè

2

k�2

óìíîæåíèé íà äåéñòâèòåëüíûå èëè ìíèìûå êîíñòàíòû, 2

k�2

óìíîæå-

íèé íà êîíñòàíòû âèäà �1 + ai èëè a� i è äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé �

2

k�3 .

Èòîãî, äëÿ ÷èñåë

^

F

R

A

(2

k

) àääèòèâíûõ âåùåñòâåííûõ îïåðàöèé è

^

F

R

C

(2

k

)

âåùåñòâåííûõ ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé èìååì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

^

F

R

A

(2

k

) 6 3

^

F

R

A

(2

k�2

) + 2

^

F

R

A

(2

k�3

) + 6 � 2

k

;

^

F

R

C

(2

k

) 6 3

^

F

R

C

(2

k�2

) + 2

^

F

R

C

(2

k�3

) + 2; 5 � 2

k

;
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êîòîðûå â ñîãëàñèè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè äëÿ k 6 3, ïîëó÷åííûìè ïðåäû-

äóùèì ìåòîäîì, ðàçðåøàþòñÿ êàê

^

F

R

A

(2

k

) 6 (8=3)k2

k

;

^

F

R

C

(2

k

) 6 (10=9)k2

k

:

Îñòàëîñü ó÷åñòü, ÷òî ñõåìà äëÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2

k

äîñòðàèâàåòñÿ èç ñõåìû

äëÿ �

2

k ïðè ïîìîùè 2

k

óìíîæåíèé íà âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû �

k;j

. Òåî-

ðåìà äîêàçàíà.

Áîëåå àêêóðàòíûé ïîäñ÷åò îïåðàöèé ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü îöåíêè òåîðå-

ìû 4 â îñòàòî÷íîì ÷ëåíå (ñì., íàïðèìåð, [2℄).

Ñëîæíîñòü îáðàòíîãî ÄÏÔ (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèé íà 2

�k

, êîòîðûå

ìîãóò áûòü ñîâìåùåíû ñî âíóòðåííèìè óìíîæåíèÿìè) â îáîèõ ðàññìîòðåí-

íûõ àëãîðèòìàõ îöåíèâàåòñÿ òàê æå, êàê è ñëîæíîñòü ¾ïðÿìîãî¿, ïîñêîëüêó

ïðèìèòèâíûé êîðåíü �

�1

ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì ê � ÷èñëîì.

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ÄÏÔ ïðèìåíÿåòñÿ ê âåêòîðó ñ äåéñòâèòåëü-

íûìè êîìïîíåíòàìè 


j

� ýòîò ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðè óìíîæåíèè

ìíîãî÷ëåíîâ íàä R. Îêàçûâàåòñÿ, ñëîæíîñòü ÄÏÔ (áóäåì íàçûâàòü åãî äåé-

ñòâèòåëüíûì ÄÏÔ) â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïîíèæåíà ïðèìåðíî âäâîå

ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ñëó÷àåì.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå 


j

2 R, òî 


�

N�j

= 


�

j

äëÿ ëþáîãî j, ãäå 


�

j

îïðå-

äåëÿþòñÿ èç (1), à îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Ëåììà 5. Äåéñòâèòåëüíîå ÄÏÔ ïîðÿäêà 4N ìîæåò áûòü ðåàëèçî-

âàíî ïðè ïîìîùè äåéñòâèòåëüíîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2N , êîìïëåêñíîãî ÄÏÔ

ïîðÿäêà N , 7N îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è 3N îïåðàöèé ñêàëÿðíîãî

óìíîæåíèÿ â R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò 


�

k

ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè

k = 2s âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (2), ïîëàãàÿ S = 2N è T = 2:




�

2s

=

2N�1

X

j=0

(�

2

)

js

� (


j

+ 


2N+j

):

Ýòè âû÷èñëåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ðåàëèçàöèè ÄÏÔ ïîðÿäêà 2N ñ âåùåñòâåííûìè

àðãóìåíòàìè è 2N ñëîæåíèÿì â R.

Ñðåäè êîìïîíåíò ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü òîëüêî




�

4s+1

, ò.ê. 


�

4s+3

= 


�

4(N�s�1)+1

. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ (2) ñ ïàðàìåòðàìè

S = N è T = 4:




�

4s+1

=

N�1

X

j=0

(�

4

)

js

� �

j

� (


j

� 


2N+j

+ i(


N+j

� 


3N+j

)):
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óêàçàííûõ êîìïîíåíò äîñòàòî÷íî îäíîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà

N , íå áîëåå 2N âû÷èòàíèé â R è N ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé â C . Ëåììà

äîêàçàíà.

Äðóãîé ñïîñîá ñâåäåíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÄÏÔ ê êîìïëåêñíîìó ÄÏÔ

âäâîå ìåíüøåãî ïîðÿäêà ìîæíî ïîñìîòðåòü â [1℄.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü ïðî ñëîæíîñòü îáðàòíîãî

ê äåéñòâèòåëüíîìó ÄÏÔ ïðåîáðàçîâàíèÿ � åãî âõîäîì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

(


0

; : : : ; 


N�1

) òàêîé, ÷òî 


0

2 R è 


N�j

= 


j

äëÿ ëþáîãî j = 1; : : : ; N � 1.

Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçîâåì äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûì ÄÏÔ. Â îòíîøåíèè

ýòîãî ÄÏÔ ñïðàâåäëèâ ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé äîêàçàííîìó âûøå.

Ëåììà 6. Äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîå ÄÏÔ ïîðÿäêà 4N ìîæåò áûòü ðåà-

ëèçîâàíî ïðè ïîìîùè äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2N , êîìïëåêñ-

íîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà N , 7N îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è 3N îïåðàöèé

ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ â R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (2) è îáîçíà÷åíèÿ èç ëåììû 4 ñ

âûáîðîì ïàðàìåòðîâ S = 2 è T = 2N , ìîæíî çàïèñàòü




�

2Ns+t

= !

(t);0

+ (�1)

s

!

(t);1

= 


(0);t

+ (�1)

s

�

t




(1);t

;

ãäå s = 0; 1 è t = 0; : : : ; 2N � 1,




(0);t

=

2N�1

X

i=0




2i

(�

2

)

it

; 


(1);t

=

2N�1

X

i=0




2i+1

(�

2

)

it

:

Ïðè óñëîâèè, ÷òî êîìïîíåíòû !

(t);i

âû÷èñëåíû, 


�

j

îïðåäåëÿþòñÿ çà 4N

âåùåñòâåííûõ ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé.

Âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè !

(t);0

= 


(0);t

ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì äåéñòâèòåëü-

íîçíà÷íîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2N , ò.ê. îíî ïðèìåíÿåòñÿ ê âåêòîðó (


0

; 


2

; : : : ;




2(2N�1)

). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ !

(t);1

ïðåäñòàâèì 


(1);t

â �îðìå (2) ñ âûáîðîì

ïàðàìåòðîâ S = 2 è T = N :




(1);Ns

0

+t

0

= 


0

(0);t

0

+ (�1)

s

0

�

2t

0




0

(1);t

0

;

ãäå s

0

= 0; 1 è t

0

= 0; : : : ; N � 1,




0

(0);t

0

=

N�1

X

i=0




4i+1

(�

4

)

it

0

; 


0

(1);t

0

=

N�1

X

i=0




4i+3

(�

4

)

it

0

:
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Â ñèëó 


4N�j

= 


j

ñïðàâåäëèâî:




0

(1);t

0

=

N�1

X

i=0




4(N�i�1)+1

(�

4

)

it

0

=

N�1

X

i

0

=0




4i

0

+1

(�

4

)

(N�1�i

0

)t

0

=

= �

�4t

0

N�1

X

i

0

=0




4i

0

+1

(�

4

)

i

0

t

0

= �

�4t

0




0

(0);t

0

:

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû !

(t);1

ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïî �îðìóëàì:

!

(Ns

0

+t

0

);1

= i

s

0

(�

t

0




0

(0);t

0

+ (�1)

s

0

�

�t

0




0

(0);t

0

);

ò.å.

!

(t

0

);1

= Re(2�

t

0




0

(0);t

0

); !

(N+t

0

);1

= �Im(2�

t

0




0

(0);t

0

):

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ !

(t);1

äîñòàòî÷íî îäíîãî ÄÏÔ ïîðÿäêà N è N îïåðà-

öèé óìíîæåíèÿ â C . Ëåììà äîêàçàíà.

�àçðåøàÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, âûòåêàþùèå èç äîêàçàííûõ ëåìì,

ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 4 çàêëþ÷àåì:

Ñëåäñòâèå 1. Êàê äåéñòâèòåëüíîå, òàê è äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîå ÄÏÔ

ïîðÿäêà 2

k

ìîæíî âûïîëíèòü çà (4=3)k2

k

+ O(2

k

) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-

âû÷èòàíèÿ è (5=9)k2

k

+O(2

k

) îïåðàöèé ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ â R.

5. ÄÏÔ â êîëüöå-ðàñøèðåíèè

Åñëè êîëüöî K íå ñîäåðæèò êîðíåé èç åäèíèöû ïîäõîäÿùåé ñòåïå-

íè, òî äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä K íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü

ñïîñîá òåîðåìû 1 íåâîçìîæíî. Â àëãîðèòìå Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà [7, 8℄

è åìó ïîäîáíûõ â òàêîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ðàñøèðåíèå

K

2;n

(x) =K[x℄=(x

2

n

+ 1), ïðè ýòîì äâîéêà äîëæíà áûòü îáðàòèìà â K.

Â êîëüöå K

2;n

(x) îïðåäåëåíî ÄÏÔ ïîðÿäêà 2

n+1

ñ ïðèìèòèâíûì êîð-

íåì x (çäåñü è äàëåå âìåñòî ýëåìåíòîâ �àêòîð-êîëüöà K

2;n

(x), êîòîðûìè

ÿâëÿþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ïî ìîäóëþ x

2

n

+ 1 ìíîãî÷ëåíîâ, áóäóò

�èãóðèðîâàòü ìíîãî÷ëåíû-ïðåäñòàâèòåëè êëàññîâ).

Ëåììà 7. ÄÏÔ ïîðÿäêà 2

k

íàä êîëüöîì K

2;n

(x), k 6 n + 1, ìîæåò

áûòü âûïîëíåíî çà k2

k+n

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ â K.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâëÿÿ ýëåìåíòû êîëüöà K

2;n

(x) ìíîãî÷ëåíà-

ìè ñòåïåíè íå âûøå 2

n

� 1, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëîæåíèå èëè âû÷èòàíèå â

K

2;n

(x) ñîîòâåòñòâóåò 2

n

ñëîæåíèÿì-âû÷èòàíèÿì â êîëüöå K, à óìíîæå-

íèå íà x

m

� ê öèêëè÷åñêîìó ñäâèãó êîý��èöèåíòîâ ñî ñìåíîé çíàêà ó

íåêîòîðûõ èç íèõ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñìåíà çíàêà ìîæåò áûòü ó÷òåíà â

ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèÿõ, óìíîæåíèå íà ñòåïåíè ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ x

ðåàëèçóåòñÿ ¾áåñïëàòíî¿. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåïåðü îñòàåòñÿ

âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêàìè (3). Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ðåàëèçàöèè óìíîæåíèÿ â K

2;n

(x) ýòî êîëüöî óäîáíî ðàññìîòðåòü

êàê ðàñøèðåíèå íåêîòîðîãî êîëüöà K

2;m

(y): ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 8. Ïóñòü m < n. Èìååò ìåñòî èçîìîð�èçì

K

2;n

(x)

�

=

K

2;m

(y)[x℄=(x

2

n�m

� y); (4)

ïîðîæäàåìûé ïîäñòàíîâêîé x

2

n�m

= y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåí f(x) 2 K

2;n

(x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(x) =

P

2

n�m

�1

i=0

f

i

(x

2

n�m

)x

i

, ãäå deg f

i

< 2

m

. Ïîäñòàíîâêà x

2

n�m

= y ïåðå-

âîäèò f(x) â ìíîãî÷ëåí

P

2

n�m

�1

i=0

f

i

(y)x

i

: Ïîëîæèì f

i

(y) 2 K

2;m

(y).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäñòàíîâêà ïîðîæäàåò ëèíåéíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò ïðîèç-

âåäåíèå, ïðè÷åì â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðîâåðêó ìîæíî îãðàíè÷èòü íîðìèðî-

âàííûìè îäíî÷ëåíàìè. Â êîëüöå K

2;n

(x) âûïîëíåíî

x

j

1

2

n�m

+i

1

� x

j

2

2

n�m

+i

2

= x

j

3

2

n�m

+i

3

= (�1)

k

x

j

4

2

n�m

+i

3

;

ãäå

i

3

= (i

1

+ i

2

) mod 2

n�m

; j

3

= j

1

+ j

2

+ (i

1

+ i

2

� i

3

)=2

n�m

;

j

4

= j

3

mod 2

m

; k = (j

3

� j

4

)=2

m

:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êîëüöå K

2;m

(y)[x℄=(x

2

n�m

� y) òàêæå âåðíî

y

j

1

x

i

1

� y

j

2

x

i

2

= y

j

3

x

i

3

= (�1)

k

y

j

4

x

i

3

:

Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû îáîèõ óìíîæåíèé ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè ïîä-

ñòàíîâêå y = x

2

n�m

. Ëåììà äîêàçàíà.
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Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå ðåàëèçóåòñÿ ïðî-

ñòîé ïåðåñòàíîâêîé êîý��èöèåíòîâ. Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåíó x

3

+ 2x

2

� 1 2

K

2;2

(x) ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåí yx+(2y�1) 2 K

2;1

(y)[x℄=(x

2

�y). Äëÿ ðå-

àëèçàöèè óìíîæåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå èçîìîð�èçìû, ñì. [3℄.

Òåîðåìà 5. Óìíîæåíèå â êîëüöå K

2;n

(x) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè

ïîìîùè 3�2

n

n(log

2

n+O(1)) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ, 3�2

n+dlog

2

ne�1

îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è 2

n

îïåðàöèé ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ â K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ (4) ñ âûáîðîì ïàðàìåòðà m = dn=2e.

Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä K

2;m

(y) ïî ìîäóëþ x

2

n�m

� y âûïîëíèì êàê

îáû÷íîå óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 2

n�m

�1 ñ ïîñëåäóþùèì

ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ.

Óìíîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïîìîùè òðåõ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2

n�m+1

=

2

bn=2
+1

è 2

bn=2
+1

óìíîæåíèé â êîëüöå K

2;m

(y), ïðè ýòîì îáðàòíîå ÄÏÔ

ðåàëèçóåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Ïðèâåäåíèå ïî ìîäó-

ëþ x

2

n�m

� y ðåàëèçóåòñÿ çà 2

n

ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé â K. Îêîí÷àòåëüíî

ðåçóëüòàò óìíîæàåòñÿ íà ïîäõîäÿùóþ ñòåïåíü 2

�1

.

Äëÿ ÷èñåë �

A

(n) ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è �

M

(n) íåñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé

â ïðåäëîæåííîé ñõåìå ïðè n > 2 èìååì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

�

A

(n) 6 2

bn=2
+1

�

A

(dn=2e) + 3(bn=2
+ 1)2

n+1

+ 2

n

;

�

M

(n) 6 2

bn=2
+1

�

M

(dn=2e);

êîòîðûå ðàçðåøàþòñÿ òàê, êàê çàÿâëåíî â óòâåðæäåíèè òåîðåìû, åñëè ïðè

n = 1 âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêàìè �

A

(1) = 5 è �

M

(1) = 3. Èíà÷å, ìîæíî

ïîëîæèòü �

A

(1) = 2 è �

M

(1) = 4 � â ýòîì ñëó÷àå ñõåìà áóäåò ñîäåðæàòü

2

n+dlog

2

ne+1

óìíîæåíèé, íî îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé áóäåò íåñêîëüêî ìåíüøå.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàííàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øåé èç

èçâåñòíûõ. Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä K òåïåðü ìîæíî âûïîëíèòü ïðè

ïîìîùè ïîäõîäÿùåé ñõåìû óìíîæåíèÿ â K

2;n

(x).

6. Ïðèìåíåíèå ÄÏÔ ïîðÿäêà 3

k

Â êîëüöå õàðàêòåðèñòèêè 2 íåëüçÿ îïðåäåëèòü ÄÏÔ ÷åòíîãî ïîðÿäêà,

ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ è ý��åêòèâíîé ðåàëèçà-

öèè (â ñàìîì êîëüöå èëè â ðàñøèðåíèè) ÄÏÔ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, ïðåäïî-

÷òèòåëüíî ïîðÿäêà 3

k

. Ýòà çàäà÷à òàêæå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé äëÿ êîëåö, â

êîòîðûõ åñòü ïðèìèòèâíûå êîðíè ñòåïåíè 3

k

, ëèáî äâîéêà íåîáðàòèìà.
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Êîìïîíåíòû ÄÏÔ ïîðÿäêà 3 âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì




�

0

= 


0

+ 


1

+ 


2

; 


�

1

= 


0

� 


2

+ �(


1

� 


2

); 


�

2

= 


0

� 


1

� �(


1

� 


2

); (5)

ãäå � � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè 3 â K. Ýòè âû÷èñëåíèÿ ìîæíî âû-

ïîëíèòü, èñïîëüçóÿ ñåìü îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è îäíî ñêàëÿð-

íîå óìíîæåíèå (èëè øåñòü ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è äâà óìíîæåíèÿ). Åñëè


harK = 2, òî äîñòàòî÷íî ïÿòè ñëîæåíèé è îäíîãî óìíîæåíèÿ.

Èç ëåììû 4 ñëåäóåò

Òåîðåìà 6. ÄÏÔ ïîðÿäêà 3

k

ìîæíî ðåàëèçîâàòü, èñïîëüçóÿ íå áîëåå

(7=3)k3

k

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è (k � 1)3

k

+ 1 îïåðàöèé ñêàëÿð-

íîãî óìíîæåíèÿ. Â êîëüöå õàðàêòåðèñòèêè 2 ÷èñëî àääèòèâíûõ îïåðàöèé

îöåíèâàåòñÿ êàê (5=3)k3

k

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàííûå îöåíêè ñëåäóþò èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíî-

øåíèé íà ÷èñëà F

A

(3

k

) àääèòèâíûõ îïåðàöèé è F

C

(3

k

) îïåðàöèé ñêàëÿðíîãî

óìíîæåíèÿ â ìåòîäå ëåììû 4:

F

A

(3

k

) = 3F

A

(3

k�1

) + 3

k�1

F

A

(3);

F

C

(3

k

) = 3F

C

(3

k�1

) + 3

k�1

F

C

(3) + 2 � 3

k�1

� 2

è íà÷àëüíûõ óñëîâèé: F

C

(3) = 1, F

A

(3) = 7 â îáùåì ñëó÷àå èëè F

A

(3) = 5

äëÿ êîëüöà õàðàêòåðèñòèêè 2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè â êîëüöå K íåò ïðèìèòèâíûõ êîðíåé äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñòåïå-

íè 3

k

, íî òðîéêà îáðàòèìà, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàñøèðåíèå K

3;n

(x) =

K[x℄=(x

2�3

n

+ x

3

n

+ 1), â êîòîðîì x ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè

3

n+1

.

Â êîëüöå K

3;n

(x) ñëîæåíèå (âû÷èòàíèå) âûïîëíÿåòñÿ çà 2 � 3

n

îïåðàöèé

ñëîæåíèÿ (âû÷èòàíèÿ) â K, à ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ íà x

m

çàâèñèò îò m:

ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 9. Ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ íà x

m

ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ

�1 â êîëüöå K

3;n

(x) ñîñòàâëÿåò jmj îïåðàöèé âû÷èòàíèÿ â K, åñëè �3

n

6

m 6 3

n

, è 3

n

îïåðàöèé âû÷èòàíèÿ, èíà÷å (ò.å. åñëè 3

n

< m < 2 � 3

n

).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 6 m 6 3

n

. Çàïèøåì ìíîãî÷ëåí f(x) 2

K

3;n

(x) â âèäå a(x)x

2�3

n

�m

+ b(x), ãäå deg a < m è deg b < 2 � 3

n

� m. Â

êîëüöå K

3;n

(x) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x)x

m

= b(x)x

m

� a(x)� a(x)x

3

n

;
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èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî, íå ñ÷èòàÿ óìíîæåíèé íà �1, âû÷èñëåíèå êîý��è-

öèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ òðåáóåò m âû÷èòàíèé â K.

Â ñëó÷àå �3

n

6 m < 0 çàïèøåì f(x) = b(x)x

�m

+ a(x). Òîãäà â ñèëó

f(x)x

m

= b(x)� a(x)x

2�3

n

� a(x)x

3

n

äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà òàêæå òðåáóåòñÿ jmj óìíîæå-

íèé.

Ïóñòü 3

n

< m < 2 � 3

n

). Ïðåäñòàâèì f(x) â âèäå a(x) + b(x)x

2�3

n

�m

+


(x)x

�m

, ãäå deg a < 2 � 3

n

� m; deg b < 3

n

è deg 
 < m � 3

n

. Òîãäà äëÿ

âû÷èñëåíèÿ f(x)x

m

äîñòàòî÷íî 3

n

âû÷èòàíèé, ïîñêîëüêó

f(x)x

m

= a(x)x

m

� b(x)x

3

n

+ 
(x) � b(x):

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 10. Ëþáîå èç ïðåîáðàçîâàíèé ÄÏÔ

3;�

[K

3;n

(x)℄(


0

; �




1




1

; �




2




2

),

ãäå � = x

3

n

, 


1

; 


2

2 f0; 1; 2g, ìîæåò áûòü âûïîëíåíî çà 13 � 3

n

îïåðà-

öèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ â K èëè çà 10 � 3

n

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, åñëè


harK = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñìîòðÿ íà äåâÿòü âîçìîæíîñòåé äëÿ âûáîðà ïà-

ðàìåòðîâ 


1

; 


2

, â äåéñòâèòåëüíîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ,

íàïðèìåð, (


1

; 


2

) 2 f(0; 0); (0; 1); (1; 1)g: Êîìïîíåíòû ëþáîãî äðóãîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé êîìïîíåíò îäíîãî èç òðåõ ïåðå÷èñ-

ëåííûõ.

�àññìîòðèì ñëó÷àé 


1

= 


2

= 0, â êîòîðîì èçó÷àåìîå ïðåîáðàçîâà-

íèå ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ÄÏÔ ïîðÿäêà 3. Çàïèøåì 


i

2 K

3;n

(x) â âèäå

a

i

(x) + x

3

n

b

i

(x), ãäå a

i

; b

i

� ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ìåíüøå 3

n

, i = 0; 1; 2.

Òîãäà �îðìóëû (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê




�

0

= (a

0

+ a

1

+ a

2

) + x

3

n

(b

0

+ b

1

+ b

2

);




�

1

= (a

0

� a

2

� (b

1

� b

2

)) + x

3

n

(b

0

� b

1

+ a

1

� a

2

);




�

2

= (a

0

� a

1

+ b

1

� b

2

) + x

3

n

(b

0

� b

2

� (a

1

� a

2

)):

Åñëè ïðåäñòàâèòü 


�

2

â âèäå




�

2

= a

0

� a

2

+ ((b

1

� b

2

)� (a

1

� a

2

)) + x

3

n

(b

0

� b

1

+ ((b

1

� b

2

)� (a

1

� a

2

)));

òî ñòàíåò ÿñíî, ÷òî âñå òðè êîìïîíåíòû 


�

i

ìîæíî âû÷èñëèòü çà 13 îïåðàöèé

ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 3

n

� 1.
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Â êîëüöå õàðàêòåðèñòèêè 2 �îðìóëû äëÿ 


�

i

ïðèíèìàþò âèä




�

0

= (a

0

+ a

1

+ a

2

) + x

3

n

(b

0

+ b

1

+ b

2

);




�

1

= (a

0

+ a

2

+ b

1

+ b

2

) + x

3

n

(b

0

+ b

1

+ a

1

+ a

2

);




�

2

= (a

0

+ a

1

+ b

1

+ b

2

) + x

3

n

(b

0

+ b

2

+ a

1

+ a

2

):

Åñëè çàïèñàòü




�

2

= 


�

1

+ (a

1

+ a

2

) + x

3

n

(b

1

+ b

2

);

òî íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò 


�

i

ìîæíî îãðàíè-

÷èòüñÿ 10 ñëîæåíèÿìè ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 3

n

� 1.

Äðóãèå äâà ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Íàïðèìåð, êîìïîíåí-

òû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè 


1

= 


2

= 1 èìåþò âèä

(a

0

� b

1

� b

2

) + x

3

n

(b

0

� (b

1

� a

2

+ b

2

� a

1

));

(a

0

� a

1

+ b

1

� a

2

) + x

3

n

(b

0

+ b

2

� a

1

);

(a

0

+ a

1

� a

2

+ b

2

) + x

3

n

(b

0

+ b

1

� a

2

);

îòêóäà âèäíî, ÷òî îíè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû çà 13 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-

âû÷èòàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 3

n

� 1. Îñòàëüíûå ïóíêòû ïðî-

âåðêè ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 11. ÄÏÔ ïîðÿäêà 3

k

íàä êîëüöîì K

3;n

(x), ãäå k 6 n+1, ìîæåò

áûòü ðåàëèçîâàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì íå áîëåå 4; 5k3

n+k

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-

âû÷èòàíèÿ â K, à â ñëó÷àå 
har K = 2 � íå áîëåå 3; 5k3

n+k

îïåðàöèé

ñëîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. �åàëèçàöèÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 3

k+1

, åñëè âîñïîëüçîâàòü-

ñÿ ëåììîé 4 ñ âûáîðîì ïàðàìåòðîâ S = 3 è T = 3

k

, ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ

3

k

ÄÏÔ ïîðÿäêà 3, òðåõ ÄÏÔ ïîðÿäêà 3

k

è óìíîæåíèÿì íà x

3

n�k

jt

, ãäå

j = 1; 2 è t = 1; : : : ; 3

k

� 1.

Ïóñòü m = 
3

n

+m

0

, ãäå 
 2 Z è jm

0

j < 3

n

=2. Òîãäà âìåñòî óìíîæåíèÿ

íà x

m

áóäåì âûïîëíÿòü óìíîæåíèå íà x

m

0

, ïåðåíîñÿ óìíîæåíèå íà x


3

n

âíóòðü âíåøíåãî ÄÏÔ ïîðÿäêà 3. Ïîñêîëüêó âõîäû ëþáîãî èç âíåøíèõ

ÄÏÔ èìåþò âèä 


(0);t

; x

l




(1);t

; x

2l




(2);t

; ãäå l = 3

n�k

t < 3

n

, òî ïðè ñâåäåíèè

ê óìíîæåíèÿì íà x

m

0

âíåøíåå ÄÏÔ çàìåíÿåòñÿ îäíèì èç ïðåîáðàçîâàíèé

ëåììû 10.
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Â ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïå óìíîæåíèé óìíîæåíèÿ íà êàæäóþ èç ñòåïå-

íåé x

m

0

, m

0

= 3

n�k

t, t = �(3

k

� 1)=2; : : : ; (3

k

� 1)=2, âûïîëíÿþòñÿ ïî äâà

ðàçà, ïîñêîëüêó

f2t mod 3

k

j t = 1; : : : ; 3

k

� 1g = f1; : : : ; 3

k

� 1g:

Ó÷èòûâàÿ ñëîæíîñòü êàæäîãî òàêîãî óìíîæåíèÿ êàê jm

0

j, ñëîæíîñòü ñîâî-

êóïíîñòè óìíîæåíèé îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

4 � 3

n�k

3

k

�1

2

X

t=1

t = 3

n�k

3

2k

� 1

2

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ â K.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëîæíîñòè F

n

(3

k+1

) ïîñòðîåííîé ñõåìû èìååì ðå-

êóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

F

n

(3

k+1

) 6 3F

n

(3

k

) + 3

k

F

n

(3) + 3

n+k

=2;

êîòîðîå ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ F

n

(3) = 13 � 3

n

(èëè F

n

(3) = 10 � 3

n

äëÿ

êîëüöà õàðàêòåðèñòèêè 2) ðàçðåøàåòñÿ òàê, êàê çàÿâëåíî â óòâåðæäåíèè

ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 12. Óìíîæåíèå â êîëüöå K

3;1

(x) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî çà 30

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è 27 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ â K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ïåðåìíîæàåìûå ìíîãî÷ëåíûA(x); B(x) 2

K

3;1

(x) â âèäå A(x) = A

1

(x)x

3

+A

0

, B(x) = B

1

(x)x

3

+B

0

, ãäå degA

i

; B

i

6 2.

Èõ ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëèì ìåòîäîì Êàðàöóáû:

AB = A

1

B

1

x

6

+ ((A

1

�A

0

)(B

0

�B

1

) +A

1

B

1

+ A

0

B

0

)x

3

+A

0

B

0

:

Îáîçíà÷èì C = (A

1

� A

0

)(B

0

� B

1

) = C

1

x

3

+ C

0

, D = A

0

B

0

= D

1

x

3

+D

0

,

E = A

1

B

1

= E

1

x

3

+E

0

, ãäå degC

0

; D

0

; E

0

6 2 è degC

1

; D

1

; E

1

6 1. Òîãäà â

êîëüöå K

3;1

(x), ò.å. ïî ìîäóëþ x

6

+ x

3

+ 1, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

AB = Dx

6

+ (C +D +E)x

3

+E = (C +D)x

3

+ (D �E) =

= ((D

0

� C

1

) + C

0

�E

1

)x

3

+ ((D

0

� C

1

)�E

0

�D

1

) = G

1

x

3

+G

0

:

Ïðîèçâåäåíèÿ C;D;E ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 2 âûïîëíèì ïðÿ-

ìîëèíåéíûì ñïîñîáîì çà 9 óìíîæåíèé è 4 ñëîæåíèÿ êàæäîå. Îñòàëüíûå

äåéñòâèÿ âûïîëíÿþòñÿ çà 18 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ: èç íèõ øåñòü

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ A

1

� A

0

, B

0

� B

1

è 12 � äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé G

0

; G

1

. Ëåììà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 7. Óìíîæåíèå â êîëüöå K

3;n

(x) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè

ïîìîùè 13; 5 � 3

n

n(log

2

n + O(1)) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ, íå áîëåå

3

n+2

� 2

dlog

2

ne

îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è O(3

n

) îïåðàöèé ñêàëÿðíîãî óìíîæå-

íèÿ â K. Â ñëó÷àå êîëüöà õàðàêòåðèñòèêè 2 àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü ñî-

ñòàâëÿåò íå áîëåå 10; 5 � 3

n

n(log

2

n+O(1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 5. Ïðè

n > 2 ïðåäñòàâèì êîëüöî K

3;n

(x) êàê ðàñøèðåíèå êîëüöà K

3;m

(y) (ñïðà-

âåäëèâ àíàëîã ëåììû 8):

K

3;n

(x)

�

=

K

3;m

(y)[x℄=(x

3

n�m

� y)

è âûáåðåì m = dn=2e. Êàê è â äâîè÷íîì ñëó÷àå, óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ

íàä K

3;m

(y) ïî ìîäóëþ x

3

n�m

�y áóäåì âûïîëíÿòü êàê îáû÷íîå óìíîæåíèå

ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 3

n�m

� 1 ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì ïî

ìîäóëþ.

Â îòëè÷èå îò äâîè÷íîãî ñëó÷àÿ (ââèäó îòñóòñòâèÿ ÄÏÔ ïîðÿäêà 2�3

n�m

)

äëÿ óìíîæåíèè èñïîëüçóåòñÿ øåñòü ÄÏÔ ïîðÿäêà 3

n�m

= 3

bn=2


: òðè ÄÏÔ

èñïîëüçóþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïî ìîäó-

ëþ x

3

n�m

� 1, à òðè äðóãèõ � äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ

x

3

n�m

� �

3

n�m

, ãäå � = y

3

n mod 2

, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ïîäñòàíîâêå x = �z è

âû÷èñëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ z

3

n�m

� 1. Äåéñòâèòåëüíî,

�

f(x) mod (x

N

� �

N

)

�

j

x=�z

= f(�z) mod (z

N

� 1):

Âûïîëíåíèå ëþáîãî èç ïðåîáðàçîâàíèé x = �z è z = x=� âûïîëíÿåòñÿ

â êîëüöå K

3;n

(x) ïîñðåäñòâîì O(3

n�m

) îïåðàöèé óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè

y â êîëüöå K

3;m

(y), ò.å. âñåãî çà O(3

n

) àääèòèâíûõ îïåðàöèé â K, åñëè

ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ �1.

Âîññòàíîâëåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) 2 K

3;m

(y)[x℄ ñòåïåíè íå âûøå 2N � 2

ïî îñòàòêàì f

1

è f

�

îò äåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íà x

N

� 1 è x

N

��

N

ìîæíî

âûïîëíèòü ïî �îðìóëå

f(x) =

1

�

N

� 1

�

(x

N

� 1)f

�

� (x

N

� �

N

)f

1

�

;

ïðè÷åì ïðè N = 3

n�m

â ñèëó �

2N

+�

N

+1 = 0 ìíîæèòåëü (�

N

�1)

�1

ðàâåí

�3

�1

(�

N

+ 2). ßñíî, ÷òî îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

òàêæå ìîæåò áûòü âûïîëíåíà çà O(3

n�m

) ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è óìíîæå-

íèÿ íà ñòåïåíè y â êîëüöå K

3;m

(y), ò.å. âñåãî çà O(3

n

) ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé

â K.
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Ïðèâåäåíèå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè, ìåíüøåé 2 �3

n�m

, ïî ìîäóëþ x

3

n�m

�y

òàêæå ñâîäèòñÿ ê O(3

n�m

) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà

ñòåïåíè y â êîëüöå K

3;m

(y) èëè ê O(3

n

) àääèòèâíûõ îïåðàöèé â K.

Äëÿ ÷èñåë �

A

(n) ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è �

M

(n) íåñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé

â äàííîé ñõåìå ïðè n > 2 ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

�

A

(n) 6 2 � 3

bn=2


�

A

(dn=2e) + 6F

dn=2e

(3

bn=2


) +O(3

n

);

�

M

(n) 6 2 � 3

bn=2


�

M

(dn=2e);

ãäå çíà÷åíèå F

dn=2e

îïðåäåëÿåòñÿ èç ëåììû 11. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ðàçðåøà-

þòñÿ òàê, êàê çàÿâëåíî â óòâåðæäåíèè òåîðåìû, åñëè ïðè n = 1 âîñïîëüçî-

âàòüñÿ îöåíêàìè ëåììû 12. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä òåîðåìû 5 äàåò äëÿ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî-

÷ëåíîâ ñóììàðíîé ñòåïåíè íå âûøå N � 1, ãäå N = 2

k

, àñèìïòîòè÷åñêóþ

îöåíêó 3N log

2

N log

2

log

2

N , à ìåòîä òåîðåìû 7 â ñëó÷àå êîëüöà õàðàêòåðè-

ñòèêè 2 è N = 2 � 3

k

� áëèçêóþ îöåíêó 3; 32N log

2

N log

2

log

2

N .

Çàìå÷àíèå. Óìíîæåíèå äâîè÷íûõ òðåõ÷ëåíîâ ìîæíî âûïîëíèòü çà 6

óìíîæåíèé è 12 ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé. Ïîýòîìó îöåíêè ÷èñëà óìíîæå-

íèé â ëåììå 12 è, êàê ñëåäñòâèå, â òåîðåìå 7 ìîãóò áûòü óìåíüøåíû â

1; 5 ðàçà öåíîé íåêîòîðîãî óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà àääèòèâíûõ îïåðàöèé.

7. Çàêëþ÷åíèå

Ñòðàòåãèþ óìíîæåíèÿ â ñëó÷àå 2

�1

; 3

�1

=2 K óêàçûâàåò ìåòîä Êàíòîðà�

Êàëòî�åíà [4℄. Ñïîñîáîì òåîðåì 5 è 7, òîëüêî çàìåíÿÿ îáðàòíûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ÄÏÔ

�1

N;�

íåíîðìèðîâàííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ÄÏÔ

N;�

�1

, âû÷èñ-

ëÿþòñÿ ¾ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ¿

2

N

1

fg = 2

N

1

fg mod (x

2

n

1

+ 1); 3

N

2

fg = 3

N

2

fg mod (x

2�3

n

2

+ x

3

n

2

+ 1)

ïðè ïîäõîäÿùèõ n

1

; N

i

2 N, ãäå f; g � ïåðåìíîæàåìûå ìíîãî÷ëåíû. Îêîí-

÷àòåëüíî ïðîèçâåäåíèå fg ìîæíî âû÷èñëèòü êàê q2

N

1

fg+s3

N

2

fg, ãäå q; s �

êîý��èöèåíòû Áåçó, ò.å. q2

N

1

+ s3

N

2

= 1.

Âïðî÷åì, àêòóàëüíîñòü ðàçðàáîòêè áûñòðûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ íàä

òàêèìè äîñòàòî÷íî ýêçîòè÷åñêèìè êîëüöàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîêà íåçíà÷è-

òåëüíîé.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ïðîåêòû 08�01�

00863 è 08�01�00632�à, ïðîãðàììû ¾Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû¿, ïðîåêò

ÍØ�4470.2008.1, è ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ
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ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê �ÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìà-

òåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿ (ïðîåêò ¾Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâëÿþùèõ

ñèñòåì¿).
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈ ÕÎ�ÎØÈÅ ÊÎÄÛ

Ñ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÑËÎÆÍÎÑÒÜÞ ÊÎÄÈ�ÎÂÀÍÈß

È ÄÅÊÎÄÈ�ÎÂÀÍÈß

Ä.À.Æóêîâ

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

èì. Í.Ý.Áàóìàíà,

105005 Ìîñêâà, 2-ÿ Áàóìàíñêàÿ óë., ä. 5

e-mail: oldbug�mail.ru

1. Îïðåäåëåíèÿ

Ìíîæåñòâî f0; 1g

n

âñåõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n íàçûâàåòñÿ áóëåâûì

êóáîì ðàçìåðíîñòè n. Äâîè÷íûå íàáîðû îäèíàêîâîé äëèíû ìîæíî ñêëà-

äûâàòü (ïîêîìïîíåíòíî ïî ìîäóëþ 2) è óìíîæàòü íà ñêàëÿðû èç ïîëÿ F

2

.

Îòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé áóëåâ êóá ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì âåêòîðíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì. Êóá ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ðàññòî-

ÿíèåì Õåììèíãà ìåæäó âåêòîðàìè x = (x

1

; : : : ; x

n

), y = (y

1

; : : : ; y

n

) 2

f0; 1g

n

, îïðåäåëÿåìûì êàê

d(x; y) =

n

X

i=1

jx

i

� y

i

j:

Îáîçíà÷èì kxk âåñ âåêòîðà x; îí ðàâåí ÷èñëó åäèíèö â x. Íåòðóäíî óáå-

äèòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå d(x; y) ìåæäó âåêòîðàìè x; y ðàâíî ÷èñëó ðàçðÿäîâ â

êîòîðûõ îíè ðàçëè÷àþò
ÿ, à òàêæå âåëè÷èíå kx� yk. Â ìåòðè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî

B

r

(a) = fx : d(a; x) 6 rg;

íàçûâàåìîå øàðîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì a.
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Ëþáîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî C â êóáå f0; 1g

n

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì

êîäîì äëèíû n. Åãî ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ êîäîâûìè ñëîâàìè. Îñíîâíû-

ìè ïàðàìåòðàìè ëèíåéíîãî êîäà ÿâëÿþòñÿ äëèíà, ðàçìåðíîñòü è êîäîâîå

ðàññòîÿíèå. �àçìåðíîñòüþ k êîäà C íàçûâàåòñÿ åãî ðàçìåðíîñòü êàê ëè-

íåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòàíñòâà íàä ïîëåì F

2

, òî åñòü ÷èñëî âåêòîðîâ â

êàêîì-ëèáî áàçèñå â C. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè dim C = k, òî jCj = 2

k

. Îòíîøå-

íèå R(C) = k=n ðàçìåðíîñòè êîäà ê åãî äëèíå íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ êîäà.

Êîäîâûì ðàññòîÿíèåì ëèíåéíîãî êîäà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ðàçëè÷íûìè êîäîâûìè ñëîâàìè:

d(C) = min

x

1

6=x

2

2C

d(x

1

; x

2

):

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñèëó ëèíåéíîñòè êîäîâîå ðàññòîÿíèå òàêæå ðàâíî ìèíè-

ìàëüíîìó âåñó íåíóëåâîãî êîäîâîãî ñëîâà: d(C) = min

x2C;x 6=0

kxk. Âåëè÷èíà

Æ(C) = d(C)=n íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì êîäà C.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûé êîä äëèíû n è ðàçìåðíîñòè k

(n; k)-êîäîì, èëè (n; k; d)-êîäîì, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî åãî êîäîâîå ðàñ-

ñòîÿíèå ðàâíî d.

Äâîè÷íàÿ ìàòðèöà G = G

k�n

íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êî-

äà C, åñëè å¼ ñòðîêè îáðàçóþò áàçèñ â C. ÌàòðèöàH íàçûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íîé

ìàòðèöåé êîäà C, åñëè îíà îðòîãîíàëüíà âñåì âåêòîðàì èç C è òîëüêî èì:

8x 2 C : Hx = 0 è 8x =2 C : Hx 6= 0:

Âåêòîð Hy íàçûâàåòñÿ ñèíäðîìîì âåêòîðà y. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðî÷íàÿ

ìàòðèöà ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè âåêòîð êîäî-

âûì: ýòî òàê â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ó íåãî íóëåâîé ñèíäðîì. Ïî

ìàòðèöå H ìîæíî òàêæå íàéòè êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà, êàê óòâåðæäàåò

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü C � (n; k)-êîä ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H. Òîãäà

äëÿ òîãî, ÷òîáû êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà ðàâíÿëîñü d > 1, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ äâóõ óñëîâèé: 1) ëþáûå (d � 1) ñòîëáöîâ ìàòðè-

öû H ëèíåéíî íåçàâèñèìû; 2) â ìàòðèöå H íàéäóòñÿ d ëèíåéíî çàâèñèìûõ

ñòîëáöîâ.

Èç ëèíåéíîé àëãåáðû õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðîâåðî÷íàÿ (ïîðîæäàþ-

ùàÿ) ìàòðèöà ñóùåñòâóåò äëÿ êàæäîãî ëèíåéíîãî êîäà, è ÷òî, âîîáùå ãî-

âîðÿ, îíà íå åäèíñòâåííà: îäèí è òîò æå êîä ìîæíî çàäàòü ðàçíûìè ïðîâå-

ðî÷íûìè (ïîðîæäàþùèìè) ìàòðèöàìè.
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Ëèíåéíûå (n; k)-êîäû èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïåðåäà÷å äàííûõ ïî êàíàëàì

ñâÿçè, âíîñÿùèì îøèáêè. Ïåðåäàò÷èê äåëèò èí�îðìàöèîííóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü íà áëîêè äëèíû k è íåçàâèñèìî êîäèðóåò êàæäûé áëîê êîäîâûì

ñëîâîì äëèíû n. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ � óìíîæå-

íèå èí�îðìàöèîííîãî áëîêà íà ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó G. Ïðè ýòîì èí-

�îðìàöèîííûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè ðàçëîæåíèÿ êîäîâîãî ñëîâà

ïî áàçèñó, ñîñòîÿùåìó èç ñòðîê G. Â îñîáåííî ïðîñòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå,

êîãäà ìàòðèöà G èìååò âèä (EjB), íàçûâàåìûé ñèñòåìàòè÷åñêèì (çäåñü

E = E

k�k

� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, B = B

k�(n�k)

� ìàòðèöà îáùåãî âè-

äà), ïåðâûå k ðàçðÿäîâ âñÿêîãî êîäîâîãî ñëîâà ñîâïàäàþò ñ ðàçðÿäàìè èí-

�îðìàöèîííîãî. Îíè íàçûâàþòñÿ èí�îðìàöèîííûìè ðàçðÿäàìè êîäîâîãî

ñëîâà, îñòàëüíûå (n� k) ðàçðÿäîâ � ïðîâåðî÷íûìè, à ñàìî êîäèðîâàíèå �

ñèñòåìàòè÷åñêèì. Ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñÿêàÿ ïîðîæäàþùàÿ ìàò-

ðèöà ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è, âîçìîæíî, ïåðåñòàíîâêîé

ñòîëáöîâ, ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó âèäó, è ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íå ìå-

íÿåò ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîäà. Ïîýòîìó ëþáîé ëèíåéíûé êîä ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí â ýêâèâàëåíòíîì ñèñòåìàòè÷åñêîì âèäå.

Ïîñëå êîäèðîâàíèÿ èí�îðìàöèîííîãî ñîîáùåíèÿ ïåðåäàò÷èê ïåðåäà¼ò

êîäîâîå ñëîâî â êàíàë ñâÿçè, êîòîðûé âíîñèò â íåãî îøèáêè. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ðàçðÿäû ïðè ïåðåäà÷å ïî êàíàëó íå ìîãóò ïðîïàäàòü èëè íåâîññòàíî-

âèìî èñêàæàòüñÿ, à ìîãóò òîëüêî èíâåðòèðîâàòüñÿ, òàêèå ðàçðÿäû íàçû-

âàþòñÿ îøèáî÷íûìè. Åñëè x � êîäîâîå ñëîâî, à y � ïðèíÿòîå, òî âåêòîð

e = x � y íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì îøèáêè. Â ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé ðàçðÿä

èíâåðòèðóåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ p íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ, êàíàë ñâÿçè íà-

çûâàåòñÿ äâîè÷íûì ñèììåòðè÷íûì êàíàëîì (áåç ïàìÿòè) ñ âåðîÿòíîñòüþ

îøèáêè p, ñîêðàù¼ííî ÄÑÊ(p).

Íà ïðè¼ìíîì êîíöå âîçíèêàåò çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êîäîâîãî ñëîâà ïî

ïðèíÿòîìó èñêàæ¼ííîìó. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ äåêîäèðîâàíè-

åì. Çàìåòèì, ÷òî åñëè (n; k; d)-êîä èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå d = 2t+ 1, òî

îí ñïîñîáåí èñïðàâëÿòü âïëîòü äî t ïðîèçâîëüíûõ îøèáîê. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè ïðè ïåðåäà÷å ñëîâà x 2 C ïðîèçîøëî r 6 t îøèáîê, òî ìû ïîëó÷èì

òàêîå èñêàæ¼ííîå ñëîâî y, ÷òî d(x; y) = r. Çíà÷èò, y ëåæèò â øàðå ðàäèóñà t

ñ öåíòðîì x. Øàðû ðàäèóñà t ñ öåíòðàìè â êîäîâûõ ñëîâàõ íå ïåðåñåêàþò-

ñÿ

1)

. Ïîýòîìó ïî y ïðè óñëîâèè d(x; y) 6 t ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü

êîäîâîå ñëîâî x, íàïðèìåð, îäíèì èç äâóõ î÷åâèäíûõ ñïîñîáîâ: ïåðåáîðîì

1)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x

1

è x

2

� ðàçëè÷íûå êîäîâûå ñëîâà, òî d(x

1

; x

2

) > 2t+ 1. Åñëè

ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî B

t

(x

1

) \ B

t

(x

2

) 6= ?, òî ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì

òðåóãîëüíèêà, êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ìåòðèêà d: ñóùåñòâóåò y 2 B

t

(x

1

)\B

t

(x

2

)

äëÿ êîòîðîãî d(x

1

; x

2

) 6 d(x

1

; y) + d(y; x

2

) 6 2t.
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âñåõ êîäîâûõ ñëîâ ñ ïîèñêîì ñðåäè íèõ áëèæàéøåãî ê y ñëîâà, ëèáî ïåðåáî-

ðîì âñåõ âåêòîðîâ îøèáîê e âåñà íå áîëåå t ñ ïðîâåðêîé íà ïðèíàäëåæíîñòü

êîäó ñëîâà y � e.

Ïðè áîëüøèõ n; k; d îáà ýòè ñïîñîáà äåêîäèðîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ íåâîç-

ìîæíû � èõ ñëîæíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíà. Íî èìåííî òàêèå êîäû è èìåþò

îñîáûé òåîðåòè÷åñêèé è ïðèêëàäíîé èíòåðåñ.

Îïðåäåëåíèå. Áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî fC

n

g, ñîñòîÿùåå èç (n; k

n

; d

n

)-

êîäîâ, íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè õîðîøèì ïðè n!1, åñëè ñóùåñòâó-

þò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû R è Æ, íå çàâèñÿùèå îò n, ÷òî ïðè

âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

�

k

n

n

> R > 0,

�

d

n

n

> Æ > 0.

Àñèìïòîòè÷åñêè õîðîøèå êîäû òðåáóþòñÿ äëÿ ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè

ïî êàíàëàì òèïà ÄÑÊ(p), ãäå ìàòîæèäàíèå ÷èñëà îøèáîê ïðè ïåðåäà÷å

n ñèìâîëîâ ðàâíî pn è ðàñò¼ò ëèíåéíî ñ n. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êîäîâ

ñëåäóåò èç òåîðåìû Âàðøàìîâà � �èëüáåðòà (ñì., íàïð. [4, 8℄), êîòîðàÿ

óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

d�2

X

i=0

�

n� 1

i

�

< 2

n�k

; (1)

òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé (n; k; d)-êîä. Å¼ àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìà óòâåðæäà-

åò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ëèíåéíûõ (n; k)-êîäîâ ïðè n!1 âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî

R & 1�H(Æ); (2)

ãäå R > 0 è Æ > 0 � ñêîðîñòü è îòíîñèòåëüíîå êîäîâîå ðàññòîÿíèå, à �óíê-

öèÿ H(x) = �x logx� (1� x) log(1� x) íàçûâàåòñÿ áèíàðíîé ýíòðîïèåé

2)

.

Äëÿ óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûáðàíà ìîäåëü

RAM (random a

ess ma
hine), ò.å. ìàøèíà ñ ïðîèçâîëüíûì äîñòóïîì ê

ïàìÿòè [2℄. Òàêàÿ ìàøèíà èìååò îäèí ïðîöåññîð ñ íåîãðàíè÷åííûì îáú¼-

ìîì ïàìÿòè, ðàçáèòîé íà çàíóìåðîâàííûå ÿ÷åéêè-ðåãèñòðû, è ðàáîòàåò ïîä

óïðàâëåíèåì ïðîãðàììû. �àçëè÷íûå ðàçðÿäû êîäîâûõ è èñêàæ¼ííûõ ñëîâ

çàïèñûâàþòñÿ â îòäåëüíûå ÿ÷åéêè ïàìÿòè, íî êàæäàÿ ÿ÷åéêà ñïîñîáíà õðà-

íèòü ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ïðîãðàììà äëÿ RAM � ýòî íàáîð êîìàíä.

2)

Çäåñü è äàëåå âñå ëîãàðè�ìû áåðóòñÿ ïî îñíîâàíèþ 2.
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Çà îäèí øàã ðàáîòû ïðîöåññîðà âûïîëíÿåòñÿ îäíà êîìàíäà (ýëåìåíòàðíàÿ

îïåðàöèÿ), ïðè ýòîì ïðîöåññîð ìîæåò ïðî÷åñòü ñîäåðæàíèå ëþáîé ÿ÷åéêè

èëè çàïèñàòü â íå¼ íåêîòîðûå äàííûå, âûïîëíèòü â äàííîé ÿ÷åéêå íåêîòî-

ðóþ àðè�ìåòè÷åñêóþ îïåðàöèþ, âûïîëíèòü óñëîâíûé ïåðåõîä ê êîìàíäå ñ

íîìåðîì k ïî ñîäåðæàíèþ íåêîòîðîãî ðåãèñòðà, îñòàíîâèòüñÿ è ò.ï.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàâíîìåðíîé ðàçíîâèäíîñòüþ ýòîé ìîäåëè (uniform


ost model), â êîòîðîé âñå RAM-êîìàíäû çàòðà÷èâàþò îäèíàêîâîå âðåìÿ

íà ñâî¼ èñïîëíåíèå, ñêàæåì, çàâåðøàþòñÿ çà îäèí òàêò ðàáîòû ïðîöåññî-

ðà. Îäíàêî ðåçóëüòàòû, êîòîðûå áóäóò ïîëó÷åíû íàìè íèæå, ëåãêî ìîãóò

áûòü ïåðåíåñåíû áåç èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ñëîæíîñòè è íà áîëåå ñëàáóþ (è

áîëåå ðåàëèñòè÷íóþ) ëîãàðè�ìè÷åñêóþ ìîäåëü (logarithmi
 
ost model), â

êîòîðîé âðåìÿ èñïîëíåíèÿ êîìàíäû ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå ó÷àñòâóþùèõ

â íåé ÷èñåë

3)

(âñå ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â [17℄).

Ñëîæíîñòüþ ïðîãðàììû áóäåì ñ÷èòàòü âðåìÿ å¼ ðàáîòû. Â ðàâíîìåð-

íîé ìîäåëè îíà ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, ïðîèçâå-

ä¼ííûõ ïðîöåññîðîì îò íà÷àëà äî êîíöà ðàáîòû.

Îáîçíà÷èì L

e

(C) ñëîæíîñòü êîäèðîâàíèÿ êîäîì C, ò.å. ÷èñëî ýëåìåíòàð-

íûõ îïåðàöèé, êîòîðûå òðåáóþòñÿ ÷òîáû ïîëó÷èòü èç èí�îðìàöèîííîãî

ñëîâà êîäîâîå. Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷èì L

d

(C; t) ñëîæíîñòü äåêîäèðîâàíèÿ

îäíîãî êîäîâîãî ñëîâà èç C, èñïîð÷åííîãî íå áîëåå ÷åì â t ðàçðÿäàõ, ò.å.

÷èñëî îïåðàöèé, òðåáóåìûõ â õóäøåì ñëó÷àå ÷òîáû ïîëó÷èòü èç èñêàæ¼í-

íîãî ñëîâà y = x� e èñõîäíîå ñëîâî x 2 C ïðè óñëîâèè kek 6 t. Åñëè t ÿñíî

èç êîíòåêñòà (êàê ïðàâèëî îíî îãðàíè÷åíî ïîëîâèíîé êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ),

òî áóäåì çàïèñûâàòü ïðîñòî L

d

(C).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Ñëîæíîñòü êîäèðîâàíèÿ ëèíåéíûì êîäîì ñ ïîðîæ-

äàþùåé ìàòðèöåé G îäíîãî èí�îðìàöèîííîãî ñëîâà íå ïðåâûøàåò ïî ïî-

ðÿäêó ÷èñëà åäèíèö â G.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè C � (n; k)-êîä, òî L

e

(C) 6 O(nk). Îòìåòèì, ÷òî

åñëè êîä C àñèìïòîòè÷åñêè õîðîøèé, òî ëþáîå åãî íåíóëåâîå ñëîâî èìååò

âåñ íå ìåíåå Æn, ãäå Æ � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ åãî

ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà ñîäåðæèò íå ìåíåå rn � Æn åäèíèö, ãäå r > 0 �

ñêîðîñòü êîäà, è âûøåîïèñàííûé ìåòîä êîäèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà óìíî-

æåíèè ìàòðèöû íà âåêòîð, áóäåò èìåòü ñëîæíîñòü 
(n

2

). Äëÿ êîäîâ îáùåãî

âèäà áîëåå ïðîñòûå ñïîñîáû êîäèðîâàíèÿ íåèçâåñòíû.

3)

Íàïðèìåð, ÷òåíèå n-ðàçðÿäíîãî ÷èñëà èç ÿ÷åéêè ïàìÿòè, ÷åé àäðåñ çàïèñàí m ðàç-

ðÿäàìè, çàíèìàåò n+m åäèíèö âðåìåíè.
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Äåêîäèðîâàíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå òðóäíîé

îïåðàöèåé, ÷åì êîäèðîâàíèå. Òàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî êîäà äå-

êîäèðîâàíèå â áëèæàéøåå êîäîâîå ñëîâî è äàæå íàõîæäåíèå êîäîâîãî ðàñ-

ñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé çàäà÷åé [10℄. Ïðî äåêîäèðîâàíèå âíóòðè êî-

äîâîãî ðàññòîÿíèÿ ýòî ïîêà íåèçâåñòíî, íî íåèçâåñòíû è ïîëèíîìèàëüíûå

àëãîðèòìû.

2. Ïðåäñòàâëåíèå êîäà äâóäîëüíûì ãðà�îì

Ïóñòü G = (V;E) � äâóäîëüíûé ãðà� ñ äî-

�èñ. 1

ëÿìè L è R, òàê ÷òî V = L t R. Ìû áóäåì

íàçûâàòü åãî (A;B)-ðåãóëÿðíûì, åñëè ñòåïåíü

êàæäîé âåðøèíû èç ëåâîé äîëè L ðàâíà A, à

èç ïðàâîé R � ðàâíà B. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå A � jLj = B � jRj. Ïðèìåð ðåãóëÿðíîãî

ãðà�à ïðèâåä¼í íà ðèñ. 1. Åñëè ñòåïåíè âåðøèí

èç ëåâîé è ïðàâîé äîëè íå ïðåâîñõîäÿò A è B

ñîîòâåòñòâåííî, òî áóäåì íàçûâàòü òàêîé ãðà�

(A;B)-îãðàíè÷åííûì. ßñíî, ÷òî îãðàíè÷åííûé

ãðà� íå îáÿçàòåëüíî ðåãóëÿðåí.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

�(v) = fu : (u; v) 2 Eg

îêðåñòíîñòü âåðøèíû v 2 V è ÷åðåç

�(S) =

[

v2S

�(v)

îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà âåðøèí S � V . Îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà âåðøèí

òàêæå ÷àñòî íàçûâàþò åãî òåíüþ. Â äàëüíåéøåì íàì êàê ïðàâèëî áóäóò

âñòðå÷àòüñÿ ñèòóàöèè êîãäà S � L èëè S � R.

Íàì òàêæå ïîòðåáóþòñÿ ìíîæåñòâà

�

1

(S) = fu 2 �(S) : j�(u) \ Sj = 1g;

�

íå÷

(S) = fu 2 �(S) : j�(u) \ Sj � íå÷¼òíîg;

ñîñòîÿùèå èç âåðøèí òåíè ìíîæåñòâà S ñ åäèíñòâåííûì ñîñåäîì â S è ñ

íå÷¼òíûì ÷èñëîì ñîñåäåé â S ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî

�(S) � �

íå÷

(S) � �

1

(S): (3)
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Ïî ëèíåéíîìó (n; k)-êîäó C ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H = H

(n�k)�n

ïî-

ñòðîèì äâóäîëüíûé ãðà� G = (L t R;E) ñ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè H . Â ýòîì

ãðà�å âåðøèíà ñ íîìåðîì i èç äîëè L ñîåäèíÿåòñÿ ðåáðîì ñ âåðøèíîé ñ

íîìåðîì j èç äîëè R â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íà ïåðåñå÷åíèè

i-ãî ñòîëáöà è j-é ñòðîêè ìàòðèöû H ñòîèò åäèíèöà. Âåðøèíû èç ëåâîé

äîëè L ïîìåòèì ðàçëè÷íûìè ñèìâîëàìè x

i

, i = 1; : : : ; n è áóäåì íàçûâàòü

êîäîâûìè âåðøèíàìè. Âåðøèíû èç ïðàâîé äîëè R ïîìåòèì ñèìâîëàìè s

j

,

j = 1; : : : ; n� k è áóäåì íàçûâàòü ïðîâåðî÷íûìè èëè ñèíäðîìíûìè. Òàêèì

îáðàçîì, jLj = n è jRj = n� k. Îòìåòèì, ÷òî ñòåïåíü âåðøèíû x

i

2 L ðàâ-

íà ÷èñëó åäèíèö â i-ì ñòîëáöå ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû, à ñòåïåíü âåðøèíû

s

j

2 R ðàâíà ÷èñëó åäèíèö â å¼ j-ì ñòîëáöå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðà� G

ïðåäñòàâëÿåò êîä C, à êîä C ïîðîæäàåò ãðà� G.

Òàêîé ãðà� íàçûâàåòñÿ ãðà�îì Òàííåðà êîäà C [19℄. Î÷åâèäíî, ÷òî ïî ëè-

íåéíîìó êîäó âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëÿþùèé åãî ãðà� Òàííåðà.

Îáðàòíî, âñÿêèé äâóäîëüíûé ãðà� ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Òàííåðà äëÿ íåêîòî-

ðîãî ëèíåéíîãî êîäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 2 ïðèâåä¼í

x

1

x

2

x

3

x

4

x

5

x

6

x

7

s

1

s

2

s

3

�èñ. 2

ãðà� Òàííåðà äëÿ (7; 4; 3)-êîäà Õåììèíãà ñ

ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé

H =

0

�

0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1

1

A

:

Âåêòîð (x

1

; : : : ; x

7

) è åãî ñèíäðîì (s

1

; s

2

; s

3

)

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

0

�

0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1

1

A

0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

x

1

x

2

x

3

x

4

x

5

x

6

x

7

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

=

0

�

s

1

s

2

s

3

1

A

:

�ëÿäÿ æå íà ãðà� ñëåâà íåòðóäíî çàìå-

òèòü, ÷òî çíà÷åíèå êàæäîé ñèíäðîìíîé âåð-

øèíû ðàâíî ñóììå çíà÷åíèé òåõ è òîëüêî òåõ êîäîâûõ âåðøèí, êîòîðûå

ñìåæíû ñ íåé. Ñëåäóÿ ýòîé èäåå, ñâÿæåì ñ êàæäîé ñèíäðîìíîé âåðøèíîé
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s

j

è â îáùåì ñëó÷àå ëèíåéíóþ ïðîâåðêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ j-é ñòðîêå ìàò-

ðèöû H = (h

ji

) ïî �îðìóëå

s

j

=

n

M

l=1

h

jl

x

l

: (4)

Òîãäà âåðøèíû (s

1

; : : : ; s

n�k

) îáðàçóþò ñèíäðîì âåêòîðà (x

1

; : : : ; x

n

).

Ïî ãðà�ó Òàííåðà òàê æå êàê è ïî ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöå (òåîðåìà 1)

ìîæíî íàéòè êîäîâîå ðàññòîÿíèå. Ïóñòü C � ëèíåéíûé êîä è G � åãî ãðà�

Òàííåðà. �àññìîòðèì êàêîå-íèáóäü ñëîâî x = (x

1

; : : : ; x

n

) âåñà w. Ìû çíà-

åì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íåãî íóëåâîé

ñèíäðîì:

x 2 C , 8 s

j

2 R : s

j

=

n

M

l=1

h

jl

x

l

=

M

l:x

l

=1

h

jl

= 0:

Ìåæäó ñëîâàìè x è ìíîæåñòâàìè S � L âåðøèí ëåâîé äîëè ãðà�à ìîæ-

íî óñòàíîâèòü áèåêöèþ ïî ïðàâèëó S = S(x) = fx

i

2 L : x

i

= 1g. Ñóì-

ìà

P

l:x

l

=1

h

jl

ðàâíà ìîùíîñòè ìíîæåñòâà �(s

j

) \ S(x); çíà÷èò ñèíäðîì

s

j

=

L

l:x

l

=1

h

jl

ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íåãî ÷¼òíîå ÷èñ-

ëî ñîñåäåé â S(x). Ïîýòîìó â êîäå C åñòü êîäîâîå ñëîâî âåñà w â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â ëåâîé äîëå ãðà�à G åñòü ìíîæåñòâî âåðøèí S

ìîùíîñòè w, ó âñåõ âåðøèí òåíè êîòîðîãî ÷¼òíîå ÷èñëî ñîñåäåé èç S:

9x 2 C; kxk = w , 9S � L; jSj = w : �

íå÷

(S) = ?: (5)

�àññìîòðèì äâà ñâîéñòâà ãðà�à G (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî S 6= ?):

8S � L : jSj 6 w ) �

íå÷

(S) 6= ?; (6)

8S � L : jSj 6 w ) �

1

(S) 6= ?: (7)

Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ãðà� îáëàäàåò ñâîéñòâîì (7), òî îí îáëàäàåò è ñâîé-

ñòâîì (6). Òîãäà èç (5) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê áîëüøî-

ãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè â ãðà�å Òàííåðà êîäà C âûïîëíåíî ñâîéñòâî (7)

äëÿ íåêîòîðîãî w, òî êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà C ñòðîãî áîëüøå w.

Ìíîæåñòâî ãðà�îâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì (6), äî ñèõ ïîð íå îïèñàíî.

Òåì íå ìåíåå äîâîëüíî äàâíî èçâåñòåí äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ãðà�îâ,

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (7).
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Îïðåäåëåíèå. Äâóäîëüíûé ãðà� G = (L t R;E), n = jLj, íàçûâàåòñÿ

(
; Æ)-ðàñøèðèòåëåì

4)

, åñëè

8S � L : jSj 6 Æn ) j�(S)j > 
 � jSj: (8)

×èñëî 
 íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì ðàñøèðåíèÿ.

Ïðîùå ãîâîðÿ, ðàñøèðèòåëü � ýòî òàêîé ãðà�, â êîòîðîì êàæäîå äîñòà-

òî÷íî ìàëîå ìíîæåñòâî âåðøèí îáëàäàåò äîñòàòî÷íî áîëüøîé òåíüþ. Î÷å-

âèäíî, ÷òî åñëè ñòåïåíü âåðøèí ëåâîé äîëè ðàñøèðèòåëÿ íå ïðåâîñõîäèò A,

òî äëÿ åãî êîý��èöèåíòà ðàñøèðåíèÿ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 
 6 A. Ïðè-

ìåðîì ðàñøèðèòåëÿ ìîæåò ñëóæèòü äâóäîëüíûé ãðà� íà ðèñ. 1. Äåéñòâè-

òåëüíî, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

j�(S)j =

8

>

<

>

:

3; åñëè jSj = 1;

> 4; åñëè jSj = 2;

5; åñëè jSj > 3;

åñëè ìíîæåñòâî S öåëèêîì ëåæèò â îäíîé åãî äîëå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñâîé-

ñòâî (8) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåãî, íàïðèìåð, ïðè Æ =

2

5

, 
 = 2 èëè ïðè Æ =

3

5

,


 =

5

3

.

Äàëåå áóäåì äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáîçíà÷àòü

S � L

� = �(S)

�

1

�

>2

�èñ. 3

÷åðåç G


;Æ

A;B;n

äâóäîëüíûé (
; Æ)-ðàñøèðèòåëü,

â ëåâîé è ïðàâîé äîëÿõ êîòîðîãî n è n=2 âåð-

øèí ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì ñòåïåíè âåðøèí

ëåâîé è ïðàâîé äîëè îãðàíè÷åíû êîíñòàíòà-

ìè A è B. Îòëîæèì íà âðåìÿ âîïðîñ î ñóùå-

ñòâîâàíèè ãðà�à G


;Æ

A;B;n

è ïîêàæåì ñíà÷àëà,

÷òî ñðåäè ðàñøèðèòåëåé åñòü ãðà�û ñî ñâîé-

ñòâîì (7).

Ïóñòü G = G


;Æ

A;B;n

� äâóäîëüíûé ðàñøè-

ðèòåëü, è ïóñòü S � L � äîñòàòî÷íî ìà-

ëîå ìíîæåñòâî âåðøèí èç ëåâîé äîëè, òàê

÷òî jSj 6 Æn, ãäå n = jLj. �àññìîòðèì ìíî-

æåñòâî

�

>2

=

n

v 2 �(S) : j�(v) \ Sj > 2

o

òåõ âåðøèí åãî òåíè, êîòîðûå èìåþò íå ìåíåå äâóõ ñîñåäåé â S (ñì. ðèñ. 3).

Îöåíèì ÷èñëî l ð¼áåð, âåäóùèõ èç ìíîæåñòâà S â åãî òåíü �(S), äâóìÿ

4)

èëè ýêñïàíäåðîì îò àíãë. expander.
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ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, òàê êàê èç âñÿêîé âåðøèíû v 2 S

âûõîäèò íå áîëåå A ð¼áåð, òî l 6 A � jSj. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êàæäóþ

âåðøèíó èç �

1

= �

1

(S) âõîäèò ðîâíî îäíî ðåáðî, à â êàæäóþ âåðøèíó

èç �

>2

� íå ìåíåå äâóõ ð¼áåð. Ïîýòîìó l > 1 � j�

1

j + 2 � j�

>2

j. Îòñþäà

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

j�

1

j+ 2j�

>2

j 6 A � jSj:

Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ñâîéñòâó ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà S,

j�

1

j+ j�

>2

j = j�j > 
 � jSj:

Âûðàæàÿ j�

1

j èç ýòèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì

2j�

1

j > 2
 � jSj � 2j�

>2

j > 2
 � jSj �A � jSj+ j�

1

j;

îòêóäà

j�

1

j > (2
 �A) � jSj: (9)

Îöåíèì òàêæå ìîùíîñòü ìíîæåñòâà �

>2

ñâåðõó. Â ñèëó òîãî, ÷òî j�

1

j 6

AjSj � 2j�

>2

j, ïîëó÷àåì 
 � jSj 6 j�

1

j+ j�

>2

j 6 AjSj � j�

>2

j, îòêóäà

j�

2

j 6 (A� 
) � jSj: (10)

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå ïðîñòîå, íî êðàéíå ïîëåçíîå

óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü jLj = n, jRj =

n

2

, ãðà� G = (LtR;E) ÿâëÿåòñÿ

(
; Æ)-ðàñøèðèòåëåì è ñòåïåíü âåðøèí åãî ëåâîé äîëè íå ïðåâîñõîäèò A.

Òîãäà äëÿ òåíè âñÿêîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà S � L, òàêîãî ÷òî jSj 6 Æn,

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

j�

1

(S)j > (2
 �A) � jSj:

Çàìåòèì, ÷òî ïðè 
 >

A

2

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî j�

1

(S)j > 0 ïðè âñÿêîì

òàêîì S 6= ?, ÷òî jSj 6 Æn. Ñëåäîâàòåëüíî, �

1

(S) 6= ?, è ïîýòîìó ãðà� G

îáëàäàåò ñâîéñòâîì (7). Òàêèì îáðàçîì, èç óòâåðæäåíèé 2 è 3 ïîëó÷àåì

ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � äâóäîëüíûé (
; Æ)-ðàñøèðèòåëü, ñòåïåíü âåð-

øèí ëåâîé äîëè êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò A, ïðè÷¼ì 
 >

A

2

. Òîãäà ëèíåé-

íûé (n;

n

2

; d)-êîä C, äëÿ êîòîðîãî ãðà� G ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Òàííåðà, èìååò

êîäîâîå ðàññòîÿíèå d íå ìåíüøåå, ÷åì Æn.
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Òàêîé êîä, ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ ãðà�à-ðàñøèðèòåëÿ, íàçûâàåòñÿ

ýêñïàíäåðíûì êîäîì (expander 
ode) èëè êîäîì Ñèïñåðà � Ñïàéëìàíà [17℄.

Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî C


;Æ

n

. Ýòî íàø ïåðâûé ïðèìåð àñèìïòîòè÷åñêè õîðî-

øåãî êîäà. Îòìåòèì, ÷òî ïîêà íàì íå ïîòðåáîâàëàñü îãðàíè÷åííîñòü ñòåïå-

íåé âåðøèí ïðàâîé äîëè ðàñøèðèòåëÿ G êîíñòàíòîé B.

3. Ñóùåñòâîâàíèå ðàñøèðèòåëåé

Ïðè A;B = 
onst ÷èñëî ð¼áåð â ãðà�å G


;Æ

A;B;n

íå áîëåå ÷åì â êîíñòàíòó

ðàç ïðåâûøàåò ÷èñëî âåðøèí. Òàêèå ãðà�û ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè � â

íèõ ìàëî ð¼áåð, è òåì íå ìåíåå äàæå ó äîñòàòî÷íî çíà÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ

âåðøèí áîëüøèå òåíè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì îáåùàííóþ òåîðåìó î

ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ ðàñøèðèòåëåé, ïðè÷¼ì ñ ïðîèçâîëüíî áîëüøèìè êî-

ý��èöèåíòàìè ðàñøèðåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü " � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ

êàæäîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷¼òíîãî n > n

0

ñóùåñòâóåò äâóäîëüíûé

(
; Æ)-ðàñøèðèòåëü G = (L t R;E), òàêîé, ÷òî:

� jLj = n, jRj =

n

2

;

� ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû èç ëåâîé äîëè íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé

êîíñòàíòû A;

� ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû èç ïðàâîé äîëè íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé

êîíñòàíòû B;

� Æ = Æ("; A) > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò n;

� 
 > (1� ")A.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ âåðîÿòíîñòíóþ êîíñòðóêöèþ ãðà-

�à G. Âîçüì¼ì ìíîæåñòâî L

0

= f1; 2; : : : ; Ang, ñîñòîÿùåå èç An öåëûõ ÷èñåë

è ïðèìåíèì ê íåìó ñëó÷àéíóþ ïåðåñòàíîâêó � èç S

An

. Êîíñòàíòó A âûáå-

ðåì ïîçäíåå.

Ïåðåñòàíîâêó � ìîæíî ïðåäñòàâèòü äâóäîëüíûì ãðà�îì G

0

. Åãî ëåâîé

äîëåé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî L

0

, ïðàâàÿ äîëÿ R

0

ðàâíîìîùíà ëåâîé è å¼ âåð-

øèíû òàêæå çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî An. Âåðøèíû x 2 L

0

è y 2 R

0

ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì, êîãäà y = �x. Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåíü ëþáîé âåð-

øèíû ãðà�à G

0

= (L

0

t R

0

; E

0

) ðàâíà åäèíèöå è G

0

ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì

ïàðîñî÷åòàíèåì.
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Îáúåäèíèì ýëåìåíòû èç L

0

â êëàñòåðû X

i

èç A âåðøèí â ïîðÿäêå ñëå-

äîâàíèÿ èõ íîìåðîâ: â ïåðâûé êëàñòåð X

1

âîéäóò ýëåìåíòû ñ íîìåðà-

ìè 1; 2; : : : ; A, âî âòîðîé � ñ íîìåðàìè A+ 1; : : : ; 2A, è ò.ä. Àíàëîãè÷íî ïî-

ñòóïèì ñî ìíîæåñòâîì R

0

, òàêæå ðàçáèâ åãî íà êëàñòåðû Y

j

ïî B âåðøèí â

êàæäîì. �àññìîòðèì ìíîæåñòâà L è R, ñîñòîÿùèå èç ýëåìåíòîâ-êëàñòåðîâ:

L = fX

1

; : : : ; X

n

g; R = fY

1

; : : : ; Y

An=B

g:

Ïîëîæèì B = 2A, òîãäà jRj =

n

2

. Êëàñòåðû X

i

è Y

j

, ãäå 1 6 i 6 n, 1 6 j 6

n=2 áóäåì ñ÷èòàòü âåðøèíàìè íîâîãî äâóäîëüíîãî ãðà�à G = (L t R;E).

Âåðøèíû X

i

è Y

j

ñîåäèíèì ðåáðîì â ãðà�å G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

êîãäà íàéäóòñÿ âåðøèíû x 2 X

i

è y 2 Y

j

, ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì â èñõîäíîì

ãðà�å G

0

:

9x 2 X

i

9 y 2 Y

j

: y = �x:

Â ïîëó÷åííîì äâóäîëüíîì ãðà�å G ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû èç äîëè L ïî

ïîñòðîåíèþ íå ïðåâîñõîäèò A, à ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû èç äîëè R � 2A.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðà� G ïîëó÷åí èç ñëó÷àéíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ G

0

¾ñòÿ-

ãèâàíèåì¿ âåðøèí ñ ïîñëåäóþùèì óäàëåíèåì âîçìîæíûõ êðàòíûõ ð¼áåð.

Ïîêàæåì, ÷òî ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ãðà� G ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðàñøèðè-

òåëåì.

Ïóñòü S � L è s = jSj 6 Æn. Ìíîæåñòâó S ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî

âåðøèí S

0

� L

0

ïàðîñî÷åòàíèÿ, âõîäÿùèõ â êëàñòåðû èç S. Èç âåðøèí ìíî-

æåñòâà S

0

â ãðà�å G

0

âûõîäèò ðîâíî As ð¼áåð. Çà�èêñèðóåì êàêóþ-íèáóäü

íóìåðàöèþ ýòèõ ð¼áåð e

1

; e

2

; : : : ; e

As

, íàïðèìåð â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ èõ ëå-

âûõ êîíöîâ â L

0

. Âîçüì¼ì ñíà÷àëà ïåðâîå ðåáðî e

1

è ðàññìîòðèì åãî ïðàâûé

êîíåö, çàòåì âòîðîå e

2

, è ò.ä. Ïðàâûå êîíöû âñåõ ð¼áåð âõîäÿò â êàêèå-òî

êëàñòåðû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà v 2 R

0

ÿâëÿåòñÿ ïîìå÷åííîé ïî

îòíîøåíèþ ê ðåáðó e

i

åñëè õîòÿ áû îäíî èç ïðåäûäóùèõ ð¼áåð e

1

; : : : ; e

i�1

èíöèäåíòíî êàêîé-ëèáî âåðøèíå èç å¼ B-êëàñòåðà. Íàçîâ¼ì âåðøèíó ïðîñòî

ïîìå÷åííîé, åñëè îíà ïîìå÷åíà îòíîñèòåëüíî õîòÿ áû îäíîãî ðåáðà. Òàêèì

îáðàçîì, ëþáîå ìíîæåñòâî S èíäóöèðóåò ðàçáèåíèå äîëè R

0

íà ïîìå÷åííûå

è íåïîìå÷åííûå âåðøèíû.

�àññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó �

i

, 1 6 i 6 As:

�

i

=

(

1; åñëè ðåáðî e

i

âåä¼ò â ïîìå÷åííóþ îòíîñèòåëüíî e

i

âåðøèíó;

0; èíà÷å:

Ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñëî íåïîìå÷åííûõ âåðøèí â �(S

0

) ðàâíî ÷èñëó êëàñòåðîâ

â �(S), à ÷èñëî ïîìå÷åííûõ âåðøèí â �(S

0

) ðàâíî ñóììå

P

As

i=1

�

i

. Êðîìå
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òîãî, ÷èñëî ñîåäèíÿþùèõ S è �(S) ð¼áåð íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ð¼áåð, ñî-

åäèíÿþùèõ S

0

è �(S

0

) â ãðà�å G

0

, ïîýòîìó

j�(S)j 6 As�

As

X

i=1

�

i

:

Îöåíèì âåëè÷èíó

P

As

i=1

�

i

. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

An� i+ 1 > An�As > An(1� Æ)

ñïîñîáîâ âûáîðà ïðàâîãî êîíöà i-ãî ðåáðà, è ÷òî çàíÿòûõ ïðàâûõ êîíöîâ

ð¼áåð íå áîëåå ÷åì As �B ïðè âñÿêîì i. Ñëåäîâàòåëüíî,

P [�

i

= 1j�

1

; : : : ; �

i�1

℄ 6

As �B

An(1� Æ)

=

s

n

�

B

1� Æ

:

Îáîçíà÷èì p =

s

n

�

B

1�Æ

è âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé èçâåñòíîé èç òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé îöåíêîé ñóììû ïðîèçâîëüíûõ, íå îáÿçàòåëüíî íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, àíàëîãè÷íîé íåðàâåíñòâó Àöóìû [1℄.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü �

i

2 f0; 1g, i = 1; : : : ; n � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðè÷¼ì

P [�

i

= 1j�

1

; �

2

; : : : ; �

i�1

℄ 6 p

ïðè i = 1; : : : ; n. Òîãäà äëÿ âñåõ x > p âûïîëíåíî

P

"

n

X

i=1

�

i

> xn

#

6

�

ep

x

�

nx

:

Â íàøåì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äà¼ò íåðàâåíñòâî

P

"

As

X

i=1

�

i

> x � As

#

6

�

ep

x

�

x�As

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x 2

�

s

n

�

B

1� Æ

; 1

�

, îòêóäà

P

h

j�(S)j = As�

X

�

i

6 As� xAs

i

6

�

ep

x

�

x�As

:
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Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî âûáîðà

s

n

âåëè÷èíà x ìîæåò áûòü

ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé.

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîíêðåòíîå ìíîæåñòâî S ìîùíî-

ñòè s ¾ïëîõî ðàñøèðÿåòñÿ¿ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

P

h

j�(S)j 6 As(1� x)

i

6

�

s

n

�

eB

x(1� Æ)

�

x�As

:

Ïóñòü

�

S

=

(

1; åñëè j�(S)j 6 A � jSj � (1� x);

0; èíà÷å:

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

P

S

�

S

, ãäå ñóììà áåð¼òñÿ ïî âñåì ìíîæåñòâàì S � L

òàêèì ÷òî jSj 6 Æn, ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå â òîì è òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, êîãäà êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ 
 ãðà�à G íå ïðåâîñõîäèòA(1�

x). ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ S ìîùíîñòè s ðàâíî

�

n

s

�

. Áîëåå òîãî,

�

n

s

�

<

s

X

i=0

�

n

i

�

6

�

en

s

�

s

: (11)

Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî G � íå (
; Æ)-ðàñøèðèòåëü ïðè 
 = A(1� x)

íå ïðåâîñõîäèò

P

"

X

S

�

S

#

6

X

S

P [�

S

= 1℄ 6

6

Æn

X

s=1

�

n

s

��

s

n

�

eB

x(1� Æ)

�

x�As

6

6

Æn

X

s=1

�

en

s

�

s

�

s

n

�

eB

x(1� Æ)

�

x�As

=

=

Æn

X

s=1

 

e �

�

eB

x(1� Æ)

�

xA

�

�

s

n

�

xA�1

!

s

6

6

Æn

X

s=1

 

e �

�

2eA

x(1� Æ)

�

xA

� Æ

xA�1

!

s

:
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Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ñóììîé

P

1

s=1

(
Æ)

s

â ñëó÷àå, êî-

ãäà, íàïðèìåð, xA = 2, ãäå


 = e �

�

200

99

�

eA

x

�

xA

ïðè óñëîâèè, ÷òî Æ < 1=100. Âûáèðàÿ ïàðàìåòð Æ äîñòàòî÷íî ìàëûì ìîæíî

äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî è ñóììà ðÿäà

P

1

s=1

(
Æ)

s

áóäåò ñêîëü óãîäíî ìàëà. Òàê,

åñëè x =

1

8

è A = 16, òî ïðè

Æ <

1

5


=

1

5e

�

200

99

� 8e � 16

�

�2

< 1:48 � 10

�7

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî G � íå ðàñøèðèòåëü íå ïðåâîñõîäèò

P

1

s=1

5

�s

=

1

4

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Àëãîðèòì èíâåðòèðîâàíèÿ áèòà

Â ðàçäåëå 2 ìû óáåäèëèñü, ÷òî ïîñòðîåííûå ïî ãðà�àì-ðàñøèðèòåëÿì

êîäû àñèìïòîòè÷åñêè õîðîøè. Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî îíè îáëàäàþò ê òîìó

æå äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíûì àëãîðèòìîì äåêîäèðîâàíèÿ.

�àññìîòðèì ýêñïàíäåðíûé êîä C äëèíû n èç òåîðåìû 2. Ïóñòü G =

G


;Æ

A;B;n

� åãî ãðà� Òàííåðà, ïðè÷¼ì A;B = O(1). Ïóñòü y = (y

1

; : : : ; y

n

) �

ïðîèçâîëüíûé äâîè÷íûé âåêòîð äëèíû n. Ïîìåñòèì åãî ðàçðÿäû â êîäî-

âûå âåðøèíû ãðà�à G. Òîãäà ñîãëàñíî (4) çíà÷åíèÿìè ïðîâåðî÷íûõ âåðøèí

ãðà�à G áóäóò êîìïîíåíòû ñèíäðîìà Hy, ãäå H � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà

êîäà C.

�àñêðàñèì ïðîâåðî÷íûå âåðøèíû ÷¼ðíûì è áåëûì öâåòîì òàê, ÷òî êàæ-

äàÿ âåðøèíà ñ íóëåâûì ñèíäðîìîì áåëàÿ, à ñ íåíóëåâûì � ÷¼ðíàÿ. Îáî-

çíà÷èì

R

Æ

= fs

m

2 R : s

m

= 0g;

R

�

= fs

m

2 R : s

m

= 1g

ìíîæåñòâà áåëûõ è ÷¼ðíûõ âåðøèí â G. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé äâîè÷íûé

âåêòîð y äëèíû n çàäà¼ò íåêîòîðóþ ðàñêðàñêó ïðàâîé äîëè ãðà�à Òàííåðà

è å¼ ðàçáèåíèå íà äâà ïîäìíîæåñòâà R

Æ

(y) è R

�

(y).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x = (x

1

; : : : ; x

n

) � íåêîòîðîå êîäîâîå ñëîâî èç C, à

ñëîâî y = (y

1

; : : : ; y

n

) îòëè÷àåòñÿ îò x íå áîëåå ÷åì â

Æn

2

ðàçðÿäàõ. �àññìîò-

ðèì ðàñêðàñêó äîëè R, èíäóöèðîâàííóþ ñëîâîì y. Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîâî y �

êîäîâîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R

�

(y) = ?.
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Ïóñòü S � L � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî êîäîâûõ âåðøèí. Îáîçíà÷èì

�

Æ

(S) = �(S) \ R

Æ

; �

�

(S) = �(S) \ R

�

ìíîæåñòâà áåëûõ è ÷¼ðíûõ âåðøèí èç åãî òåíè. Íàçîâ¼ì êîäîâóþ âåðøè-

íó y

j

2 L ïëîõîé, åñëè j�

Æ

(y

j

)j < j�

�

(y

j

)j, òî åñòü åñëè ó íå¼ áîëüøèíñòâî

ñîñåäåé ÷¼ðíîãî öâåòà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, äàæå åñëè ÷¼ðíûõ è áåëûõ

ñîñåäåé ó y

j

ïîðîâíó, îíà õîðîøàÿ. Ïðèìåð ïëîõîé âåðøèíû ïðèâåä¼í íà

ðèñ. 4.

Èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî åñëè ó êîäîâîé

y

j

�(y

j

)

�

Æ

�

�

�èñ. 4

âåðøèíû ìíîãî ÷¼ðíûõ ñîñåäåé-ñèíäðîìîâ, òî îíà

ñêîðåå âñåãî îøèáî÷íàÿ. Íà ýòîì íàáëþäåíèè îñíî-

âàí ñëåäóþùèé ìåòîä äåêîäèðîâàíèÿ, âîñõîäÿùèé

ê ðàáîòå �àëëàãåðà [5℄.

Àëãîðèòì A.

1. Âû÷èñëèòü â ãðà�å G çíà÷åíèÿ âñåõ ïðîâåðî÷-

íûõ âåðøèí s

m

èç R.

2. Ïîêà ìíîæåñòâî ïëîõèõ âåðøèí íåïóñòî, âû-

áðàòü èç íåãî êàêóþ-íèáóäü ïëîõóþ âåðøèíó y

j

2

L, çàìåíèòü å¼ çíà÷åíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå y

j

!

y

j

, è ïåðåñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ ïðîâåðî÷íûõ âåðøèí.

Áóäåì íàçûâàòü ýòîò àëãîðèòì àëãîðèòìîì

èíâåðòèðîâàíèÿ áèòà èëè àëãîðèòìîì �àëëàãåðà, åãî ïåðâóþ ÷àñòü � �à-

çîé èíèöèàëèçàöèè, à âòîðóþ � �àçîé äåêîäèðîâàíèÿ.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè G = G


;Æ

A;B;n

� ðàñøèðèòåëü ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì êî-

ý��èöèåíòîì ðàñøèðåíèÿ, òî ýòîò àëãîðèòì ïðàâèëüíî äåêîäèðóåò ëþáóþ

êîìáèíàöèþ èç íå áîëåå ÷åì

Æn

2

îøèáîê. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî îí âñåãäà

çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó.

Óòâåðæäåíèå 5. Àëãîðèòì èíâåðòèðîâàíèÿ áèòà çàêàí÷èâàåò ñâîþ

ðàáîòó ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîäîâûõ âåðøèí. Áîëåå òîãî, ÷èñ-

ëî øàãîâ åãî �àçû äåêîäèðîâàíèÿ íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà íåíóëåâûõ

ñèíäðîìîâ, âû÷èñëåííûõ íà �àçå èíèöèàëèçàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çíà÷åíèå êàæäîé ïðîâåðî÷íîé âåðøèíû ðàâíî ñóììå

çíà÷åíèé ñìåæíûõ ñ íåé êîäîâûõ âåðøèí. Ïîýòîìó ñëîæíîñòü èíèöèàëè-

çàöèè âåðøèí äîëè R íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ð¼áåð â G, ðàâíîãî An, òî åñòü

ëèíåéíà.
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�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé øàã �àçû äåêîäèðîâàíèÿ. Ïóñòü y

j

� ïëîõàÿ

âåðøèíà, âûáðàííàÿ íà ýòîì øàãå, y

0

j

= y

j

� å¼ çíà÷åíèå ïîñëå èíâåðòèðî-

âàíèÿ, è ïóñòü �

�

= �

�

(y

j

), �

Æ

= �

Æ

(y

j

) � ÷¼ðíûå è áåëûå âåðøèíû èç å¼

îêðåñòíîñòè íåïîñðåäñòâåííî äî ðàññìàòðèâàåìîãî øàãà àëãîðèòìà, à �

0

�

è

�

0

Æ

� ñðàçó ïîñëå (ñì. ðèñ. 5).

y

j

�(y

j

)

�

Æ

�

�

y

0

j

= y

j

�(y

0

j

)

�

0

Æ

= �

�

�

0

�

= �

Æ

�èñ. 5

Ñîîòâåòñòâóþùèé âûáðàííîé âåðøèíå êîäîâûé ñèìâîë y

j

âõîäèò â òå è

òîëüêî â òå ïðîâåðî÷íûå ñóììû, êîòîðûå îòâå÷àþò ñèíäðîìíûì âåðøèíàì

èç òåíè �(y

j

). Çíà÷èò, ïîñëå å¼ èíâåðòèðîâàíèÿ èíâåðòèðóþòñÿ âñå òàêèå

ïðîâåðî÷íûå ñóììû è òîëüêî îíè. Ïîýòîìó âñå âåðøèíû èç �(y

j

) ïîìåíÿþò

ñâîé öâåò íà ïðîòèâîïîëîæíûé, à öâåòà îñòàëüíûõ âåðøèí, íå ñìåæíûõ y

j

,

íå èçìåíÿòñÿ.

Çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ êîäîâûõ âåðøèí ïî ïîñòðîåíèþ îñòàþòñÿ ïðåæíè-

ìè. Òàê êàê j�

�

j > j�

Æ

j, òî j�

0

�

j < j�

0

Æ

j è âûáðàííàÿ âåðøèíà ñòàíîâèòñÿ

õîðîøåé. Áîëåå òîãî,

jR

0

�

j = jR

�

j+ j�

0

�

j � j�

0

Æ

j < jR

�

j:

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî íåíóëåâûõ ñèíäðîìîâ â ïðàâîé äîëå óìåíüøàåòñÿ íà

êàæäîì øàãå. Òî÷íåå, åñëè âíà÷àëå èõ áûëî m øòóê, òî äî ñâîåé îñòàíîâêè

àëãîðèòì ñäåëàåò íå áîëåå m øàãîâ.

Òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî íàø àëãîðèòì êîððåêòåí.

Óòâåðæäåíèå 6. Ïðè óñëîâèè 
 >

3A

4

àëãîðèòì èíâåðòèðîâàíèÿ áè-

òà êîððåêòíî äåêîäèðóåò âñå ñëîâà, íàõîäÿùèåñÿ îò êîäîâûõ íà ðàññòîÿ-

íèè íå áîëåå

Æn

2

, òî åñòü åñëè ïðèìåíèòü åãî ê ëþáîìó òàêîìó ñëîâó y,
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÷òî d(x; y) 6

Æn

2

, ãäå x � íåêîòîðîå êîäîâîå ñëîâî, òî ðåçóëüòàò åãî ðà-

áîòû ñîâïàä¼ò ñî ñëîâîì x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = (z

1

; : : : ; z

n

) � âåêòîð çíà÷åíèé âåðøèí ëåâîé

äîëè ãðà�à G íà î÷åðåäíîì øàãå àëãîðèòìà, òî åñòü òåêóùåå ïðèáëèæåíèå

ê x. Îáîçíà÷èì S = fz

i

: z

i

6= x

i

g ìíîæåñòâî îøèáî÷íûõ ðàçðÿäîâ, â êî-

òîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ z è x. Òîãäà �

�

(S) = R

�

è �

1

(S) � �

�

(S), òî åñòü âñå

âåðøèíû èç �

1

(S) ÷¼ðíûå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî jSj 6 Æn (íà ïåðâîì øàãå ýòî âûïîëíåíî ïî óñëîâèþ),

òîãäà ìíîæåñòâî S äîëæíî õîðîøî ðàñøèðÿòüñÿ, òî åñòü j�(S)j > 
 � jSj.

Ïðè 
 >

3A

4

èç óòâåðæäåíèÿ 3 ïîëó÷àåì

j�

1

(S)j > (2
 �A) � jSj >

A

2

jSj: (12)

Tàê êàê j�(S)j 6 A � jSj, òî jR

�

j > j�

1

(S)j >

1

2

j�(S)j. Ïîýòîìó áîëüøå ïî-

ëîâèíû âñåõ ð¼áåð âåä¼ò èç ìíîæåñòâà S â ÷¼ðíûå âåðøèíû. Çíà÷èò, â S

íàéä¼òñÿ ïëîõàÿ âåðøèíà è àëãîðèòì íå çàêîí÷èò ðàáîòó äî òåõ ïîð, ïîêà

íå îêàæåòñÿ, ÷òî S = ? èëè ÷òî ê S íåïðèìåíèìà îöåíêà (12). Ïîñëåäíåå

ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òîëüêî åñëè êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà S îêà-

æåòñÿ ìåíüøå 
. Íî ãðà� G âûáðàí òàê, ÷òî âñå ìíîæåñòâà ìîùíîñòè íå

áîëåå Æn ðàñøèðÿþòñÿ ñ êîý��èöèåíòîì íå ìåíüøå 
, ïîýòîìó jSj > Æn.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè àëãîðèòì îñòàíîâèëñÿ, òî ýòî âîçìîæíî

òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: ëèáî S = ?, ëèáî jSj > Æn. Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîãî

ñëó÷àÿ íå áûâàåò. Äîêàæåì äàæå áîëåå ñèëüíóþ îöåíêó: íà ëþáîì øàãå

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

jSj < Æn: (13)

Äëÿ ýòîãî îöåíèì ÷èñëî ÷¼ðíûõ âåðøèí íà ïðîèçâîëüíîì øàãå.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà ïî óñëîâèþ jSj = d(x; y) 6

Æn

2

, ïîýòîìó íà ïåðâîì øàãå (13) âûïîëíåíî, à ÷èñëî ÷¼ðíûõ âåðøèí â R

íå ïðåâîñõîäèò j�(S)j 6 A � jSj 6 A �

Æn

2

. Êðîìå òîãî, âûøå ìû óáåäèëèñü

(óòâåðæäåíèå 5), ÷òî ÷èñëî ÷¼ðíûõ âåðøèí ñ êàæäûì øàãîì ìîíîòîííî

óáûâàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, jR

�

j 6 A �

Æn

2

íà ëþáîì øàãå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, jR

�

j > j�

1

(S)j >

A

2

jSj ïðè óñëîâèè jSj 6 Æn. Ñðàâ-

íèâàÿ íèæíþþ è âåðõíþþ îöåíêè jR

�

j, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

A

2

jSj < A

Æn

2

,

ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâó (13). Èòàê, äëÿ ëþáîãî øàãà äîêàçàíî:

åñëè jSj 6 Æn, òî jSj < Æn. (14)
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Îòìåòèì, ÷òî ýòî ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî äëÿ ìíîæåñòâà S öåëèêîì, íî è

äëÿ ëþáîãî åãî ïîäìíîæåñòâà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåêîòîðîì øàãå jSj > Æn. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-

íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Æn öåëîå ÷èñëî. �àññìîòðèì êàêîå-íèáóäü ïîä-

ìíîæåñòâî S

0

� S, òàêîå, ÷òî jS

0

j = Æn. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê

ñîãëàñíî (14) äîëæíî áûòü jS

0

j < Æn.

Òàêèì îáðàçîì jSj < Æn íà ëþáîì øàãå, øàãîâ êîíå÷íîå ÷èñëî, è çíà÷èò

ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà S = ?. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Âõîä: �ðà� G = (L t R;E), âåðøèíû L ñîäåðæàò ñëîâî y.

Èíèöèàëèçàöèÿ:

1. Ïåðåáðàâ ñïèñîê ñèíäðîìîâ R, âû÷èñëèòü èõ;

2. L = L

0

= : : : = L

A

= ?;

3. äëÿ êàæäîãî y 2 L âû÷èñëèòü m = j�

�

(y)j;

ïîìåñòèòü y â L

m

, è, åñëè m >

1

2

deg y, òî è â L.

Äåêîäèðîâàíèå: äî òåõ ïîð, ïîêà L 6= ?:

4. íàéòè íàèáîëüøåå m, ò.÷. L

m

6= ?;

5. âûáðàòü ïåðâóþ âåðøèíó y èç L

m

è èíâåðòèðîâàòü å¼,

óäàëèòü y èç L è ïåðåíåñòè èç L

m

â L

deg y�m

;

6. äëÿ êàæäîé âåðøèíû s 2 �(y) èíâåðòèðîâàòü å¼ öâåò;

7. äëÿ êàæäîé âåðøèíû y

0

2 �(�(y)):

� ïåðåñ÷èòàòü m

0

= j�

�

(y

0

)j;

� ïåðåìåñòèòü y

0

â L

m

0

, è, âîçìîæíî, â L.

Âûõîä: åñëè L = L

0

, âûäàòü L; èíà÷å îøèáêà äåêîäèðîâàíèÿ.

�èñ. 6

Â çàêëþ÷åíèå äàäèì ïðèìåð ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà â ìîäåëè RAM. Ñõå-

ìà åãî ïðîãðàììû ïðèâåäåíà íà ðèñ. 6. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðà� G
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ïðåäñòàâëåí äâóìÿ ñâÿçàííûìè ñïèñêàìè óêàçàòåëåé íà ñìåæíûå âåðøèíû

åãî äîëåé: ñïèñêîì êîäîâûõ âåðøèí L è ñïèñêîì ñèíäðîìîâ R.

Ïîÿñíèì ðàáîòó ïðîãðàììû. Íà �àçå èíèöèàëèçàöèè ïðîãðàììà âû÷èñ-

ëÿåò çíà÷åíèÿ âñåõ ñèíäðîìîâ è îðãàíèçóåò âñïîìîãàòåëüíûå ìíîæåñòâà L

è L

0

; : : : ; L

A

. Âñå ýòè ìíîæåñòâà òàêæå êàê L è R óäîáíî õðàíèòü â ïàìÿòè

â âèäå ñïèñêîâ èëè î÷åðåäåé. Ìíîæåñòâî L � L ñîäåðæèò ïëîõèå âåðøèíû

(òî÷íåå, óêàçàòåëè íà íèõ). Ñïèñîê

L

m

= fy 2 L : j�

�

(y)j = mg

ñîñòîèò èç òåõ êîäîâûõ âåðøèí, ó êîòîðûõ ðîâíîm ÷¼ðíûõ ñîñåäåé. Òàê êàê

ñòåïåíü êîäîâîé âåðøèíû îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé A, òî êàæäàÿ âåðøèíà

èç L âîéä¼ò ðîâíî â îäíî èç ìíîæåñòâ L

m

, m = 0; 1; : : : ; A. Ïîñëå �àçû

èíèöèàëèçàöèè âñå ñèíäðîìû èç R ðàçáèòû íà äâå ÷àñòè R

Æ

; R

�

è çàïîëíåíû

ñïèñêè L è L

m

.

Íà �àçå äåêîäèðîâàíèÿ ïðîãðàììà â öèêëå íàõîäèò ¾ñàìóþ ïëîõóþ¿

âåðøèíó y ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ÷¼ðíûõ ñèíäðîìîâ è èíâåðòèðóåò å¼

âìåñòå ñî ñìåæíûìè ñèíäðîìàìè. Ïðè ýòîì äëÿ å¼ êîððåêòíîé ðàáîòû íóæ-

íî ïåðåìåñòèòü íåêîòîðûå âåðøèíû èç îäíèõ âñïîìîãàòåëüíûõ ñïèñêîâ â

äðóãèå, ÷òî è ïðîèñõîäèò â ñòðîêàõ 5 è 7. Ïðîãðàììà çàâåðøàåò ñâîþ ðà-

áîòó, êîãäà ñïèñîê ïëîõèõ âåðøèí ïóñò. Åñëè ïðè ýòîì â ñïèñêå R îñòàëèñü

÷¼ðíûå ñèíäðîìû, ò.å. íà ïîñëåäíåì øàãå m 6= 0, òî ïðîèçîøëà îøèáêà

äåêîäèðîâàíèÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîäîâûå âåðøèíû ñîäåðæàò êîäîâîå

ñëîâî.

Óòâåðæäåíèå 7. �åàëèçàöèÿ àëãîðèòìà �àëëàãåðà â ìîäåëè RAM èìå-

åò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîððåêòíîñòü ïðîãðàììû, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 6, ñëå-

äóåò èç óòâåðæäåíèé 5 è 6. Îöåíèì òðåáóåìûå åþ ðåñóðñû � ïàìÿòü è

âðåìÿ. Òàê êàê A = O(1) è êàæäàÿ âåðøèíà âõîäèò ðîâíî â îäèí èç äîïîë-

íèòåëüíûõ ñïèñêîâ L

0

; : : : ; L

A

, òî îáú¼ì èñïîëüçóåìîé ïðîãðàììîé ïàìÿòè

ëèíååí ïî n.

Èíèöèàëèçàöèÿ âñåõ ñïèñêîâ (ñòðîêà 3) î÷åâèäíî ïðîèñõîäèò çà ëèíåé-

íîå âðåìÿ. Äëÿ ïðîñìîòðà òåêóùåãî ýëåìåíòà ëþáîãî ñïèñêà è íàõîæäå-

íèÿ âñåõ ñìåæíûõ åìó âåðøèí äîñòàòî÷íî max(A;B) = O(1) îïåðàöèé.

×èñëî øàãîâ îñíîâíîãî öèêëà (ñòðîêè 4�7) ïî óòâåðæäåíèþ 5 íå ïðåâîñ-

õîäèò jR

0

�

j 6 jRj = O(n). Ïîèñê ìàêñèìóìà â ñòðîêå 4 âûïîëíÿåòñÿ çà

âðåìÿ O(A) = O(1) è íå çàâèñèò îò n. Äëÿ ñòðîê 5,6 ñïðàâåäëèâî òî æå

ñàìîå. Ñàìîé ñëîæíîé ÷àñòüþ îäíîãî øàãà öèêëà ÿâëÿåòñÿ ñòðîêà 7: ðàç
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ìû èçìåíèëè ñèíäðîìû s èç òåíè âåðøèíû y, òî ýòî äåéñòâèå âëèÿåò íà

âñå êîäîâûå âåðøèíû y

0

, ñìåæíûå s, è òðåáóåò èõ êîððåêöèè. Òåì íå ìåíåå,

÷èñëî òàêèõ âåðøèí y

0

, ðàâíîå j�(�(y))j, íå ïðåâîñõîäèò AB = O(1), òàê

êàê êàæäûé ñèíäðîì s ñìåæåí ñ íå áîëåå ÷åì B êîäîâûìè âåðøèíàìè

5)

.

Çíà÷èò, èõ ïðîñìîòð è èçìåíåíèå ñòàòóñà (äëÿ êàæäîé âåðøèíû y

0

íóæíî

çàíîâî ïåðåñ÷èòàòü ÷èñëî ÷¼ðíûõ ñîñåäåé, âñåãî O(A) îïåðàöèé) çàíèìàåò

êîíñòàíòíîå âðåìÿ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî îïåðàöèé íà êàæäîì øàãå 4�7

íå çàâèñèò îò n, è îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé, ïðîèçâåä¼ííûõ ïðîãðàììîé, ðàâ-

íî O(n).

Òåïåðü ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà. Îí ñëå-

äóåò èç óòâåðæäåíèé 1, 7 è òåîðåìû 2.

Òåîðåìà 4 (Ì. Ñèïñåð, Ä. Ñïàéëìàí). Ïóñòü G = G


;Æ

A;B;n

� äâóäîëü-

íûé ðàñøèðèòåëü, òàêîé ÷òî 
 >

3A

4

è A;B = O(1). Ïóñòü C = C


;Æ

n

� ëè-

íåéíûé êîä, äëÿ êîòîðîãî ãðà� G ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Òàííåðà. Òîãäà ñêîðîñòü

êîäà C íå ìåíüøå

1

2

, à îòíîñèòåëüíîå êîäîâîå ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå Æ.

Áîëåå òîãî, êîä C îáëàäàåò ëèíåéíûì àëãîðèòìîì äåêîäèðîâàíèÿ è êâàä-

ðàòè÷íûì àëãîðèòìîì êîäèðîâàíèÿ, ò.å. L

e

(C) = O(n

2

) è L

d

(C) = O(n).

5. Àíàëèç ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè íåâåðíûõ ïðîâåðêàõ

Âåðí¼ìñÿ ê àëãîðèòìó äåêîäèðîâàíèÿ ýêñïàíäåðíîãî êîäà (ñòð. 39) è

ïîñòàâèì âîïðîñ, êàê îí áóäåò ðàáîòàòü â ñëó÷àå êîãäà èñïîð÷åíû íå òîëü-

êî êîäîâûå, íî è ïðîâåðî÷íûå âåðøèíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, êàê è ðà-

íåå, G = (L t R;E) � äâóäîëüíûé (A;B)-îãðàíè÷åííûé (
; Æ)-ðàñøèðèòåëü

è jLj = n. Âåðøèíû ëåâîé äîëè ñîäåðæàò èñêàæ¼ííîå ñëîâî y, îòëè÷àþùåå-

ñÿ îò íåêîòîðîãî êîäîâîãî ñëîâà x íå áîëåå ÷åì â Æn=2 îøèáî÷íûõ ðàçðÿäàõ.

Ïðîâåðî÷íûå âåðøèíû (ïðàâàÿ äîëÿ) ñîîòâåòñòâóþò êîìïîíåíòàì ñèíäðî-

ìà ïðèíÿòîãî ñëîâà y. Áóäåì êàê è ïðåæäå ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ðàñêðàøåíû

áåëûì è ÷¼ðíûì öâåòîì â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàâåí ñîîòâåòñòâóþùèé

ñèíäðîìíûé ðàçðÿä íóëþ èëè åäèíèöå. Ïðåäïîëîæèì â îòëè÷èå îò ðàíåå

ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àÿ, ÷òî â ãðà�å G â íåêîòîðûõ ñèíäðîìíûõ âåðøè-

íàõ ìîãóò, êàê è â êîäîâûõ, ïðîèçîéòè îøèáêè: èñïîð÷åííàÿ ïðîâåðî÷íàÿ

âåðøèíà ãðà�à G âñåãäà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ïðîòèâîïîëîæíîå èñòèííîìó.

5)

Èìåííî â ýòîì ìåñòå è òîëüêî çäåñü íàì òðåáóåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ñòåïåíè B âåðøèí

ïðàâîé äîëè ãðà�à G.
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Òàêàÿ âåðøèíà äà¼ò íåâåðíûå îòâåòû íà çàïðîñû íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðà-

áîòû àëãîðèòìà � åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà ñèíäðîìà íà ñàìîì

äåëå ðàâíà íóëþ, òî åñòü öâåò âåðøèíû äîëæåí áûòü áåëûì, òî îíà ÷¼ðíàÿ,

è íàîáîðîò.

Çàïóñòèì àëãîðèòì íà ñëîâå y. ßñ-

S

E

�(S)

�

Æ

�

�

�

Æ1

�èñ. 7

íî, ÷òî åñëè ÷èñëî èñïîð÷åííûõ ïðîâå-

ðî÷íûõ âåðøèí âåëèêî, òî îí íå ñìî-

æåò äåêîäèðîâàòü âñå îøèáêè â ïðèíÿ-

òîì ñëîâå. Ïîñòàðàåìñÿ âûÿñíèòü, ïðè

êàêèõ óñëîâèÿõ åìó íàâåðíÿêà óäàñòñÿ

èõ çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü. Èòàê, ïóñòü

S � L è E � R � ìíîæåñòâà îøèáîê-

èíâåðñèé â êîäîâûõ è ïðîâåðî÷íûõ âåð-

øèíàõ ñîîòâåòñòâåííî, è ïóñòü e = jEj.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, �

Æ

= �

Æ

(S) è �

�

=

�

�

(S)�ìíîæåñòâà áåëûõ è ÷¼ðíûõ ïðî-

âåðî÷íûõ âåðøèí èç òåíè � = �(S).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �(S) \ E 6= ?. �àñ-

ñìîòðèì ìíîæåñòâî �

Æ1

= �

Æ

\ �

1

, ñîñòîÿùåå èç áåëûõ âåðøèí, ñìåæíûõ

ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé èç S. Òàê êàê îíè áåëîãî öâåòà, à äîëæíû áûòü

÷¼ðíûìè, òî î÷åâèäíî, ÷òî îíè îøèáî÷íûå, òî åñòü �

Æ1

� E è j�

Æ1

j 6 e.

Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ S ñ åãî òåíüþ �(S), îöåíèâ èõ ÷èñ-

ëî ñâåðõó è ñíèçó. Ëþáàÿ âåðøèíà èç ìíîæåñòâà �

Æ

n �

Æ1

ñîåäèíåíà ñ S ïî

êðàéíåé ìåðå äâóìÿ ð¼áðàìè, è ïîýòîìó

A � jSj > j�j+ j�

Æ

n �

Æ1

j > j�j+ j�

Æ

j � e =

= 2j�j � j�

�

j � e > 2
 � jSj � j�

�

j � e:

(15)

Ìíîæåñòâî S ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðàçðÿäîâ, â êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ

ïðèíÿòîå è èñõîäíîå êîäîâîå ñëîâî. Ïîñìîòðèì, êàê ìåíÿåòñÿ S â ïðîöåññå

ðàáîòû àëãîðèòìà. Åñëè îí îêîí÷èë ðàáîòó, òî âñÿêàÿ âåðøèíà èç S èìååò

íå áîëåå

A

2

÷¼ðíûõ ñîñåäåé, òî åñòü j�

�

j 6

A

2

jSj, èíà÷å ìîæíî ñäåëàòü åù¼

îäèí øàã. Èç íåðàâåíñòâà (15) òîãäà ïîëó÷àåì

A � jSj > 2
 � jSj �

A

2

jSj � e;

îòêóäà

jSj 6

e

2
 �

3A

2

:
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Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà âñåãäà âûïîëíÿëîñü

íåðàâåíñòâî jSj 6 e=2. Ýòî áóäåò òàê ïðè óñëîâèè

e

2
 �

3A

2

6

e

2

;

äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî 
 > 1 +

3A

4

. Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ý��åêòèâíîé ðàáîòû

íàøåãî àëãîðèòìà â íîâûõ óñëîâèÿõ îò ðàñøèðèòåëÿ òðåáóåòñÿ çíà÷èòåëü-

íî áîëüøèé êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ, ÷åì ïðè ðàáîòå ñ áåçîøèáî÷íûìè

ïðîâåðêàìè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ A, à èìåííî ïðè A 6 4,

òàêèõ ãðà�îâ íå ñóùåñòâóåò âîâñå. Òåì íå ìåíåå, íàïðèìåð ïðè A > 8 äëÿ

íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî âçÿòü 
 >

7A

8

, è ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ðàñøèðèòå-

ëåé ãàðàíòèðîâàíî òåîðåìîé 3.

Âûÿñíèì òåïåðü, ïðè êàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ðàáîòà àëãîðèò-

ìà ñ èñïîð÷åííûìè ïðîâåðêàìè êîððåêòíà è îí îñòàíîâèòñÿ ïðè jSj 6 e=2.

Âî-ïåðâûõ, àëãîðèòì âñåãäà îêîí÷èò ñâîþ ðàáîòó, äàæå íåçàâèñèìî îò âå-

ëè÷èíû jEj. Ýòî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì êàê òîëüêî ìû çàìåòèì (ñì. óòâåð-

æäåíèå 5), ÷òî ñ êàæäûì øàãîì ÷èñëî ÷¼ðíûõ âåðøèí â R óáûâàåò, à çíà÷èò

÷èñëî øàãîâ êîíå÷íî è íå ïðåâîñõîäèò jRj = n=2. Âî-âòîðûõ, îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà íå áîëåå ÷åì ëèíåéíà ïî n, òàê êàê ÷èñëî

îïåðàöèé íà îäíîì øàãå íå çàâèñèò îò n.

Ïóñòü S

i

� ìíîæåñòâî îøèáî÷íûõ âåðøèí èç L íà i-îì øàãå, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ðàçðÿäàì â êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ êîäîâîå ñëîâî è âû÷èñëåííîå

àëãîðèòìîì åãî òåêóùåå ïðèáëèæåíèå. Íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæå-

ñòâî S

i

äîñòàòî÷íî ìàëî ïðè âñåõ i äëÿ òîãî ÷òîáû ¾õîðîøî ðàñøèðÿòüñÿ¿

ñ êîý��èöèåíòîì 
 è ÷òîáû ê íåìó ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü âñ¼ ñêàçàííîå

âûøå. Ìû ñäåëàåì ýòî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê äîêàçàëè óòâåðæäåíèå 6.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íåðàâåíñòâà jS

0

j 6

Æn

2

è e = jEj 6

Æn

2

âûïîëíå-

íû ê ïåðâîìó øàãó àëãîðèòìà. Òîãäà â íà÷àëå åãî ðàáîòû ÷èñëî ÷¼ðíûõ

ïðîâåðî÷íûõ âåðøèí íå ïðåâîñõîäèò A � jSj + jEj 6

Æn

2

(A + 1). Îáîçíà÷èì

÷åðåç R

i

�

ìíîæåñòâî âåðøèí ÷¼ðíîãî öâåòà â R íà i-îì øàãå. Î÷åâèäíî, ÷òî

jR

i

�

j > j�

1

(S

i

)j � j�

Æ1

(S

i

)j. Â ïðîöåññå ðàáîòû ìíîæåñòâî E íå ìåíÿåòñÿ, à

jR

i

�

j ìîíîòîííî óáûâàåò. Êðîìå òîãî, â ñèëó ñâîéñòâà (9)

jR

i

�

j > j�

1

(S

i

)j � e > (2
 �A) � jS

i

j � e

ïðè óñëîâèè jS

i

j 6 Æn, îòêóäà

(2
 �A) � jS

i

j 6 jR

i

�

j+ e 6

Æn

2

(A+ 1) + e 6

Æn

2

(A+ 2);
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òî åñòü

jS

i

j 6 Æn �

A+ 2

4
 � 2A

: (16)

Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîì øàãå âåëè÷èíà jS

i

j ìåíÿåòñÿ íà 1. Ïîýòîìó åñëè

ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû èç íåðàâåíñòâà (16) ñëåäîâàëî

jS

i

j 6 Æn� 1; (17)

òî ê ñëåäóþùåìó øàãó jS

i+1

j 6 jS

i

j + 1 6 Æn è ìîùíîñòü ìíîæåñòâà S

i+1

íå ïåðåõîäèò ÷åðåç ãðàíèöó ¾õîðîøåãî ðàñøèðåíèÿ¿. Ñëåäîâàòåëüíî, è íà

(i + 1)-îì øàãå âñå îöåíêè îñòàþòñÿ â ñèëå, â ÷àñòíîñòè jS

i+1

j 6 Æn � 1.

Çíà÷èò, ÷òîáû ïðèìåíèòü èíäóêöèþ ïî i, êîòîðàÿ çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî

êîððåêòíîñòè, íàì äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

Æn

A+ 2

4
 � 2A

< Æn� 1:

Îíî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó


 >

1

2

�

Æn

Æn� 1

+A

�

1

2

+

1

4

�

Æn

Æn� 1

�

: (18)

Ìû ðàññìàòðèâàåì äîñòàòî÷íî áîëüøèå êîäîâûå ãðà�û, òàê ÷òîáû îòíîøå-

íèå

Æn

Æn�1

áûëî íåâåëèêî. Íàïðèìåð, ïðè

Æn

Æn�1

<

6

5

è A > 8 íåðàâåíñòâî (18)

ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì, ÷åì òðåáîâàíèå 
 > 1 +

3A

4

. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

ýòèõ óñëîâèÿõ âûïîëíåíî (17) è àëãîðèòì ðàáîòàåò êîððåêòíî.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü C � ýêñïàíäåðíûé êîä äëèíû n è ðàçìåðíî-

ñòè íå ìåíåå n=2, ïîñòðîåííûé ïî äâóäîëüíîìó ðàñøèðèòåëþ G = G


;Æ

A;B;n

,

ïðè÷¼ì n > n

0

=

6

Æ

, A > 8 è 
 >

7A

8

. Ïóñòü x 2 C � êîäîâîå ñëîâî

è y � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî, îòëè÷àþùååñÿ îò x íå áîëåå ÷åì â

Æn

2

ðàçðÿ-

äàõ. Ïóñòü íà âõîä àëãîðèòìà èíâåðòèðîâàíèÿ áèòà ïîäàþòñÿ ãðà� G è

ñëîâî y, ïðè÷¼ì e 6

Æn

2

ïðîâåðî÷íûõ âåðøèí â G èñïîð÷åíû, òàê ÷òî èõ

çíà÷åíèå âñåãäà ïðîòèâîïîëîæíî èñòèííîìó. Òîãäà àëãîðèòì çàêîí÷èò

ðàáîòó çà íå áîëåå ÷åì ëèíåéíîå ïî n ÷èñëî øàãîâ, çàòðàòèâ O(n) ýëå-

ìåíòàðíûõ îïåðàöèé, è íàéäåííîå èì ñëîâî áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñëîâà

x íå áîëåå ÷åì â e=2 ðàçðÿäàõ.
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6. Êîä, ðåäóöèðóþùèé îøèáêè

�àíüøå ìû ñ÷èòàëè, ÷òî êîäîâûì ñëîâîì ÿâëÿåòñÿ òàêîå ñëîâî x =

(x

1

; : : : ; x

n

), ÷òî ïðè x

i

2 L âûïîëíåíî s

m

= 0 äëÿ âñåõ s

m

2 R. Òåïåðü ðàñ-

ñìîòðèì äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êîäà ñ ïîìîùüþ ãðà�à-ðàñøèðèòåëÿ:

áóäåì ñ÷èòàòü êîäîâûìè âñå âåðøèíû ãðà�à, à íå òîëüêî âåðøèíû ëåâîé

äîëè.

Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ðàñøèðèòåëü ñ ëåâîé äîëåé èç k âåðøèí

6)

è ïðà-

âîé äîëåé èç k=2 âåðøèí. Åãî êîý��èöèåíòû 
 è Æ óòî÷íèì ïîçäíåå. �àñ-

ñìîòðèì äâîè÷íûé ëèíåéíûé êîä R

k

, çàäàííûé ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé

âèäà

G = G

k�

3

2

k

= (EjB) ;

ãäå E = E

k�k

� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, B = B

k�

k

2

� ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðà-

�à G, òî åñòü ìàòðèöà, â êîòîðîé íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà

ñòîèò åäèíèöà, êîãäà i-ÿ âåðøèíà ëåâîé äîëè ñîåäèíåíà ðåáðîì â ãðà�å G

ñ j-é âåðøèíîé ïðàâîé äîëè, è ñòîèò íîëü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Êîäîâûå

ñëîâà êîäà R

k

èìåþò âèä

(x

1

; : : : ; x

k

; s

1

; : : : ; s

k=2

);

ãäå âåêòîð x = (x

1

; : : : ; x

k

) ïðîèçâîëåí, à íàáîð s = (s

1

; : : : ; s

k=2

) ÿâëÿåòñÿ

çíà÷åíèåì ñèíäðîìà âåêòîðà x â ïðåæíåì ñìûñëå. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå

k ðàçðÿäîâ êîäîâîãî ñëîâà � èí�îðìàöèîííûå, ïîñëåäíèå k=2 ðàçðÿäîâ �

ïðîâåðî÷íûå, è êîä R

k

ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèì.

Âûÿñíèì, êàêîâà êîððåêòèðóþùàÿ ñïîñîáíîñòü êîäà R

k

. Åãî ðàçìåð-

íîñòü ðàâíà k, äëèíà ðàâíà

3

2

k. Åñëè ñòåïåíü âåðøèí èç ëåâîé è ïðàâîé

äîëåé ãðà�à G íå ïðåâûøàåò ñîîòâåòñòâåííî A è B, òî â êàæäîé ñòðîêå

ìàòðèöû G íå áîëåå (A + 1) åäèíèö, è íå áîëåå B åäèíèö â êàæäîì èç

ïîñëåäíèõ ñòîëáöîâ. Çíà÷èò, ìàòðèöà G ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííîé è ïîðîæäà-

åìûé åþ ëèíåéíûé êîä èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå O(1), íå çàâèñÿùåå îò k.

Òàêèì îáðàçîì êîäR

k

íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè õîðîøèì, òàê êàê ïëîõî

èñïðàâëÿåò îøèáêè. Îäíàêî îí õîðîøî èõ ðåäóöèðóåò.

Óòâåðæäåíèå 9. Ïóñòü x = (x; s) 2 R

k

� êîäîâîå ñëîâî, ñîîòâåòñòâó-

þùåå èí�îðìàöèîííîìó âåêòîðó x. Ïóñòü ïîëó÷åíî ñëîâî y, îòëè÷íîå îò

ñëîâà x íå áîëåå ÷åì â

Æk

2

ðàçðÿäàõ, ñðåäè êîòîðûõ e ïðîâåðî÷íûõ. Òîãäà

ñëîâî z, ïîëó÷åííîå íà âûõîäå àëãîðèòìà èíâåðòèðîâàíèÿ áèòà ïðèìåí¼í-

íîãî ê y, îòëè÷àåòñÿ îò x íå áîëåå ÷åì â

e

2

èí�îðìàöèîííûõ ðàçðÿäàõ.

Áîëåå òîãî, ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìà íå áîëåå ÷åì ëèíåéíî.

6)

Ìû ñïåöèàëüíî ïîìåíÿëè îáîçíà÷åíèÿ ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî òî, ÷òî â ïðåæíåì

êîäå áûëî äëèíîé, â íîâîì êîäå ñòàëî ðàçìåðíîñòüþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ïîéì¼ì, êàê ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì

äåêîäèðîâàíèÿ êîäà Ñèïñåðà � Ñïàéëìàíà ê êîäó R

k

. Ïóñòü âåêòîðû y

0

, y

00

ñîñòàâëåíû èç ïåðâûõ k è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëåäíèõ k=2 ðàçðÿäîâ ñëîâà y.

�àññìîòðèì ãðà� G, íà îñíîâå êîòîðîãî ïîñòðîåí êîä R

k

. Çàìåíèì �àçó

èíèöèàëèçàöèè àëãîðèòìà èíâåðòèðîâàíèÿ áèòà, íà êîòîðîé ïðîâåðî÷íûì

âåðøèíàì ïðàâîé äîëè G ïåðâûé ðàç ïðèïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ,

ñëåäóþùåé ïðîöåäóðîé: ðàçðÿäû âåêòîðîâ y

0

è y

00

ïîìåùàþòñÿ â âåðøèíû

ëåâîé è ïðàâîé äîëè G. Ïîñëå ýòîãî àëãîðèòì ïðîäîëæàåò ñâîþ ðàáîòó êàê

îáû÷íî.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðàáîòà àëãîðèòìà èìåííî ïðè òàêèõ íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ áûëà ðàçîáðàíà â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Òåïåðü èñêîìûé ðåçóëüòàò

ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 8. Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 8 ïîçâîëÿåò íåìíîãî

óñèëèòü �îðìóëèðîâêó óòâåðæäåíèÿ 9: îíî áóäåò ñïðàâåäëèâî è â òîì ñëó-

÷àå, êîãäà ñëîâî y îòëè÷àåòñÿ îò x íå áîëåå ÷åì â

Æk

2

èí�îðìàöèîííûõ è

íå áîëåå ÷åì â e ïðîâåðî÷íûõ ðàçðÿäàõ, ãäå e 6

Æk

2

.

Íàêîíåö îòìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü êîäèðîâàíèÿ êîäîì R

k

, òî åñòü ÷èñ-

ëî ýëåìåíòàðíûõ áèòîâûõ îïåðàöèé, òðåáóþùèõñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîäîâîãî

âåêòîðà èç èí�îðìàöèîííîãî, ðàâíà ÷èñëó ð¼áåð â ãðà�å G, òî åñòü ðàâ-

íà O(k). Ýòî ñëåäóåò òàêæå è èç óòâåðæäåíèÿ 1.

Óòâåðæäåíèå 10. L

e

(R

k

) = O(k).

Áóäåì íàçûâàòü êîä R

k

êîäîì, ðåäóöèðóþùèì îøèáêè.

7. Êîä Ñïàéëìàíà

Îòìåòèì, ÷òî åñëè e = 0 â óòâåðæäåíèè 9, òî åñòü ÷èñëî îøèáîê â ñëî-

âå y íå ïðåâûøàåò

Æk

2

è âñå îíè ñîñðåäîòî÷åíû â èí�îðìàöèîííîé ÷àñòè,

òî àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ êîäà R

k

èñïðàâèò âñå òàêèå îøèáêè. Îòñþ-

äà âîçíèêàåò èäåÿ: íàäî çàùèòèòü ïðîâåðî÷íûå ñèìâîëû îò îøèáîê, òîãäà

èí�îðìàöèîííûå áóäóò äåêîäèðîâàíû áåçîøèáî÷íî. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü,

ïðèìåíèâ ñëåäóþùóþ ðåêóðñèâíóþ êîíñòðóêöèþ.

Ñíà÷àëà èçëîæèì íå�îðìàëüíî îáùóþ ñõåìó. Ïóñòü k = 2

a

b, ãäå a; b �

íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S

k

êîä, âñå êîäîâûå ñëîâà

êîòîðîãî èìåþò âèä, ïðèâåä¼ííûé íà ðèñ. 8.

Êàæäîå êîäîâîå ñëîâî êîäà S

k

ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ÷àñòåé M

k

, A

k

, B

k

è D

k

, äëèíû êîòîðûõ ðàâíû k, k=2, 3k=2 è k ñîîòâåòñòâåííî. �àçðÿäû ìíî-

æåñòâàM

k

âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíî. Îíè êîäèðóþòñÿ âûøåîïèñàííûì êî-

äîì R

k

, è ïîëó÷åííûå k=2 åãî ïðîâåðî÷íûõ ðàçðÿäîâ îáîçíà÷àþòñÿ A

k

. Äà-

ëåå ïî èíäóêöèè ðàçðÿäû A

k

êîäèðóþòñÿ êîäîì S

k=2

, ïðîâåðî÷íûå ñèìâîëû
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èí�. áèòû M

k

k

k=2

ïðîâåðêè A

k

R

k

z }| {

3k=2

B

k

| {z }

S

k=2

k

D

k

R

2k

z }| {

�èñ. 8

êîòîðîãî îáîçíà÷åíû B

k

. Íàêîíåö, êî âñåìó ñëîâó (A

k

; B

k

) 2 S

k=2

äëèíû

k=2 + 3k=2 = 2k ïðèìåíÿåòñÿ êîäåð êîäà R

2k

, è âû÷èñëåííûå èì ïðîâå-

ðî÷íûå ñèìâîëû îáîçíà÷àþòñÿ D

k

. Íà ðèñóíêå îòìå÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå

êîäîâûå ñëîâà (M

k

; A

k

), (A

k

; B

k

) è (A

k

; B

k

; D

k

) êîäîâ R

k

, S

k=2

è R

2k

, êî-

òîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîäñëîâàìè êîäîâîãî ñëîâà èç S

k

.

Òàêèì îáðàçîì,M

k

� èí�îðìàöèîííûå ðàçðÿäû êîäà S

k

, (A

k

; B

k

; D

k

) �

ïðîâåðî÷íûå, äëèíà êîäà S

k

ðàâíà 4k è ñêîðîñòü ðàâíà

1

4

. Êîä S

k

áûë

âïåðâûå ïðåäëîæåí â ðàáîòå [18℄. Íàçîâ¼ì åãî êîäîì Ñïàéëìàíà.

�àññìîòðèì âëîæåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîäîâ, èñïîëüçîâàííûõ ïðè

ïîñòðîåíèè êîäà S

k

:

S

k

; S

k=2

; S

k=2

2

; S

k=2

3

; : : : S

2b

; S

b

: (19)

Íà íåêîòîðîì øàãå ñ íîìåðîì a îíà îáîðâ¼òñÿ, è S

b

áóäåò ¾çàòðàâî÷íûì¿

êîäîì äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Óòî÷íèì åãî ïàðàìåòðû, íî ïðåæäå

÷åì âûáðàòü ïîäõîäÿùèå a, b è S

b

âûÿñíèì, ñ êàêîé ñëîæíîñòüþ ïðîèñõîäèò

êîäèðîâàíèå è äåêîäèðîâàíèå òàêîé êàñêàäíîé êîíñòðóêöèè.

Çàìåòèì, ÷òî B

k

= (A

k=2

; B

k=2

; D

k=2

) è ïîýòîìó êîäîâîå ñëîâî x êîäà S

k

èìååò âèä

x = (M

k

; A

k

; A

k=2

; A

k=4

; : : : ; A

2b

; C

b

; D

2b

; : : : ; D

k=2

; D

k

);

ãäå C

b

� íåêîòîðîå ñëîâî èç êîäà S

b

.

Ñëîæíîñòü êîäèðîâàíèÿ. Ïî ïîñòðîåíèþ, êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ ðåêóðñèâíî â òðè ýòàïà:

M

k

R

k

��! (M

k

; A

k

)

S

k=2

���! (M

k

; A

k

; B

k

)

R

2k

��! (M

k

; A

k

; B

k

; D

k

):

50



Ä.À.Æóêîâ

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñëîæíîñòè êîäèðîâàíèÿ êîäîì Ñïàéëìàíà ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

L

e

(S

k

) = L

e

(R

k

) + L

e

(S

k=2

) + L

e

(R

2k

):

Â óòâåðæäåíèè 10 ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî L

e

(R

k

) 6 


e

k

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû 


e

. Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå íåðàâåíñòâî

L

e

(S

k

) 6 L

e

(S

k=2

) + 3


e

k;

ðåøåíèåì êîòîðîãî áóäåò

L

e

(S

k

) 6 L

e

(S

b

) + 3


e

a

X

i=1

k

2

i

< L

e

(S

b

) + 6


e

k = L

e

(S

b

) +O(k): (20)

Òàêèì îáðàçîì, âûáîðîì b ìîæíî äîáèòüñÿ ëèíåéíîé ñëîæíîñòè êîäåðà.

Ñëîæíîñòü äåêîäèðîâàíèÿ. Äåêîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â îáðàò-

íîì ïîðÿäêå. Ïóñòü ïåðåäàâàëîñü ñëîâî x = (M

k

; A

k

; B

k

; D

k

) 2 S

k

, à ïîëó-

÷åíî íåêîòîðîå ñëîâî y = (M

0

k

; A

0

k

; B

0

k

; D

0

k

). Âíà÷àëå ðàçðÿäû (A

0

k

; B

0

k

; D

0

k

)

ïîñòóïàþò â äåêîäåð êîäà R

2k

. Îí èñïðàâëÿåò íåêîòîðûå îøèáêè è âûäà¼ò

íåêîòîðûé âåêòîð (A

00

k

; B

00

k

), êîòîðûé, âîçìîæíî, îòëè÷àåòñÿ îò (A

k

; B

k

). Çà-

òåì ïðèìåíÿåòñÿ øàã èíäóêöèè: âåêòîð (A

00

k

; B

00

k

) ïîäà¼òñÿ íà âõîä äåêîäåðà

êîäà S

k=2

. Íà åãî âûõîäå ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðûé âåêòîð A

000

k

. Çàâåðøà-

åòñÿ äåêîäèðîâàíèå ñëîâà y ïðèìåíåíèåì äåêîäåðà êîäà R

k

, äàþùåãî íàì

âåêòîð M

00

k

:

(M

0

k

; A

0

k

; B

0

k

; D

0

k

)

R

�1

2k

���! (M

0

k

; A

00

k

; B

00

k

)

S

�1

k=2

���! (M

0

k

; A

000

k

)

R

�1

k

���!M

00

k

: (21)

Òàêèì îáðàçîì, äåêîäåð êîäà S

k

ñîñòîèò èç äåêîäåðîâ êîäîâ R

2k

, S

k=2

è R

k

, è ïîýòîìó

L

d

(S

k

) = L

d

(R

2k

) + L

d

(S

k=2

) + L

d

(R

k

):

Êàê ìû âèäåëè âûøå (óòâåðæäåíèå 9), L

d

(R

k

) 6 


d

k äëÿ íåêîòîðîé êîí-

ñòàíòû 


d

. Îòñþäà àíàëîãè÷íî (20) ïîëó÷àåì

L

d

(S

k

) 6 L

d

(S

b

) + 6


d

k = L

d

(S

b

) +O(k): (22)

Çíà÷èò, ïðè óñëîâèè L

d

(S

b

) = O(k) äåêîäåð òàêæå êàê è êîäåð èìååò ëè-

íåéíóþ ñëîæíîñòü. Â èòîãå ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 11. Êîä Ñïàéëìàíà èìååò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü êîäè-

ðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ.
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Êîððåêòíîñòü. Òåïåðü íàñòàëî âðåìÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî êîä S

k

èñïðàâ-

ëÿåò íåêîòîðóþ ïîëîæèòåëüíóþ äîëþ îøèáîê, à çíà÷èò àñèìïòîòè÷åñêè

õîðîø. Äîêàæåì, ÷òî åñëè ÷èñëî îøèáîê íå ïðåâîñõîäèò

Æk

2

, òî âåêòîð M

00

k

,

ïîëó÷åííûé íà âûõîäå êàñêàäíîãî äåêîäåðà (21), ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì èí-

�îðìàöèîííûì âåêòîðîì M

k

.

Óòâåðæäåíèå 12. Åñëè êîä S

i

èñïðàâëÿåò

Æi

2

îøèáîê, òî êîä S

2i

èñ-

ïðàâëÿåò Æi îøèáîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðèíÿòîå ñëîâî y = (M

0

2i

; A

0

2i

; B

0

2i

; D

0

2i

) îòëè÷àåòñÿ

îò êîäîâîãî ñëîâà x = (M

2i

; A

2i

; B

2i

; D

2i

) êîäà S

2i

íå áîëåå ÷åì â Æi ðàçðÿ-

äàõ. Òàê êàê

(A

00

2i

; B

00

2i

) = R

�1

4i

(A

0

2i

; B

0

2i

; D

0

2i

)

è ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðîì (A

2i

; B

2i

; D

2i

) 2 R

4i

è âåêòîðîì (A

0

2i

; B

0

2i

; D

0

2i

)

íå ïðåâîñõîäèò Æi, òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 9, ïîëó÷åííûé íà âûõîäå äå-

êîäåðà êîäà R

4i

âåêòîð (A

00

2i

; B

00

2i

) îòëè÷àåòñÿ îò âåêòîðà (A

2i

; B

2i

) 2 S

i

íå

áîëåå ÷åì â

Æi

2

ðàçðÿäàõ.

Òîãäà, ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, äåêîäåð êîäà S

i

äîëæåí èñïðà-

âèòü âñå îøèáêè â ñëîâå (A

00

2i

; B

00

2i

), ïîýòîìó

A

2i

= S

�1

i

(A

00

2i

; B

00

2i

):

Íàêîíåö, òàê êàê ïðîâåðî÷íûå ðàçðÿäûA

2i

íå ñîäåðæàò îøèáîê è ê òîìó æå

d(M

0

2i

;M

2i

) 6 Æi, òî ðåçóëüòàòîì äåêîäåðà R

2i

, ïðèìåí¼ííîãî ê (M

0

2i

; A

2i

),

áóäåò èñõîäíûé èí�îðìàöèîííûé âåêòîð: M

2i

= R

�1

2i

(M

0

2i

; A

2i

).

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ èíäóêöèè íàì îñòàëîñü ïîäîáðàòü êîä S

b

. Ìû äîêà-

çàëè, ÷òî S

k

èñïðàâëÿåò ëþáûå

Æk

2

îøèáîê, åñëè S

k=2

èñïðàâèò ëþáûå

Æk

2

2

îøèáîê. Â ñâîþ î÷åðåäü, êîä S

k=2

èñïðàâèò

Æk

2

2

îøèáîê, åñëè S

k=2

2
èñïðà-

âèò

Æk

2

3

îøèáîê, è ò.ä. Çíà÷èò, íàøà êîíñòðóêöèÿ áóäåò êîððåêòíî ðàáîòàòü,

åñëè êîä S

b

èñïðàâèò ïðîèçâîëüíóþ êîìáèíàöèþ èç

Æb

2

îøèáîê.

Íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîäà äëèíîé 4b, ñêîðîñòè 1=4, ñ êîäîâûì ðàñ-

ñòîÿíèåì d > Æb+ 1 ìîæíî îòâåòèòü, ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Âàðøàìîâà �

�èëüáåðòà (1): èñêîìûé êîä S

b

ñóùåñòâóåò, åñëè

d�2

X

i=0

�

4b� 1

i

�

< 2

3b

:

Ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

P

Æb

i=0

�

4b

i

�

< 2

3b

, ÷òî â ñâîþ î÷å-

ðåäü áóäåò âåðíî (çäåñü ìû âîñïîëüçóåìñÿ (11)), åñëè áóäåò ñïðàâåäëèâî
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íåðàâåíñòâî

�

e�4b

Æb

�

Æb

< 2

3b

. Ïîñëåäíåå ïðè b > 1 ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

�

e � 4

Æ

�

Æ

< 8;

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ Æ <

1

2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè Æ íà ðîëü êîäà S

b

íàì

ïîäõîäèò ïðàêòè÷åñêè ëþáîé ëåæàùèé íà ãðàíèöå Âàðøàìîâà � �èëüáåðòà

êîä, ëèøü áû ñëîæíîñòü åãî äåêîäèðîâàíèÿ íå ïðåâûøàëà O(k). Êðîìå

òîãî, âäîáàâîê åù¼ òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðàñøèðèòåëÿ ñ óêàçàííûìè â

óòâåðæäåíèè 8 ïàðàìåòðàìè, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü êîä R

2b

, à çàòåì è

âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (19). Ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî, íàïðèìåð, ïðè

b =

�

6

Æ

�

= O(1): (23)

Äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êîäà Ñïàéëìàíà ñîñòîèò â âûáîðå â êà÷åñòâå

íà÷àëüíîãî êîäà S

b

äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (19) ïîäõîäÿùåãî êîäà Ñèïñå-

ðà � Ñïàéëìàíà C

b

= C


;Æ

b

èç ðàçäåëà 2. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4 îí èñïðàâëÿ-

åò òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî îøèáîê (íå ìåíåå

Æb

2

), ïðè÷¼ì L

e

(C

b

) = O(b

2

) è

L

d

(C

b

) = O(b). ×òîáû ñêîìïåíñèðîâàòü åãî êâàäðàòè÷íóþ ñëîæíîñòü êîäè-

ðîâàíèÿ, âûáåðåì b = O(

p

k), è òîãäà èòîãîâûé êîä Ñïàéëìàíà S

k

áóäåò

èìåòü ëèíåéíóþ ïî k ñëîæíîñòü êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ ñîãëàñíî

îöåíêàì (20) è (22). Êàê è ïðåæäå, ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîãî äëÿ êîäà C

b

ðàñøèðèòåëÿ ñ íåîáõîäèìûìè ïàðàìåòðàìè ãàðàíòèðóåò òåîðåìà 3.

Ìû ðåøèëè, òàêèì îáðàçîì, íàøó ãëàâíóþ çàäà÷ó � ïîñòðîèëè õîðîøèé

êîä ñ ïðîñòûìè êîäåðîì è äåêîäåðîì. Ýòî êîä S

k

.

Òåîðåìà 5 (Ä. Ñïàéëìàí). Ñóùåñòâóþò àñèìïòîòè÷åñêè õîðîøèå

êîäû ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ êîäèðîâàíèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ.
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Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü â n-ìåðíîì áóëåâîì êóáå f0; 1g

n

. Ëè-

íåéíûì õåøèðîâàíèåì îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ýòîé

îáëàñòè â áóëåâ êóá ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ëèíåéíîå õåøèðîâàíèå íàçûâà-

åòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè çàäàþùåå åãî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì

íà D. Ñîâåðøåííîå ëèíåéíîå õåøèðîâàíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíè-

êàåò â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, òåîðèè ñëîæíîñòè, ïðè ïîñòðîåíèè ñëîâàðåé,

â çàäà÷àõ ñæàòèÿ è ïîèñêà èí�îðìàöèè. Âèäèìî ïåðâûì ÿâíûì ïðèìå-

ðîì ñîâåðøåííîãî ëèíåéíîãî õåøèðîâàíèÿ â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå ñòàë

ïîñòðîåííûé Õåììèíãîì êîä, èñïðàâëÿþùèé îäíîêðàòíûå îøèáêè. Ïðîâå-

ðî÷íàÿ ìàòðèöà (2

n

�1; n)-êîäà Õåììèíãà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé èíúåêòèâíîãî

íà (2

n

� 1)-ìåðíîì åäèíè÷íîì øàðå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, êîòîðûé îòîáðà-

æàåò ýòîò øàð â n-ìåðíîå áóëåâî ïðîñòðàíñòâî. Êàê ïðàâèëî, ïðè èñïîëüçî-

âàíèè ñîâåðøåííîãî ëèíåéíîãî õåøèðîâàíèÿ òðåáóåòñÿ ñäåëàòü êàê ìîæíî

ìåíüøèìè ðàíã è ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Îá

ýòèõ äâóõ ñòîðîíàõ (î ðàíãàõ è ñëîæíîñòè) èíúåêòèâíûõ îïåðàòîðîâ è áó-

äåò ðàññêàçàíî íèæå.

1. Îñíîâíîå ñâîéñòâî

Áîëüøèíñòâî óòâåðæäåíèé îá èíúåêòèâíûõ íà çàäàííîé îáëàñòè ëèíåé-

íûõ îïåðàòîðàõ îñíîâàíû íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì �àêòå: ëèíåéíûé îïåðà-

òîð f èíúåêòèâåí íà îáëàñòè D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ÿäðî íå
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ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì D

?

ïîïàðíûõ ñóìì ýëåìåíòîâ îáëàñòè D.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð f èíúåêòèâíî äåéñòâóåò íà îáëà-

ñòè D, ò. å. f(x

i

) 6= f(x

j

) äëÿ ëþáûõ x

i

è x

j

èç D, òî

f(x

i

� x

j

) = f(x

i

)� f(x

j

) 6= 0: (24)

Ñëåäîâàòåëüíî, x

i

� x

j

=2 kerf . Ïîýòîìó èç (24) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî

D

?

è ÿäðî îïåðàòîðà f íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåðíî è îáðàò-

íîå: åñëè ìíîæåñòâî D

?

è ïîäïðîñòðàíñòâî H � f0; 1g

n

íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî

H ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, îòîáðàæàþùåãî íåñîâïàäàþùèå

íàáîðû îáëàñòè D â íåñîâïàäàþùèå íàáîðû åå îáðàçà. �àññìîòðèì ïîä-

ïðîñòðàíñòâî H , íå èìåþùåå îáùèõ íàáîðîâ ñ D

?

, è ëèíåéíûé îïåðàòîð f ,

ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ H . Ïóñòü x

i

è x

j

� ïðîèçâîëüíûå íàáîðû èç D.

Òàê êàê x

i

� x

j

=2 H = ker f , òî

f(x

i

)� f(x

j

) = f(x

i

� x

j

) 6= 0;

ò. å. îáðàçû íàáîðîâ x

i

è x

j

ðàçëè÷íû.

2. Âåðõíÿÿ îöåíêà ðàíãà

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íà ðàíã èíúåêòèâíîãî íà ïðî-

èçâîëüíîì ìíîæåñòâå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé îáëàñòè D � f0; 1g

n

, ñîñòîÿùåé íå áîëåå ÷åì

èç

p

2

n

íàáîðîâ, íàéäåòñÿ èíúåêòèâíûé íà ýòîé îáëàñòè ëèíåéíûé (m;n)-

îïåðàòîð, äëÿ ÷èñëà êîìïîíåíò êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

m 6 b2 log

2

jDj
 � 1:

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì äîêàçûâàåìîé äàëåå òåîðåìû 2.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ ìíîæåñòâà D

?

ïîïàðíûõ ñóìì ýëåìåíòîâ îá-

ëàñòè D � f0; 1g

n

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

2

m+1

> jD

?

j+ 1:

Òîãäà ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíûé íà îáëàñòè D ëèíåéíûé (m;n)-îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè

åå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ � äîêàçûâàåìîé íèæå ëåììû.
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Ëåììà 1. Ïóñòü äëÿ ìíîæåñòâà D

?

ïîïàðíûõ ñóìì ýëåìåíòîâ îáëà-

ñòè D � f0; 1g

n

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

2

n

> jD

?

j+ 1:

Òîãäà ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíûé íà îáëàñòè D ëèíåéíûé (n� 1; n)-îïåðà-

òîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðåáóåìîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà äî-

ñòàòî÷íî íàéòè â f0; 1g

n

ïîäïðîñòðàíñòâî H , êîòîðîå íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíî-

æåñòâîì D

?

è ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî

ïðîñòðàíñòâà ëåãêî ñëåäóåò èç óñëîâèé ëåììû. Òàê êàê 2

n

> jD

?

j + 1, òî

ñðåäè ýëåìåíòîâ f0; 1g

n

íàéäåòñÿ íåíóëåâîé íàáîð y, íå ïðèíàäëåæàùèé

D

?

, êîòîðûé âìåñòå ñ íóëåâûì íàáîðîì áóäåò îáðàçîâûâàòü òðåáóåìîå îä-

íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1. Èç ýòîé ëåì-

ìû ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ëèíåéíîãî (n � 1; n)-îïåðàòîðà f

1

, ÷òî

f

1

(x) 6= f

1

(y) äëÿ ëþáûõ íåðàâíûõ íàáîðîâ x è y èç D. Äàëåå äëÿ ìíî-

æåñòâà D áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå D

0

. ×åðåç D

1

îáîçíà÷èì îáðàç

îáëàñòè D

0

ïðè äåéñòâèè f

1

. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà D

?

1

,

ñîñòîÿùåãî èç ïîïàðíûõ ñóìì ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà D

1

, íå ïðå-

âîñõîäèò ìîùíîñòè ìíîæåñòâà D

?

0

. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî â D

0

äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü òàêèå íàáîðû x

1

, x

2

è y

1

, y

2

, ÷òî x

1

�x

2

= y

1

�y

2

è f

1

(x

1

) � f

1

(x

2

) 6= f

1

(y

1

) � f

1

(y

2

): Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî òîëüêî îäíî èç

ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâûì.

Åñëè 2

n�1

> jD

?

0

j, òî 2

n�1

> jD

?

1

j, è ïîýòîìó ìîæíî ñíîâà âîñïîëüçîâàòü-

ñÿ ëåììîé 1, ïðèìåíèâ åå ê íîâîìó ìíîæåñòâó D

1

. Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò

ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî (n�2; n�1)-îïåðàòîðà f

2

òàêîãî, ÷òî f

2

(x) 6= f

2

(y)

äëÿ ëþáûõ íåðàâíûõ íàáîðîâ x è y èç D

1

. Ïîëîæèì D

2

= f

1

(D

1

). Êàê è

â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî jD

?

2

j 6 jD

?

1

j. Çàìåòèì, ÷òî êîì-

ïîçèöèÿ f

2

Æ f

1

îïåðàòîðîâ f

2

è f

1

áóäåò èíúåêòèâíûì íà D ëèíåéíûì

(n� 2; n)-îïåðàòîðîì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïèñàííóþ ïðîöåäóðó âûïîëíèëè â îáùåé ñëîæíî-

ñòè k � 1 ðàç è äëÿ êàæäîãî öåëîãî i îò åäèíèöû äî k � 1 ïîëó÷èëè èíú-

åêòèâíûé íà îáëàñòè D

i�1

ëèíåéíûé (n � i + 1; n� i)-îïåðàòîð f

i

è ëåæà-

ùåå â f0; 1g

n�i

ìíîæåñòâî D

i

òàêèå, ÷òî D

i

= f

i

(D

i�1

), jD

?

i

j 6 jD

?

i�1

j, à

êîìïîçèöèÿ f

k�1

Æ � � � Æ f

1

ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì íà îáëàñòè D ëèíåéíûì

(n� k + 1; n)-îïåðàòîðîì.

Åñëè 2

n�k+1

> jD

?

k�1

j+1, òî ëåììó 1 ìîæíî ïðèìåíèòü åùå ðàç. Òàê êàê

ïî ïðåäïîëîæåíèþ ëèíåéíûé (n�k+1; n)-îïåðàòîð f

k�1

Æ� � �Æf

1

îòîáðàæàåò
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ðàçíûå íàáîðû îáëàñòè D â ðàçíûå íàáîðû åå îáðàçà D

k�1

, à ëèíåéíûé

(n�k; n�k+1)-îïåðàòîð f

k

äåéñòâóåò íà D

k�1

èíúåêòèâíî, òî ëåãêî âèäåòü,

÷òî êîìïîçèöèÿ f

k

Æ (f

k�1

Æ � � � Æ f

1

), ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ

ëåììû 1 îïåðàòîðîâ f

i

, áóäåò èíúåêòèâíûì íà îáëàñòè D ëèíåéíûì (n �

k; n)-îïåðàòîðîì.

Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî ïðè k 6 n�m èç óñëîâèé òåîðåìû è ñäåëàííîãî

ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

2

n�k+1

> 2

m+1

> jD

?

0

j > jD

?

k�2

j > jD

?

k�1

j:

Ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî ëåììîé 1 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ â îáùåé ñëîæ-

íîñòè íå ìåíåå n �m ðàç, à ïîëó÷èâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå ëèíåéíûé (m;n)-

îïåðàòîð f

n�m

Æ � � � Æ f

1

áóäåò èíúåêòèâíûì íà îáëàñòè D. Òåîðåìà 2 äîêà-

çàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Òàê êàê

2

(b2 log

2

jDj
�1)+1

>

jDj

2

2

>

jDj(jDj � 1)

2

+ 1 > jD

�

j+ 1;

òî ïðè íåêîòîðîì m 6 b2 log

2

jDj
� 1 â ñèëó òåîðåìû 2 íàéäåòñÿ èíúåêòèâ-

íûé íà D ëèíåéíûé (m;n)-îïåðàòîð. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

3. Íèæíèå îöåíêè ðàíãà

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî m, íå ïðåâîñõîäÿùåãî n=2, â

n-ìåðíîì áóëåâîì êóáå íàéäåòñÿ îáëàñòü D

m

, ñîñòîÿùàÿ èç 2

m+1

� 1 íàáî-

ðîâ, è òàêàÿ, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò ëþáîãî èíúåêòèâíîãî íà ýòîé îáëàñòè

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íå ìåíüøå 2m.

Ïóñòü m 6 n=2 è e

1

; : : : ; e

2m

� ïåðâûå 2m áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñòàíäàðò-

íîãî áàçèñà E

n

. Ïîëîæèì

D

m

= he

1

; : : : ; e

m

i [ he

m+1

; : : : ; e

2m

i:

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî D

m

ñîñòîèò èç 2

m+1

�1 ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ, à ìíîæåñòâî

D

?

m

ïîïàðíûõ ñóìì íàáîðîâ èç D

m

âìåñòå ñ íóëåâûì íàáîðîì îáðàçóþò

ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2m â f0; 1g

n

. Ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåð-

íîñòü ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, íå ïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ D

?

m

, íå ìåíüøå ÷åì

n � 2m. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ëþáîãî èíúåêòèâíîãî íà îáëàñòè D

m

ëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà íå ïðåâîñõîäèò 2m.

Òàê êàê b2 log

2

jD

m

j
�1 = 2m, òî òåîðåìà 1 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå

èíúåêòèâíîãî íà D

m

ëèíåéíîãî (2m;n)-îïåðàòîðà. Òàêèì îáðàçîì â îáùåì

ñëó÷àå íåðàâåíñòâî òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì è óñèëèòü åãî íåëüçÿ.
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Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

òî÷íûì äëÿ ïî÷òè âñåõ îáëàñòåé èç D

n;N

ïðè óñëîâèè, ÷òî

log

2

N

log

2

n

íåîãðàíè-

÷åííî âîçðàñòàåò ïðè n ! 1. Ñäåëàåì ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà

äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè D èç f0; 1g

n

ââåäåì �óíêöèþ �, îïðåäåëèâ åå

ðàâåíñòâîì

�(D) = min rank f;

â êîòîðîì ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì èíúåêòèâíûì íà îáëàñòè D ëèíåéíûì

îïåðàòîðàì. Çàòåì âåëè÷èíó �(D) îöåíèì ñíèçó äëÿ ïî÷òè âñåõ îáëàñòåé

èç D

n;N

.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü n 6 N 6 2

p

n

2

2

n

. Òîãäà ïðè n!1 äëÿ ïî÷òè âñåõ

D 2 D

n;N

�(D) > 2 log

2

N � 2 log

2

n� 2:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé (m;n)-îïåðàòîð.

×åðåç M(f;N) îáîçíà÷èì ÷èñëî îáëàñòåé èç D

n;N

, íà êîòîðûõ îïåðàòîð f

ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ êàæäîé òàêîé îáëàñòè D íè-

êàêèå äâà íàáîðà èç D íå ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ñìåæíîìó êëàññó

ïðîñòðàíñòâà f0; 1g

n

ïî ÿäðó îïåðàòîðà f . Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà

ðàíãà k 6 m

M(f;N) =

�

2

k

N

�

2

(n�k)N

6

�

2

m

N

�

2

(n�m)N

: (25)

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Æ íå ìåíåå ÷åì äëÿ

Æ

�

2

n

N

�

îáëàñòåé èç D

n;N

ñðåäè ëèíåéíûõ (m;n)-îïåðàòîðîâ íàéäóòñÿ èíú-

åêòèâíûå íà ýòèõ îáëàñòÿõ îïåðàòîðû. Òàê êàê ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ëèíåé-

íûõ (m;n)-îïåðàòîðîâ ðàâíî 2

mn

, òî â ñðåäíåì êàæäûé ëèíåéíûé (m;n)-

îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì íå ìåíåå ÷åì äëÿ Æ

�

2

n

d

�

2

�mn

îáëàñòåé ìîù-

íîñòè N . Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ îïåðàòîð, êîòîðûé áóäåò èíúåêòèâíûì

ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ

P = Æ

�

2

n

N

�

2

�mn

ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåëè÷èíà P íå

ïðåâîñõîäèëà M(f;N). Ïîýòîìó èç (25) è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà

Æ

�

2

n

N

�

2

�mn

6

�

2

m

N

�

2

(n�m)N

:

Îòêóäà ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

�

2

n

N

���

2

m

N

�

6

1

Æ

2

mn

2

(n�m)N

: (26)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

�

2

n

N

���

2

m

N

�

=

2

n

(2

n

� 1) : : : (2

n

�N + 1)

2

m

(2

m

� 1) : : : (2

m

�N + 1)

(27)

Îöåíèì ñíèçó íàòóðàëüíûé ëîãàðè�ì ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà.

Òàê êàê �óíêöèÿ ln

a�x

b�x

âûïóêëà âíèç ïðè a > b > 0 è x 2 [0; b), òî

ln

2

n

(2

n

� 1) : : : (2

n

�N + 1)

2

m

(2

m

� 1) : : : (2

m

�N + 1)

> N ln

2

n

� (N � 1)=2

2

m

� (N � 1)=2

>

> N ln 2

n�m

+N ln

1� (N � 1)=2 � 2

n

1� (N � 1)=2 � 2

m

: (28)

Òåïåðü îöåíèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (28). Äëÿ ýòîãî èñïîëü-

çóåì ñïðàâåäëèâîå ïðè 1 > y > x > 0 íåðàâåíñòâî

1�x

1�y

> 1 � x + y è

ñïðàâåäëèâîå ïðè x 2 [0; 1) íåðàâåíñòâî ln(1 + x) >

x

2

. Òàê êàê m < n è

N < 2

m

, òî

N ln

1� (N � 1)=2 � 2

n

1� (N � 1)=2 � 2

m

> N ln

�

1 +

N � 1

2

�

1

2

m

�

1

2

n

��

>

N(N � 1)

4 � 2

m

: (29)

Èç (26)�(29) ñëåäóåò, ÷òî

ln

�

1

Æ

2

mn

2

(n�m)N

�

> N ln 2

n�m

+

N(N � 1)

4 � 2

m

;

èëè, ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,

2

m

>

N(N � 1)

4(nm ln 2� ln Æ)

:

Ëîãàðè�ìèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî îñíîâàíèþ 2, âèäèì, ÷òî ïðè ëþ-

áîé ïîñòîÿííîé Æ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

m > 2 log

2

N � 2 log

2

n� 2:

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Ñëîæíîñòü èíúåêòèâíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

Êàê îáû÷íî, ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè áóëåâîé �óíêöèè f ñõåìàìè â áàçèñå

èç âñåõ äâóõìåñòíûõ �óíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç L(f).
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Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé " > 0 è ëþáîé îáëàñòè D � f0; 1g

n

,

ñîñòîÿùåé íå áîëåå ÷åì èç

p

2

n

íàáîðîâ, íàéäåòñÿ èíúåêòèâíûé íà ýòîé

îáëàñòè ëèíåéíûé (m;n)-îïåðàòîð f , äëÿ ÷èñëà êîìïîíåíò êîòîðîãî ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî

m 6 (2 + ") log

2

jDj;

è ñëîæíîñòü êîòîðîãî åñòü O(n).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì äîêàçûâàåìûõ íè-

æå ëåìì 5 è 6. Ïðè ýòîì ëèíåéíûé îïåðàòîð f áóäåò êîìïîçèöèåé îïåðàòî-

ðîâ èç ýòèõ ëåìì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî i-ÿ ñòðîêà äâîè÷íîé ìàòðèöû M ïîêðûâàåò åå j-é

ñòîëáåö, åñëè â M íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò åäèíèöà.

Ëåììà 2. Íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ Æ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîñòà-

òî÷íî áîëüøîãî n ñóùåñòâóåò äâîè÷íàÿ ìàòðèöà M

2n;n

èç 2n ñòðîê è n

ñòîëáöîâ, â êàæäîé ñòðîêå êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðîâíî 7 åäèíèö è â êîòî-

ðîé (?) ïðè ëþáîì k, íå ïðåâîñõîäÿùåì 2nÆ, ëþáûå k ñòðîê ïîêðûâàþò

áîëåå ÷åì 4k ñòîëáöîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö, ñîñòîÿùèõ èç 2n

ñòðîê è n ñòîëáöîâ, âî âñåõ ñòðîêàõ êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ðîâíî 7 åäèíèö.

Îöåíèì âåëè÷èíó N , ðàâíóþ îòíîøåíèþ ÷èñëà òåõ ìàòðèö èç R, êîòîðûå

íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì (?), ê ÷èñëó âñåõ ìàòðèö èç R. Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî k ñòðîê, â êîòîðûõ åäèíèöû ñîñðåäîòî÷åíû íà ïåðåñå÷åíèè íå áîëåå

÷åì ñ 4k ñòîëáöàìè, ìîæíî âûáðàòü

�

2n

k

�

ñïîñîáàìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì

ñòîëáöû �

�

n

4k

�

ñïîñîáàìè, åäèíèöû â âûáðàííûõ ñòðîêàõ ìîæíî ðàññòàâèòü

íå áîëåå ÷åì

�

4k

7

�

k

ñïîñîáàìè, â îñòàâøèõñÿ ñòðîêàõ ýòî ìîæíî ñäåëàòü

�

n

7

�

2n�k

ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó

N 6

2nÆ

X

k=1

�

2n

k

��

n

4k

��

4k

7

�

k

�

n

7

�

2n�k

�

n

7

�

�2n

=

=

2nÆ

X

k=1

�

2n

k

��

n

4k

��

4k

7

�

k

�

n

7

�

�k

6

6

2nÆ

X

k=1

�

3 � 2n

k

�

k

�

3 � n

4k

�

4k

�

4k(4k � 1) : : : (4k � 6)

n(n� 1) : : : (n� 6)

�

k

6

6

2nÆ

X

k=1

�

3 � 2n

k

�

k

�

3n

4k

�

4k

�

4k

n

�

7k

=

2nÆ

X

k=1

3

5k

2

7k

�

k

n

�

2k

<

2nÆ

X

k=1

�

3

5

2

7

Æ

2

�

k

:

62



À.Â.×àøêèí

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà 3

5

2

7

Æ

2

6 2

�1

(êî-

òîðîå, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî ïðè Æ < 2

�8

) îòíîøåíèå N áóäåò ìåíüøå

åäèíèöû, è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ Æ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîñòà-

òî÷íî áîëüøîãî n ñóùåñòâóåò äâîè÷íàÿ ìàòðèöà M

2n;n

èç 2n ñòðîê è n

ñòîëáöîâ, â êàæäîé ñòðîêå êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðîâíî 7 åäèíèö è â êîòî-

ðîé ïðè ëþáîì k, íå ïðåâîñõîäÿùåì 2nÆ, â êàæäîé ïîäìàòðèöå, îáðàçî-

âàííîé k ñòðîêàìè, íàéäåòñÿ áîëåå k ñòîëáöîâ ñîäåðæàùèõ ðîâíî îäèí

åäèíè÷íûé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöàM óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (?) èç ëåì-

ìû 2. Â ýòîé ìàòðèöå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáåðåì k ñòðîê è ñîñòàâèì

èç íèõ ïîäìàòðèöó M

0

ìàòðèöû M . Ïóñòü R

1

îáîçíà÷àåò ÷èñëî ñòîëáöîâ,

ïîêðûâàåìûõ ðîâíî îäíîé èç âûáðàííûõ ñòðîê, à R

>2

� ÷èñëî ñòîëáöîâ,

ïîêðûâàåìûõ áîëåå ÷åì îäíîé òàêîé ñòðîêîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, R

1

ðàâíî

÷èñëó ñòîëáöîâ ïîäìàòðèöû M

0

ñîäåðæàùèõ ðîâíî ïî îäíîìó åäèíè÷íîìó

ýëåìåíòó, à R

>2

ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ ñ áîëåå ÷åì îäíèì åäèíè÷íûì ýëå-

ìåíòîì. Â ñèëó ëåììû 2 âåëè÷èíû R

1

è R

>2

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì

íåðàâåíñòâàì

R

1

+R

>2

> 4k;

R

1

+ 2R

>2

6 7k:

Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ íåðàâåíñòâ R

>2

, èìååì

R

1

> 4k �R

>2

> 4k �

1

2

(7k �R

1

) =

1

2

k +

1

2

R

1

;

ò. å. R

1

> k. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4. Ïóñòü M

2n;n

� ìàòðèöà èç ëåììû 3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äâî-

è÷íîãî íàáîðà v âåñà k, ãäå k 6 2nÆ, ïðîèçâåäåíèå v �M

2n;n

ñîäåðæèò áîëåå

k åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â íàáîðå v êîìïîíåíòû v

i

1

; : : : ; v

i

k

íåíóëåâûå.

Â ìàòðèöå M

2n;n

ðàññìîòðèì ïîäìàòðèöó M , îáðàçîâàííóþ ñòðîêàìè ñ íî-

ìåðàìè i

1

; : : : ; i

k

. Â ñèëó ëåììû 3 â ýòîé ïîäìàòðèöå íàéäóòñÿ ñòîëáöû ñ

íîìåðàìè j

1

; : : : ; j

s

ãäå s > k, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî îäèí åäè-

íè÷íûé ýëåìåíò. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî j

i

èç fj

1

; : : : ; j

s

g ñêàëÿðíîå
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ïðîèçâåäåíèå v è j

i

-ãî ñòîëáà ìàòðèöû M

2n;n

ðàâíî åäèíèöå. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïðîèçâåäåíèå v �M

2n;n

ñîäåðæèò s > k åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ëåììà

äîêàçàíà.

Ëåììà 5. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ 0 < 
 < 1, ÷òî äëÿ ëþáîãî

äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n íàéäåòñÿ òàêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå G

n;4n

èç

f0; 1g

n

â f0; 1g

4n

, ÷òî kG

n;4n

(v)k > 
n äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v è

L(G

n;4n

) = O(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììó äîêàæåì èíäóêöèåé ïî äâîè÷íîìó ëîãàðè�ìó

n. Â îñíîâàíèå èíäóêöèè ïîëîæèì îòîáðàæåíèå G

m;4m

(v) = (v;v;v;v), ãäå

m � ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò ìàòðèöà M

4m;2m

.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå 
 = 4=m è L(G

m;4m

) = 0.

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ëåììû ëèíåéíîå îòîá-

ðàæåíèå G

n;4n

ñ ìàòðèöåé G

n;4n

ñóùåñòâóåò ïðè íåêîòîðîì n > m. Èñïîëü-

çóÿ ýòî îòîáðàæåíèå ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå G

2n;8n

. Ïóñòü v � âåêòîð äëèíû

2n, v

0

= v �M

2n;n

� âåêòîð äëèíû n, w = v

0

� G

n;4n

� âåêòîð äëèíû 4n,

u = w �M

4n;2n

� âåêòîð äëèíû 2n. Òîãäà G

2n;8n

(v) = (v;w;u). Ïîêàæåì,

÷òî íåðàâåíñòâî

kG

2n;8n

(v)k > 2n
 (30)

ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v äëèíû 2n è 
 = min(4=m; Æ),

ãäå Æ � ïîñòîÿííàÿ èç ëåììû 4.

Åñëè kvk > 2n
, òî, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî è íåðàâåíñòâî (30). Åñëè

âåñ íåíóëåâîãî âåêòîðà v ìåíüøå ÷åì 2n
, òî â ñèëó ëåììû 4 âåñ âåêòîðà

v

0

áîëüøå íóëÿ, è â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè kwk > nÆ. Åñëè ïðè

ýòîì ñïðàâåäëèâî áîëåå ñèëüíîå íåðàâåíñòâî kwk > 2n
, òî (30) òàêæå

ñïðàâåäëèâî. Åñëè æå n
 < kwk < 2n
, òî â ñèëó ëåììû 4 âåñ âåêòîðà u

áîëüøå âåñà âåêòîðà w è ïîýòîìó kG

2n;8n

(v)k > kwk+ kuk > 2n
.

Ïîêàæåì, ÷òî L(G

n;4n

) = O(n). Äîïóñòèì, ÷òî L(G

n;4n

) 6 42n ïðè n > m.

Òàê êàê ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà

åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, òî

L(G

2n;8n

) 6 L(M

2n;n

) + L(G

n;4n

) + L(M

4n;2n

) 6

6 14n+ 42n+ 28n = 42 � 2n:

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Ïóñòü öåëûå t è R óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì R > 256

è 2 6 t 6 log

2

(

1

2

log

2

R). Ïîëîæèì m = dlog

2

R � (1 + 4=2

t

)e. Òîãäà äëÿ

ëþáûõ íàáîðîâ a

1

; : : : ;a

R

èç f0; 1g

n

, âåñ êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ìåíüøå
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d = Æn, ãäå Æ � êîíñòàíòà, íàéäåòñÿ òàêîé ëèíåéíûé îïåðàòîð L èç

f0; 1g

n

â f0; 1g

m

, ÷òî L(L) = O(n) è íè îäèí èç íàáîðîâ a

1

; : : : ;a

R

íå

îòîáðàæàåòñÿ ýòèì îïåðàòîðîì â íóëåâîé íàáîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M(n;m) � ìíîæåñòâî áóëåâûõ ìàòðèö ñ m

ñòðîêàìè è n ñòîëáöàìè, p � ïîñòîÿííàÿ èç (0;

1

2

). Â M(n;m) ñëó÷àéíûì

îáðàçîì âûáåðåì ìàòðèöó M , ïîëàãàÿ, ÷òî ýëåìåíòû M

ij

ýòîé ìàòðèöû

âûáèðàþòñÿ íåçàâèñèìî ñ âåðîÿòíîñòÿìè Pr(M

ij

= 1) = p è Pr(M

ij

= 0) =

1�p. Ïóñòü a� äâîè÷íûé íàáîð äëèíû n è âåñà d. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð M ñ âûáðàííîé ìàòðèöåé M îòîáðàæàåò íàáîð a

â íóëåâîé íàáîð. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ i-é êîìïîíåíòû M

i

îïåðàòîðà

M ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Pr(M

i

(a) = 0) =

bd=2


X

k=0

�

d

2k

�

p

2k

(1� p)

d�2k

;

Pr(M

i

(a) = 1) =

bd=2


X

k=0

�

d

2k

�

p

2k+1

(1� p)

d�2k�1

:

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

d

X

k=0

�

d

k

�

(�p)

k

(1� p)

d�k

= ((1� p)� p)

d

;

íàõîäèì, ÷òî

Pr(M

i

(a) = 0) +Pr(M

i

(a) = 1) = 1;

Pr(M

i

(a) = 0)�Pr(M

i

(a) = 1) = (1� 2p)

d

:

Òàêèì îáðàçîì,

Pr(M

i

(a) = 0) =

1

2

�

1 + (1� 2p)

d

�

;

è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èñêîìîé âåðîÿòíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Pr(M(a) = 0) =

�

1

2

�

1 + (1� 2p)

d

��

m

:

Òîãäà,

Pr(M(a) = 0) =

1

2

m

�

1 + (1� 2p)

1

2p

�2pd

�

m

6

1

2

m

�

1 +

1

2

2pd

�

m

6
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6

1

2

m

�

1 +

1

2

2pd

�

2

2pd

�m=2

2pd

6

1

2

m

� 4

m=2

2pd

= 2

�m(1�2=2

2pd

)

:

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè Pr(M(a) = 0) óáû-

âàåò ñ ðîñòîì d.

Ïîëîæèì p = t=2d. Â ýòîì ñëó÷àå

Pr(M(a) = 0) 6

1

2

m

� 4

m=2

2pd

= 2

�m(1�2=2

t

)

:

Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ a

1

; : : : ;a

R

èç A ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Pr(M(a

1

) = 0 _ � � � _M(a

R

) = 0) 6 R � 2

�m(1�2=2

t

)

:

Ïîëîæèì m = dlog

2

R � (1 + 4=2

t

)e. Òîãäà ïðè t > 3

m(1� 2=2

t

) > log

2

R � (1 + 4=2

t

)(1� 2=2

t

) > log

2

R � (1 + 1=2

t

):

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó â ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî, èìååì

Pr(M(a

1

) = 0 _ � � � _M(a

R

) = 0) 6 R �R

�1�2

�t

= R

�2

�t

;

îòêóäà ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì, ÷òî

Pr(M(a

1

) = 0 _ � � � _M(a

R

) = 0) 6

1

4

(31)

ïðè 3 6 t 6 log

2

(

1

2

log

2

R).

Òåïåðü îöåíèì jjM jj � ÷èñëî åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöå M . Ýòî

÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé �, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M� è

äèñïåðñèÿD� êîòîðîé ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,mnp = tmn=2d è nmp(1�p) 6

mnt=2d. Ïîëîæèì s = 2

p

D�. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ñëåäóåò, ÷òî

Pr(j� �M�j > s) 6

D�

s

2

=

1

4

: (32)

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû

M áîëüøå tmn=2d+

p

2tmn=d < 2tmn=d íå ïðåâîñõîäèò 1=4.

Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà (31) è (32), âèäèì, ÷òî

Pr(M(a

1

) 6= 0& : : : &M(a

R

) 6= 0& jjM jj < tm=Æ) =

= 1�Pr(M(a

1

) = 0 _ � � � _M(a

R

) = 0 _ jjM jj > tm=Æ) >
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> 1�Pr(M(a

1

) = 0 _ � � � _M(a

R

) = 0)�Pr(jjM jj > tm=Æ) >

1

2

;

ãäå m = dlog

2

R � (1 + 4=2

t

)e è 3 6 t 6 log

2

(

1

2

log

2

R).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ a

1

; : : : ;a

R

íàéäåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð èç

f0; 1g

n

â ! f0; 1g

m

, êîòîðûé íå îòîáðàæàåò íè îäèí èç ýòèõ íàáîðîâ â

íóëåâîé íàáîð è â ìàòðèöå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ íå áîëåå tm=Æ åäèíèö. Òàê

êàê m 6 n, à Æ è t � êîíñòàíòû, òî î÷åâèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü îïåðàòîðàM

åñòü O(n). Ëåììà äîêàçàíà.
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