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Î ×ÈÑËÅ ¾ÕÎ�ÎØÈÕ¿ ÔÓÍÊÖÈÉ f (x
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�àññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ �óíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæ-

íûõ �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå B [1℄. Ïðåä-
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ìà èç íåíàäåæíûõ �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåàëèçóåò áóëåâó �óíêöèþ
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~a ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé â ñõåìå íà åå âûõîäå ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷å-
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�
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(S; ~a) � âåðîÿòíîñòü îøèáêè ñõåìû S, ðåàëèçóþùåé �óíêöèþ f ,

íà âõîäíîì íàáîðå ~a. Ñõåìà A èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùàÿ

�óíêöèþ f , íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ïî íàäåæíîñòè, åñ-
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Âïåðâûå çàäà÷ó ñèíòåçà íàäåæíûõ ñõåì èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ ðàñ-
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Â [3℄ äîêàçàíî, ÷òî �óíêöèè ìíîæåñòâà G ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè, è ïî-

ëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: â ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå B

3

, ñîäåðæàùåì

�óíêöèè íå áîëåå ÷åì òðåõ ïåðåìåííûõ, ïî÷òè âñå áóëåâû �óíêöèè ìîæíî

ðåàëèçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ñõåìàìè ñ íåíàäåæíîñòüþ "

(ïðè "! 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G \ B

3
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4
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4
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òîðûõ ïðè îòîæäåñòâëåíèè íåêîòîðûõ äâóõ ïåðåìåííûõ (ñ ïîñëåäóþùèì

ïåðåèìåíîâàíèåì ïåðåìåííûõ) ìîæíî ïîëó÷èòü �óíêöèþ ìíîæåñòâà G.

Â ýòîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ÏÝÂÌ ïîäñ÷èòàíî ÷èñëî �óíêöèé èç ìíîæå-
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4
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2

4
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4
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2

4

= 0; 7121582. Î÷åâèäíî,
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4

ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè.
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�óíêöèè m(x

1
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2
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k
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1
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Ïóñòü ~�;

~

� � íåêîòîðûå äâîè÷íûå íàáîðû äëèíû k. ×åðåç �(~�;

~
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çíà÷èì ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó íèìè, ðàâíîå
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~
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k

X
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i
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Ñóùåñòâóþò íàáîðû ~�;

~

� äëèíû k òàêèå, ÷òî 3 6 �(~�;

~

�) = � 6 k; äëÿ

ëþáîãî íàáîðà ~y = (y

1

; y

2

; :::; y

k

) òàêîãî, ÷òî �(~�; ~y) 6 1, âåðíî m(~y) = 0;

äëÿ ëþáîãî íàáîðà ~y òàêîãî, ÷òî �(

~

�; ~y) 6 1, âåðíî m(~y) = 1.

Òàêèå íàáîðû ~�;

~

� áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè äëÿ �óíê-

öèè m(x
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2

; :::; x

k
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç M

k

(�) êëàññ �óíêöèé m(x

1

; x

2

; :::; x

k

) ñ íàçâàííûì

ñâîéñòâîì. Ïîëàãàåì

~

M

k

=

k

[

�=3

M

k

(�):

Â ðàáîòå [5℄ ñ ïîìîùüþ ÏÝÂÌ íàéäåíî ÷èñëî j

~

M

4

j = 3152, à òàêæå

j

~

M
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~

M

4

ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè. Â ýòîé

ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ÏÝÂÌ âû÷èñëåíî èõ êîëè÷åñòâî, îíî ðàâíî
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4
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~

M

4
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Òîãäà jT
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~

M

4
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T
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4
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äîâàòåëüíî, èç áîëüøåé ÷àñòè �óíêöèé (íî íå èç âñåõ) ìíîæåñòâà

~

M

4

ïðè

îòîæäåñòâëåíèè íåêîòîðûõ äâóõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àþòñÿ �óíêöèè ìíîæå-

ñòâà G.

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî õîðîøèõ �óíêöèé f(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) íå ìåíü-

øå, ÷åì 46980.

Îïèñàòü âñå õîðîøèå �óíêöèè f(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) (à â áóäóùåì è âñå õîðî-

øèå �óíêöèè f(x

1

; x

2

; :::; x

n

); n > 4) è ïîäñ÷èòàòü èõ êîëè÷åñòâî � öåëü

äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé àâòîðîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. �åäüêèí Í. Ï. Íàäåæíîñòü è äèàãíîñòèêà ñõåì. � Ì.: Èçä-âî Ì�Ó,

1992.

2. von Neuman J. Probabilisti logis and the synthesis of reliable organisms

from unreliable omponents // Automata studies, edited by Shannon C., M.

Carthy J. � Prineton University Press, 1956. (�óññêèé ïåðåâîä: Àâòîìàòû. �

Ì.: ÈË, 1956. Ñ. 68�139.)

3. Àëåõèíà Ì. À., Âàñèí À. Â. Î íàäåæíîñòè ñõåì â áàçèñàõ, ñîäåðæà-

ùèõ �óíêöèè íå áîëåå ÷åì òðåõ ïåðåìåííûõ // Ó÷åíûå çàïèñêè Êàçàíñêîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè. Â ïå÷àòè.

4. Àëåõèíà Ì. À., Àêñåíîâ Ñ. È., Âàñèí À. Â. Î �óíêöèÿõ è ñõåìàõ, ïðè-

ìåíÿåìûõ äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ñõåì // Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ
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çàâåäåíèé. Ïîâîëæñêèé ðåãèîí. Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè. � 2008. �

� 3. � Ñ. 30�38.

5. Àëåõèíà Ì. À., Çàâàðîâñêèé Ê. Þ., Ñïèðèäîíîâ Í. Ñ. Î ÷èñëå �óíê-

öèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ñõåì // Òðóäû ìåæäóíà-

ðîäíîãî ñèìïîçèóìà ¾Íàä¼æíîñòü è êà÷åñòâî, 2008¿. � Ïåíçà: Èí�îðì.-

èçäàò. öåíòð Ï�Ó, 2008. � Òîì 1. � Ñ. 363.

ÑÈÍÒÅÇ ËÅ�ÊÎÒÅÑÒÈ�ÓÅÌÛÕ ÑÕÅÌ ÄËß

ÑÈÑÒÅÌ ÔÓÍÊÖÈÉ ÈÇ ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ

Þ.Â.Áîðîäèíà (Ìîñêâà)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñõåìû èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ [1,2℄.

Ïóñòü S � íåêîòîðàÿ ñõåìà èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþ-

ùàÿ ñèñòåìó (óïîðÿäî÷åííûé íàáîð) èçm áóëåâûõ �óíêöèé f

1

(~x); f

2

(~x); : : : ;

f

m

(~x), ~x = (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå íà âûõîäàõ ñõåìû ïðè íàëè÷èè

â ñõåìå íåèñïðàâíûõ ýëåìåíòîâ, íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè íåèñïðàâíîñòè.

Íàáîð �óíêöèé íåèñïðàâíîñòè (g

1

(~x); : : : ; g

m

(~x)) áóäåì íàçûâàòü íåòðè-

âèàëüíûì, åñëè õîòÿ áû îäíà êàêàÿ-íèáóäü �óíêöèÿ g

i

(~x), i 2 f1; : : : ;mg,

îòëè÷íà îò ñîîòâåòñòâóþùåé åé �óíêöèè f

i

(~x), ò.å. g

i

(~x) 6� f

i

(~x).

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî T âõîäíûõ íàáîðîâ ñõåìû S íàçûâàåòñÿ ïîë-

íûì ïðîâåðÿþùèì òåñòîì äëÿ ýòîé ñõåìû, åñëè äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëü-

íîãî íàáîðà �óíêöèé íåèñïðàâíîñòè (g

1

(~x); : : : ; g

m

(~x)) â T íàéäåòñÿ õîòÿ

áû îäèí òàêîé íàáîð ~�, ÷òî (f

1

(~�); : : : ; f

m

(~�)) 6= (g

1

(~�); : : : ; g

m

(~�)) (çäåñü ðà-

âåíñòâî áóëåâûõ íàáîðîâ ïîêîìïîíåíòíîå, ò.å. (�

1

; : : : ; �

m

) = (�

1

; : : : ; �

m

)

îçíà÷àåò �

1

= �

1

; : : : ; �

m

= �

m

). ×èñëî íàáîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ýòîò òåñò,

íàçûâàåòñÿ äëèíîé òåñòà [3℄.

Â êà÷åñòâå òðèâèàëüíîãî òåñòà âñåãäà ìîæíî âçÿòü òåñò, ñîäåðæàùèé

âñå 2

n

íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ áóëåâîé �óíêöèè îò n ïåðåìåííûõ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ëåãêîòåñòèðóåìûõ

ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå f&;_; �g äëÿ ñèñòåì áóëåâûõ

�óíêöèé èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ. Â êà÷åñòâå íåèñïðàâíîñòåé ïðåäïîëàãàþò-

ñÿ êîíñòàíòíûå íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾1¿ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü F

n;m

� ñèñòåìà èçm áóëåâûõ �óíêöèé f

1

(~x); f

2

(~x); : : : ; f

m

(~x), ãäå

~x = (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

); ó �óíêöèé èç F

n;m

ìîãóò áûòü �èêòèâíûå ïåðåìåííûå

èç ÷èñëà x

1

; x

2

; : : : ; x

n

.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 èç ðàáîòû [4℄, êàæäóþ èç �óíêöèé f

1

; : : : ; f

m

ìîæíî

ðåàëèçîâàòü ñõåìîé, äîïóñêàþùåé ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû íå áî-

ëåå 2. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìó F

n;m

ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé, äîïóñêàþ-

ùåé ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû íå áîëåå 2m. Ýòó î÷åâèäíóþ îöåíêó

ìîæíî óìåíüøèòü, èñïîëüçóÿ äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà óêàçàííîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ëþáóþ ñèñòåìó F

n;m

èç m áóëåâûõ �óíêöèé, îòëè÷íûõ

îò êîíñòàíò, ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-

òîâ, äîïóñêàþùåé ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû íå áîëåå 1 + q, ãäå

q 6 m � ÷èñëî �óíêöèé èç F

n;m

, ñîõðàíÿþùèõ åäèíèöó (ò. å. ðàâíûõ 1

íà íàáîðå (1; : : : ; 1)).

Çíà÷åíèå 1 + q â ýòîé îöåíêå äëèíû òåñòà â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ

çàìåíèòü íè íà êàêîå ÷èñëî, ìåíüøåå q.

Ñëåäñòâèå 1. Ëþáóþ ñèñòåìó F

n;m

èç m ìîíîòîííûõ áóëåâûõ �óíê-

öèé, îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò, ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé èç �óíêöèî-

íàëüíûõ ýëåìåíòîâ, äîïóñêàþùåé ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû 2.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü F

n;m

� ñèñòåìà èç m áóëåâûõ �óíêöèé, îò-

ëè÷íûõ îò êîíñòàíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîíîòîííà ïî êàæäîé èç l

ïåðåìåííûõ x

1

; x

2

; : : : ; x

l

è àíòèìîíîòîííà ïî êàæäîé èç k ïåðåìåííûõ

x

l+1

; : : : ; x

l+k

. Òîãäà ñèñòåìó F

n;m

ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé èç �óíê-

öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, äîïóñêàþùåé ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò, äëèíà

êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò 1 + 2

n�k�l

.

Òåîðåìà 2. Ëþáóþ ñèñòåìó F

n;m

èç m ìîíîòîííûõ áóëåâûõ �óíêöèé,

îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò, ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé èç �óíêöèîíàëüíûõ

ýëåìåíòîâ â áàçèñå f&;_g, äîïóñêàþùåé ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëè-

íû, íå ïðåâîñõîäÿùåé minfm;ng.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü F

n;m

� ñèñòåìà èç m áóëåâûõ �óíêöèé, îòëè÷íûõ

îò êîíñòàíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîíîòîííà ïî êàæäîé èç l ïåðåìåí-

íûõ x

1

; x

2

; : : : ; x

l

, l > 0, è àíòèìîíîòîííà ïî êàæäîé èç n� l ïåðåìåííûõ

x

l+1

; : : : ; x

n

. Òîãäà ñèñòåìó F

n;m

ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé èç �óíêöè-

îíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, äîïóñêàþùåé ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò, äëèíà êî-

òîðîãî íå ïðåâîñõîäèò minfm; lg. Ïðè ýòîì óêàçàííàÿ ñõåìà ñîäåðæèò

ðîâíî n� l èíâåðòîðîâ, è íà âõîäû ýòèõ èíâåðòîðîâ ïîäàþòñÿ çíà÷åíèÿ

ïåðåìåííûõ x

l+1

; : : : ; x

n

.

Ïîñëåäíèå äâå òåîðåìû ïîëó÷åíû â [5℄.

Èç òåîðåìû 3 è ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü F

n;m

� ñèñòåìà èç m áóëåâûõ �óíêöèé, îò-

ëè÷íûõ îò êîíñòàíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîíîòîííà ïî êàæäîé èç l
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ïåðåìåííûõ x

1

; x

2

; : : : ; x

l

, l > 0, è àíòèìîíîòîííà ïî êàæäîé èç n � l

ïåðåìåííûõ x

l+1

; : : : ; x

n

. Òîãäà ñèñòåìó F

n;m

ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé

èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, äîïóñêàþùåé ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò,

äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò minf2; lg.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü F

n;m

� ñèñòåìà èç m áóëåâûõ �óíêöèé, îòëè÷-

íûõ îò êîíñòàíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîíîòîííà ïî êàæäîé èç l ïåðå-

ìåííûõ x

2

; x

3

; : : : ; x

l+1

, l > 0, è àíòèìîíîòîííà ïî êàæäîé èç n � l � 1

ïåðåìåííûõ x

l+2

; : : : ; x

n

. Òîãäà ñèñòåìó F

n;m

ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé

èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, äîïóñêàþùåé ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò,

äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿùåé minfm; lg. Ïðè ýòîì óêàçàííàÿ ñõåìà

ñîäåðæèò ðîâíî n� l èíâåðòîðîâ, è íà âõîäû ýòèõ èíâåðòîðîâ ïîäàþòñÿ

çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x

1

; x

l+2

; : : : ; x

n

.

Èç òåîðåìû 4 è ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü F

n;m

� ñèñòåìà èç m áóëåâûõ �óíêöèé, îò-

ëè÷íûõ îò êîíñòàíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîíîòîííà ïî êàæäîé èç l

ïåðåìåííûõ x

2

; x

3

; : : : ; x

l+1

, l > 0, è àíòèìîíîòîííà ïî êàæäîé èç n � l

ïåðåìåííûõ x

l+2

; : : : ; x

n

. Òîãäà ñèñòåìó F

n;m

ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé

èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, äîïóñêàþùåé ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò,

äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò minf3; lg.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 08-01-

00863), ïðîãðàììû ¾Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû �Ô¿ (ïðîåêò ÍØ-4470.2008.1).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ëóïàíîâ Î. Á. Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè óïðàâëÿþùèõ

ñèñòåì. � Ì.: Èçä-âî Ì�Ó, 1984.

2. ßáëîíñêèé Ñ. Â. Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó. � Ì.: Âûñøàÿ

øêîëà, 2002.

3. �åäüêèí Í. Ï. Î ñõåìàõ, äîïóñêàþùèõ êîðîòêèå òåñòû // Âåñòí.

Ìîñê. óí-òà. Ìàòåì. Ìåõàí. � 1988. � N 2.�Ñ. 17�21.

4. Áîðîäèíà Þ. Â. Ñèíòåç ëåãêîòåñòèðóåìûõ ñõåì â áàçèñå f&;_; �g

ïðè îäíîòèïíûõ êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ //

Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 15, Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è êèáåðíåòèêà. �

2008. � 1. �Ñ. 40�44.

5. Áîðîäèíà Þ. Â. Ñèíòåç ëåãêîòåñòèðóåìûõ ñõåì â áàçèñå f&;_; �g

äëÿ ñèñòåì �óíêöèé èç íåêîòîðûõ êëàññîâ // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 1,

Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 2006. � 4. � Ñ. 68�72.
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Î 2-ÑÌÅÆÍÎÑÒÍÛÕ ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÀÕ

À. �.Áðîäñêèé (ßðîñëàâëü)

1. Ââåäåíèå

Êàê èçâåñòíî, âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòè-

ìèçàöèè îòðàæàþò íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãðà�îâ ìíîãîãðàííèêîâ, ïîðîæ-

äàåìûõ ýòèìè çàäà÷àìè. Â ÷àñòíîñòè, çàìåòíóþ ðîëü èãðàåò ïëîòíîñòü

(ò. å. ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî ñìåæíûõ âåðøèí) ãðà�îâ ìíîãî-

ãðàííèêîâ, êîòîðàÿ ñëóæèò íèæíåé ãðàíèöåé âðåìåííîé òðóäîåìêîñòè àë-

ãîðèòìîâ èç øèðîêîãî êëàññà, âêëþ÷àþùåãî áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ êîì-

áèíàòîðíûõ ìåòîäîâ. Îöåíêè ïëîòíîñòè ïîëèýäðàëüíûõ ãðà�îâ áîëüøîãî

êîëè÷åñòâà êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ïîêàçàëè, ÷òî ýòà õàðàêòåðèñòèêà ýêñïî-

íåíöèàëüíà ïî ðàçìåðíîñòè ìíîãîãðàííèêîâ äëÿ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷ è

ïîëèíîìèàëüíà äëÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ.

Áîëåå òîãî, ïîëèýäðàëüíûå ãðà�û çàäà÷ î ìàêñèìàëüíîì ðàçðåçå, î ïî-

êðûòèè ìàòðèöû, î êëèêå (âåðøèííîå ïîêðûòèå, íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî)

ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîãðàííèêè, ó êîòîðûõ ëþáûå äâå

âåðøèíû ñìåæíû, íàçûâàþòñÿ 2-ñìåæíîñòíûìè [4,6,9℄.

Ñóùåñòâîâàíèå óæå â R

4

2-ñìåæíîñòíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñî ñêîëü óãîä-

íî áîëüøèì ÷èñëîì âåðøèí óñòàíîâèë Ê.Êàðàòåîäîðè [7℄ â 1907 ãîäó.

Â 1956 ã. ýòîò �àêò áûë ¾ïåðåîòêðûò¿ â ðàáîòå Ä. �åéëà [8℄, êîòîðûé ïðåä-

ëîæèë êîíñòðóêöèþ, ïîçâîëÿþùóþ, â ÷àñòíîñòè, ïî íåêîòîðûì ñèñòåìàì

n òî÷åê íà ñ�åðå S

m�1

â R

m

, ãäå n > m+ 2, ñòðîèòü 2-ñìåæíîñòíûå ìíî-

ãîãðàííèêè â R

d

, ãäå d = n � m � 1. Ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ êîíñòðóê-

öèè �åéëà 2-ñìåæíîñòíûå ìíîãîãðàííèêè èìåþò íåêîòîðûé ñïåöèàëüíûé

âèä (â ïðåäëàãàåìîé íàìè òåðìèíîëîãèè ýòî ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíûå ìíî-

ãîãðàííèêè). Ïî ñðàâíåíèþ ñ îïðåäåëåíèÿìè 2-ñìåæíîñòíîãî è ñòðîãî

2-ñìåæíîñòíîãî ìíîãîãðàííèêîâ óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà èñõîäíóþ ñè-

ñòåìó n òî÷åê íà ñ�åðå S

m�1

, ÿâëÿþòñÿ áîëåå ïðîçðà÷íûìè è óäîáíûìè

ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ñèñòåì. Íàïðèìåð, îêàçûâàåòñÿ èíòóè-

òèâíî ÿñíûì, ÷òî âåðîÿòíîñòü èõ âûïîëíåíèÿ ïðè âûáîðå òî÷åê íà S

m�1

íàóãàä âåëèêà. Ýòî ïîáóäèëî �åéëà ê �îðìóëèðîâêå ñëåäóþùåé ãèïîòåçû:

(G) âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ (ñòðîãî) 2-ñìåæíîñòíîãî ìíîãîãðàííèêà

ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå n åãî âåðøèí â R

d

áûñòðî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷å-

íèåì ÷èñëà èçìåðåíèé d.

Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è ðåäóöèðîâàííûå âàðèàíòû ýòîé ãèïîòåçû [1�3℄:

(G1) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå n òî÷åê a

1

; : : : ; a

n

íà

ñ�åðå S

d�1

âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê onv(a

1

; : : : ; a

n

) ÿâëÿåòñÿ 2-ñìåæíîñò-

íûì, áûñòðî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì d;
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(G2) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå n òî÷åê a

1

; : : : ; a

n

èç

ìíîæåñòâà âåðøèí åäèíè÷íîãî êóáà I

d

= f0; 1g

d

� S

d�1

âûïóêëûé ìíî-

ãîãðàííèê onv(a

1

; : : : ; a

n

) ÿâëÿåòñÿ 2-ñìåæíîñòíûì, áûñòðî âîçðàñòàåò ñ

óâåëè÷åíèåì d.

Îáñóæäåíèþ ãèïîòåçû (G2) ïîñâÿùåíà ÷àñòü 2. ×òî êàñàåòñÿ ãèïîòå-

çû (G), òî âîçìîæíûì ïîäõîäîì ê åå äîêàçàòåëüñòâó �åéë ñ÷èòàåò ñâåäåíèå

ê ãèïîòåçå

(G3) âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ (ñòðîãî) 2-ñìåæíîñòíîãî ìíîãîãðàííèêà

â R

d

ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè �åéëà (ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå n òî÷åê íà

ñ�åðå S

m�1

) áûñòðî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì d.

Â ÷àñòè 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ êîíñòðóêöèè

�åéëà, à â ÷àñòè 4 � �îðìóëèðîâêà òåîðåìû, ïîäòâåðæäàþùåé ñïðàâåäëè-

âîñòü ãèïîòåçû (G3).

2. Î ãèïîòåçå (G2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P

n;d

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå áåç

âîçâðàùåíèÿ n âåðøèí åäèíè÷íîãî d-ìåðíîãî êóáà èõ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà

ÿâëÿåòñÿ 2-ñìåæíîñòíûì ìíîãîãðàííèêîì.

Òåîðåìà 1 (Â.À.Áîíäàðåíêî, À. �. Áðîäñêèé [2℄). Äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî d, d > 1, è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, n 6 2

d

âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

P

n;d

> 1�

n(n� 1)(n� 2)(n� 3)

8

�

2 � 5

d

� 11 � 3

d

+ 14 � 2

d

� 5

(2

d

� 1)(2

d

� 2)(2

d

� 3)

:

Èëëþñòðàöèåé ê òåîðåìå 1 ñëóæèò òàêîé ÷èñëîâîé ïðèìåð: ñëó÷àéíî

âûáðàííûå 25000 òî÷åê 100-ìåðíîãî êóáà îáðàçóþò 2-ñìåæíîñòíûé ìíîãî-

ãðàííèê ñ âåðîÿòíîñòüþ, ïðåâûøàþùåé 0;999.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè n(d) = O(2

d

), ãäå  = onst óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

âåíñòâàì

0 <  <

1

4

(3� log

2

5); (1)

òî

P

n(d);d

�! 1

ïðè d!1.

Çàìå÷àíèå 1. Íåðàâåíñòâà (1) âûïîëíÿþòñÿ ïðè  = 1=6. Ïîýòîìó

P

n(d);d

! 1
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ïðè d!1 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî n(d) = O(2

d=6

).

Çàìå÷àíèå 2. Ïîñêîëüêó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ d âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå 2

d=6

� d, òî óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû (G2).

3. Î êîíñòðóêöèè �åéëà

Ñèñòåìó a = (a

1

; : : : ; a

n

) òî÷åê èç R

m

áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíî

ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè �

1

a

1

+: : :+�

n

a

n

= 0 äëÿ íåêîòîðûõ �

1

; : : : ; �

n

> 0.

Ñèñòåìó a = (a

1

; : : : ; a

n

) òî÷åê èç R

m

áóäåì íàçûâàòü à��èííî âïîëíå m-

ìåðíîé, åñëè ïðè óäàëåíèè èç íåå ëþáîé òî÷êè ïîëó÷àåòñÿ ïîäñèñòåìà à�-

�èííîãî ðàíãà m. Ñèñòåìó a = (a

1

; : : : ; a

n

) òî÷åê èç R

m

áóäåì íàçûâàòü

ïîäõîäÿùåé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, åñëè

êàæäîå îòêðûòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî â R

m

, îãðàíè÷åííîå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êó 0 ãèïåðïëîñêîñòüþ, ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ òî÷åê ñèñòåìû a. Åñëè

a � ñèñòåìà n òî÷åê èç S

m�1

, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ îòêðûòàÿ ïî-

ëóñ�åðà ñ�åðû S

m�1

ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ òî÷åê ñèñòåìû a. Ñèñòåìó

a = (a

1

; : : : ; a

n

) òî÷åê èç R

m

áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíîé, åñëè

ó êàæäîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ (�

1

; : : : ; �

n

) 2 R

n

ñèñòåìû óðàâíåíèé

�

�

1

+ : : :+ �

n

= 0;

�

1

a

1

+ : : :+ �

n

a

n

= 0

õîòÿ áû òðè åãî êîìïîíåíòû ïîëîæèòåëüíû. Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê P

â R

m

áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíûì, åñëè ñèñòåìà åãî âåðøèí

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíîé. Èçâåñòíî [8℄, ÷òî åñëè a = (a

1

; : : : ; a

n

) �

ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíàÿ ñèñòåìà òî÷åê èç R

d

, òî onv a ÿâëÿåòñÿ 2-ñìåæíîñò-

íûì ìíîãîãðàííèêîì ñ âåðøèíàìè a

1

; : : : ; a

n

.

Òåîðåìà 2 (À. �. Áðîäñêèé [5℄). Ïóñòü m;n 2 N è m < n � 1. Ñó-

ùåñòâóþò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè � íà ìíîæåñòâå U

m;n

ïîëîæè-

òåëüíî ëèíåéíî çàâèñèìûõ è èìåþùèõ ðàíã m ñèñòåì n òî÷åê èç S

m�1

è îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè � íà ìíîæåñòâå V

m;n

à��èííî âïîëíå

(n � m � 1)-ìåðíûõ ñèñòåì n òî÷åê èç R

n�m�1

òàêèå, ÷òî êîíñòðóê-

öèÿ �åéëà îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó �àê-

òîðìíîæåñòâàìè U

m;n

=� è V

m;n

=�. Îíî èíäóöèðóåò âçàèìíî îäíîçíà÷-

íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè �-ýêâèâàëåíòíîñòè ïîäõîäÿùèõ äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñèñòåì n òî÷åê èç

S

m�1

è êëàññàìè �-ýêâèâàëåíòíîñòè à��èííî âïîëíå (n�m� 1)-ìåðíûõ

ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíûõ ñèñòåì n òî÷åê èç R

n�m�1

.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðèìåíåíèè êîíñòðóêöèè �åéëà ê ñèñòåìå n òî÷åê íà

ñ�åðå S

m�1

èìååòñÿ íåêîòîðûé ïðîèçâîë. Ïðè æåëàíèè ýòîò ïðîèçâîë
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ìîæíî áûëî áû óñòðàíèòü. Îäíàêî äàæå ýòî íå èçáàâèëî áû êîíñòðóê-

öèþ �åéëà îò îäíîé åå ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòè: îïðåäåëÿåìîå åþ ñîîò-

âåòñòâèå ìåæäó ñèñòåìàìè n òî÷åê íà ñ�åðå S

m�1

è ñèñòåìàìè n òî÷åê

â R

d

(âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîòîðûõ äàåò èíòåðåñóþùèé íàñ ìíîãîãðàííèê)

íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 âûÿñ-

íÿåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñâîéñòâà ñèñòåì òî÷åê ñîãëàñîâàíû ñ îòíîøå-

íèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè � è �. Åñëè äîïîëíèòü êîíñòðóêöèþ �åéëà ïðîñòîé

ìàòðè÷íîé êîíñòðóêöèåé, ïîçâîëÿþùåé ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ êëàññà

ýêâèâàëåíòíîñòè � ïîëó÷àòü âñå îñòàëüíûå, òî ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå.

Ïðè ïðèìåíåíèè êîíñòðóêöèè �åéëà íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì

ïîëó÷åíèÿ êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùåãî èç ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíûõ

ìíîãîãðàííèêîâ, ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî èñõîäíîé ñèñòåìû òî÷åê áûòü ïîäõî-

äÿùåé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Ïðèìåíÿÿ

êîíñòðóêöèþ �åéëà ê ïîäõîäÿùèì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíûõ

ìíîãîãðàííèêîâ ñèñòåìàì n òî÷åê íà ñ�åðå S

m�1

, ìîæíî ïîëó÷èòü âñå

ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíûå ìíîãîãðàííèêè èç V

m;n

. Ýòî äàåò ïîâîä äëÿ ñëåäó-

þùåãî óòî÷íåíèÿ �îðìóëèðîâêè ãèïîòåçû (G3):

(G3

0

) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûå n òî÷åê íà ñ�åðå S

m�1

îáðàçóþò ñèñòåìó, ïîäõîäÿùóþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíûõ

ìíîãîãðàííèêîâ â R

d

, áûñòðî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì d.

4. Î ãèïîòåçå (G3)

Ïóñòü m; d 2 N è n = m + 1 + d. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q

m;d

âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûå n òî÷åê íà ñ�åðå S

m�1

îáðàçóþò ñèñòåìó,

ïîäõîäÿùóþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíûõ ìíîãîãðàííèêîâ â R

d

.

Òåîðåìà 3 (À. �. Áðîäñêèé [5℄). Äëÿ ëþáûõ m; d 2 N è n = m + 1 + d

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Q

m;d

> 1�

f(n)

a

n

;

ãäå

f(n) = k +

k(2k � 3)

2(k � 1)

2

n+

k

2(k � 1)

2

n

2

; a =

k

k � 1

; k = 2

m

:

Èëëþñòðàöèåé ê òåîðåìå 3 ñëóæèò òàêîé ÷èñëîâîé ïðèìåð: ñëó÷àéíî

âûáðàííûå 19 òî÷åê íà ñ�åðå S

0

= f�1; 1g îáðàçóþò ñèñòåìó, ïîäõîäÿùóþ

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðîãî 2-ñìåæíîñòíûõ ìíîãîãðàííèêîâ â R

17

ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ, ïðåâûøàþùåé 0;999.
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Ñëåäñòâèå 2. Ïðè �èêñèðîâàííîì m, m 2 N,

Q

m;d

�! 1

ïðè d!1.

Çàìå÷àíèå 3. Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà (G3

0

) ñïðàâåäëèâà. Âîïðîñ î

ñâåäåíèè ãèïîòåçû (G) ê ãèïîòåçå (G3

0

) îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
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ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ

ÑÕÅÌÀÕ Â ÁÀÇÈÑÅ fx

1

&x

2

, x

1

_x

2

, x

1

g

Ï�È ÈÍÂÅ�ÑÍÛÕ ÍÅÈÑÏ�ÀÂÍÎÑÒßÕ ÍÀ

ÂÛÕÎÄÀÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

À.Â.Âàñèí (Ïåíçà)

�àññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ �óíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ

�óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÔÝ) â áàçèñå fx

1

&x

2

; x

1

_ x

2

; �x

1

g. Ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî âñå ÔÝ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñ âåðîÿòíîñòüþ " (" 2 (0; 1=2))

ïîäâåðæåíû èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòÿì íà âûõîäàõ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñõåìà

èç íåíàäåæíûõ ÔÝ ðåàëèçóåò áóëåâó �óíêöèþ f(~x) (~x = (x

1

; x

2

; :::; x

n

)),

åñëè ïðè ïîñòóïëåíèè íà âõîäû ñõåìû íàáîðà ~a ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíî-

ñòåé íà åå âûõîäå ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå f(~a). ×èñëî P (S) = max

~a

P

�

f(~a)

(S; ~a)

íàçîâåì íåíàäåæíîñòüþ ñõåìû S, ãäå P

�

f(~a)

(S; ~a) � âåðîÿòíîñòü îøèáêè ñõå-

ìû S íà âõîäíîì íàáîðå ~a. Ñõåìà A èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþ-

ùàÿ �óíêöèþ f , íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ïî íàäåæíîñòè,

åñëè P (A) � P

"

(f) ïðè " ! 0, ò. å. lim

"!0

P

"

(f)

P (A)

= 1, ãäå P

"

(f) = inf

S

P (S), èí-

�èìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì S èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèì

�óíêöèþ f(~x).

Ââåäåì �óíêöèþ Øåííîíà L

p;"

(n) = max

f

min

S

L(S), õàðàêòåðèçóþùóþ

ñëîæíîñòü ñõåì, ðåàëèçóþùèõ �óíêöèè îò n ïåðåìåííûõ â áàçèñå B, ãäå

ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì S èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþ-

ùèì �óíêöèþ f(x

1

, x

2

, ..., x

n

) ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S) 6 p, à ìàêñèìóì �

ïî âñåì áóëåâûì �óíêöèÿì f îò n ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü � = min

E

i

(v(E

i

)=(n(E

i

) � 1)), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ýëå-

ìåíòàì E

i

áàçèñà B, äëÿ êîòîðûõ n(E

i

) > 1, n(E

i

) � ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ �óíêöèè e

i

, ðåàëèçóåìîé ýëåìåíòîì E

i

, à �(E

i

) � âåñ �óíê-

öèîíàëüíîãî ýëåìåíòà E

i

, i = 1; :::;m:

Î.Á. Ëóïàíîâ [1℄ ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ áóëåâû �óíêöèè

îò n ïåðåìåííûõ è ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç íàäåæíûõ ýëåìåíòîâ (ò. å. ïðè

" = 0 è p = 0), âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå L

0;0

(n) � � � 2

n

=n:

Ñ. È. Îðòþêîâ [2℄ äëÿ èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âûõîäàõ ýëåìåí-

òîâ ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: ïóñòü 0 < " < "

0

, p > q(")L

g

; ãäå L

g

� ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ ðåàëèçàöèè

�óíêöèè ãîëîñîâàíèÿ g(x

1

; x

2

; x

3

) = x

1

x

2

_ x

1

x

3

_ x

2

x

3

â ðàññìàòðèâàå-

ìîì áàçèñå, q(") � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî q(") = " + 3"

2

+ o("

2

)
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ïðè " ! 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ �(") ! � ïðè " ! 0, ÷òî

L

p;"

(n) . �(") � 2

n

=n.

Ä. Óëèã [3℄ äëÿ èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ îøèáêè " äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáûõ, ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ÷èñåë

 è b (; b > 0) ñóùåñòâóåò ÷èñëî "0("0 2 (0; 1=2)) òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì "

(" 2 (0; "0)), è ëþáîì p, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ p > (1 + b)"L

g

(òî÷íåå

p > q(")L

g

), ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå L

p;"

(n) . (1 + )� � 2

n

=n.

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòàõ Ñ.È. Îðòþêîâà è Ä. Óëèãà àñèìïòîòèêà

�óíêöèè Øåííîíà ñîõðàíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, ñêîëü óãîäíî

áëèçêîãî ê åäèíèöå (ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü ñáîÿ " îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé),

ò. å. íàéäåííûå èìè ìåòîäû ñèíòåçà ïîçâîëÿþò ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêè îï-

òèìàëüíûå ïî ñëîæíîñòè ñõåìû, �óíêöèîíèðóþùèå ñ íåêîòîðûì óðîâíåì

íàäåæíîñòè.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïî íàäåæíîñòè ñõåì

ðåøåíà Ì.À. Àëåõèíîé [4℄ äëÿ îäíîòèïíûõ êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòåé

òîëüêî íà âõîäàõ èëè òîëüêî íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ è Â.Â. ×óãóíîâîé [5℄

äëÿ èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ â ïîëíûõ íåïðèâîäè-

ìûõ áàçèñàõ èç äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå â áàçèñå fx&y; x _ y; �xg.

×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü ïîëó÷åííûå â [4℄ è [5℄ ðåçóëüòàòû, ââåäåì íåîá-

õîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Åñëè íåèñïðàâíîñòü òàêîâà, ÷òî ýëåìåíò (ðåàëèçóþùèé â èñïðàâíîì

ñîñòîÿíèè ïðèïèñàííóþ åìó áóëåâó �óíêöèþ) â íåèñïðàâíîì ñîñòîÿíèè, â

êîòîðîå ïåðåõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ ", ãäå " 2 (0; 1=2), ðåàëèçóåò êîíñòàí-

òó 0, òî îíà íàçûâàåòñÿ íåèñïðàâíîñòüþ òèïà 0 íà âûõîäå ýëåìåíòà. Åñëè

æå ýëåìåíò â íåèñïðàâíîì ñîñòîÿíèè ðåàëèçóåò êîíñòàíòó 1, òî òàêàÿ íåèñ-

ïðàâíîñòü íàçûâàåòñÿ íåèñïðàâíîñòüþ òèïà 1 íà âûõîäå ýëåìåíòà.

Åñëè íåèñïðàâíîñòü ýëåìåíòà òàêîâà, ÷òî ïîñòóïàþùèé íà åãî âõîä íóëü

íå èñêàæàåòñÿ, à ïîñòóïàþùàÿ íà åãî âõîä åäèíèöà ñ âåðîÿòíîñòüþ ", ãäå

" 2 (0; 1=2), ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿ â íóëü, òî îíà íàçûâàåòñÿ íåèñïðàâíîñòüþ

òèïà 0 íà âõîäå ýëåìåíòà. Åñëè æå íåèñïðàâíîñòü ýëåìåíòà òàêîâà, ÷òî

ïîñòóïàþùàÿ íà åãî âõîä åäèíèöà íå èñêàæàåòñÿ, à íóëü ñ âåðîÿòíîñòüþ "

ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿ â åäèíèöó, òî îíà íàçûâàåòñÿ íåèñïðàâíîñòüþ òèïà 1

íà âõîäå ýëåìåíòà.

Èíâåðñíûå íåèñïðàâíîñòè íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì,

÷òî ïîñòóïàþùåå íà âõîä ýëåìåíòà çíà÷åíèå a, a 2 f0; 1g, ñ âåðîÿòíîñòüþ "

ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿ â çíà÷åíèå �a.

Íåíàäåæíîñòü P (S) ñõåìû S, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíàÿ ñõå-

ìà îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå êàê äëÿ èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âûõîäàõ

ýëåìåíòîâ.

Ì.À. Àëåõèíîé [4℄ äîêàçàíî, ÷òî â áàçèñå fx&y; x _ y; �xg ïðè îäíîòèï-
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íûõ êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ ïî÷òè âñå áóëåâû

�óíêöèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ïî íàäåæíî-

ñòè ñõåìàìè, �óíêöèîíèðóþùèìè ñ íåíàäåæíîñòüþ àñèìïòîòè÷åñêè ðàâ-

íîé " ïðè " ! 0. Äîêàçàíî [4℄ òàêæå, ÷òî â áàçèñå fx&y; x _ y; �xg ïðè

îäíîòèïíûõ êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ ïî÷òè âñå

áóëåâû �óíêöèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ïî

íàäåæíîñòè ñõåìàìè, �óíêöèîíèðóþùèìè ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè-

÷åñêè ðàâíîé "

2

ïðè " ! 0. Ñëîæíîñòü òàêèõ ñõåì (çäåñü è äàëåå ñëîæ-

íîñòü ñõåìû � ÷èñëî �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â íåé) â îáîèõ ñëó÷àÿõ

ïî ïîðÿäêó ðàâíà ñëîæíîñòè ìèíèìàëüíûõ ñõåì, ïîñòðîåííûõ òîëüêî èç

íàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì ìóëüòèïëèêàòèâíûå êîíñòàíòû ðàâíû 40 è

504 ñîîòâåòñòâåííî.

Â.Â. ×óãóíîâîé [5℄ äîêàçàíî, ÷òî â áàçèñå fx

1

&x

2

; x

1

_ x

2

; �x

1

g ïðè èí-

âåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ ïî÷òè âñå áóëåâû �óíêöèè

ìîæíî ðåàëèçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ïî íàäåæíîñòè ñõåìà-

ìè, �óíêöèîíèðóþùèìè ñ íåíàäåæíîñòüþ àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé 2" ïðè

"! 0. Ñëîæíîñòü ïðåäëàãàåìûõ ñõåì ïî ïîðÿäêó òàêæå ðàâíà ñëîæíîñòè

ìèíèìàëüíûõ ñõåì, ïîñòðîåííûõ òîëüêî èç íàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîíñòàíòà ðàâíà 336.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêîé ìàêñèìàëüíîé íàäåæíîñòè ìîæíî äîáèòü-

ñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ïîäâåðæåííûõ èíâåðñíûì

íåèñïðàâíîñòÿì íà âûõîäàõ, â áàçèñå fx

1

&x

2

; x

1

_ x

2

; �x

1

g. Îòâåò íà íåãî

ïîëó÷åí â ðàáîòå [6℄, ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîëíûìè ïîäðîáíûìè äîêàçàòåëü-

ñòâàìè. Ïðèâåäåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1 [6℄. Ïðè " 2 (0; 1=128℄ ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþ ìîæíî ðåàëè-

çîâàòü òàêîé ñõåìîé S, ÷òî P (S) 6 3"+ 32"

2

.

Îáîçíà÷èì K(n) � ìíîæåñòâî áóëåâûõ �óíêöèé f , çàâèñÿùèõ îò ïåðå-

ìåííûõ x

1

, x

2

, ..., x

n

, è íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (x

a

i

&g(~x))

b

, ãäå a; b 2 f0; 1g

è i = 1; 2; :::; n.

Òåîðåìà 2 [6℄. Ïóñòü " 2 (0; 1=6℄, �óíêöèÿ f(~x) 2 K(n), è ïóñòü S �

ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ �óíêöèþ f . Òîãäà P (S) > 3"� 6"

2

+ 4"

3

.

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè " 2 (0; 1=128℄ ëþáàÿ ñõåìà, óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 1 è ðåàëèçóþùàÿ áóëåâó �óíêöèþ f(~x) 2 K(n),

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ïî íàäåæíîñòè è �óíêöèîíèðóåò

ñ íåíàäåæíîñòüþ àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé 3" ïðè "!0.

Äàëåå ïîëó÷åí îòâåò íà âîïðîñ î ñëîæíîñòè àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëü-

íûõ ñõåì. Ïóñòü âåñà âñåõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíû 1, òîãäà ñëîæíîñòü

ñõåìû � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íåé.

Èç ðåçóëüòàòîâ Ì.À.Àëåõèíîé è Ñ.È.Àêñåíîâà [7℄ ñëåäóåò òåîðåìà:
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Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî b > 0 ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû "

1

, "

1

2 (0; 1=2),

è d òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ " 2 (0; "

1

), ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþ f(x

1

; :::; x

n

)

ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé S, äëÿ êîòîðîé

P (S) 6 3"+ d"

2

; L(S) . 3(1 + b) � 2

n

=n:

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ñ ðåçóëüòàòàìè Ñ.È. Îðòþêîâà è Ä. Óëè-

ãà íóæíî çíàòü âåëè÷èíó L

g

� ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íàäåæíûõ ýëåìåíòîâ,

íåîáõîäèìîå äëÿ ðåàëèçàöèè â áàçèñå fx

1

&x

2

; x

1

_x

2

; �x

1

g �óíêöèè ãîëîñî-

âàíèÿ g(x

1

; x

2

; x

3

) = x

1

x

2

_ x

1

x

3

_ x

2

x

3

.

Èçâåñòíî, ÷òî g(x

1

; x

2

; x

3

) = x

1

(x

2

_ x

3

) _ x

2

x

3

, ò. å. L

g

6 4. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, g 2 K(n), à ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 âñå âîçìîæíûå ñõåìû

èç òðåõ ýëåìåíòîâ ðàññìîòðåíû, è íè îäíà èç íèõ íå ðåàëèçóåò �óíêöèþ g.

Çíà÷èò, L

g

=4.

Òàêèì îáðàçîì, ñõåìû èç ðåçóëüòàòîâ Ñ.È. Îðòþêîâà è Ä. Óëèãà èìåþò

àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíóþ ñëîæíîñòü, íî �óíêöèîíèðóþò ñ íåíàäåæ-

íîñòüþ íå áîëüøå p, ãäå p > L

g

", L

g

= 4. Íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü ýòè ñõåìû

àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ïî íàäåæíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ â

áàçèñå fx

1

&x

2

; x

1

_x

2

; �x

1

g äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé ìîæíî ñòðîèòü

àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû, ñëîæíîñòü êîòîðûõ

ïðåâûøàåò ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíûõ ñõåì, ïîñòðîåííûõ òîëüêî èç íàäåæ-

íûõ ýëåìåíòîâ, íå áîëåå ÷åì â 3 ðàçà.
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6. Âàñèí À. Â. Îá àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ñõåìàõ â áàçèñå fx

1

&x

2

;

x

1

_ x

2

; �x

1

g ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ // Èç-

âåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ïîâîëæñêèé ðåãèîí. Ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè. � �4(8), � 2008. � Ñ. 2�16.

7. Àëåõèíà Ì. À., Àêñåíîâ Ñ. È. Î ñëîæíîñòè íàäåæíûõ ñõåì ïðè èí-

âåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ // Ìàòåðèàëû IX Ìåæäó-

íàðîäíîãî ñåìèíàðà ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ¿, ïîñâÿ-

ùåííîãî 75-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Î. Á. Ëóïàíîâà (Ìîñêâà,
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Î Ï�Î��ÀÌÌÅ ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈß ÏÎËÈÍÎÌÎÂ

ÆÅ�ÀËÊÈÍÀ

Þ.Í. �àâðèø (Ìîñêâà)

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ïðîãðàììà ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìîâ

Æåãàëêèíà. Äàííàÿ ïðîãðàììà òàêæå ïîçâîëÿåò ðàñïîçíàâàòü âûïîëíè-

ìîñòü �îðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ñ ïîñòðîåíèåì ìîäåëåé â ñëó÷àå èõ ñó-

ùåñòâîâàíèÿ. Â ïðîãðàììå èñïîëüçóåòñÿ ñïèñî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå �îðìóë

è àëãîðèòìû ðàáîòû ñ íèìè, îïèñàííûå â ðàáîòå [5℄. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå

�îðìóë ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé ðåàëèçàöèåé ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-

òîâ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå [2℄ äëÿ óñêîðåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé �îðìóë. Äàííàÿ ïðîãðàììà òàêæå èñïîëüçóåòñÿ êàê ýòàï

ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ Æåãàëêèíà, èìåþùèõ íàèëó÷øèå ïî-

êàçàòåëè ñëîæíîñòè-êà÷åñòâà ñîãëàñíî ðàáîòå [3℄.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [1℄, îïðåäåëèì ïîëèíîìÆåãàëêèíà. Ýëåìåíòàðíàÿ êîíú-

þíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò îòðèöàíèé ïåðåìåí-

íûõ. Êîíñòàíòà 1 (ò. å. ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ íóëåâîãî ðàíãà) ñ÷èòà-

åòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ìîíîòîííîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé. Âûðàæåíèå

âèäà

K

1

�K

2

� : : :�K

s

;
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ãäå K

i

(i = 1; 2; : : : ; s) � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ìîíîòîííûå ýëåìåíòàðíûå

êîíúþíêöèè íàä �èêñèðîâàííûì ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ, íàçûâàåòñÿ ïî-

ëèíîìîì Æåãàëêèíà (èëè ïîëèíîìîì ïî ìîäóëþ 2). Ìû áóäåì òàêæå ðàñ-

ñìàòðèâàòü ïîëèíîì Æåãàëêèíà, ñîîòâåòñòâóþùèé s = 0. Òàêîé ïîëèíîì

îáîçíà÷èì ÷åðåç 0 (íåçàâèñèìî îò ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ) è ñ÷èòàåì ïî

îïðåäåëåíèþ, ÷òî îí ðàâåí êîíñòàíòå 0.

2. Îáùåå îïèñàíèå àëãîðèòìà

Àëãîðèòì ðàáîòû ïðîãðàììû ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ.

0) �àçáîð ñòðîêè, çàäàþùåé �îðìóëó, â îáðàòíóþ ïîëüñêóþ íîòàöèþ

(ÎÏÍ).

1) Ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîêè, çàïèñàííîé â ÎÏÍ, â ñïèñî÷íîå ïðåäñòàâëå-

íèå �îðìóëû.

2) Ïåðåõîä ê áàçèñó f�;^; 1g ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé.

3) Ïðåîáðàçîâàíèå �îðìóëû ê âèäó: ñóììà ïî mod 2 êîíúþíêöèé ïåðå-

ìåííûõ è êîíñòàíò 1.

4) Ñîñòàâëåíèå ñïèñêà êîíúþíêòîâ è èõ óïðîùåíèå.

5) Ïîñòðîåíèå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà èç ñïèñêà êîíúþíêòîâ, âñòðå÷àþ-

ùèõñÿ íå÷¼òíîå ÷èñëî ðàç.

Â ïðîãðàììå �îðìóëà ìîæåò áûòü ñðàçó çàäàíà ñïèñêîì (à íå ñòðîêîé), è

òîãäà øàãè 0 è 1 ïðîïóñêàþòñÿ. �àññìîòðèì ïîäðîáíåå êàæäûé èç øàãîâ

àëãîðèòìà.

3. Àëãîðèòì ðàçáîðà ñòðîêîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �îðìóëû

Àëãîðèòì ðàçáîðà ñòðîêîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �îðìóëû áàçèðóåòñÿ íà

àëãîðèòìå îáðàòíîé ïîëüñêîé çàïèñè, îíà æå ïîñò�èêñíàÿ íîòàöèÿ.

×òîáû äàòü èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ïîñò�èêñíîé íîòàöèè, îáîçíà÷èì

äëÿ âûðàæåíèé â èí�èêñíîé íîòàöèè E, E

1

, E

2

, ýêâèâàëåíòíûå èì âûðà-

æåíèÿ â ïîñò�èêñíîé íîòàöèè E

0

, E

0

1

, E

0

2

, ñîîòâåòñòâåííî; à ÷åðåç o �

ïðîèçâîëüíûé áèíàðíûé îïåðàòîð. Òîãäà ïåðåõîä ê ïîñò�èêñíîé íîòàöèè

ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

1. Åñëè E � ïåðåìåííàÿ èëè êîíñòàíòà, òî E

0

åñòü E.

2. Åñëè E � âûðàæåíèå âèäà E

1

oE

2

, òî E

0

åñòü E

0

1

E

0

2

o.
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3. Åñëè E � âûðàæåíèå âèäà (E

1

), òî E

0

åñòü E

0

1

.

Áîëüøèì óäîáñòâîì ïîñò�èêñíîé íîòàöèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çàïèñü ñòà-

íîâèòñÿ áåññêîáî÷íîé, îïåðàíäû ñòîÿò ïîäðÿä ïåðåä îïåðàòîðîì è ðàçáîð

ñòðîêè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòîé çà-

äà÷åé. Íàõîäèì ïåðâûé ñëåâà îïåðàòîð, áåð¼ì íóæíîå ÷èñëî àðãóìåíòîâ

ñëåâà îò íåãî, ïèøåì ýëåìåíò ñïèñî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, çàìåíÿåì âû÷è-

òàííûé îïåðàòîð è åãî îïåðàíäû ññûëêîé íà ýëåìåíò ñïèñêà, êîòîðûé ñî-

äåðæèò âû÷èñëåíèå ýòîãî îïåðàòîðà. Ïðîäîëæàåì äàííûé öèêë äî òåõ ïîð,

ïîêà â ñòðîêå íå îñòàíåòñÿ îäíà-åäèíñòâåííàÿ ññûëêà � íà ðåçóëüòàò âñåõ

äåéñòâèé. Ïîäîáíûé àëãîðèòì, íî äëÿ àðè�ìåòè÷åñêèõ, à íå ëîãè÷åñêèõ

îïåðàöèé, ðàññìîòðåí â ðàáîòå [6℄.

Ïðîãðàììà ïîñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïåðåìåííûå è ïîä�îðìóëû

â ñïèñî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè õðàíÿòñÿ òîëüêî ïî îäíîìó ðàçó. Òî åñòü ïî ñó-

òè ñïèñî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ñõåìû èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ,

âîîáùå ãîâîðÿ îòëè÷íîé îò äåðåâà. Îäíàêî ïðåäóñìîòðåíà îïöèÿ, ïîçâîëÿ-

þùàÿ ñòðîèòü äðåâåñíîå ïðåäñòàâëåíèå �îðìóëû.

4. Àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïîëèíîì Æåãàëêèíà

Èçíà÷àëüíî �îðìóëà ïðåäñòàâëåíà â áàçèñå f:;^;_;�;!; 6!;�; j; #g.

Íàì íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå ýòîé �îðìóëû â áàçèñå f�;^; 1g.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

:a = a� 1

a _ b = (a ^ b)� a� b

a v b = a� b� 1

a! b = (a ^ b)� a� 1

Èíâåðñèÿ èìïëèêàöèè: a 6! b = (a ^ b)� a

Ñòðåëêà Ïèðñà: a # b = :(a _ b) = (a ^ b)� a� b� 1

Øòðèõ Øå��åðà: ajb = :(a ^ b) = (a ^ b)� 1

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè â áàçèñå f�;^; 1g.

Äëÿ ðåàëèçàöèè òðåòüåãî ýòàïà âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ïðåîáðàçîâà-

íèÿìè:

(a� b) ^  = (a ^ )� (b ^ )

 ^ (a� b) = (a ^ )� (b ^ )
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Ïðè ýòîì áóäåì ïîñòóïàòü òàê: åñëè ýëåìåíò �îðìóëû, êîòîðûé ñåé÷àñ

óïðîùàåì, èìååò òîëüêî îäíó ññûëêó íà ñåáÿ âî âñåé �îðìóëå, òî ìîäè-

�èöèðóåì ñàì ýëåìåíò, åñëè æå ññûëîê áîëüøå îäíîé, òî äåëàåì êîïèþ

ýëåìåíòà è ïðåîáðàçîâûâàåì óæå êîïèþ ýëåìåíòà.

Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî,÷òî äàííûé ïðîöåññ óïðîùåíèÿ êîíå÷åí è ïðèâî-

äèò ê íåîáõîäèìîìó ðåçóëüòàòó.

Ïîëó÷åííàÿ ïîñëå ýòàïà 3) �îðìóëà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïî ìîäóëþ 2 êîíú-

þíêöèé, êîòîðûå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ, è âíóòðè êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïî-

âòîðû ïåðåìåííûõ, à òàêæå â êîíúþíêöèþ ìîãóò âõîäèòü êîíñòàíòû 1.

Ïîýòîìó íà ñëåäóþùåì ýòàïå 4) ïðåîáðàçóåì ñïèñîê äëèíû n, èñïîëüçóÿ

ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó.

0) Â íà÷àëå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû i = 0.

1) Åñëè i-é ýëåìåíò ñïèñêà åñòü � è èìååò îäíèì èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ

ïîä�îðìóëó âèäà ^

k

j=1

x

i

, òî èñêëþ÷àåì èç ýòîé ïîä�îðìóëû âñå âîç-

ìîæíûå ïîâòîðû ïåðåìåííûõ è åäèíèö. Ïîëó÷åííóþ êîíúþíêöèþ

ïðîâåðÿåì íà íàëè÷èå â ñïèñêå êîíúþíêöèé. Åñëè îíà èìååòñÿ, òî

óâåëè÷èâàåì ñ÷¼ò÷èê íàëè÷èÿ ýòîé êîíúþíêöèè íà 1, èíà÷å âñòàâ-

ëÿåì êîíúþíêöèþ â ìàññèâ êîíúþíêòîâ, çàïèñàâ â ñ÷¼ò÷èê íàëè÷èÿ

ýòîé êîíúþíêöèè 1.

2) Ïåðåõîäèì ê ýëåìåíòó ñïèñêà ñ íîìåðîì i+ 1.

Äàííàÿ ïðîöåäóðà ðåàëèçóåò ïðåîáðàçîâàíèÿ:

a ^ a = a

a ^ 1 = a

a� a� b = b

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè íàì óäîáíåå ïåðåéòè ê ìàññèâó êîíúþíêòîâ, à

íå ïðåîáðàçîâûâàòü �îðìóëó, ïîýòîìó ïðèìåíåíà îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà, à

íå ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå �îðìóëû.

5. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè ïî ïîëèíîìó Æåãàëêèíà.

�àñïîçíàâàíèå âûïîëíèìîñòè �îðìóëû

Òåïåðü ó íàñ åñòü äàííûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìà Æåãàëêèíà. Ïðî-

õîäèì ïî ïîëó÷åííîìó íà ýòàïå 4) ñïèñêó êîíúþíêöèé è óäàëÿåì èç íåãî

âñå êîíúþíêöèè, âñòðå÷àþùèåñÿ ÷¼òíîå ÷èñëî ðàç. Èç ýòîãî ñïèñêà ñòðîèì

ïîëèíîì Æåãàëêèíà äëÿ èñõîäíîé �îðìóëû.
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Äëÿ ïîñòðîåííîãî ïîëèíîìà Æåãàëêèíà âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî

ýòî êîíñòàíòà 0, ëèáî ñóììà ïî ìîäóëþ 2 ìîíîòîííûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíú-

þíêöèé. Â ïåðâîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ �îðìóëà íåâûïîëíèìà, âî âòîðîì �

âûïîëíèìà.

Ìîíîòîííûå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè â ïîëèíîìå Æåãàëêèíà îáðà-

çóþò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå èìååò õîòÿ áû îäèí ìè-

íèìàëüíûé ýëåìåíò � ìîíîòîííóþ ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ. Çíà÷åíèå

êàæäîé âõîäÿùåé â ýòó êîíúþíêöèþ ïåðåìåííîé ïîëîæèì ðàâíûì 1, à çíà-

÷åíèå îñòàëüíûõ � ðàâíûì 0. Ïîëó÷åííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ (íàáîð çíà÷åíèé

ïåðåìåííûõ) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ èñõîäíîé �îðìóëû.
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Î �ÀÍ�ÀÕ È ßÄ�ÀÕ ÑÎÂÅ�ØÅÍÍÛÕ

ÄÂÎÈ×ÍÛÕ Ò�ÀÍÇÈÒÈÂÍÛÕ ÊÎÄÎÂ

�. Ê. �óñüêîâ, Ô. È. Ñîëîâüåâà (Íîâîñèáèðñê)

1. Ââåäåíèå

Òðàíçèòèâíûå îáúåêòû èãðàþò âàæíóþ ðîëü êàê â òåîðèè êîäèðîâà-

íèÿ, òàê è â êîìáèíàòîðèêå, òåîðèè ãðóïï, òåîðèè ãðà�îâ. Ñëåäóåò îòìå-

òèòü, ÷òî òðàíçèòèâíûå êîäû, îáëàäàÿ áîãàòûìè ãðóïïàìè àâòîìîð�èç-

ìîâ, ïî ðÿäó ñâîèõ ñâîéñòâ áëèçêè ê ëèíåéíûì êîäàì. Äëÿ áîëüøèíñòâà

îïòèìàëüíûõ íåëèíåéíûõ êîäîâ ïî÷òè âñåãäà ìîæíî íàéòè òðàíçèòèâíûå

êîäû ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè. Íàïðèìåð, äâîè÷íûé îáðàç (ïîä äåéñòâèåì
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îòîáðàæåíèÿ �ðåÿ) ïðîèçâîëüíîãî àääèòèâíîãî êîäà ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâ-

íûì êîäîì. Ïðèìåíåíèå íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ êîäîâ,

òàêèõ êàê ìåòîä Âàñèëüåâà, Ïëîòêèíà è Ìîëëàðà, ê òðàíçèòèâíûì êîäàì,

óäîâëåòâîðÿþùèì íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, ïîçâîëèëî ïîëó-

÷èòü áåñêîíå÷íûå êëàññû òðàíçèòèâíûõ êîäîâ áîëüøèõ äëèí, â ÷àñòíîñòè

íå ìåíåå bk=2

2

íåýêâèâàëåíòíûõ ñîâåðøåííûõ òðàíçèòèâíûõ êîäîâ äëèíû

n = 2

k

�1; k > 4 ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3, ñì. [10, 11℄. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

íåýêâèâàëåíòíîñòè ïîñòðîåííûõ êîäîâ èñïîëüçîâàëèñü ðàíãè è ðàçìåðíî-

ñòè ÿäåð ýòèõ êîäîâ. Ëåãêî âèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå îáùåé ïðîâåðêè íà ÷åò-

íîñòü ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü èç ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ òðàíçèòèâíûõ êîäîâ

ðàñøèðåííûå ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå òðàíçèòèâíûå êîäû. �àíåå áûëî èç-

âåñòíî b(k+1)=2 ñîâåðøåííûõ àääèòèâíûõ êîäîâ äëèíû n = 2

k

�1, ñì. [1℄

(àíàëîãè÷íî äëÿ ðàñøèðåííûõ ñîâåðøåííûõ àääèòèâíûõ êîäîâ, ñì. [3, 4℄).

Ñ. À. Ìàëþãèíûì â 2004 ã., ñì. [5, 6℄ ïåðå÷èñëåíû âñå ñîâåðøåííûå äâîè÷-

íûå òðàíçèòèâíûå êîäû äëèíû 15 èç îäíîøàãîâîãî ñâèò÷èíãîâîãî êëàññà

êîäà Õýììèíãà äëèíû 15. Â ðàáîòå [9℄ Â. Í. Ïîòàïîâûì äëÿ êàæäîãî äîïó-

ñòèìîãî n áûëî ïîñòðîåíî ýêñïîíåíöèàëüíîå ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ðàñ-

øèðåííûõ ñîâåðøåííûõ òðàíçèòèâíûõ êîäîâ äëèíû 4n ðàíãà íà åäèíèöó

áîëüøå ðàíãà êîäà Õýììèíãà òàêîé æå äëèíû.

Ïóñòü E

n

îáîçíà÷àåò n-ìåðíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ äâîè÷-

íûõ âåêòîðîâ äëèíû n ñ ìåòðèêîé Õýììèíãà. �àññòîÿíèå Õýììèíãà d(x; y)

ìåæäó âåêòîðàìè x è y èç E

n

ðàâíî êîëè÷åñòâó êîîðäèíàò, â êîòîðûõ

ðàçëè÷àþòñÿ ýòè âåêòîðû. Äâîè÷íûì êîäîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîä-

ìíîæåñòâî C èç E

n

. Ñîâåðøåííûì äâîè÷íûì êîäîì, èñïðàâëÿþùèì îäè-

íî÷íûå îøèáêè (äàëåå ñîâåðøåííûì êîäîì), íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîäìíîæå-

ñòâî C èç E

n

, ÷òî ëþáîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà E

n

íàõîäèòñÿ íà ðàññòî-

ÿíèè íå áîëüøå 1 îò íåêîòîðîãî åäèíñòâåííîãî âåêòîðà èç C. Èçâåñòíî,

÷òî òàêèå êîäû ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè n = 2

m

� 1; m > 2. Èçâåñòíî,

÷òî ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ ïðîñòðàíñòâà E

n

èñ÷åðïûâàåòñÿ âñåìè èçî-

ìåòðèÿìè E

n

, êàæäàÿ òàêàÿ èçîìåòðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé � íà

ìíîæåñòâå êîîðäèíàò è äîáàâëåíèåì ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v 2 E

n

. Òà-

êèì îáðàçîì äëÿ ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ Aut(E

n

) ïðîñòðàíñòâà E

n

ñïðà-

âåäëèâî Aut(E

n

) = f(v; �) j v 2 E

n

; � 2 S

n

g; ãäå S

n

� ñèììåòðè÷å-

ñêàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê äëèíû n. �ðóïïîé àâòîìîð�èçìîâ Aut(C) êî-

äà C äëèíû n íàçîâ¼ì ãðóïïó èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà E

n

, ïåðåâîäÿùèõ

êîä â ñåáÿ. Êîä íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè åãî ãðóïïà àâòîìîð�èç-

ìîâ äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà âñåõ åãî êîäîâûõ ñëîâàõ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîäû, ñîäåðæàùèå íóëåâîå

ñëîâî äëèíû n. Äëÿ òàêèõ êîäîâ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì, ýêâè-

âàëåíòíûì ïðèâåäåííîìó âûøå, îïðåäåëåíèåì òðàíçèòèâíîãî êîäà: äëÿ
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êàæäîãî êîäîâîãî ñëîâà v èç C íàéäåòñÿ ïîäñòàíîâêà � èç S

n

òàêàÿ, ÷òî

(v; �) 2Aut(C); ò.å. v + �(C) = C, ãäå � ìîæåò íå ïðèíàäëåæàòü ãðóïïå

ñèììåòðèé Sym(C) = f� 2 S

n

j �(C) = Cg êîäà C.

2. �àíãè è ÿäðà

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèÿ äâóõ êîíñòðóêöèé òðàí-

çèòèâíûõ äâîè÷íûõ êîäîâ, ïðèâåä¼ííûõ â [11℄, ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì êîäîâ Âàñèëüåâà (ñì. [2℄) è Ìîëëàðà (ñì. [7℄).

Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíûé òðàíçèòèâíûé êîä äëèíû n ñ êîäîâûì ðàñ-

ñòîÿíèåì d

1

, ïðè÷¼ì d

1

� íå÷¼òíî, à B � ëèíåéíûé êîä äëèíû n ñ êîäîâûì

ðàññòîÿíèåì d

2

, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî àâòîìîð�èçìà (y; �) 2 Aut(C) âû-

ïîëíÿåòñÿ � 2 Sym(B). Òîãäà êîä Âàñèëüåâà

C

2n+1

= f(x; jxj; x+ y) j x 2 B; y 2 Cg

äëèíû 2n+ 1 ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì.

Èçâåñòíî, ÷òî êîíñòðóêöèÿ Ìîëëàðà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êîíñòðóêöèè

Âàñèëüåâà. Ïóñòü C

t

è D

m

� ïðîèçâîëüíûå äâîè÷íûå êîäû äëèí t è m

ñîîòâåòñòâåííî, ñ êîäîâûìè ðàññòîÿíèÿìè íå ìåíåå 3. Ïóñòü

x = (x

11

; x

12

; : : : ; x

1m

; x

21

; : : : ; x

2m

; : : : ; x

t1

; : : : ; x

tm

) 2 E

tm

:

Ôóíêöèè p

1

(x) è p

2

(x); îïðåäåëåííûå êàê

p

1

(x) =

�

m

X

j=1

x

1j

; : : : ;

m

X

j=1

x

tj

�

2 E

t

; p

2

(x) =

�

t

X

i=1

x

i1

; : : : ;

t

X

i=1

x

im

�

2 E

m

;

íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè ïðîâåðêàìè íà ÷åòíîñòü.

Ìíîæåñòâî

C

n

= f(x; y + p

1

(x); z + p

2

(x)) j x 2 E

tm

; y 2 C

t

; z 2 D

m

g

ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì êîäîì Ìîëëàðà äëèíû n = tm + t +m ñ êîäîâûì ðàñ-

ñòîÿíèåì 3 (ñì. [7℄). Â ðàáîòå [11℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè êîäû C

t

è D

m

òðàíçèòèâíû, òî êîä Ìîëëàðà C

n

òðàíçèòèâåí.

Äàëåå ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäå-

íèÿ. ßäðî êîäà C ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ x 2 C òàêèõ, ÷òî x + C = C.

�àçìåðíîñòè ÿäðà è ëèíåéíîé îáîëî÷êè îáîçíà÷èì ÷åðåç k(C) è r(C) ñîîò-

âåòñòâåííî, r(C) íàçûâàåòñÿ ðàíãîì êîäà C. Âåëè÷èíû Æ(C) = r(C) � n +

log

2

(n + 1) è "(C) = n � log

2

(n+ 1)� k(C) íàçûâàþòñÿ ïðèáàâêîé ðàíãà è

äå�åêòîì ÿäðà êîäà C, ñîîòâåòñòâåííî.

25



Ëåììà 1 [11℄. Äëÿ ïðèáàâêè ðàíãà Æ è äå�åêòà ÿäðà " ïðîèçâîëüíîãî

êîäà Ìîëëàðà C

n

äëèíû n ñïðàâåäëèâî

Æ = Æ

1

+ Æ

2

; " = "

1

+ "

2

;

ãäå Æ

1

è Æ

2

� ïðèáàâêè ðàíãîâ, à "

1

è "

2

� äå�åêòû ÿäåð êîäîâ C

t

è D

m

,

ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäñòâèå 1 [11℄. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîâåðøåííîãî êîäà Âàñèëüåâà

C

n

= f(x; jxj; x + y) j x 2 E

(n�1)=2

; y 2 C

(n�1)=2

g äëèíû n è êîäà C

(n�1)=2

ïðèáàâêè ðàíãîâ è äå�åêòû ÿäåð ñîâïàäàþò.

Â ðàáîòå [8℄ èññëåäîâàíû ÿäðà è ëèíåéíûå îáîëî÷êè ñîâåðøåííûõ àä-

äèòèâíûõ êîäîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíû ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ïðèáàâêè ðàíãà è äå�åêòû ÿäåð:

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóþò ñîâåðøåííûå òðàíçèòèâíûå êîäû äëèíû n =

2

k

� 1; äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî

(Æ; ") 2 f(0; 0); (1; 2); (2; 3)g ïðè k = 4;

1 6 Æ 6 b(k+1)=2; " = 2

k�1

�2

k�Æ�1

�Æ�1 è Æ = 0; " = 2

k

�k�1 ïðè k > 4:

Â ðàáîòàõ [5, 6℄ ïðèâåäåíà êëàññè�èêàöèÿ âñåõ îâåðøåííûõ äâîè÷íûõ

òðàíçèòèâíûõ êîäîâ äëèíû 15, ïîëó÷åííûõ ïðîñòûìè ñâèò÷èíãàìè êîäà

Õýììèíãà äëèíû 15, â ÷àñòíîñòè, áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Ëåììà 3 [5, 6℄. Ñóùåñòâóþò ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå òðàíçèòèâíûå

êîäû äëèíû 15, äëÿ êîòîðûõ

(Æ; ") 2 f(1; 2); (1; 4); (2; 3); (3; 3); (3; 6)g:

Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ Ìîëëàðà è ñîâåðøåííûå òðàíçèòèâíûå êîäû ñ

âûøåïðèâåä¼ííûìè â ëåììàõ 2, 3 çíà÷åíèÿìè ïàð (Æ; "), ïðèìåíÿÿ ëåììó 1,

ïîëó÷èì

Ëåììà 4. Äëÿ êàæäîé ïàðû (Æ; ") èç ìíîæåñòâà

A

0

= f(0; 0); (1; 2); (1; 4); (2; 3); (2; 4); (2; 6); (2; 8); (3; 3); (3; 5); (3; 6);

(3; 7); (4; 5); (4; 6); (4; 7); (4; 8); (4; 10); (5; 6); (5; 9); (6; 6); (6; 9); (6; 12)g

(1)

ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííûé äâîè÷íûé òðàíçèòèâíûé êîä Ìîëëàðà äëèíû

255 ñ ïðèáàâêîé ðàíãà Æ è äå�åêòîì ÿäðà ".

Èñïîëüçóÿ ëåììó 4, à òàêæå êîíñòðóêöèè Ìîëëàðà è Âàñèëüåâà, ìîæ-

íî ïîëó÷èòü îáùèé âèä äëÿ ïðèáàâîê ðàíãà è äå�åêòîâ ÿäåð èçâåñòíûõ
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ñîâåðøåííûõ òðàíçèòèâíûõ êîäîâ äëèíû n = 2

k+8

� 1, k > 4; à èìåííî,

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ n = 2

k+8

� 1, k > 4, è ëþáûõ ïàð (Æ; ") òàêèõ,

÷òî (Æ; ") 2 f(Æ

0

; 2

k

� k + "

0

� 1); (s + Æ

0

; 2

k�1

� 2

k�s�1

� s + "

0

� 1)g, ãäå

(Æ

0

; "

0

) 2 A

0

è 1 6 s 6 b(k + 1)=2, ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííûé äâîè÷íûé

òðàíçèòèâíûé êîä äëèíû n ñ ïðèáàâêîé ðàíãà Æ è äå�åêòîì ÿäðà ":

Çàìå÷àíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå íàéäåíà

íåòðèâèàëüíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ÷èñëà íåýêâèâàëåíòíûõ ñîâåðøåííûõ äâî-

è÷íûõ òðàíçèòèâíûõ êîäîâ. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî êëàññè�èêàöèè ñîâåð-

øåííûõ òðàíçèòèâíûõ êîäîâ äëèíû 15, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó îäíîøàãî-

âûõ ñâèò÷èíãîâ êîäà Õýììèíãà äëèíû 15, äàííîé Ñ.À.Ìàëþãèíûì â [5, 6℄,

ñóùåñòâóþò íåýêâèâàëåíòíûå ñîâåðøåííûå òðàíçèòèâíûå êîäû äëèíû 15,

èìåþùèå îäèíàêîâûå ïàðû (Æ; ") äëÿ ïðèáàâîê ðàíãîâ è äå�åêòîâ ÿäåð,

ò.å. ïîäõîä, îïèñàííûé âûøå, â äàííîì ñëó÷àå íåý��åêòèâåí. Òàêèì îáðà-

çîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ðàçðàáàòûâàòü íîâûå êðèòåðèè äëÿ

ðàçëè÷åíèÿ íåýêâèâàëåíòíîñòè òðàíçèòèâíûõ (è íåîáÿçàòåëüíî òðàíçèòèâ-

íûõ) êîäîâ.
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ÎÖÅÍÊÈ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÏÑÅÂÄÎËÈÍÅÉÍÛÕ

ÔÓÍÊÖÈÉ

Ä.À.Äàãàåâ (Ìîñêâà)

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè �îðìóëàìè �óíê-

öèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà f0; 1g,

îãðàíè÷åíèÿ êîòîðûõ íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ èç íóëåé è åäèíèö ÿâëÿþò-

ñÿ ëèíåéíûìè áóëåâûìè �óíêöèÿìè. Î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ

�óíêöèé �îðìóëàìè ñì. [1�3℄. Â [4,5℄ íàéäåíû âåðõíèå îöåíêè �óíêöèé

Øåííîíà äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ òðåõçíà÷íîé ëîãèêè. Âñå íåîáõîäèìûå

îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â [1�3, 6�8℄.

Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè îáîçíà÷èì ÷åðåç P

k

, k > 2,

à ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé èç P

3

, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ òîëüêî èç ìíî-

æåñòâà E

2

, � ÷åðåç P

3;2

. Ïóñòü F � P

3;2

. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (n) ìíîæåñòâî

âñåõ �óíêöèé èç F , çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x

1

; :::; x

n

, n > 1. Îáîçíà÷èì

÷åðåç L ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ áóëåâûõ �óíêöèé. Áóäåì îáîçíà÷àòü

êîíúþíêöèþ x

1

è x

2

è ñóììó ïî ìîäóëþ äâà x

1

è x

2

÷åðåç x

1

&x

2

è x

1

�x

2

,

ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü f(x

1

; :::; x

n

) 2 P

3;2

. Ïðîåêöèåé �óíêöèè f(x

1

; :::; x

n

) íàçûâàåò-

ñÿ òàêàÿ áóëåâà �óíêöèÿ prf(x

1

; :::; x

n

), çíà÷åíèå êîòîðîé íà ïðîèçâîëü-

íîì íàáîðå e� 2 E

n

2

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì prf(e�) = f(e�). Ïðîåêöèåé

prF ìíîæåñòâà �óíêöèé F � P

3;2

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

S

fprfg, ãäå îáú-

åäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì �óíêöèÿì f 2 F . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ

ëþáîãî çàìêíóòîãî êëàññà F � P

3;2

ìíîæåñòâî prF ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì

êëàññîì áóëåâûõ �óíêöèé. Ïîëîæèì L = ff 2 P

3;2

jprf 2 Lg. Ôóíêöèÿ

f(x

1

; :::; x

n

) 2 P

3;2

íàçûâàåòñÿ ïñåâäîëèíåéíîé, åñëè f 2 L. Î÷åâèäíî, ÷òî

prL = L.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç j

i

(x) �óíêöèþ èç P

3;2

, ðàâíóþ 1 â ñëó÷àå x = i è 0 â

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, i = 0; 1; 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x+y è x�y �óíêöèè èç P

3;2

,
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òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ �; � 2 E

3

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà �+� = j

1

(�)�j

1

(�)

è � � � = j

1

(�)&j

1

(�), ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñèñòåìû ïñåâäîëèíåéíûõ �óíêöèé. Ïîëîæèì

A = f1; j

1

(x) + j

1

(y)g; E = f1; j

0

(x) + j

0

(y)g;

B = A [ fj

1

(x)j

1

(y)j

2

(z); j

0

(x); j

1

(x); j

2

(x)g;

D

r

= A [ fj

2

(x

1

)j

2

(x

2

):::j

2

(x

r

)g:

Â ðàáîòå [7℄ îïèñàíû âñå çàìêíóòûå êëàññû ïñåâäîëèíåéíûõ �óíêöèé:

L, L

2

, L

2;1

, L

2;r

(1 6 r 61), Z

2;0

\L, Z

2;1

\L. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî

[B℄ = L, [D

r

℄ = L

2;r

\ L, [A℄ = Z

2;0

\ L, [E℄ = Z

2;1

\ L.

Íèæå óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè �óíêöèéØåííîíà äëÿ ñëåäóþùèõ êëàñ-

ñîâ: L, L

2;r

\ L, Z

2;0

\ L è Z

2;1

\ L.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Q = Z

2;0

\ L, U = Z

2;1

\ L, V

r

= L

2;r

\ L, ãäå

1 6 r <1. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

L

A

(Q(n)) = L

E

(U(n)) = n+ 1 ïðè âñåõ n > 2; (1)

L

D

r

(V

r

(n)) = 1 + n+ r(C

1

n

+ C

2

n

+ :::+ C

r

n

) ïðè âñåõ n > r > 1; (2)

L

B

(L(n)) �

3

n

log

2

n

: (3)

�àâåíñòâà, óêàçàííûå â (1), î÷åâèäíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (2) îïèðàåòñÿ íà óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî

äëÿ �óíêöèè

f(x

1

; :::; x

n

) = 1 + j

1

(x

1

) + :::+ j

1

(x

n

) + j

2

(x

1

) + :::+ j

2

(x

n

) + :::

:::+ j

2

(x

1

)j

2

(x

2

) + :::+ j

2

(x

n�1

)j

2

(x

n

) + :::+ j

2

(x

1

):::j

2

(x

n

)

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî L

D

r

(f) = 1 + n+ r(C

1

n

+ C

2

n

+ :::+ C

r

n

).

Íèæíÿÿ îöåíêà â (3) ñëåäóåò èç ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé. Äîêàçà-

òåëüñòâî âåðõíåé îöåíêè â ñîîòíîøåíèè (3) îïèðàåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèå

ñïåöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ íàáîðîâ äëèíû n, ïîëó÷àþùåãî-

ñÿ íà îñíîâå ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ñîâåðøåííûõ êîäîâ Õýììèíãà [8℄. Êðîìå

òîãî, èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, ÿâëÿþùèéñÿ ìîäè�èêàöèåé àñèìïòîòè÷åñêè îï-

òèìàëüíîãî ìåòîäà ñèíòåçà �îðìóë íàä ñèñòåìîé f&;_; g [2℄.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À.Á. Óãîëüíèêîâó çà âíèìàíèå ê ðàáî-

òå.
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�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 08-01-

00863), ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô (ïðîåêò ÍØ-

4470.2008.1) è ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÌÍ �ÀÍ ¾Àë-

ãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿ (ïðî-

åêò ¾Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿).
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ÌÅÒÎÄ ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÎ�Î ÄÈÀ�ÍÎÑÒÈ�ÎÂÀÍÈß

ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÀÍÀËÈÇÀ �ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ

ÎÁ�ÀÇÎÂ ÔÓÍÊÖÈÎÍÈ�ÎÂÀÍÈß

Ê.Â. Åëèñååâ (Ñàðàòîâ)

1. Ââåäåíèå

Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ òåõíè÷åñêîãî äèàãíîñòèðîâàíèÿ, óïðàâëåíèÿ è

ñèíòåçà ñèñòåì èñïîëüçóþò çàäàíèå çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåì.

Â �àçîâûõ êàðòèíàõ ñèñòåìàòèçèðîâàíû è ïðåäñòàâëåíû �àçîâûå òðàåê-

òîðèè, îïðåäåëÿþùèå ïîâåäåíèå ñèñòåì. Áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå �àçîâûõ
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êàðòèí â ðàáîòàõ [1�2℄ ñâåäåíî ê åäèíîé �îðìå � ñèìâîëüíûì è ÷èñëîâûì

ãðà�èêàì, òî÷êè êîòîðûõ ðàçìåùàþòñÿ íà ãåîìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ ëèíè-

ÿõ. Ýòî ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ñâîäèòü �àçîâûå êàðòèíû ê óäîáíîé ñòàíäàðò-

íîé �îðìå, íî è èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòàíîâîê è ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîùíûå

ñðåäñòâà íåïðåðûâíîé ìàòåìàòèêè: àêòóàëüíóþ áåñêîíå÷íîñòü, íåïðåðûâ-

íîñòü, áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû, ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû, ñóììèðîâàíèå

áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ è ò.ï. Ñóùåñòâåííîé îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü äîîïðå-

äåëåíèÿ �àçîâûõ êàðòèí, ïðåäñòàâëåííûõ ÷àñòè÷íî çàäàííûìè ãåîìåòðè-

÷åñêèìè îáðàçàìè, ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè.

�àñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì äèàãíîñòèêè è ðàñïîçíàâàíèÿ ñåðäå÷íî-

ñîñóäèñòûõ çàáîëåâàíèé ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîêàðäèîãðà�èÿ. Ýëåêòðîêàðäèî-

ãðàììà ïðåäñòàâëåíà êðèâûìè. Êðèâûå õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì çóáöîâ,

ïî âðåìåííûì è àìïëèòóäíûì ïàðàìåòðàì êîòîðûõ ñòàâèòñÿ äèàãíîç. Ïðî-

öåäóðó íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðîêàðäèîãðàììà âûïîëíÿåò âðà÷-

êàðäèîëîã íà îñíîâå âèçóàëüíîãî àíàëèçà. Òàêàÿ ñõåìà äîñòàòî÷íî ïðîñòà,

íî íàäåæíîñòü å¼ çàâèñèò îò ïðî�åññèîíàëüíîñòè è �èçè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ

âðà÷à, òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ çàòðàò âðåìåíè. Ýòà ñõåìà ðàáîòàåò â òå÷åíèè

äîëãîãî âðåìåíè èç-çà îòñóòñòâèÿ àëüòåðíàòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çà-

äà÷è ðàñøè�ðîâêè ÝÊ�. Ïðåäëàãàåìûé â äàííîé ðàáîòå ìàòåìàòè÷åñêèé

àïïàðàò ïîçâîëèò ðàñøèðèòü îáëàñòü èçó÷åíèÿ êîíêðåòíûõ êðèâûõ, ïðåä-

ñòàâëÿþùèõ ñîáîé ýëåêòðîêàðäèîãðàììó.

Èçîáðàæåíèå ýëåêòðîêàðäèîãðàìì ãðà�èêàìè íà îñíîâå ðàáîòû [2℄ ïîç-

âîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü èõ ëîìàíûìè ëèíèÿìè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò. Òàêèå ëîìàíûå ëèíèè äîïóñêàþò èíòåðïðåòàöèþ êàê ãåîìåòðè÷åñêèå

îáðàçû çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòîâ (ñì. [2℄). ×àñòè÷íî èçîáðà-

æ¼ííûå ýëåêòðîêàðäèîãðàììû ïîñëå èõ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷àñòè÷íî çàäàííû-

ìè ãåîìåòðè÷åñêèìè îáðàçàìè ìîãóò áûòü äîïîëíåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì

êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè. Â ðåçóëüòàòå îòäåëüíûå ýëåêòðîêàð-

äèîãðàììû îêàçûâàþòñÿ �àçîâûìè òðàåêòîðèÿìè ïîâåäåíèÿ äèñêðåòíûõ

äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ, è òàêèå àâòîìàòû ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè êîí-

êðåòíûõ çàáîëåâàíèé â öåëîì.

Íà îñíîâàíèè ýòîãî äëÿ ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè ìåòîäîâ àíàëèçà

ýëåêòðîêàðäèîãðàìì ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ àâ-

òîìàòîâ ñðåäñòâàìè óñëîâíûõ è áåçóñëîâíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ñïåöèàëüíûå

èñòî÷íèêè (ñì., íàïðèìåð, [3℄) ïîçâîëÿþò óñòàíàâëèâàòü ñîîòâåòñòâèå ìåæ-

äó ñâîéñòâàìè ýëåêòðîêàðäèîãðàìì è ñâîéñòâàìè äèñêðåòíûõ äåòåðìèíè-

ðîâàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â �îðìå àâòîìàòîâ, â êîòîðûõ âõîäíû-

ìè ñèãíàëàìè ïðåäñòàâëåíû äåéñòâóþùèå íà îðãàíèçì ïàöèåíòà ñèëû. Â

äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåâåñòè ýëåêòðîêàðäèîãðàììó â ãåîìåòðè÷å-

ñêèå îáðàçû, ïðîâåñòè èíòåðïîëÿöèþ ÷àñòè÷íî çàäàííûå ãåîìåòðè÷åñêèå

31



îáðàçû, îïðåäåëÿþùèõ ýëåêòðîêàðäèîãðàììû, îïðåäåëèòü ý��åêòèâíîñòü

ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè.

2. Ìåòîä ïåðåâîäà ýëåêòðîêàðäèîãðàìì â ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç

Èìååì ýëåêòðîêàðäèîãðàììó, ñíÿòóþ ó ïàöèåíòà ïî 12 îòâåäåíèÿì. �àç-

áèâàåì å¼ íà îòäåëüíûå îòâåäåíèÿ. Èç êàæäîãî îòâåäåíèÿ âûäåëÿåòñÿ ãåî-

ìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ è çàíîñèòñÿ â ñèñòåìó êîîðäèíàò, ó êîòîðîé ìèíè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå îñè Y áóäåò íîëü. Äëÿ ïåðåâîäà â ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç

íàíîñèì (âûáèðàåì) òî÷êè íà ñåòêå òàêèì îáðàçîì, åñëè âåðøèíà çóáöà íà-

õîäèòñÿ íå íà ïåðåñå÷åíèè ñåòêè, òî äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà âåðøèíó

ïåðåìåùàåì â áëèæàéøåå íåçàíÿòîå ïåðåñå÷åíèå ñåòêè, è ïî ýòèì òî÷êàì

ñòðîèòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç.

Âûõîäíûå ñèãíàëû áóäóò ïîêàçûâàòü âåëè÷èíó êîíêðåòíîãî çóáöà â

ýëåêòðîêàðäèîãðàììå, à âõîäíîé ñèãíàë îäèí è òîò æå, òî åñòü ïîëó÷àåì

ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ èíèöèàëüíîãî àâòîìàòà

(A, s). Àíàëîãè÷íî ïåðåâîäèì â ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû äðóãèå îòâåäåíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì 12 ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ çàêîíîâ �óíêöèîíèðî-

âàíèÿ èíèöèàëüíûõ àâòîìàòîâ, îïèñûâàþùèõ ðàáîòó êîíêðåòíîãî ñåðäöà.

3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Ïðåîáðàçîâàíèå�àçîâûõ êàðòèí â ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû çàêîíîâ�óíê-

öèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòîâ è âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè âòîðûõ êîîðäèíàò òî÷åê ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ýëåìåíòîâ èõ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà êàê çàêîäèðîâàííóþ �àçîâóþ êàðòèíó.

Îäíîé èç çàäà÷ èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò êëþ÷åâûõ

óçëîâ ïîâåäåíèÿ �óíêöèè. Äàííîå ñâîéñòâî èíòåðïîëÿöèè áóäåò ïðèìåíåíî

ê îïðåäåëåíèþ êëþ÷åâûõ óçëîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà çàêîíîâ �óíêöè-

îíèðîâàíèÿ ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííîãî àâòîìàòà. Ïîñëå çàìåíû ñèìâîëüíîãî

îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòà (òàáëè÷íîãî, ìàòðè÷íîãî è ò.ä.) ñîîòâåòñòâóþùåé

÷èñëîâîé ñòðóêòóðîé â �îðìå ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-

íîñòü ìåòîäàìè èíòåðïîëÿöèè ïðåîáðàçîâûâàòü ÷àñòè÷íî çàäàííûå çàêîíû

�óíêöèîíèðîâàíèÿ â ïîëíîñòüþ çàäàííûå çàêîíû. Ñëîæíîñòè âûáîðà ìå-

òîäà èíòåðïîëÿöèè ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî äîîïðåäåëåíèå ñâÿçåé âõîäíûõ è

âûõîäíûõ ñèãíàëîâ äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü èíòåðïðåòàöèè àâòîìàòà êàê

ìîäåëè îáúåêòà èç ïðèêëàäíîé îáëàñòè.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ íå ïîëíîñòüþ îïðåäå-

ë¼ííûõ �àçîâûõ êàðòèí ïî óçëàì èíòåðïîëÿöèè. Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëü-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ âûáðàííûõ �àçîâûõ òðàåêòîðèé ðàññìàòðèâàþòñÿ
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ý��åêòèâíîñòü èíòåðïîëÿöèè. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ñèí-

òåçà äèñêðåòíûõ ñèñòåì, ïðåäïîëàãàþùèõ ïîëíîñòüþ îïðåäåë¼ííûå çàêî-

íû �óíêöèîíèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ ÷àñòè÷íî çàäàííûõ çàêîíîâ. Ïðîâåä¼í

àíàëèç ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ

äèñêðåòíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåì. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàíà ÷èñëîâàÿ

�îðìà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ àâòîìàòîâ. Öåëüþ èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ

ïîïîëíåíèå ÷àñòè÷íî çàäàííûõ çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòîâ, ÷òî

ïîçâîëÿåò ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñèñòåì èñïîëüçîâàòü ïîëíîñòüþ îïðåäåë¼í-

íûå çàêîíû �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåì. Äëÿ �óíäàìåíòàëüíîãî ïîäõîäà â

çàìåíå ñèìâîëüíûõ àâòîìàòíûõ ìîäåëåé ÷èñëîâûìè ñòðóêòóðàìè, äëÿ äî-

îïðåäåëåíèè �óíêöèé ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ àâòîìàòà ñ ïîìîùüþ ðàçâèòûõ

ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè è ýêñòðàïîëÿöèè, à òàê æå äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà è êëàññè�èêàöèè â ðàáîòàõ Òâåðäîõëåáîâà Â.À.

[1-2℄ ïðåäëîæåíî è ðàçðàáîòàíî ïðåäñòàâëåíèå çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ

àâòîìàòà ÷èñëîâûìè ñòðóêòóðàìè â âèäå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ, ò.å. â

�îðìå ðàçìåùåíèÿ àâòîìàòíîãî îòîáðàæåíèÿ íà ñèìâîëüíûõ è ÷èñëîâûõ

ãåîìåòðè÷åñêèõ �èãóðàõ.

Â ïðîâåä¼ííîì âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå àíàëèçèðîâàëàñü ý��åê-

òèâíîñòü ìåòîäà èíòåðïîëÿöèè (ÌÍÊ) ÷àñòè÷íî çàäàííîé (ïîëó÷åííîé)

ýëåêòðîêàðäèîãðàììû. Ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ ê îòðåçêó äëèíîé 50 çíàêîâ.

Ïðîïóùåííûìè ýëåìåíòàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿëèñü, â ïåðâîì âà-

ðèàíòå ðàññìîòðåíèÿ, 10 ýëåìåíòîâ è, âî âòîðîì âàðèàíòå ðàññìîòðåíèÿ,

18 ýëåìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå ïðîïóñêà ýëåìåíòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî-

ëó÷èëè ÷àñòè÷íî îïðåäåë¼ííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (â ïåðâîì âàðèàíòå)

è ÷àñòè÷íî îïðåäåë¼ííûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç çà-

êîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòà (âî âòîðîì âàðèàíòå). Ýëåìåíòû îñè

àáñöèññ ïðè èíòåðïðåòàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

âòîðûõ êîîðäèíàò âåðøèí ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà çàêîíîâ �óíêöèîíèðî-

âàíèÿ àâòîìàòà, ïîñëå âûáîðà ìíîæåñòâà âõîäíûõ ñèãíàëîâ X àâòîìàòà â

çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ýëåìåíòîâ â X, ïîëó÷àþò èíòåðïðåòàöèþ êàê ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè âõîäíûõ ñèãíàëîâ. Íà îñíîâàíèè ýòîãî èíòåðïîëÿöèÿ ïîç-

âîëÿåò ñîïîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì âõîäíûõ ñèãíàëîâ, èìåþùèõ ïî

ëèíåéíîìó ïîðÿäêó !

1

íîìåðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç

÷èñëîâóþ èíòåðïîëÿöèþ äîîïðåäåëåíû çàêîíû�óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìà-

òà êàê äëÿ ÷èñëîâîé, òàê è äëÿ ñèìâîëüíîé �îðì çàäàíèÿ çàêîíîâ �óíê-

öèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòà.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ïîâûøåíèå ñòåïåíè ïîëèíî-

ìà ñî âòîðîé íà ïÿòóþ äëÿ àíàëèçèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (äëÿ çàêî-

íîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòà, ïðåäñòàâëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ)

íå äà¼ò ñóùåñòâåííûõ ïðåèìóùåñòâ, è ìåòîä íå ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíûì
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Çàäàíèå çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (àâòîìàòîâ), ðàçðàáîòàííîå è èçëîæåííîå â ìîíî-

ãðà�èè [1℄, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìîäåëè äëÿ ñèñòåì áîëüøîé ðàçìåðíîñòè,

èíòåðïðåòèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû â âèäå ãåîìåòðè÷åñêèõ êðè-

âûõ èëè ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êàê çàäàíèå àâòîìàòîâ. Äëÿ

èçó÷åíèÿ ñâÿçåé ñâîéñòâ çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòîâ ñî ñâîé-

ñòâàìè íîâûõ, çàäàþùèõ àâòîìàòû, ÷èñëîâûõ íåïðåðûâíûõ ñòðóêòóð ïðî-

âåäåíî èññëåäîâàíèå 8594 �óíäàìåíòàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé èç áàíêà öåëî÷èñëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [4℄ (ÑØÀ).

Äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññìîòðåíû íà÷àëüíûå îòðåçêè äëèí

äî 80 ýëåìåíòîâ, ïî íèì ïîñòðîåíû ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû çàêîíîâ �óíê-

öèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòîâ è àâòîìàòû ìèíèìèçèðîâàíû. Ïðè òàêîì èññëå-

äîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ öè�ðîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â çàêîíû �óíêöè-

îíèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè âõîäíîãî àë-

�àâèòà è àíàëèçèðîâàëàñü ñïåöè�èêà âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ ìîùíîñòè âõîä-

íîãî àë�àâèòà. �àçðàáîòàííûé â [1℄ ñïåêòð äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ èñ-

ïîëüçîâàí äëÿ êëàññè�èêàöèè è îöåíîê ñëîæíîñòè êàê ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé, òàê è çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû

â ìîíîãðà�èè [2℄.
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2. �åîìåòðè÷åñêèå îáðàçû çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòîâ

Ïðåîáðàçîâàíèå ñèìâîëüíîé �îðìû àâòîìàòíîé ìîäåëè â ÷èñëîâóþ

ñòðóêòóðó (ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòà)

âêëþ÷àåò ëèíåéíîå óïîðÿäî÷èâàíèå àâòîìàòíîãî îòîáðàæåíèÿ

�

s

=

[

p2X

�

f(p; �(s; p))g

äëÿ èíèöèàëüíîãî àâòîìàòà A

s

= (S;X; Y; Æ; �; s), ãäå S, X è Y � ñîîòâåò-

ñòâåííî, ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ, Æ � �óíê-

öèÿ ïåðåõîäîâ (Æ : S � X ! S), � � �óíêöèÿ âûõîäîâ (� : S � X ! Y ).

Àâòîìàòíîå îòîáðàæåíèå �

s

âçàèìíîîäíîçíà÷íî ïðåîáðàçóåòñÿ â àâòîìàò-

íîå îòîáðàæåíèå âèäà �

0

s

=

S

p2X

�

f(p; �

0

(s; p))g; ãäå �

0

(s; p) � ïîñëåäíèé çíàê

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �(s; p). Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà ïàð �

s

è �

0

s

â

ãðà�èêè íà ìíîæåñòâå âñåõ ñëîâ â àë�àâèòå X ââîäèòñÿ ëèíåéíûé ïîðÿ-

äîê !

1

(ñì. [1℄). Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ïàð (�

s

; !

1

) è (�

0

s

; !

1

) äîïîëíÿ-

þòñÿ ëèíåéíûìè ïîðÿäêàìè !

0

íà Y

�

è !

2

íà Y . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ãðà-

�èêè (�

s

; !

1

; !

0

) è (�

0

s

; !

1

; !

2

). Ïîñòðîåííûå ãðà�èêè ðàçìåùåíû â ñèñòåìå

êîîðäèíàò ñ îñüþ àáñöèññ (X

�

; !

1

) è îñÿìè îðäèíàò ñîîòâåòñòâåííî (Y

�

; !

0

)

è (Y; !

2

). Çàìåíà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ X

�

è Y â ãðà�èêå 

s

= (�

0

s

; !

1

; !

2

) èõ

íîìåðàìè ïî ïîðÿäêàì !

1

è !

2

ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü ñèìâîëüíûé ãðà-

�èê 

s

â ÷èñëîâîé ãðà�èê â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îñüþ àáñöèññ N

+

è îñüþ

îðäèíàò f1; 2; :::; lg, ãäå jY j = l. Èç ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà 

s

àâòîìàòà A

s

âûäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âòîðûõ êîîðäèíàò òî÷åê ãåîìåòðè÷åñêîãî

îáðàçà, êîòîðàÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó ãåîìåòðè÷åñêî-

ìó îáðàçó. Â ðåçóëüòàòå çàêîíû �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòà (ò. å., �àçî-

âàÿ êàðòèíà) è êîíêðåòíûå ïðîöåññû �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòà (ò. å.,

�àçîâûå òðàåêòîðèè) îêàçûâàþòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûìè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ âòîðûõ êîîðäèíàò òî÷åê ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà. Ïðî-

èçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âòîðûõ êîîðäèíàò òî÷åê ãåîìåò-

ðè÷åñêîãî îáðàçà è, ñëåäîâàòåëüíî, êàê çàäàíèå çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâà-

íèÿ àâòîìàòà. Ýòî ïîçâîëÿåò íåêîòîðûå ñâîéñòâà çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâà-

íèÿ àâòîìàòà ïðåäñòàâëÿòü ñâîéñòâàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

3. Àâòîìàòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Â ðàáîòå [1℄ ïðåäëîæåí íîâûé òèï àâòîìàòà � (H;m; d(H))-àâòîìàò. Çà-

êîíû �óíêöèîíèðîâàíèÿ äàííîãî òèïà àâòîìàòà çàäàþòñÿ ÷èñëîâîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþH , êîòîðàÿ ïîëàãàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âòîðûõ êîîð-
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äèíàò òî÷åê ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà. �àññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíûé îòðåçîê

äëèíû d(H) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè H . Âåëè÷èíà m � ìîùíîñòü âõîäíîãî àë-

�àâèòà àâòîìàòà,à êîëè÷åñòâî âûõîäíûõ ñèãíàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöè�è-

êîé íà÷àëüíîãî îòðåçêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè H äëèíû d(H) (÷èñëî ðàçëè÷-

íûõ çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ â íà÷àëüíîì îòðåçêå äëèíû d(H)).

Â ñòàòüå ñîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû ïî ïîñòðîåíèþ è àíàëèçó ÊÄÀ, çàêîíû

�óíêöèîíèðîâàíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû íà÷àëüíûìè îòðåçêàìè ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ îáðàçîâ è âûáîðîì ÷èñëà âõîäíûõ ñèãíàëîâ àâòîìàòà. Äëÿ ýòî-

ãî èç áàíêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [4℄ èçâëå÷åíû 8594 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

è êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäñòàâëåíà íàáîðîì íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ,

èìåþùèõ äëèíû 50, 60, 70 è 80 çíàêîâ. Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî èç 34376

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âòîðûõ êîîðäèíàò òî÷åê ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà çà-

êîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ïåðâûõ êîîðäèíàò òî÷åê ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà îïðåäåëÿëèñü âàðè-

àíòàìè âûáîðà ÷èñëà âõîäíûõ ñèãíàëîâ àâòîìàòà è ëèíåéíûì ïîðÿäêîì !

íà ìíîæåñòâå âõîäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. �àññìàòðèâàëèñü ìíîæåñòâà

âõîäíûõ ñèãíàëîâ, ñîäåðæàùèå 2, 5 è 10 ýëåìåíòîâ. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå

ìåòîäà ñèíòåçà àâòîìàòà ïî ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîäåðæèò-

ñÿ â ìîíîãðà�èè [1℄. �àññìàòðèâàåìîìó ìíîæåñòâó èç 34376 ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé, ïðè òðåõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ìîùíîñòè âõîäíîãî àë�àâèòà

è òðåõ ñïîñîáàõ äîîïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ïåðåõîäîâ ñîïîñòàâëÿåòñÿ êëàññ

àâòîìàòîâ, ñîñòîÿùèé èç 309384 ýëåìåíòîâ. Äàëåå îñóùåñòâëÿåòñÿ ìèíè-

ìèçàöèÿ àâòîìàòîâ èç ïîñòðîåííîãî êëàññà è ðàçáèåíèå íà ïîäêëàññû àâ-

òîìàòîâ ïî ÷èñëó ñîñòîÿíèé â àâòîìàòå ïîñëå ìèíèìèçàöèè. Ïðîâåäåíî

áîëåå ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ êëàññîâ (H;m; d(H))-àâòîìàòîâ,

ãäå H 2 f�; e; �

F

; �

P

g, m 2 f2; 5; 10g, d(H) 2 f50; 60; 70; 80; 90; 100g, �

F

�

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, �

P

� õàðà-

êòåðèñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë â íàòó-

ðàëüíîì ðÿäó.

Àíàëèçèðîâàëèñü òðè ñïîñîáà äîîïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ïåðåõîäîâ: öèê-

ëè÷åñêîå äîîïðåäåëåíèèå, äîîïðåäåëåíèå â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, äîîïðåäå-

ëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ñîñòîÿíèå âûáèðà-

åòñÿ èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì). Ïîñëå ìèíèìèçàöèè

îïðåäåëÿëèñü ýêâèâàëåíòíûå ïî ÷èñëó ñîñòîÿíèé àâòîìàòû. Â òàáëèöå â

êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíû çàêîíû �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòà, ïîñòðî-

åííîãî ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû 50, îïðåäåëÿþùåé ïðèáëèæåíèå �óí-

äàìåíòàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé âåëè÷èíû e. Ïðè ïîñòðîåíèè ïðèâåäåííîãî

â òàáëèöå àâòîìàòà èñïîëüçîâàíî öèêëè÷åñêîå äîîïðåäåëåíèå �óíêöèè ïå-

ðåõîäîâ Æ è jX j = 10.
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Òàáëè÷íîå çàäàíèå çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòà, ïîñòðîåííîãî ïî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îïðåäåëÿþùåé ïðèáëèæåíèå ÷èñëà e.

Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà êëàññà �-àâòîìàòîâ, ò. å. êëàññà àâòîìàòîâ ïî-

ñòðîåííûõ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, çàäàþùèì ïðèáëèæåíèå �óíäàìåí-

òàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé âåëè÷èíû � äëèíû 50, 60, 70, 80, 90, 100 çíàêîâ,

ïðè ðàññìîòðåíèè âõîäíûõ àë�àâèòîâ ðàçëè÷íîé ìîùíîñòè (jX j = 2; 5; 10)

îòìå÷åíî, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ äîîïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ïåðåõî-

äîâ ìåíÿåòñÿ ÷èñëî ñîñòîÿíèé ó àâòîìàòîâ ïîñëå ìèíèìèçàöèè. Òàê ïðè

öèêëè÷åñêîì äîîïðåäåëåíèè �óíêöèè ïåðåõîäîâ îòìå÷åíî, ÷òî ó âñåõ ïî-

ñòðîåííûõ �-àâòîìàòîâ ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîâïàäàåò ñ ÷èñ-

ëîì ñîñòîÿíèé. Òàêèì îáðàçîì âñå ÷ëåíû êëàññà �-àâòîìàòîâ (ïðè öèêëè-

÷åñêîì äîîîïðåäåëåíèè �óíêöèè ïåðåõîäîâ) ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïî

÷èñëó ñîñòîÿíèé. Ïðè äîîïðåäåëåíèè â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå èç ïîñòðåííûõ

âîñåìíàäöàòè �-àâòîìàòîâ ó òðåõ àâòîìàòîâ ïîñëå ìèíèìèçàöèè ÷èñëî ñî-

ñòîÿíèé óìåíüøèëîñü: ó (�,2,70)-àâòîìàòà äî 34 ñîñòîÿíèé, ó (�,2,80)-àâòî-

ìàòà äî 39 ñîñòîÿíèé, è ó (�,2,90)-àâòîìàòà � äî 43 ñîñòîÿíèé.

4. Êëàññè�èêàöèÿ äèñêðåòíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ

ïî ñâîéñòâàì ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ

Áàçîâîé ìîäåëüþ äèñêðåòíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-

ñòåì ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå äåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû. Ñðàâíåíèå ïî ñëîæ-

íîñòè òàêèõ àâòîìàòîâ ìîæåò áûòü ñäåëàíî íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ñòðóêòóð, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñïåöè�èêó çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ

àâòîìàòà. Â êà÷åñòâå òàêèõ ñòðóêòóð ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ãåîìåòðè-

÷åñêèå îáðàçû çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòîâ. Ñðàâíåíèå ïî ñëîæ-

íîñòè çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòîâ ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå ñðàâ-

íåíèÿ ñïåêòðîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî íà ñòðóêòóðó

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îãðàíè÷åíèÿ íå íàêëàäûâàþòñÿ,
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è îíà ìîæåò áûòü ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ èç êîíå÷íîãî ìíî-

æåñòâà, ìåòîä ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé ïî ñëîæíîñòè äîïóñêàåò èíòåðïðåòàöèþ

íà ëþáûõ, â ÷àñòíîñòè ÷èñëîâûõ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Ñ ñîäåðæàòåëü-

íîé òî÷êè çðåíèÿ, ñïåêòðàìè îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðåêóððåíòíûõ îïðåäåëåíèé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â âàðèàíòàõ òàêèõ îïðåäåëåíèé ÷èñëîâûìè ïîêàçà-

òåëÿìè ÿâëÿþòñÿ ïîðÿäêè ðåêóððåíòíûõ �îðì, îïðåäåëÿþùèõ îòäåëüíûå

îòðåçêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, è êîëè÷åñòâà ñìåí ðåêóððåíòíûõ �îðì, èñ-

ïîëüçóåìûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòðåçêîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Óðîâíè ñïåê-

òðà ïîñòðîåíû èåðàðõè÷åñêè ïî äîáàâëåíèþ â ñïåêòð íîâûõ ïàðàìåòðîâ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ýêâèâàëåíòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷å-

ðåç t-ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿåìûå óðîâíåì 


t

, 0 6 t 6 3. Â ðåçóëüòàòå

ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà ñïåêòðîâ äëÿ 8594 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 80,

èçâëå÷åííûõ èç áàíêà OEIS, îïðåäåëåíû ýêâèâàëåíòíûå ïî ñëîæíîñòè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè (è, ñîîòâåòñòâåííî, ýêâèâàëåíòíûå ïî ñëîæíîñòè çàêîíû

�óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòîâ, ïðåäñòàâëåííûå äàííûìè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòÿìè). Â îäèí êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ïî ñëîæíîñòè àâòîìàòîâ íà òðåòüåì

óðîâíå 


3

ñïåêòðà 
 ïîïàëè àâòîìàòû, çàäàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè: �,

10� �, ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ìàäîííû. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñïåêòðà îêàçàëèñü

ýêâèâàëåíòíûìè àâòîìàòû, ïðåäñòàâëåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

�

1

= h0; 1; 1; 2; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 3; 3; 3; 3; 3; 4; 4; 4; 4; 4; 4; 4; 4; 4; 4; 4; 4; 4; 4; 4; 4; 5;

5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5; 6; 6;

6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6i

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

�

2

= h1; 0; 0; 1; 1; 1; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1;

1; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0;

0; 0; 0; 0; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1i :

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå èññëåäîâàíèÿ áàíêà �óíäàìåíòàëüíûõ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ âåëè÷èí è ãåîìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ (ñïèðàëü Ôèáîíà÷÷è, ëåìíèñêà-

òà Áåðíóëëè, áàëëèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ýâîëüâåíòà êðóãà, ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ

ñïèðàëü, ñïèðàëü Àðõèìåäà, àñòðîèäà, ñïèðàëü �àëèëåî, áðàõèñòîõðîíà,

êàðäèîèäà, êðèâàÿ ïðåñëåäîâàíèÿ, öèññîèäà, êðèâàÿ �àóññà è äð.) ïðåä-

ñòàâëåíî â ðàáîòå [2℄.

5. Êðàòêèå âûâîäû

Â ðàáîòå ïîñòðîåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû êëàññû äèñêðåòíûõ äåòåðìè-

íèðîâàííûõ àâòîìàòîâ, îïðåäåëåííûå íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
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ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ, çàäàþùèõ çàêîíû �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòîâ.

Èñïîëüçóåìûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñâîéñòâà çà-

êîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì íà îñíîâå àíàëèçà ñâîéñòâ ãåîìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ èëè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé. Èçëîæåííûå â ñòàòüå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü

ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ äëÿ çàäà-

íèÿ è èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ çàêîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ äå-

òåðìèíèðîâàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (àâòîìàòîâ). Îïðåäåëåíû ýêâè-

âàëåíòíûå ïî ñëîæíîñòè ãåîìåòðè÷åñêèå êðèâûå, ò. å. ýêâèâàëåíòíûå ïî

ñëîæíîñòè çàêîíû �óíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòîâ.
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ÑÈÍÒÅÇ ÍÀÄÅÆÍÛÕ ÍÅÂÅÒÂßÙÈÕÑß

Ï�Î��ÀÌÌ Ñ ÓÑËÎÂÍÎÉ ÎÑÒÀÍÎÂÊÎÉ

Ñ.Ì. Çèíîâüåâà (Ïåíçà)

�àññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ �óíêöèé íåâåòâÿùèìèñÿ ïðî-

ãðàììàìè ñ óñëîâíîé îñòàíîâêîé [1℄. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå îïåðàòîðû

îñòàíîâêè àáñîëþòíî íàäåæíû, ðàáîòàþò áåç ñáîåâ, à îñòàëüíûå (âû÷èñëè-

òåëüíûå) îïåðàòîðû � êîíúþíêòîðû, äèçúþíêòîðû, èíâåðòîðû � íåçàâè-

ñèìî äðóã îò äðóãà ñ âåðîÿòíîñòüþ " (" 2 (0; 1=2)) ïîäâåðæåíû èíâåðñíûì

íåèñïðàâíîñòÿì íà âûõîäàõ. Ýòè íåèñïðàâíîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî

â èñïðàâíîì ñîñòîÿíèè âû÷èñëèòåëüíûé îïåðàòîð ðåàëèçóåò ïðèïèñàííóþ

åìó áóëåâó �óíêöèþ ', à â íåèñïðàâíîì � �óíêöèþ �'. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðî-

ãðàììà Pr ðåàëèçóåò �óíêöèþ f(x

1

; x

2

; :::; x

n

), åñëè îíà ðåàëèçóåò åå ïðè

îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé.
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Íåíàäåæíîñòüþ N(Pr) ïðîãðàììû Pr íàçîâåì ìàêñèìàëüíóþ âåðîÿò-

íîñòü îøèáêè íà âñåõ âûõîäàõ ïðîãðàììû Pr ïðè âñåâîçìîæíûõ âõîäíûõ

íàáîðàõ.

×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñõåì èç �óíêöèî-

íàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò íåâåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì íàëè-

÷èåì îïåðàòîðà óñëîâíîé îñòàíîâêè, ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Íåíàäåæíîñòüþ N(S) ñõåìû S èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïîäâåð-

æåííûõ èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòÿì íà âûõîäàõ, íàçîâåì ìàêñèìàëüíóþ

âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà âûõîäå ñõåìû S ïðè âñåâîçìîæíûõ âõîäíûõ íàáî-

ðàõ. Îáîçíà÷èì N

"

(f) = inf N(S), ãäå èí�èìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì S

èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèì áóëåâó �óíêöèþ f(x

1

; x

2

; :::; x

n

).

Ñõåìà A èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùàÿ �óíêöèþ f , íàçûâàåò-

ñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ïî íàäåæíîñòè, åñëè N(A) � N

"

(f) ïðè

"! 0, ò. å.

lim

"!0

N

"

(f)

N(A)

= 1:

Òåîðåìà 1 [2℄. Ïðè " 2 (0; 1=128℄ ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþ f ìîæíî

ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S, ÷òî N(S) 6 3"+ 32"

2

.

Îáîçíà÷èì K(n) � ìíîæåñòâî áóëåâûõ �óíêöèé f(x

1

; x

2

; :::; x

n

), íå

ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (x

a

i

&h(~x))

b

(i 2 f1; 2; :::; ng; a 2 f0; 1g).

Òåîðåìà 2 [2℄. Ïóñòü " 2 (0; 1=6℄, à f(x

1

; x

2

; :::; x

n

) 2 K(n). Òîãäà äëÿ

íåíàäåæíîñòè N(S) ëþáîé ñõåìû S, ðåàëèçóþùåé �óíêöèþ f , èìååò ìå-

ñòî N(S) > 3"� 6"

2

+ 4"

3

.

Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî â áàçèñå fx

1

&x

2

; x

1

_x

2

; �x

1

g äëÿ ïî÷òè âñåõ

�óíêöèé àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû �óíêöèîíè-

ðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé 3" ïðè "! 0.

Äëÿ íåâåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì ñ óñëîâíîé îñòàíîâêîé âåðíû ëåììà 1 è

òåîðåìà 3.

Íàáîðû Âûõîä I Âûõîä II

P

I

0

P

I

1

P

II

0

P

II

1

(000) - " 1� 2"+ 3"

3

� 2"

4

"� 3"

3

+ 2"

4

(001),(010) - " 1� 3"+ 5"

2

� 5"

3

+ 2"

4

2"� 5"

2

+ 5"

3

� 2"

4

(100) - " 1� 3"+ 5"

2

� 5"

3

+ 2"

4

2"� 5"

2

+ 5"

3

� 2"

4

(011) - 1 � " "� 2"

2

+ 3"

3

� 2"

4

2"

2

� 3"

3

+ 2"

4

(101), (110) - " 3"� 8"

2

+ 7"

3

� 2"

4

1 � 4"+ 8"

2

� 7"

3

+ 2"

4

(111) - 1 � " 3"

2

� 5"

3

+ 2"

4

"� 3"

2

+ 5"

3

� 2"

4
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Ëåììà 1. Ïðè " 2 (0; 1=128℄ ïðîãðàììà Pr

g

(ðèñ. 1) ðåàëèçóåò �óíê-

öèþ ãîëîñîâàíèÿ g(x

1

; x

2

; x

3

) = x

1

x

2

_ x

2

x

3

_ x

1

x

3

ñ íåíàäåæíîñòüþ

N(Pr

g

) 6 3", à âåðîÿòíîñòè P

I

0

; P

I

1

; P

II

0

; P

II

1

ïîÿâëåíèÿ íóëÿ è åäèíèöû

ñîîòâåòñòâåííî íà êàæäîì èç äâóõ âûõîäîâ I è II ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì �óíêöèþ ãîëîñîâàíèÿ â âèäå g(ex) = (x

2

x

3

_

x

1

)(x

2

_x

3

) è ïðåäñòàâèì ïðîãðàììó ñ îïåðàòîðîì óñëîâíîé îñòàíîâêè êàê

�óíêöèîíàëüíóþ ñõåìó (ðèñ. 1, 2).

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð îñòàíîâêè àáñîëþòíî íàäåæåí è ñðàáàòûâàåò, êî-

ãäà íà åãî âõîä ïîñòóïàåò åäèíèöà (ïðè ýòîì íà âûõîäå îïåðàòîðà òîæå

åäèíèöà), â ãðà�å P

I

0

â òàáëèöå ñòîÿò ïðî÷åðêè, ò. å. íóëü íå ìîæåò ïî-

ÿâèòüñÿ íà âûõîäå I ïðîãðàììû ñ óñëîâíîé îñòàíîâêîé (ðèñ. 1, 2).

Âû÷èñëèì è îöåíèì âåðîÿòíîñòè P

I

1

, P

II

0

, P

II

1

ïðîãðàììû Pr

g

íà âñåõ

âõîäíûõ íàáîðàõ ea.

e
a = (000):

P

I

1

(Pr

g

;ea) = ";

P

II

1

(Pr

g

;ea) = (1� ")[(1� ")"+ "((1� ")"+ "(1� "))℄ = "� 3"

3

+ 2"

4

< ";

P

II

0

(Pr

g

;ea) = 1� "� "+ 3"

3

� 2"

4

= 1� 2"+ 3"

3

� 2"

4

.

e
a = (001);

e
a = (010):

P

I

1

(Pr

g

;ea) = ";

P

II

1

(Pr

g

;ea) = (1�")[(1�")"+"("�"+(1�")(1�")℄ = 2"�5"

2

+5"

3

�2"

4

< 2";

P

II

0

(Pr

g

;ea) = 1� "� 2"+ 5"

2

� 5"

3

+ 2"

4

= 1� 3"+ 5"

2

� 5"

3

+ 2"

4

.

e
a = (100):

P

1

(Pr

g

;ea) = ";

P

1

(Pr

g

;ea) = (1�")[" �"+(1�")("(1�")+(1�")")℄ = 2"�5"

2

+5"

3

�2"

4

< 2";

P

II

0

(Pr

g

;ea) = 1� "� 2"+ 5"

2

� 5"

3

+ 2"

4

= 1� 3"+ 5"

2

� 5"

3

+ 2"

4

.
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Çàìåòèì, ÷òî íà ðàññìîòðåííûõ íàáîðàõ (000), (001), (010), (100) îøèá-

êîé áóäåò ïîÿâëåíèå 1, è âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà âûõîäå ïðîãðàììû Pr

g

áóäåò ðàâíà maxfP

I

1

; P

II

1

g, êîòîðûé íå ïðåâîñõîäèò 2".

e
a = (011):

P

I

0

(Pr

g

;ea) = 1� ";

P

II

0

(Pr

g

;ea) = (1� ") � 0 + "[(1� ")(1� ") + "("(1� ") + (1� ")")℄ =

= "� 2"

2

+ 3"

3

� 2"

4

< ";

P

II

1

(Pr

g

;ea) = 1� 1 + "� "+ 2"

2

� 3"

3

+ 2"

4

= 2"

2

� 3"

3

+ 2"

4

:

e
a = (101);

e
a = (110):

P

I

0

(Pr

g

;ea) = ";

P

II

0

(Pr

g

;ea) = " � 0 + (1� ")[" � (1� ") + (1� ")("(1� ") + (1� ")")℄ =

= 3"� 8"

2

+ 7"

3

� 2"

4

< 3";

P

II

1

(Pr

g

;ea) = 1� "� 3"+ 8"

2

� 7"

3

+ 2"

4

= 1� 4"+ 8"

2

� 7"

3

+ 2"

4

:

e
a = (111):

P

I

0

(Pr

g

;ea) = 1� ";

P

II

0

(Pr

g

;ea) = (1� ") � 0 + "["(1� ") + (1� ")("(1� ") + (1� ")")℄ =

= 3"

2

� 5"

3

+ 2"

4

< 3"

2

;

P

II

1

(Pr

g

;ea) = 1� "� 3"

2

+ 5"

3

� 2"

4

= 1� 4"

2

+ 5"

3

� 2"

4

:

Çàìåòèì, ÷òî íà ðàññìîòðåííûõ íàáîðàõ (000), (001), (010), (100) îøèá-

êîé áóäåò ïîÿâëåíèå 0, è âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà âûõîäå ïðîãðàììû Pr

g

áóäåò ðàâíà P

II

0

, êîòîðàÿ íå ïðåâîñõîäèò 3".

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Ïðè " 2 (0; 1=128℄ ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþ ìîæíî ðåàëèçî-

âàòü òàêîé ïðîãðàììîé Pr

f

, ÷òî N(Pr

f

) 6 "+ 41"

2

:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x

1

; x

2

; :::; x

n

) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà �óíê-

öèÿ. Ïî òåîðåìå 1 åå ìîæíî ðåàëèçîâàòü íåâåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé (ñõå-

ìîé) S ñ íåíàäåæíîñòüþ N(S) 6 3"+ 32"

2

.

Èñïîëüçóÿ ýòó ñõåìó S, ïîñòðîèì äëÿ f íåâåòâÿùóþñÿ ïðîãðàììó ñ

óñëîâíîé îñòàíîâêîé Pr

f

è ïðåäñòàâèì åå ñõåìîé (ðèñ. 3).

Âû÷èñëèì è îöåíèì âåðîÿòíîñòè îøèáêè äëÿ êàæäîãî èç äâóõ âûõîäîâ I

è II ïðîãðàììû Pr

f

(ðèñ. 3).

Ïóñòü íàáîð ea òàêîé, ÷òî f(ea) = 0. Îöåíèì âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà

âûõîäå I:

P

1

(Pr

f

;ea) = (1� p

1

)

3

"+ 3(1� p

1

)

2

p

1

"+ (1� p

1

)p

2

1

(1� ")+

+2(1� p

1

)p

2

1

"+ p

3

1

(1� ") 6 "+ 3"p

1

+ p

2

1

;

ãäå p

1

6 3"+ 32"

2

, òîãäà P

1

(Pr

f

;ea) 6 "+ 21"

2

.
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Îöåíèì âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà âûõîäå II ïðîãðàììû:

P

1

(Pr

f

;ea) = (1� p

1

)

3

["� 3"

3

+ 2"

4

℄ + 3(1� p

1

)

2

p

1

[2"� 5"

2

+ 5"

3

� 2"

4

℄+

+(1� p

1

)p

2

1

[2"

2

� 3"

3

+ 2"

4

℄ + 2(1� p

1

)p

2

1

[1� 4"+ 8"

2

� 7"

3

+ 2"

4

℄+

+p

3

1

["� 3"

2

+ 5"

3

� 2"

4

℄ 6 "+ 6"p

1

+ 2p

2

1

;

òîãäà P

1

(Pr

f

;ea) 6 "+ 41"

2

.

Ïóñòü íàáîð ea òàêîé, ÷òî f(ea) = 1. Îøèáêîé ïðîãðàììû áóäåò ïîÿâ-

ëåíèå íóëÿ íà âûõîäå II. Íà âûõîäå I ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ëèøü 1, ïîýòîìó

îöåíèì âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà âûõîäå II ïðîãðàììû Pr

f

:

P

0

(Pr

f

;ea) = p

3

0

[1� 2"+ 3"

3

� 2"

4

℄ + 3p

2

0

(1� p

0

)[1� 3"+ 5"

2

� 5"

3

+ 2"

4

℄+

+2p

0

(1� p

0

)

2

[3"� 8"

2

+ 7"

3

� 2"

4

℄ + p

0

(1� p

0

)

2

["� 2"

2

+ 3"

3

� 2"

4

℄+

+(1� p

0

)

3

[3"

2

� 5"

3

+ 2"

4

℄ 6 3p

2

0

+ 7"p

0

+ 3"

2

;

ãäå p

0

6 3"+ 32"

2

. Òîãäà P

0

(Pr

f

;ea) 6 53"

2

.

Âûáèðàÿ èç ïîëó÷åííûõ äëÿ âåðîÿòíîñòè îøèáîê çíà÷åíèé ìàêñèìàëü-

íîå, âèäèì, ÷òî íåíàäåæíîñòü ïðîãðàììû N(Pr

f

) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-

ñòâó N(Pr

f

) 6 "+ 41"

2

.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
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Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè " 6 1=128 âñå áóëå-

âû �óíêöèè â áàçèñå fx&y; x _ y; xg ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðîãðàììàìè ñ

óñëîâíîé îñòàíîâêîé, êîòîðûå �óíêöèîíèðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ íå áîëü-

øå " + 41"

2

, â òî âðåìÿ, êàê íåíàäåæíîñòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ

ñõåì íå ïðåâîñõîäèò 3"+ 32"

2

.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. ×àøêèí À. Â. Î ñðåäíåì âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé áóëåâûõ

�óíêöèé. Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. ßíâàðü � ìàðò

1997. Òîì 4, N1. Ñ. 60 � 78.

2. Âàñèí À. Â. Îá àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ñõåìàõ â áàçèñå

fx

1

&x

2

; x

1

_x

2

; �x

1

g ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ //

Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ïîâîëæñêèé ðåãèîí. Ôèçèêî-ìàòå-

ìàòè÷åñêèå íàóêè. N 4. 2008. Ñ. 3 � 17.

3. von Neuman J. Probabilisti logis and the synthesis of reliable organisms

from unreliable omponents // Automata studies, edited by Shannon C., M.

Carthy J. Prineton University Press, 1956. (�óññêèé ïåðåâîä: Àâòîìàòû. Ì.:

ÈË, 1956. Ñ. 68 � 139.)

ÑÈÑÒÅÌÛ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÍÀ

ÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÎÌ ÑÒÀÍÄÀ�ÒÍÎÌ

ÑÈÌÏËÅÊÑÅ

Î. À. Êóçåíêîâ, Ä. Â. Êàïèòàíîâ (Íèæíèé Íîâãîðîä)

Ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïèñàíèè ñà-

ìûõ ðàçíûõ ïðîöåññîâ è ñèñòåì � ýëåêòðè÷åñêèõ, ìåõàíè÷åñêèõ, äåìîãðà-

�è÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ è äð. Ê ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì

ïðèâîäÿò ìíîãî÷èñëåííûå ýêîëîãè÷åñêèå çàäà÷è è ìîäåëè ïîïóëÿöèîííîé

äèíàìèêè, ýêîíîìè÷åñêèå çàäà÷è. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòå-

ìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, îòíîñèòåëüíî âåêòîð-�óíêöèé ïðèíèìàþùèõ

çíà÷åíèÿ èç ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà [2℄ � ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íîìåðíîãî

åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî èç âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êî-

îðäèíàòàìè, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå. Ñèñòåìû, îáëàäàþùèå òàêèìè

ñâîéñòâàìè, íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå. Ýòè ñèñòå-

ìû èìåþò øèðîêîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âèäà

�x

i

= F

i

(x) ��t; i = 1; n; (1)
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ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé

n

X

i=1

x

i

= 1; x

i

> 0; i = 1; n: (2)

Çäåñü è äàëåå ïîä x ïîíèìàåòñÿ n-ìåðíûé âåêòîð x = (x

1

; : : : ; x

n

); à ïîä

�x

i

� êîíå÷íûå ðàçíîñòè �x

i

= x

i

(t

0

+ (k + 1)�t)� x

i

(t

0

+ k�t); i = 1; n.

Ñèñòåìó (1), ðåøåíèå êîòîðîé â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïðèíàäëåæèò ñòàí-

äàðòíîìó ñèìïëåêñó (2), ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ïðèíàäëåæàùèõ

ñèìïëåêñó (2), áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ñèñòåìó (1), â êîòîðîé �óíê-

öèè F

i

(x); i = 1; n; ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ,

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì x, èìåþò íåïðåðûâíûå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

�F

i

�x

i

, â òî÷êàõ, ãäå x

i

= 0, è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè â âèäå ðàâåíñòâà

F

i

(x

1

; x

2

; : : : ; x

i�1

; 0; x

i+1

; : : : ; x

n

) = 0; i = 1; n; (3)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

�x

i

= G

i

(x)x

i

�t; (4)

ãäå �óíêöèè G

i

(x) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè. Ñèñòåìó âèäà (4) ïðèíÿòî

íàçûâàòü ñèñòåìîé ñ íàñëåäîâàíèåì.

Ëåììà. Åñëè ñèñòåìà (1) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå (2) ÿâëÿåòñÿ

ñèñòåìîé ñ íàñëåäîâàíèåì, òî ïðè x

i

(t

0

) = 0 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

x

i

(t

0

+ k�t) � 0 äëÿ ëþáîãî íîìåðà k > 0.

Äëÿ ñîõðàíåíèÿ öåëîñòíîñòè èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ïðèâåäåì íèæå ðÿä

�àêòîâ, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â [1℄. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1)

ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ

F

i

(x)

x

i

��t > �1; x

i

6= 0;

òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû (1) óäîâëåòâîðÿëî òîæäåñòâó

n

X

i=1

x

i

(t

k

) � 1;

ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x

i

(t

0

) = x

0

i

; i = 1; n; ïðèíàäëåæàùèõ

ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñó (2), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàâåíñòâî

n

X

i=1

F

i

(x) = 0
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âûïîëíÿëîñü â òî÷êàõ x; óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

n

X

i=1

x

i

= 1:

Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû (1) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå (2) ñïðàâåäëèâî

ïðåäñòàâëåíèå

�x

i

=

0

�

�

i

(x)� x

i

n

X

j=1

�

j

(x)

1

A

�t; i = 1; n; (5)

ãäå �óíêöèè �

i

(x) êâàçèïîëîæèòåëüíûå, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå, óäî-

âëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà, è, êðîìå òîãî íåîòðèöàòåëüíûå. Êðîìå òî-

ãî, äëÿ ëþáîé ñèñòåìû (1) íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå (2) ñïðàâåäëèâî âòî-

ðîå ïðåäñòàâëåíèå

�x

i

=

0

�

�

i

(x)� x

i

�

n

X

j=1

�

j

(x)

1

A

��t

n

X

j=1

�

j

(x) ��t+ 1

; i = 1; n; (6)

ãäå �óíêöèè �

i

(x) � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìó (1) íà ñèìïëåêñå (2) áóäåì íàçûâàòü [2℄ ñè-

ñòåìîé îòáîðà, åñëè íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð i, ÷òî íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé, ïðèíàäëåæàùèõ ñèìïëåêñó, ñ íåíóëåâîé i-é êîîðäèíàòîé, èìåþò

ìåñòî ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

lim

n!1

x

i

(t

0

+ n�t) = 1; lim

n!1

x

j

(t

0

+ n�t) = 0; i 6= j: (7)

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî i = 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

äîñòàòî÷íî ïåðåîáîçíà÷èòü ïåðåìåííûå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà ñ íàñëåäîâàíèåì (1); (2) ÿâëÿ-

ëàñü ñèñòåìîé îòáîðà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âäîëü ëþáîé �à-

çîâîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1), ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

x

1

(t

0

) > 0; x

i

(t

0

) > 0; âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

1

X

n=1

�

ln

�

1 +

F

1

(x)

x

1

�

� ln

�

1 +

F

i

(x)

x

i

��

= +1: (8)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå x íà ñòàí-

äàðòíîì ñèìïëåêñå êîîðäèíàòû x

i

(t

0

) îòëè÷íû îò íóëÿ äëÿ èíäåêñîâ i 2 E

1

è ðàâíû íóëþ äëÿ èíäåêñîâ i 2 E

2

, E

1

T

E

2

= ?, E

1

S

E

2

= f1; 2; : : : ; ng.

Òîãäà, â ñèëó ëåììû áóäåò ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî x

i

(t

0

+n�t) = 0; i 2 E

2

.

Äëÿ èíäåêñîâ i 2 E

1

çàïèøåì ñèñòåìó (1) â âèäå

x

i

(t

0

+ (k + 1)�t) = x

i

(t

0

+ k�t) + x

i

(t

0

+ k�t)

F

i

(x)

x

i

(t

0

+ k�t)

�t; i 2 E

1

:

Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè, ïåðåáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî k = 0; : : : ; n � 1, áóäåì

èìåòü ñèñòåìó

x

i

(t

0

+�t) = x

i

(t

0

)

�

1 +

F

i

(x(t

0

))�t

x

i

(t

0

)

�

;

x

i

(t

0

+ 2�t) = x

i

(t

0

+�t)

�

1 +

F

i

(x(t

0

+�t))�t

x

i

(t

0

+�t)

�

=

= x

i

(t

0

)

�

1 +

F

i

(x(t

0

))�t

x

i

(t

0

)

��

1 +

F

i

(x(t

0

+�t))�t

x

i

(t

0

+�t)

�

:

È òàê äàëåå, ïðîäîëæàÿ ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

x

i

(t

0

+ n�t) = x

i

(t

0

)

n�1

Y

k=0

�

1 +

F

i

(x)�t

x

i

(t

0

+ k�t)

�

; i 2 E

1

:

�àññìîòðèì îòíîøåíèå

x

1

(t

0

+ n�t)

x

i

(t

0

+ n�t)

=

x

1

(t

0

)

x

i

(t

0

)

�

n�1

Y

k=0

�

1 +

F

1

(x)�t

x

1

(t

0

+ k�t)

�

n�1

Y

k=0

�

1 +

F

i

(x)�t

x

i

(t

0

+ k�t)

�

=

=

x

1

(t

0

)

x

i

(t

0

)

exp

"

ln

n�1

Y

k=0

�

1 +

F

1

(x)

x

1

�

� ln

n�1

Y

k=0

�

1 +

F

i

(x)

x

i

�

#

=

=

x

1

(t

0

)

x

i

(t

0

)

exp

 

n�1

X

k=0

�

ln

�

1 +

F

1

(x)

x

1

�

� ln

�

1 +

F

i

(x)

x

i

��

!

; i 2 E

1

n f1g:

Òî åñòü, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x

1

x

i

=

x

1

(t

0

)

x

i

(t

0

)

exp

 

n�1

X

k=0

�

ln

�

1 +

F

1

(x)

x

1

�

� ln

�

1 +

F

i

(x)

x

i

��

!

; i 2 E

1

n f1g:

(9)

47



Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñèñòåìà (1), (2) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îòáîðà, òî

lim

n!1

x

1

x

i

= +1; à çíà÷èò, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (9), ïðè x

i

(t

0

) > 0, ðÿä (8)

òîæå áóäåò ðàñõîäèòñÿ ê +1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè äëÿ èíäåêñîâ i 2 E

1

=f1g âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (8),

òî ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå (9), ó÷èòûâàÿ x

i

(t

0

) > 0, ïîëó÷èì

lim

n!1

x

1

x

i

(t

0

+ n�t) = +1:

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

lim

n!1

x

i

(t

0

+ n�t) = 0; i 2 E

1

n f1g:

Íî ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè îòáîðà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 2. Âðåìåííûì ñðåäíèì âåëè÷èíû �(n) áóäåì íàçûâàòü

ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

lim

n!1

1

n

n

X

k=1

�(k) = h�(n)i:

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà ñ íàñëåäîâàíèåì (1) ÿâëÿëàñü

ñèñòåìîé îòáîðà, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âäîëü ëþáîé �àçîâîé òðàåêòîðèè

ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíè-

ÿì x

1

(t

0

) > 0, x

i

(t

0

) > 0, âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

�

ln

�

1 +

F

1

(x)

x

1

��

>

�

ln

�

1 +

F

i

(x)

x

i

��

: (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå x íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå

êîîðäèíàòû x

i

(t

0

) îòëè÷íû îò íóëÿ äëÿ èíäåêñîâ i 2 E

1

è ðàâíû íóëþ äëÿ

èíäåêñîâ i 2 E

2

, E

1

T

E

2

= ?, E

1

S

E

2

= f1; 2; : : : ; ng. Òîãäà, â ñèëó ëåììû

áóäåò ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî x

i

(t

0

+ n�t) = 0; i 2 E

2

. Èç îïðåäåëåíèÿ

âðåìåííîãî ñðåäíåãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èíäåêñîâ i 2 E

1

óñëîâèå (10) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå:

lim

n!1

1

n

n

X

k=1

ln

�

1 +

F

1

(x)

x

1

�

� lim

n!1

1

n

n

X

k=1

ln

�

1 +

F

i

(x)

x

i

�

=

= lim

n!1

1

n

n

X

k=1

�

ln

�

1 +

F

1

(x)

x

1

�

� ln

�

1 +

F

i

(x)

x

i

��

> 0:
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9N > 0 : 8n > N :

lim

n!1

n

X

k=1

�

ln

�

1 +

F

1

(x)

x

1

�

� ln

�

1 +

F

i

(x)

x

i

��

> lim

n!1

(n �N) =1:

Îòñþäà

1

X

k=1

�

ln

�

1 +

F

1

(x)

x

1

�

� ln

�

1 +

F

i

(x)

x

i

��

= +1;

ýòî åñòü íè ÷òî èíîå, êàê óñëîâèå (8), ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Êóçåíêîâ Î.À., �ÿáîâà Å.À. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåñ-

ñîâ îòáîðà. Ó÷åáíîå ïîñîáèå. � Í.Íîâãîðîä: Èçä-âî ÍÍ�Ó, 2007. 324 ñ.
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Î ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÌ �ÀÑÑÒÎßÍÈÈ Â ÊËÀÑÑÅ

ÁÅÍÒ-ÔÓÍÊÖÈÉ

Í.À.Êîëîìååö, À.Â.Ïàâëîâ (Íîâîñèáèðñê)

1. Îáùèé âèä áåíò-�óíêöèé íà ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè

Îïðåäåëåíèå. B

n

� êëàññ áåíò-�óíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f; g 2 F

n

. Òîãäà D(f; g) = fx 2 E

n

jf(x) 6= g(x)g.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � F

n

. Òîãäà

d(A) = minfdist(f; g)jf; g 2 A; f 6= gg:

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f 2 F

n

; D � E

n

. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f à��èííà

íà D, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ w

0

2 E

n

;  2 E âûïîëíÿòñÿ

8x 2 D f(x) = w

0

� x� :

Òåîðåìà 1. d(B

n

) > 2

n=2
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå f; g 2 B

n

òàêèå, ÷òî jD(f; g)j < 2

n=2

. �àçíîñòü êîý��èöèåíòîâ Óîëøà f è g áóäåò

ðàâíà

W

f

(w)�W

g

(w) = 2 �

X

x2D(f;g)

(�1)

f(x)�w�x

:

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàâåíñòâà ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

a(w) =

X

x2D(f;g)

(�1)

f(x)�w�x

;

ãäå f; g 2 B

n

, ñëåäîâàòåëüíî,

a(w) 2 f0; 2

n=2

; �2

n=2

g:

Òàêæå, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ a(w) è ïðåäïîëàãàåìîé ìîùíîñòè D(f; g),

8w 2 E

n

ja(w)j 6 jD(f; g)j < 2

n=2

:

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 8w 2 E

n

a(w) = 0, ñëåäîâàòåëüíî,

8w 2 E

n

W

f

(w) =W

g

(w):

Íî Óîëø-ñïåêòð îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò �óíêöèþ, ñëåäîâàòåëüíî, f = g,

ñëåäîâàòåëüíî, ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî f è g ðàçëè÷íû.

Ëåììà 1. Ïóñòü f; g 2 B

n

. Òîãäà jD(f; g)j = jD(

~

f; ~g)j, ãäå

~

f òàêîâà,

÷òî (�1)

~

f(w)

� 2

n=2

=W

f

(w).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé ñâåðòêè

W

f�g

(0) =

1

2

n

�

X

x2E

n

W

f

(x) �W

g

(x) =

X

x2E

n

(�1)

~

f(x)�~g(x)

=W

~

f�~g

(0):

Ëåììà 2. Ïóñòü D � E

n

; jDj = 2

k

; rk(D) = k + 1 è 8x; y 2 D èìååò

ìåñòî x� y =2 D. Òîãäà D � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà D, U = D nD, x

0

2 D.

Ïîêàæåì, ÷òî U = x

0

�D.

Ïîíÿòíî, ÷òî x

0

�D � U . Òàêæå

jU j = jDj � jDj = 2

k+1

� 2

k

= 2

k

= jDj = jx

0

+Dj:

Ñëåäîâàòåëüíî, U = x

0

�D, D = x

0

�U . Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

8x; y 2 D : x� y 2 U:

50



Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî U � ïîäïðîñòðàíñòâî E

n

.

Âî-ïåðâûõ, 0 2 U , òàê êàê 0 = x

0

� x

0

2 U . Âî-âòîðûõ, U çàìêíóòî

îòíîñèòåëüíî �: ïóñòü x; y 2 U , òîãäà x = x

0

�x

0

, y = x

0

�y

0

, ãäå x

0

; y

0

2 D.

Ñëåäîâàòåëüíî:

x� y = (x

0

� x

0

)� (x

0

� y

0

) = x

0

� y

0

2 U:

Òàêèì îáðàçîì, U � ïîäïðîñòðàíñòâî E

n

, ñëåäîâàòåëüíî D � ëèíåéíîå

ìíîãîîáðàçèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f; g 2 F

n

òàêîâû, ÷òî f 2 B

n

è jD(f; g)j = 2

n=2

.

Òîãäà g 2 B

n

() D(f; g) = x

0

+ U;U 6 E

n

è f à��èííà íà D(f; g).

Äîêàçàòåëüñòâî. (=)): Ïóñòü f; g 2 B

n

; jD(f; g)j = 2

n=2

. Ïîêàæåì, ÷òî

D(f; g) = x

0

+U;U 6 E

n

è f à��èííà íà D(f; g). Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû

a(w) =

X

x2D(f;g)

(�1)

f(x)�w�x

;

W

f

(w)�W

g

(w) = 2 � a(w):

Òàê êàê f; g 2 B

n

, òî

a(w) 2 f0; 2

n=2

;�2

n=2

g:

Îïðåäåëèì òðè ìíîæåñòâà:

W

=0

= fw 2 E

n

j a(w) = 0g;

W

6=0

= fw 2 E

n

j a(w) 6= 0g;

W

2

= fw 2 E

n

j ja(w)j = 2

n=2

g:

Ïî ëåììå 1

jW

6=0

j = jD(f; g)j:

Ïîíÿòíî, ÷òî ja(w)j = jD(f; g)j = 2

n=2

() 8x 2 D(f; g) f(x) = w

0

� x � .

Òî åñòü, à��èííîñòü ìû äîêàçàëè. Òàêèì îáðàçîì, 8w 2 W

6=0

ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì îäíîé èç ñëåäóþùèõ ñèñòåì:

fa � w = a � w

0

;8a 2 D(f; g);

fa � w = a � w

0

� 1;8a 2 D(f; g):

Îáîçíà÷èâ w � w

0

çà x, ïîëó÷àåì ðàâíîñèëüíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

fa � x = 0;8a 2 D(f; g); (1)

51



fa � x = 1;8a 2 D(f; g): (2)

Âèäíî, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåì íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Òåïåðü îöåíèì jW

6=0

j:

2

n=2

= jW

6=0

j 6 2 � 2

n�rk(D(f;g))

= 2

n�rk(D(f;g))+1

:

Îòñþäà

rk(D(f; g)) 6 n=2 + 1:

Íî èñõîäÿ èç ìîùíîñòè ìíîæåñòâà D(f; g) ïîëó÷àåì

rk(D(f; g)) 2 fn=2; n=2+ 1g:

�àññìàòðèâàåì äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. rk(D(f; g)) = n=2. Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå D(f; g) ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Ñëó÷àé 2. rk(D(f; g)) = n=2+1. Â ýòîì ñëó÷àå îáå ñèñòåìû äîëæíû èìåòü

ðåøåíèå, ïîýòîìó ó âòîðîé ñèñòåìû äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå

9t

0

(t

0

� a = 1;8a 2 D(f; g)):

Åñëè ñóùåñòâóþò x; y 2 D(f; g) j x � y 2 D(f; g), òî âòîðàÿ ñèñòåìà áóäåò

ïðîòèâîðå÷èâà: ñ îäíîé ñòîðîíû

t

0

� x = 1; t

0

� y = 1 =) t

0

� (x� y) = 0;

ñ äðóãîé ñòîðîíû

t

0

� (x � y) = 1:

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ëåììû 2 äëÿ ìíîæåñòâàD(f; g) (ìîù-

íîñòü è ðàíã ìíîæåñòâà, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ëåììû). Òàêèì

îáðàçîì, D(f; g) � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

((=) Ïóñòü 8x 2 D(f; g) f(x) = w

0

� x� , a D(f; g) = x

0

+ U . Ñíà÷àëà

ïîêàæåì, ÷òî jW

2

j = 2

n=2

= jD(f; g)j:

Ñëó÷àé 1. D(f; g) � ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà âòîðàÿ ñèñòåìà ðåøåíèÿ íå

èìååò, à ïåðâàÿ èìååò 2

n�n=2

, ò. å. jW

2

j = 2

n=2

= jD(f; g)j.

Ñëó÷àé 2. D(f; g) � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå (íî íå ïîäïðîñòðàíñòâî). Ïî-

êàæåì, ÷òî âòîðàÿ ñèñòåìà èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå. Äëÿ ëèíåéíîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ âòîðóþ ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t � x

0

= 1; 8a 2 U : t � a = 0:
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�àññìîòðèì U

?

: åñëè äîêàçàòü, ÷òî â íåì ñóùåñòâóåò t

0

, òàêîé ÷òî âûïîë-

íåíî t

0

� x

0

= 1, òî ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî òàêîãî t

0

íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà

8t 2 U

?

t � x

0

= 0;

íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x

0

2 (U

?

)

?

= U , ò. å. ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî D(f; g) �

ïîäïðîñòðàíñòâî. Îäíàêî, ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî U íå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì, ñëåäîâàòåëüíî ÷àñòíîå ðåøåíèå ó âòîðîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò.

Òîãäà

jW

2

j = 2 � 2

n�n=2�1

= 2

n=2

:

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî jW

2

j = jD(f; g)j.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

jW

2

j = jW

6=0

j;

a(w) 2 f0; 2

n=2

; �2

n=2

g:

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî g 2 B

n

. Èìååì

W

g

(w) =W

f

(w)� 2 � a(w);

ñëåäîâàòåëüíî,

W

g

(w) 2 f2

n=2

; �2

n=2

; 3 � 2

n=2

; �3 � 2

n=2

g;

íî åñëè

min

w2E

n

fjW

g

(w)jg > 2

n=2

;

òî èç ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ñëåäóåò

8w 2 E

n

jW

g

(w)j = 2

n=2

:

Ïîëó÷àåì, ÷òî g 2 B

n

. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. d(B

n

) = 2

n=2

:

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 2 ê

f(x) = x

1

� x

2

� x

3

� x

4

� � � � � x

n�1

� x

n

:

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f 2 B

n

. Îáîçíà÷èì

L

all

(f) = fL � E

n

j L = x

0

� U; x

0

2 E

n

; U 6 E

n

;

dim(U) = n=2; f à��èííà íà Lg:
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü f 2 B

n

. Òîãäà âñå g 2 B

n

íà ìèíèìàëüíîì ðàñ-

ñòîÿíèè îò f(x) èìåþò ñëåäóþùèé âèä

g(x) = f(x)� I

L

(x); L 2 L

all

(f):

2. L

all

äëÿ áåíò-�óíêöèé

Óòâåðæäåíèå 1. Ëþáàÿ �óíêöèÿ èç B

6

èìååò íåïóñòîå L

all

.

Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáàÿ �óíêöèÿ èç B

8

ñòåïåíè íå áîëüøå 3 èìååò

íåïóñòîå L

all

.

Óòâåðæäåíèå 3. Ëþáàÿ �óíêöèÿ èçB

n

, à��èííî ýêâèâàëåíòíàÿ �óíê-

öèè â âèäå ëèíåéíîãî ðàçâåòâëåíèÿ ñ èíäåêñîì ëèíåéíîñòè n=2, èìååò

íåïóñòîå L

all

. Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ �óíêöèÿ èç êëàññà Ìýéîðàíà � Ìàê-

Ôàðëàíäà èìååò íåïóñòîå L

all

.

Óòâåðæäåíèå 4. Ñóùåñòâóþò áåíò-�óíêöèè îò 8 ïåðåìåííûõ, èìå-

þùèå íåïóñòîå L

all

, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ à��èííî ýêâèâàëåíòíûìè

�óíêöèÿì â âèäå ëèíåéíîãî ðàçâåòâëåíèÿ ñ ïîêàçàòåëåì ëèíåéíîñòè 4.
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