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íèé ïî ïðîåêòó 09�01�06027
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Î Ï�Î��ÀÌÌÅ ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈß

ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÕ ÍÎ�ÌÀËÜÍÛÕ ÔÎ�Ì

Å.Þ.Êîìàðîâà (Ìîñêâà)

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ïðîãðàììà ïîñòðîåíèÿ äèçúþíêòèâ-

íûõ íîðìàëüíûõ �îðì (ÄÍÔ). Ýòà ïðîãðàììà òàêæå ðåøàåò çàäà÷è ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ âûïîëíèìîñòè �îðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, ïîñòðîåíèÿ ìî-

äåëåé è ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé �îðìóë àëãåáðû ëîãèêè.

2. Îïèñàíèå àëãîðèòìà

Èñõîäíàÿ �îðìóëà ' çàäàåòñÿ â áàçèñå f:;^;_;!g è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå îïèñàííîé íèæå òàáëèöû, ðàññìîòðåííîé â ðàáîòå [3℄. Òàêèå òàáëè-

öû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåàëèçàöèþ ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ,

èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòå [1℄, äëÿ áîëåå ý��åêòèâíîé ðàáîòû ñ �îðìóëàìè.

Ïðîãðàììà ïîñòðîåíèÿ ÄÍÔ äëÿ �îðìóëû ' ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýòà-

ïîâ:

1. Ïåðåõîä ê áàçèñó f:;^;_g.

2. Ïðîíîñ îòðèöàíèé âíóòðü �îðìóëû ñ ïîìîùüþ ïðàâèë äå Ìîðãàíà.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå �îðìóëû ê âèäó äèçúþíêöèè ¾ýëåìåíòàðíûõ êîíú-

þíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà¿ (êîíúþíêò ìîæåò ñîäåðæàòü íåêîòîðóþ

ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ âìåñòå ñ å¼ îòðèöàíèåì, à òàêæå ïî-

âòîðÿþùèåñÿ ëèòåðû).

4. Óäàëåíèå ïðîòèâîðå÷èâûõ è ïîâòîðÿþùèõñÿ êîíúþíêöèé, à òàêæå

ïîâòîðÿþùèõñÿ ìíîæèòåëåé â íåïðîòèâîðå÷èâûõ êîíúþíêöèÿõ.

�àññìîòðèì ïîäðîáíåå àëãîðèòì. Ñàìà èñõîäíàÿ �îðìóëà çàäà¼òñÿ â

âèäå òàáëèöû ñ k ñòðîêàìè. Êàæäàÿ çàïèñü ìîæåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

[m℄ p

[m℄ ;:;m

1

[m℄ ; operator;m

1

;m

2

Çäåñü p � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, m � íîìåð òåêóùåé ñòðîêè,

m

1

;m

2

� íîìåðà ñòðîê, â êîòîðûõ çàïèñàíû ïîä�îðìóëû èñõîäíîé �îð-

ìóëû, operator � îäèí èç ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ: _;^;!.
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Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîñìàòðèâàåòñÿ òàáëèöà è âûïîëíÿþòñÿ ýêâèâà-

ëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ � çàìåíà ïîä�îðìóë, ñîäåðæàùèõ èìïëèêàöèè

( 

1

!  

2

) íà ïîä�îðìóëû ñ îòðèöàíèåì è äèçúþíêöèåé ((: 

1

)_ 

2

). Ñòðî-

êà ñ çàïèñüþ âèäà [m℄ ;!;m

1

;m

2

çàìåíÿåòñÿ íà äâå ñòðîêè: [m℄ ;_;m

1

;m

2

è [k + 1℄ ;:;m

1

.

Ñòðîêà Çàìåíà

[m℄ ;!;m

1

;m

2

[m℄ ;_;m

1

;m

2

[k + 1℄ ;:;m

1

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïåðâîãî ýòàïà ìû ïåðåõîäèì ê áàçèñó f:;^;_g.

Ïîñêîëüêó îí ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî ìû ìîæåì ëþáóþ �îðìóëó ëîãèêè âû-

ñêàçûâàíèé ïðåäñòàâèòü â í¼ì (ñì. [1�3℄).

Íà âòîðîì ýòàïå ìû ïðîíîñèì îòðèöàíèÿ âãëóáü �îðìóëû òàê, ÷òîáû

îíè ñòîÿëè íàä ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì

âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. Ñòðîêè Çàìåíà

[m℄ ;:;m

1

[m℄  

[m

1

℄ ;:;m

2

[m

2

℄  

2. Ñòðîêè Çàìåíà

[m℄ ;:;m

1

[m℄ ;_;m

1

; k + 1

[m

1

℄ ;^;m

3

;m

2

[m

1

℄ ;:;m

2

[k + 1℄ ;:;m

3

3. Ñòðîêè Çàìåíà

[m℄ ;:;m

1

[m℄ ;^;m

1

; k + 1

[m

1

℄ ;_;m

3

;m

2

[m

1

℄ ;:;m

2

[k + 1℄ ;:;m

3

Íà ýòîì ýòàïå íåîáõîäèìî òàêæå ó÷èòûâàòü òî, ÷òî íà ñòðîêó m

1

ìî-

ãóò áûòü ññûëêè èç äðóãèõ ñòðîê òàáëèöû, à ýòî çíà÷èò, ÷òî èçìåíåíèå

èëè óäàëåíèå ýòîé ñòðîêè ïðèâåä¼ò ê èçìåíåíèþ èñõîäíîé �îðìóëû. Ýòî

áóäåò íåýêâèâàëåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ÷òî íåäîïóñòèìî. Âî èçáåæàíèå

âîçìîæíîé îøèáêè ïåðåä ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â òàáëèöå

ññûëêè íà äàííóþ ñòðîêó. Â ñëó÷àå åå ñóùåñòâîâàíèÿ ñîäåðæèìîå ñòðîêè

m

1

äîáàâëÿåòñÿ â êîíåö òàáëèöû, à â ñòðîêå ñî ññûëêîé çàìåíÿåòñÿ íîìåð

ñòðîêè íà íîâûé.

Íà òðåòüåì ýòàïå ðàñêðûâàþòñÿ ñêîáêè, åñëè îíè èìåëèñü â èñõîäíîé

�îðìóëå, è òàêèì îáðàçîì îíà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó äèçúþíêöèè ýëåìåí-

òàðíûõ êîíúþíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïîä ýëåìåíòàðíûì êîíúþíêòîì
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ñïåöèàëüíîãî âèäà ìû ïîíèìàåì êîíúþíêò, áûòü ìîæåò òàêæå ñîäåðæà-

ùèé íåêîòîðóþ ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ âìåñòå ñ å¼ îòðèöàíèåì,

ïîâòîðÿþùèåñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå.

Ïîä�îðìóëû âèäà ((x

1

_x

2

)^x

3

) ïðåîáðàçóåì ê âèäó ((x

1

^x

3

)_(x

2

^x

3

)),

÷òî â òàáëè÷íîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñòðîêè Çàìåíà

[m℄ ;^;m

1

;m

2

[m℄ ;_;m

1

; k + 1

[m

1

℄ ;_;m

3

;m

4

[m

1

℄ ;^;m

3

;m

2

[k + 1℄ ;^;m

4

;m

2

Àíàëîãè÷íî âûïîëíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå è äëÿ ïîä�îðìóë, èìåþùèõ

âèä (x

3

^ (x

1

_ x

2

)).

Êàê è íà âòîðîì ýòàïå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òî, ÷òî íà ñòðîêó m

1

ìîãóò áûòü ññûëêè èç äðóãèõ ñòðîê òàáëèöû. È åñëè îíè åñòü, òî ñîäåðæè-

ìîå ñòðîêè m

1

ñëåäóåò ñêîïèðîâàòü â êîíåö òàáëèöû è â ñòðîêå ñî ññûëêîé

çàìåíèòü íîìåð ñòðîêè m

1

íà íîâûé.

Íà ÷åòâåðòîì ýòàïå âûïîëíÿþòñÿ óïðîùåíèÿ � óäàëÿþòñÿ ïðîòèâîðå-

÷èâûå êîíúþíêöèè, à òàêæå ïîâòîðÿþùèåñÿ ìíîæèòåëè â ïðîòèâîðå÷è-

âûõ êîíúþíêòàõ. Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýòîãî ýòàïà ñîçäà¼òñÿ ñïèñîê,

ñîñòîÿùèé èç ñïèñêîâ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé, êîòîðûé áóäåò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü èòîãîâîé ÄÍÔ (ýòîò ñïèñîê ìîæåò áûòü ïóñòûì). Íà ýòîì ýòàïå

òàêæå âûïîëíÿåòñÿ óïðîùåíèå ÄÍÔ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè ïîãëîùå-

íèÿ.

Ïî çàâåðøåíèè ðàáîòû ïðîãðàììû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå

ðåçóëüòàòû: �îðìóëà íåâûïîëíèìà, ëèáî �îðìóëà âûïîëíèìà. Åñëè �îð-

ìóëà âûïîëíèìà, òî ìîäåëü äëÿ íåå ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè âçÿòü ëþáîé

êîíúþíêò èç ñïèñêà, ñîäåðæàùåãî ÄÍÔ, è îçíà÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèì îá-

ðàçîì â í¼ì ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå. (Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ìî-

æåò áûòü òàêæå îáùåçíà÷èìîñòü �îðìóëû.)

�åàëèçóåìûé ïðîãðàììîé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì è ïîëíûì.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íà êàæäîì åãî øàãå âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî ýêâèâà-

ëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì. [2℄), ïîýòîìó äàííàÿ ïðîãðàììà ìîæåò òàêæå

èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé �îðìóë.

Ïðîãðàììà äîñòàòî÷íî ïðîñòî äîïóñêàåò äàëüíåéøåå ðàñøèðåíèå áàçè-

ñà, â êîòîðîì ïðåäñòàâëåíû èñõîäíûå �îðìóëû òàêèìè îïåðàöèÿìè, êàê

�; �; j; #; 6!.

Ñòàòèñòèêà ðàáîòû ïðîãðàììû íà ñëó÷àéíûõ �îðìóëàõ ïðèâåäåíà â

ñëåäóþùåé òàáëèöå. Âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû èçìåðÿåòñÿ â ìèëëèñåêóí-

äàõ.
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×èñëî ïåðåìåííûõ â �îðìóëå 5 10 30

×èñëî ðàçîáðàííûõ �îðóë 100 100 100

×èñëî âûïîëíèìûõ �îðìóë 78 65 71

×èñëî íåâûïîëíèìûõ �îðìóë 22 35 29

Ñðåäíåå ÷èñëî ñòðîê äî ðàçáîðà 21,6 73,4 150,7

Ñðåäíåå ÷èñëî ñòðîê ïîñëå ðàçáîðà (ñ ñîêðàù.) 60,7 2297,9 396,6

Ñðåäíåå ÷èñëî ñòðîê ïîñëå ðàçáîðà (áåç ñîêðàù.) 94,5 3591,7 332,1

Ñðåäíåå âðåìÿ ðàçáîðà ( áåç ñîêðàù.) 5,1 1907,3 189,2

Ñðåäíåå âðåìÿ ðàçáîðà (ñ ñîêðàù.) 10,5 1658,4 204,3
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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ðåøåòêè çàìêíóòûõ êëàññîâ k-çíà÷-

íîé ëîãèêè. Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî E

k

= f0; 1; : : : ; k�1g. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäó-

þùèå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëî-

ãèêè îáîçíà÷èì P

k

. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A � P

k

÷åðåç [A℄ áóäåì

îáîçíà÷àòü çàìûêàíèå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè (äëÿ �óíê-

öèé äàëåå âåçäå áóäåò èäòè ðå÷ü èìåííî îá ýòîì òèïå çàìûêàíèÿ).

Ïóñòü íà E

k

çàäàíî íåêîòîðîå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà r. Âîçü-

ìåì äâà ïðîèçâîëüíûõ íàáîðà ~a = (a

1

; : : : ; a

n

) è

~

b = (b

1

; : : : ; b

n

) èç E

n

k

. Áó-

äåì ãîâîðèòü, ÷òî ~a íå ïðåâîñõîäèò

~

b îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà r

è çàïèñûâàòü ~a 6

r

~

b, åñëè äëÿ ëþáîãî 1 6 i 6 n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

a

i

6

r

b

i

.
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x

1

; : : : ; x

n

) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé îòíî-

ñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà r, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ ~a;

~

b 2 E

n

k

òàêèõ, ÷òî ~a 6

r

~

b, âûïîëíåíî f(~a) 6

r

f(

~

b). Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé èç P

k

,

ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî r, íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì êëàññîì M

r

.

Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì çàäàâàòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê r ÷àñòè÷íî óïî-

ðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì (×ÓÌ) H èç ýëåìåíòîâ E

k

, à ñîîòâåòñòâóþùèé

ìîíîòîííûé êëàññ îáîçíà÷àòü M

H

.

Â 1965 ãîäó �îçåíáåðã îïèñàë âñå ïðåäïîëíûå êëàññû �óíêöèé â k-çíà÷-

íûõ ëîãèêàõ, k > 3 ([1℄). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îíè îáðàçóþò øåñòü ñåìåéñòâ:

C;B; S;M;U; L. Äåòàëüíîå îïèñàíèå ýòèõ ñåìåéñòâ ìîæíî íàéòè â [2℄.

Ñåìåéñòâî M ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà êëàññîâ ìîíîòîí-

íûõ �óíêöèé. Èçâåñòíî ([3℄), ÷òî ìîíîòîííûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì

(ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâóM) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-

äîê, ñîõðàíÿåìûé èì, îáëàäàåò â òî÷íîñòè îäíèì ìèíèìàëüíûì è îäíèì

ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêîå

ïîëîæåíèå â ðåøåòêå çàìêíóòûõ êëàññîâ çàíèìàþò îñòàëüíûå ìîíîòîííûå

êëàññû. À èìåííî, ìîæåò ëè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ

íàõîäèòüñÿ íàä êàêèì-ëèáî èç ìîíîòîííûõ êëàññîâ. Â ðàáîòå [4℄, ïîêàçà-

íî, ÷òî ñóùåñòâóåò îáøèðíîå ìíîæåñòâî ìîíîòîííûõ êëàññîâ, îáëàäàþùèõ

óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Â äàííîé ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäîáíûé êëàññ

ñóùåñòâóåò â ÷åòûð¼õçíà÷íîé ëîãèêå è íå ñóùåñòâóåò â ìåíüøèõ. Òàêæå

ðàñøèðÿåòñÿ ìíîæåñòâî ìîíîòîííûõ êëàññîâ ñ áåñêîíå÷íîé íàäñòðóêòó-

ðîé.

Áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûì ïîíÿòèå ñîõðàíåíèÿ �óíêöèåé ïðåäèêàòà.

Äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäèêàòà R ÷åðåç A

R

îáîçíà÷èì çàìêíóòûé êëàññ �óíê-

öèé èç P

k

, ñîõðàíÿþùèõ R.

Äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íåêîòîðûå �àêòû èç òåîðèè �àëóà î ñîîò-

âåòñòâèè ìåæäó çàìêíóòûìè êëàññàìè ïðåäèêàòîâ è �óíêöèé.

Íà ìíîæåñòâå âñåõ ïðåäèêàòîâ îïðåäåëÿåòñÿ òðè îïåðàöèè: êîíúþíê-

öèÿ, îòîæäåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ è âçÿòèå ïðîåêöèè ïî ïåðåìåííîé (äîáàâ-

ëåíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ). �àçìåð äàííîé ïóáëèêàöèè íå ïîçâîëÿåò

ïðèâåñòè ïîëíûå îïðåäåëåíèÿ óêàçàííûõ îïåðàöèé, èõ ìîæíî íàéòè â [5℄.

Íà îñíîâå ýòèõ îïåðàöèé ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå �îðìó-

ëû.

Ïóñòü T � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ïðåäèêàòîâ. Çàìûêàíèåì [T ℄ ñèñòåìû T

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðåäèêàòîâ, ðåàëèçóåìûõ âñåâîçìîæíûìè �îðìó-

ëàìè íàä T .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè R

1

2 [R

2

℄, òî A

R

2

� A

R

1

([5℄).

Åñëè ïðåäèêàò p ïîëó÷åí èç R ïðè ïîìîùè óêàçàííûõ òðåõ îïåðàöèé,

òî A

R

� A

p

(ýòî äîêàçàíî â [5℄).
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ÏóñòüR(x

1

; x

2

)� ïðåäèêàò, çàäàþùèé íåêîòîðûé ìîíîòîííûé êëàññM

r

(R(x

1

; x

2

) = TRUE òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x

1

6

r

x

2

). Îïðåäåëèì ñëå-

äóþùèå ïðåäèêàòû:

R

i

(x

1

; : : : ; x

2i+2

) = 9y

1

; : : : ; y

2i+1

R(x

1

; y

1

)&R(y

2

; y

1

)&R(x

2

; y

2

)&

&R(x

3

; y

2

)&R(y

2

; y

3

)&R(y

4

; y

3

)&R(x

4

; y

4

)&R(x

5

; y

4

)&R(y

4

; y

5

)& : : :&

&R(y

2i

; y

2i�1

)&R(x

2i

; y

2i

)&R(x

2i+1

; y

2i

)&R(y

2i

; y

2i+1

)&R(x

2i+2

; y

2i+1

):

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî M

r

� A

R

i

.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì T êàê ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ×ÓÌ L,

êîòîðûå ñîäåðæàò ïîäìíîæåñòâî H , ñîñòîÿùåå èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ:

0; 1; 2; 3. Ýëåìåíòû 0; 3 íåñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé è áîëüøå äâóõ íåñðàâ-

íèìûõ ýëåìåíòîâ 1; 2. Ïðè÷åì â L íå ïîÿâëÿþòñÿ ïóòè èç 0 â 3 ïî ýëåìåí-

òàì, ÿâëÿþùèìñÿ ìàêñèìóìàìè 1 è 2 (ïîä ìàêñèìóìîì òóò è äàëåå ìû

ïîäðàçóìåâàåì ýëåìåíò, áîëüøèé óêàçàííûõ). Óòî÷íèì ýòî ïîíÿòèå: íå ñó-

ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ z

1

; : : : ; z

m

â L òàêîé, ÷òî z

1

= 0,

z

m

= 3, z

i

ñðàâíèìî ñ z

i+1

(i = 1; : : : ;m � 1) (ò.å. ëèáî z

i

6 z

i+1

, ëèáî

z

i+1

6 z

i

), âñå z

i

� ìàêñèìóìû 1 è 2.

Òåîðåìà 1. Íàä ìîíîòîííûì êëàññîì, ñîõðàíÿþùèì ëþáîå ×ÓÌ èç

îïðåäåëåííîãî âûøå ìíîæåñòâà T , íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà çà-

ìêíóòûõ êëàññîâ.

Îáúåì äàííîé ñòàòüè ïîçâîëÿåò äàòü ëèøü íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà.

�àññìîòðèì ëîãèêó P

4

è ×ÓÌ H . Ïóñòü ïðåäèêàò R çàäà¼ò óêàçàííîå

×ÓÌ, R

i

� ïðåäèêàòû ïîñòðîåííûå èç R ïî ïðèâåä¼ííûì âûøå �îðìóëàì.

Îïðåäåëèì �óíêöèè f

i

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f

i

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

x

1

x

2

x

3

x

4

: : : x

i�3

x

i�2

x

i�1

x

i

f(~x)

0 0 0 0 : : : 0 0 0 0 0

0 0 0 0 : : : 0 0 0 1 2

0 0 0 0 : : : 0 0 1 3 2

0 0 0 0 : : : 0 1 3 3 2

0 0 0 0 : : : 1 3 3 3 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . : : :

0 0 0 1 : : : 3 3 3 3 2

0 0 1 3 : : : 3 3 3 3 2

0 1 3 3 : : : 3 3 3 3 2

1 3 3 3 : : : 3 3 3 3 2

3 3 3 3 : : : 3 3 3 3 3

íà îñòàëüíûõ íàáîðàõ 1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(1)
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�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð ~a 2 E

2h+2

4

(h > 1). �àçðåæåì åãî

íà h + 2 êóñêà: ïåðâàÿ êîìïîíåíòà fa

1

g, h êóñêîâ èç äâóõ êîìïîíåíò

fa

2(s+1)

; a

1+2(s+1)

g (s = 0; : : : ; h � 1), ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòà fa

2h+2

g. Áó-

äåì ãîâîðèòü, ÷òî ~a 2 T

h

, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäèí êóñîê èëè äâà

ñîñåäíèõ êóñêà ~a ñîäåðæàò 0 è 3 èëè ìåæäó êóñêàìè ñ ýòèìè çíà÷åíèÿìè

èäóò òîëüêî êóñêè ñî çíà÷åíèÿìè 1; 2 (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà) êàæäûé

(èìååòñÿ â âèäó, ÷òî â êàæäîì òàêîì êóñêå âñòðå÷àþòñÿ ñðàçó è 1, è 2).

Ëåììà 1. R

h

(

~

b) = TRUE òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

~

b =2 T

h

.

Ëåììà 2. f

i

=2 A

R

i

, i > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì íàáîðû èç E

i

4

, íà êîòîðûõ �óíêöèÿ f

i

ðàâíà 2, ÷åðåç

~

d

1

; : : : ;

~

d

i

(â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè ñâåðõó âíèç çàïèñà-

íû â òàáëèöå (1)). Íàáîð, íà êîòîðîì �óíêöèÿ f

i

ðàâíà 0 (ñîîòâåòñòâåííî,

ðàâíà 3) îáîçíà÷èì ÷åðåç

~

d

0

(ñîîòâåòñòâåííî,

~

d

i+1

).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~


j

íàáîð èç E

i

4

(2; 2; : : : ; 2; 1; 2; : : : ; 2), ãäå 1 ñòîèò íà

j-ì ìåñòå (j = 1; : : : ; i).

�àññìîòðèì ìàòðèöó ðàçìåðà 2i + 2 íà i, â êîòîðîé â ñòðîêàõ ñâåðõó

âíèç çàïèñàíû ñëåäóþùèå íàáîðû:

~

d

0

; ~


1

;

~

d

1

; ~


2

;

~

d

2

; : : : ; ~


i

;

~

d

i

;

~

d

i+1

. Åñëè ìû

ïðèìåíèì �óíêöèþ f

i

ê êàæäîé ñòðîêå óêàçàííîé ìàòðèöå, òî ïîëó÷èì

ñòîëáåö f = [01212 : : :123℄, ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó T

i

. Ïåðâûå i ñòîëá-

öîâ x

1

; : : : ; x

n

òàáëèöû (1) íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó T

i

, ñëåäîâàòåëüíî,

ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî R

i

(x

j

) = TRUE, j = 1; : : : ; i, à R(f) = FALSE.

Îòêóäà f

i

=2 A

R

i

.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3. f

i

2 A

R

i�1

, i > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû âçÿëè êàêèå-òî 2(i � 1) + 2

ñòðîêè èç òàáëèöû (1) äëÿ f

i

. Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøèåñÿ ïî âåðòèêàëè âåê-

òîðû x

1

; : : : ; x

i

è f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R

i�1

(f) = FALSE. Ïî ëåììå 1

âåêòîð f 2 T

i�1

. Ýòî îçíà÷àåò (ñì. îïðåäåëåíèå T

h

), ÷òî âåêòîð f ïîñëå

êóñêà ñ 0 ñîäåðæèò ïàðû ñî çíà÷åíèÿìè 1; 2 è ïîòîì êóñîê ñ 3. Îòìåòèì,

÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäèêàòà R

i�1

, ÷èñëî óêàçàííûõ äâîåê s íå ïðåâîñ-

õîäèò i�1. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óêàçàííûé

âûøå 0 (ñîîòâåòñòâåííî, 3) ñîäåðæèòñÿ â ðàçðÿäå âåêòîðà f ñ íîìåðîì h

0

(ñîîòâåòñòâåííî, h

2s+1

), à ïàðû 1; 2 � â ðàçðÿäàõ ñ íîìåðàìè h

1

; : : : ; h

2s

.

Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïàðàõ åäèíèöû èäóò âïåðåäè äâîåê (èíà÷å

ìû ìîæåì ïåðåíóìåðîâàòü ïåðåìåííûå).

Ïîêàæåì, ÷òî íàéä¼òñÿ ñòîëáåö x

j

òàêîé, ÷òî R

i�1

(x

j

) = FALSE.
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�àññìîòðèì, íîìåðà êàêèõ ñòðîê òàáëèöû (1) ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì

ðàçðÿäîâ âåêòîðà f ïðè óêàçàííîé âûøå âûáîðêå 2(i� 1) + 2 ñòðîê. Î÷å-

âèäíî, ÷òî ñòðîêè ñ íîìåðàìè 1 è i+2 ñîîòâåòñòâóþò ðàçðÿäàì h

0

è h

2s+1

,

ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f

i

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 (ñîîòâåòñòâåííî, 3) òîëüêî íà

îäíîì íàáîðå. Åñëè ðàçðÿäó h

2

(ïåðâàÿ äâîéêà ðàññìàòðèâàåìîãî ó÷àñòêà

âåêòîðà f) ñîîòâåòñòâóåò íå âòîðàÿ ñòðîêà, òî R

i�1

(x

i

) = FALSE (ïîñêîëü-

êó â ñîñåäíèõ êóñêàõ âåêòîðà x

i

áóäóò 0 è 3). �àçðÿäó h

4

(âòîðàÿ äâîéêà

ðàññìàòðèâàåìîãî ó÷àñòêà âåêòîðà f) ïî òåì æå ïðè÷èíàì ìîæåò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü ëèáî âòîðàÿ, ëèáî òðåòüÿ ñòðîêà òàáëèöû (1) (èíà÷å â ñîñåäíèõ

êóñêàõ âåêòîðà x

i�1

áóäóò 0 è 3), è òàê äàëåå. Â êîíöå ïîëó÷èì, ÷òî ðàç-

ðÿäó h

2s

(ïîñëåäíÿÿ äâîéêà ðàññìàòðèâàåìîãî ó÷àñòêà âåêòîðà f) ìîãóò

ñîîòâåòñòâîâàòü òîëüêî ñòðîêè ñ íîìåðàìè 2; : : : ; s+ 1 6 i (òî åñòü òîëüêî

íàáîðû

~

d

1

; : : :

~

d

i�1

). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçðÿäó h

2s

ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü

òîëüêî ñòðîêà ñ íîìåðîì i+1, èíà÷å â ñîñåäíèõ êóñêàõ âåêòîðà x

1

áóäóò 0 è

3. Ïîëó÷àåì, ÷òî â êàêîì-òî èç âåêòîðîâ x

1

; : : : ; x

i

áóäåò íàðóøåíî óñëîâèå

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà T

i

.

Èòàê, áåð¼ì â ëåâîé ÷àñòè òàáëèöû íàáîðû x

1

; : : : ; x

i

òàêèå, ÷òî âûïîë-

íÿåòñÿ R

i�1

(x

j

) = TRUE. Ïîëó÷àåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö ñïðà-

âà (ñòîëáåö çíà÷åíèé) f óäîâëåòâîðÿåò R

i�1

(f) = TRUE (èíà÷å ñîãëàñíî

ïðèâåä¼ííûì âûøå ðàññóæäåíèÿì íàø¼ëñÿ áû ñòîëáåö ñëåâà, íà êîòîðîì

ïðåäèêàò ëîæåí).

Ëåììà 4. A

R

i

� A

R

i�1

, i > 2.

Äëÿ ×ÓÌ, ñîäåðæàùèõ ìíîæåñòâî H , äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîëó÷à-

åòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 2. Ìèíèìàëüíîé ëîãèêîé ñ ìîíîòîííûì êëàññîì ñ áåñêîíå÷-

íîé íàäñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ P

4

.

Â ðàáîòå [4℄ ïîêàçàíî, ÷òî â P

k

äëÿ k 6 5 íå ñóùåñòâóåò ìîíîòîí-

íûõ êëàññîâ ñ áåñêîíå÷íîé íàäñòðóêòóðîé, îáðàçîâàííûõ ×ÓÌ ñ îäíèì

ìèíèìàëüíûì èëè îäíèì ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà ïîñëåäíåé òåîðåìû äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì �àêòîì, ÷òî

îñòàëüíûå ìîíîòîííûå êëàññû â P

3

(èìåþùèå áîëåå îäíîãî ìèíèìóìà è

ìàêñèìóìà) ÿâëÿþòñÿ ïðåäïðåäïîëíûìè.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ãðàíò 09-01-00701.
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ËßÞÙÈÕ ÑÈÑÒÅÌ¿ èìåíè àêàäåìèêà Î. Á. Ëóïàíîâà (Íîâîñèáèðñê,

27 îêòÿáðÿ�1 íîÿáðÿ 2008 ã.) � Èçäàòåëüñòâî Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè. �
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Î ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÑËÎÆÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÀÕ

�ÅØÅÒÊÈ ÍÀÑËÅÄÑÒÂÅÍÍÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ

��ÀÔÎÂ

Ä.Ñ.Ìàëûøåâ (Íèæíèé Íîâãîðîä)

1. Ââåäåíèå

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàêîïëåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ î

ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è NP-ïîëíîòå ðàçëè÷íûõ çàäà÷ íà ãðà�àõ

âî ìíîãèõ êëàññàõ ãðà�îâ. Ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ñâåäåíèé òàêîãî ðîäà

ìîãóò áûòü ñàìèìè ðàçíîîáðàçíûìè, íî ìîæíî âûäåëèòü äâà ðàñïðîñòðà-

íåííûõ ïîäõîäà:

1. Ïîèñê áîëåå øèðîêèõ ¾ïðîñòûõ¿ êëàññîâ, îáúåìëþùèõ ðàíåå èçâåñò-

íûå.

2. Ïîèñê NP-ïîëíûõ ñóæåíèé äëÿ èçâåñòíûõ ¾ñëîæíûõ¿ ñëó÷àåâ.

Âìåñòå ñ òåì, ïðè ðàññìîòðåíèè ïðåäñòàâèòåëüíûõ ñåìåéñòâ êëàññîâ

ãðà�îâ ìîæíî ñòàâèòü çàäà÷è áîëåå îáùåãî õàðàêòåðà, ÷åì àíàëèç ñëîæ-

íîñòè äëÿ èíäèâèäóàëüíîãî êëàññà. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîñòàâèòü öåëüþ

âûÿâëåíèå ïðåäåëîâ, äî êîòîðûõ âîçìîæíû ðàñøèðåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé

ñëîæíîñòè è ñóæåíèÿ ñ ¾ïðîòèâîïîëîæíûì¿ ñëîæíîñòíûì ñòàòóñîì. Òåì

ñàìûì, ðå÷ü �àêòè÷åñêè èäåò î íàõîæäåíèè ãðàíèöû ìåæäó ¾ïðîñòûìè¿ è

¾ñëîæíûìè¿ êëàññàìè èç ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà. Â äàííîé ïóáëèêà-

öèè èññëåäóåòñÿ ýòà ãðàíèöà äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ãðà�àõ â ñåìåéñòâå
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íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðà�îâ, ò.å. êëàññîâ ãðà�îâ, çàìêíóòûõ îòíîñè-

òåëüíî óäàëåíèÿ âåðøèí.

Ôîðìàëèçóåì ïîíÿòèÿ ¾ïðîñòîãî¿ è ¾ñëîæíîãî¿ êëàññà ãðà�îâ. Ïóñòü

� � êàêàÿ-ëèáî NP-ïîëíàÿ çàäà÷à íà ãðà�àõ. Íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðà-

�îâ íàçîâåì �-ïðîñòûì, åñëè çàäà÷à � äëÿ ãðà�îâ èç ýòîãî êëàññà ïî-

ëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà, è �-ñëîæíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äàëåå âåçäå

ïðåäïîëàãàåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà P 6=NP è íå âêëþ÷àåì åãî ÿâíî

â �îðìóëèðîâêè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Åñòåñòâåííîé èäååé ðåøåíèÿ çàäà÷è äåìàðêàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ìàêñè-

ìàëüíûõ �-ïðîñòûõ è ìèíèìàëüíûõ �-ñëîæíûõ êëàññîâ, ò.å. òóïèêîâûõ

êëàññîâ ãðà�îâ ñîîòâåòñòâóþùåé ñëîæíîñòè èç ðàññìàòðèâàåìîé ðåøåò-

êè. Ê ñîæàëåíèþ, èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðîñòîãî êëàññà

ãðà�îâ îêàçûâàåòñÿ áåçðåçóëüòàòíûì. Òàê, Â. Å. Àëåêñååâ â ðàáîòå [1℄ óñòà-

íîâèë, ÷òî íè îäèí �-ïðîñòîé êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïðîñòûì

(ïðàâäà, â [1℄ ýòî óòâåðæäàåòñÿ òîëüêî ïðî çàäà÷ó î íåçàâèñèìîì ìíîæå-

ñòâå, íî âñå ðàññóæäåíèÿ èç äàííîé ðàáîòû ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà îáùèé

ñëó÷àé). Âìåñòå ñ òåì, äî íåäàâíåãî âðåìåíè ïðî ìèíèìàëüíûå ñëîæíûå

êëàññû íè÷åãî íå áûëî èçâåñòíî.

Ïåðâûé ðåçóëüòàò î ïîäîáíîãî ðîäà êëàññàõ áûë ïîëó÷åí àâòîðîì â

ðàáîòå [2℄. Òàì ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè

íàñëåäñòâåííîìó êëàññó ãðà�îâ X (çàäà÷à �Ï[X℄), è áûëî äîêàçàíî ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî êëàññà ãðà�îâ X íè îäèí �Ï[X℄-ñëîæíûé êëàññ

ãðà�îâ íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì �Ï[X℄-ñëîæíûì.

Ïîñêîëüêó êëàññè÷åñêèå NP-ïîëíûå ïðè k > 2 çàäà÷è î âåðøèííîé

k-ðàñêðàñêå è î ðåáåðíîé k-ðàñêðàñêå ÿâëÿþòñÿ ïåðå�îðìóëèðîâêàìè çà-

äà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íàñëåäñòâåííîìó êëàññó ãðà�îâ, òî

îíè � ïðèìåðû çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ íåò ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ.

Â òîé æå ðàáîòå [2℄ áûëè íàéäåíû ìèíèìàëüíûå ñëîæíûå êëàññû ãðà-

�îâ äëÿ íåêîòîðîé ìîäè�èêàöèè êëàññè÷åñêîé çàäà÷è î ðàñêðàñêå. �å÷ü

èäåò î çàäà÷å î âåðøèííîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè (çàäà÷å ÂÑ�), âïåð-

âûå ââåäåííîé â ðàáîòå [3℄. Ïîñòàíîâêà ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóùåì:

çàäàí ãðà� G è ñïèñîê L

V (G)

= fL

V (G)

(v

1

); L

V (G)

(v

2

); : : : ; L

V (G)

(v

n

)g, ãäå

V (G) = fv

1

; v

2

; : : : ; v

n

g. Ìíîæåñòâî L

V (G)

(v

i

) (íàçûâàåìîå ïàëèòðîé öâå-

òîâ âåðøèí ãðà�à G) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì íîìåðîâ ðàçðåøåí-

íûõ öâåòîâ äëÿ âåðøèíû v

i

. Âñþäó äàëåå íîìåð öâåòà áóäåò îòîæäåñòâ-

ëÿòüñÿ ñ ñàìèì öâåòîì, ïîýòîìó íà ìíîæåñòâå öâåòîâ èç L

V (G)

åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì èíäóöèðóåòñÿ îòíîøåíèå ¾áûòü áîëüøå¿. L

V (G)

-ðàñêðàñêîé

íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå 
 : V (G) !

n

S

i=1

L

V (G)

(v

i

), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
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ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(1) Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ÷èñëî 
(x) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó L

V (G)

(x).

(2) Êàæäûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé äâå îäíîöâåòíûå âåðøèíû u è v, ñîäåð-

æèò òàêóþ âåðøèíó w, ÷òî 
(w) > 
(u).

Çàäà÷à ÂÑ� äëÿ äàííîãî ãðà�à G è ïàëèòðû öâåòîâ âåðøèí L

V (G)

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, èìååò ëè ãðà� L

V (G)

-ðàñêðàñêó.

Â ðàáîòå [2℄ ðàññìàòðèâàëèñü êîìåòû, ò.å. ãðà�û, ïîëó÷àåìûå îòîæ-

äåñòâëåíèåì öåíòðàëüíîé âåðøèíû çâåçäû ñ îäíîé èç êîíöåâûõ âåðøèí

ïðîñòîãî ïóòè. Êëàññ Comet � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà êî-

ìåò. Çíà÷åíèå ýòîãî êëàññà ãðà�îâ ðàñêðûâàåò 
ëåäóþøèé ðåçóëüòàò ðà-

áîòû [2℄.

Òåîðåìà 2. Êëàññ Comet ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÂÑ�-ñëîæíûì.

Óñòàíîâëåíèþ ìèíèìàëüíîñòè íåêîòîðîãî êëàññà ãðà�îâ äëÿ çàäà÷è

ÂÑ� ïîñâÿùåíà îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü íàñòîÿùåé ðàáîòû.

2. Âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò

Ïóñòü S

i

� ðåçóëüòàò ïîäðàçáèåíèÿ êàæäîãî ðåáðà ãðà�àK

1;i

, à Star �

íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå êëàññà

1

S

i=1

S

i

.

Ëåììà 1. Êëàññ Star � ÂÑ�-ñëîæíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñâåäåíèè çàäà÷è î âåð-

øèííîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè â êëàññå äåðåâüåâ âûñîòû íå áîëåå ÷åì

äâà (îáîçíà÷àåìîì äàëåå THTree) ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå Star. Ïóñòü

G 2 THTree. Êîðåíü äåðåâà G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç r, åãî íåëèñòîâûõ

ïîòîìêîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç x

1

; x

2

; : : : ; x

p

. Äëÿ ëþáîãî i 2 f1; 2; : : : ; pg ïîä

ìíîæåñòâîì fy

(i)

1

; y

(i)

2

; : : : ; y

(i)

j

i

g áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî ïîòîìêîâ âåð-

øèíû x

i

. Â ðàáîòå [3℄ äîêàçàíî, ÷òî êëàññ THTree ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì äëÿ

çàäà÷è î âåðøèííîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè äàæå äëÿ ïàëèòð öâåòîâ

âåðøèí ñïåöèàëüíîãî âèäà (íàçûâàåìûõ äàëåå óïðîùåííûìè). Ýòî òàêèå

ïàëèòðû L

V (G)

, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâà

L

V (G)

(r); L

V (G)

(y

(1)

1

); : : : ; L

V (G)

(y

(1)

j

1

);

L

V (G)

(y

(2)

1

); : : : ; L

V (G)

(y

(2)

j

2

); : : : ; L

V (G)

(y

(p)

1

); : : : ; L

V (G)

(y

(p)

j

p

)

èìåþò ìîùíîñòü îäèí è äëÿ êîòîðûõ

L

V (G)

(x

1

) = f�

1

; �

1

g; L

V (G)

(x

2

) = f�

2

; �

2

g; : : : ; L

V (G)

(x

p

) = f�

p

; �

p

g:
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Äàííûå ïàëèòðû òàêæå îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî L

V (G)

(r) � íàèìåíü-

øèé ñðåäè öâåòîâ èç L

V (G)

è òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i 2 f1; 2; : : : ; pg

è ëþáîãî j 2 f1; 2; : : : ; j

i

g öâåò èç L

V (G)

(y

(i)

j

) áîëüøå �

i

è ìåíüøå �

i

.

�àññìîòðèì ñóæåíèå çàäà÷è ÂÑ� â êëàññå THTree íà ïàëèòðû îïè-

ñàííîãî âûøå âèäà. Ïóñòü G 2 THTree è ïóñòü L

V (G)

� óïðîùåííàÿ

ïàëèòðà öâåòîâ âåðøèí ýòîãî ãðà�à. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçíîñòü ëþ-

áûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ öâåòîâ èç L

V (G)

íå ìåíüøå ÷åì 2 (ýòî ïðåäïîëîæå-

íèå íå óìåíüøàåò îáùíîñòè, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî óìíî-

æèòü êàæäûé èç öâåòîâ ïàëèòðû íà 2). �àññìîòðèì âåðøèíó x

1

ãðà�à G.

Ìíîæåñòâî ïîòîìêîâ x

1

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçäåëèì íà äâà ìíîæå-

ñòâà A;B, ìîùíîñòè êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1. Ïîñòðîèì

ïî ãðà�ó G è ïàëèòðå L

V (G)

ãðà� G

0

è ïàëèòðó L

V (G

0

)

ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Óäàëèì èç G âåðøèíó x

1

è äîáàâèì âåðøèíû x

0

1

; x

00

1

; x

000

1

. Äîáà-

âèì òàêæå ðåáðà (r; x

0

1

); (r; x

00

1

); (r; x

000

1

), ðåáðà, èíöèäåíòíûå x

0

1

è âñåâîç-

ìîæíûì âåðøèíàì èç A, à òàêæå ðåáðà, èíöèäåíòíûå x

00

2

è âñåâîçìîæ-

íûì âåðøèíàì èç B. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x 2 V (G) \ V (G

0

) âûïîëíÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâî L

V (G)

(x) = L

V (G

0

)

(x). Ïóñòü � = �

1

+ 1 è � = �

1

� 1.

Ïîëîæèì L

V (G

0

)

(x

0

1

) = f�

1

; �g; L

V (G

0

)

(x

00

1

) = f�; �

1

g; L

V (G

0

)

(x

000

1

) = f�; �g.

Ïîêàæåì, ÷òî L

V (G)

-ðàñêðàñêà ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-

ùåñòâóåò L

V (G

0

)

-ðàñêðàñêà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåòL

V (G

0

)

-ðàñêðàñêà. Âîçìîæíû òîëüêî ñëå-

äóþùèå òðè ñëó÷àÿ:

1.1. L

V (G

0

)

-ðàñêðàñêà òàêîâà, ÷òî 
(x

0

1

) = �

1

; 
(x

00

1

) = �

1

; 
(x

000

1

) 2 f�; �g.

Îêðàñèì âåðøèíó x

1

â öâåò �

1

, öâåò îñòàëüíûõ âåðøèí èç V (G) n fx

1

g

ñîâïàäàåò ñ èõ öâåòîì â L

V (G

0

)

-ðàñêðàñêå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïî-

ñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ L

V (G)

-ðàñêðàñêîé.

1.2. L

V (G

0

)

-ðàñêðàñêà òàêîâà, ÷òî 
(x

0

1

) = �

1

; 
(x

00

1

) = �; 
(x

000

1

) = �. Îêðà-

ñèì âåðøèíó x

1

â öâåò �

1

, à öâåò îñòàëüíûõ âåðøèí èç V (G) n fx

1

g

ñîâïàäàåò ñ èõ öâåòîì â L

V (G

0

)

-ðàñêðàñêå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïî-

ñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ L

V (G)

-ðàñêðàñêîé.

1.3. L

V (G

0

)

-ðàñêðàñêà òàêîâà, ÷òî 
(x

0

1

) = �; 
(x

00

1

) = �

1

; 
(x

000

1

) = �. Ýòîò

ñëó÷àé ñèììåòðè÷åí ïðåäûäóùåìó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò L

V (G)

-ðàñêðàñêà. Âîçìîæíû òîëüêî äâà

ñëó÷àÿ:
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2.1. L

V (G)

-ðàñêðàñêà òàêîâà, ÷òî 
(x

1

) = �

1

. Ïîñòðîåíèå L

V (G

0

)

-ðàñêðàñêè

âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíûì îáðàçîì ê ñëó÷àþ 1.2.

2.2. L

V (G)

-ðàñêðàñêà òàêîâà, ÷òî 
(x

1

) = �

1

. Ïîñòðîåíèå L

V (G

0

)

-ðàñêðàñêè

âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíûì îáðàçîì ê ñëó÷àþ 1.3.

Èòàê, L

V (G)

-ðàñêðàñêà ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-

åò L

V (G

0

)

-ðàñêðàñêà, ïðè ýòîì ïàëèòðà L

V (G

0

)

îñòàåòñÿ óïðîùåííîé. Ïðè-

ìåíÿÿ îïèñàííóþ âûøå äèõîòîìèþ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, ìû ïîëó÷àåì

ãðà� G

�

2 Star. ßñíî, ÷òî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè L

V (G

�

)

-ðàñêðàñêè ýêâè-

âàëåíòåí âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè L

V (G)

-ðàñêðàñêè. Çàìåòèì, ÷òî âõîäíûå

äàííûå çàäà÷è ÂÑ� äëÿ ãðà�à G

�

îãðàíè÷åíû ñâåðõó ïîëèíîìîì îò âõîä-

íûõ äàííûõ òîé æå çàäà÷è äëÿ ãðà�à G. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ÂÑ�

â êëàññå THTree ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå Star.

Ëåììà äîêàçàíà.

3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ïóáëèêàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Êëàññ Star � ìèíèìàëüíûé ÂÑ�-ñëîæíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäûäóùàÿ ëåììà îçíà÷àåò, ÷òî êëàññ Star ÿâëÿåò-

ñÿ ÂÑ�-ñëîæíûì. Äîêàæåì åãî ìèíèìàëüíîñòü, äîêàçàâ, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ãðà�à G èç Star êëàññ Star \ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ÂÑ�-ïðîñòûì.

�ðà� G ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðà�îì ãðà�à S

i

äëÿ íåêîòîðîãî i.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Star \ Free(fGg) � Star \ Free(fS

i

g).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ëþáîãî ãðà�à èç êëàññà

Star \ Free(fS

i

g) èìååò íå áîëåå ÷åì i íåëèñòîâûõ âåðøèí. Â ðàáîòå [3℄

äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî k êëàññ ëåñîâ, ñîäåðæàùèõ íå

áîëåå ÷åì k íåëèñòîâûõ âåðøèí, ÿâëÿåòñÿ ÂÑ�-ïðîñòûì. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî äëÿ ëþáîãî G 2 Star çàäà÷à ÂÑ� â êëàññå ãðà�îâ Star \ Free(fGg)

ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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to the independent set problem // Dis
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2. Ìàëûøåâ Ä.Ñ. Î ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññàõ ãðà�îâ // Äèñ-

êðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé (íàïðàâëåíî ê ïóáëèêàöèè).

3. Dereniowski D. The 
omplexity of list ranking of trees // Ars Combinatoria.

� 2008. � V. 86. � P. 97�114.
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Î �ÀÍ�Å ÍÅßÂÍÛÕ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉ

ÍÀÄ ÎÄÍÈÌ ÊËÀÑÑÎÌ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ò�ÅÕÇÍÀ×ÍÎÉ ËÎ�ÈÊÈ

Å. Â. Ìèõàéëåö (Ìîñêâà)

Ïîíÿòèå íåÿâíîé âûðàçèìîñòè �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè áûëî ââåäåíî

À. Â. Êóçíåöîâûì êàê îäíî èç îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ âûðàçèìîñòè �óíêöèé

ñóïåðïîçèöèÿìè [1℄.

�àññìîòðèì íåêîòîðóþ ñèñòåìó �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè. Îáîçíà÷èì

åå ÷åðåç A, A � P

k

. Ñèñòåìîé íåÿâíûõ óðàâíåíèé íàä ñèñòåìîé �óíêöèé

A áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà

8

<

:

�

1

(x

1

; : : : ; x

n

; y) = 	

1

(x

1

; : : : ; x

n

; y);

: : :

�

q

(x

1

; : : : ; x

n

; y) = 	

q

(x

1

; : : : ; x

n

; y);

ãäå ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóïåðïîçèöèè íàä

ñèñòåìîé �óíêöèé A, ò. å. �

i

;	

i

2 [A℄, 1 6 i 6 q.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f(x

1

; : : : ; x

n

) k-çíà÷íîé ëîãèêè íåÿâíî âû-

ðàçèìà íàä ñèñòåìîé �óíêöèé A, åñëè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà íåÿâíûõ óðàâ-

íåíèé íàä A óêàçàííîãî âèäà, èìåþùàÿ ïðè ëþáûõ �èêñèðîâàííûõ çíà÷å-

íèÿõ x

1

; : : : ; x

n

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y = f(x

1

; : : : ; x

n

). Ïðè ýòîì ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé áóäåì íàçûâàòü íåÿâíûì ïðåäñòàâëåíèåì

�óíêöèè f(x

1

; : : : ; x

n

) íàä A.

Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé f , f 2 P

k

, íåÿâíî âûðàçèìûõ íàä ñèñòåìîé

�óíêöèé A, íàçîâåì íåÿâíûì ðàñøèðåíèåì ñèñòåìû A è áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç I(A) [2℄. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ íåÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ñëåäóåò, ÷òî [A℄ � I(A). Òàêèì îáðàçîì, íåÿâíîå ðàñøèðåíèå ÿâëÿåòñÿ îä-

íèì èç îáîáùåíèé îïåðàöèè çàìûêàíèÿ ïî ñóïåðïîçèöèè.

Åñëè íåÿâíîå ðàñøèðåíèå ñèñòåìû A ñîäåðæèò âñå �óíêöèè k-çíà÷íîé

ëîãèêè, ò. å. I(A) = P

k

, òî ñèñòåìó A íàçûâàþò íåÿâíî ïîëíîé â P

k

.

Èçíà÷àëüíî ïîíÿòèå íåÿâíîé âûðàçèìîñòè íàä ðàçëè÷íûìè êëàññàìè

�óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè áûëî ââåäåíî À. Â. Êóçíåöîâûì [1℄. Â äàëüíåé-

øåì èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè áûëè ïðîäîëæåíû â ðàáîòàõÎ. Ì. Êàñèì-

Çàäå. Â ðàáîòå [2℄ Î. Ì. Êàñèì-Çàäå äàíî ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû íåÿâ-

íîé âûðàçèìîñòè è íåÿâíîé ïîëíîòû â P

2

. Â P

3

ïðîáëåìà íåÿâíîé ïîëíî-

òû ðåøåíà Å. À. Îðåõîâîé. Â åå ðàáîòå [3℄ îïèñàíû äâàäöàòü ñåìü ìèíè-

ìàëüíûõ íåÿâíî ïîëíûõ çàìêíóòûõ êëàññîâ �óíêöèé â P

3

è äîêàçàíî, ÷òî

ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà �óíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè íåÿâíî ïîëíà òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà åå çàìûêàíèå ïî ñóïåðïîçèöèè ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí

èç äàííûõ ìèíèìàëüíûõ íåÿâíî ïîëíûõ êëàññîâ.

�åøèâ ïðîáëåìó íåÿâíîé ïîëíîòû, åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ îá èçó-

÷åíèè ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåÿâíûõ ïðåäñòàâëåíèé �óíêöèé íàä

íåÿâíî ïîëíûìè çàìêíóòûìè êëàññàìè.

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ f èç íåÿâíîãî ðàñøèðåíèÿ íåêî-

òîðîé ñèñòåìû A �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, f 2 I(A). Ñëåäóÿ [4℄, íàçî-

âåì ðàíãîì �óíêöèè f íàä ñèñòåìîé A è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç m

A

(f)

íàèìåíüøåå ÷èñëî óðàâíåíèé, äîñòàòî÷íîå äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåÿâíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ f íàä A.

Äàëåå, ââåäåì �óíêöèþ Øåííîíà m

A

(n) = maxm

A

(f), íàçûâàåìóþ

ðàíãîâîé �óíêöèåé ñèñòåìû A (ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì �óíêöèÿì k-çíà÷-

íîé ëîãèêè, ïðèíàäëåæàùèì íåÿâíîìó ðàñøèðåíèþ ñèñòåìû A è ñóùå-

ñòâåííî çàâèñÿùèì íå áîëåå ÷åì îò n ïåðåìåííûõ).

Î. Ì. Êàñèì-Çàäå â ðàáîòå [4℄ ïîëó÷èë îöåíêè ðîñòà ðàíãîâîé �óíêöèè

äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ �óíêöèé. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [4℄

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåÿâíî ïîëíîãî çàìêíóòîãî êëàññà â P

2

ðàíãîâàÿ

�óíêöèÿ èìååò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà.

Àâòîðîì áûëî èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ðàíãîâûõ �óíêöèé äëÿ íåêîòî-

ðûõ íåÿâíî ïîëíûõ êëàññîâ �óíêöèé â P

k

. Âûÿñíèëîñü, ÷òî äëÿ øèðîêî-

ãî äèàïàçîíà íåÿâíî ïîëíûõ ñèñòåì �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ðàíãîâûå

�óíêöèè èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà �(n). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êëàññîâ

�óíêöèé, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà,

çàäàííîãî íà ìíîæåñòâå E

k

, E

k

= f0; 1; : : : ; k � 1g, è ñîäåðæàùåãî õîòÿ áû

îäíó ïàðó ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ, âûðàæåíèå äëÿ ðàíãîâîé �óíêöèè îïðå-

äåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 1 [5℄. Ïóñòü k > 2 è íà ìíîæåñòâå E

k

çàäàí ÷àñòè÷íûé ïî-

ðÿäîê M, ñîäåðæàùèé õîòÿ áû îäíó ïàðó ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü

A � êëàññ âñåõ �óíêöèé â P

k

, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî

ïîðÿäêà M. Òîãäà ñèñòåìà �óíêöèé A íåÿâíî ïîëíà â P

k

è ïðè âñåõ íà-

òóðàëüíûõ n äëÿ ðàíãîâîé �óíêöèè m

A

(n) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

m

A

(n) =

�

n+ 2

2

�

:

Â ñâÿçè ñ ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè âîçíèê âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè ïðè

k > 3 íåÿâíî ïîëíàÿ ñèñòåìà �óíêöèé â P

k

, ó êîòîðîé ïîðÿäîê ðîñòà

ðàíãîâîé �óíêöèè âûøå ëèíåéíîãî.

Äëÿ îòâåòà íà äàííûé âîïðîñ àâòîðîì áûëî èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ðàí-

ãîâûõ �óíêöèé äëÿ âñåõ ìèíèìàëüíûõ íåÿâíî ïîëíûõ êëàññîâ â P

3

, îïè-

ñàííûõ Å. À. Îðåõîâîé [3℄.
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Ôóíêöèÿ g(x

1

; : : : ; x

n

) k-çíà÷íîé ëîãèêè íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé�óíê-

öèè f(x

1

; : : : ; x

n

) 2 P

k

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè � íà k-ýëåìåíò-

íîì ìíîæåñòâå E

k

= f0; 1; : : : ; k � 1g, åñëè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåí-

íûõ x

1

; : : : ; x

n

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

�(f(x

1

; : : : ; x

n

)) = g(�(x

1

); : : : ; �(x

n

)):

Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé, äâîéñòâåííûõ �óíêöèÿì íåêîòîðîãî çàìêíó-

òîãî ïî ñóïåðïîçèöèè êëàññà � îòíîñèòåëüíî �èêñèðîâàííîé ïîäñòàíîâ-

êè �, òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì è íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì

êëàññó � îòíîñèòåëüíî ýòîé ïîäñòàíîâêè. Â äàëüíåéøåì, íàçûâàÿ �óíêöèè

èëè êëàññû �óíêöèé äâîéñòâåííûìè, áóäåì èìåòü ââèäó, ÷òî îíè äâîé-

ñòâåííû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåòîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêè.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàíãîâûå �óíêöèè äâîéñòâåííûõ äðóã äðóãó

êëàññîâ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè òîæäåñòâåííî ðàâíû. Òàêèì îáðàçîì,

ïðè ïîèñêå ðàíãîâûõ �óíêöèé äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì

ðàçëè÷íûõ ñ òî÷íîñòüþ äî äâîéñòâåííîñòè ìèíèìàëüíûõ íåÿâíî ïîëíûõ

êëàññîâ â P

3

.

Â P

3

ñóùåñòâóåò øåñòü ðàçëè÷íûõ ïîïàðíî íå äâîéñòâåííûõ ìèíèìàëü-

íûõ íåÿâíî ïîëíûõ çàìêíóòûõ êëàññîâ. Äàííûå øåñòü êëàññîâ �óíêöèé

â ñîâîêóïíîñòè ñî âñåìè êëàññàìè, äâîéñòâåííûìè èì, èñ÷åðïûâàþò äâà-

äöàòü ñåìü ìèíèìàëüíûõ íåÿâíî ïîëíûõ êëàññîâ, îïèñàííûõ Å. À. Îðåõî-

âîé â ðàáîòå [3℄.

Àâòîðîì áûëî èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ðàíãîâîé �óíêöèè äëÿ âñåõ øå-

ñòè êëàññîâ. Äëÿ äâóõ èç íèõ óäàëîñü ïîëó÷èòü ýêñïîíåíöèàëüíûå íèæíèå

è âåðõíèå îöåíêè ðàíãîâîé �óíêöèè, äëÿ îñòàâøèõñÿ ÷åòûðåõ êëàññîâ ïî-

ðÿäîê ðîñòà ðàíãîâîé �óíêöèè îêàçàëñÿ ëèíåéíûì.

Ñ�îðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê ðî-

ñòà ðàíãîâîé �óíêöèè.

Äëÿ çàäàíèÿ �óíêöèé îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ â P

3

áóäåì èñïîëüçî-

âàòü òàáëèöû çíà÷åíèé [3℄. �àññìîòðèì ñèñòåìó �óíêöèé, çàäàííûõ ñëå-

äóþùèìè òàáëèöàìè:

max(x; y) min

01

(x; y) w(x) 0 1

0 1 2

1 1 2

2 2 2

0 0 2

0 1 2

2 2 2

0

0

1

0

0

0

1

1

1

Îáîçíà÷èì çàìûêàíèå äàííîé ñèñòåìû ïî ñóïåðïîçèöèè ÷åðåç W

1

.

Å. À. Îðåõîâîé [3℄ äîêàçàíà íåÿâíàÿ ïîëíîòà â P

3

ñèñòåìû �óíêöèé W

1

. Â

ðàáîòå [6℄ àâòîðà îïóáëèêîâàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 2. Äëÿ ðàíãîâîé �óíêöèè ñèñòåìûW

1

ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ

n ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

2

(n+1)=2

�

1

2

6 m

W

(n) 6 2 � 3

n

:

Äàëåå, ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû � ýêñïîíåí-

öèàëüíóþ îöåíêó äëÿ ðàíãîâîé �óíêöèè óêàçàííîãî íèæå íåÿâíî ïîëíîãî

êëàññà â P

3

.

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó �óíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè:

max(x; y) min

01

(x; y) r(x) 0 1

0 1 2

1 1 2

2 2 2

0 0 2

0 1 2

2 2 2

2

2

0

0

0

0

1

1

1

Åå çàìûêàíèå ïî ñóïåðïîçèöèè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåçW

2

. Êëàññ �óíê-

öèéW

2

íåÿâíî ïîëîí â P

3

[3℄ è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ðàíãîâîé �óíêöèè ñèñòåìû �óíêöèé W

2

ïðè âñåõ íà-

òóðàëüíûõ n èìåþò ìåñòî îöåíêè:

2

n

6 m

W

(n) 6 n2

n

:

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ïîâåäåíèÿ ðàíãîâîé

�óíêöèè äëÿ âñåõ ìèíèìàëüíûõ íåÿâíî ïîëíûõ çàìêíóòûõ êëàññîâ â P

3

.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþÎ. Ì. Êà-

ñèì-Çàäå çà âñåñòîðîííåå âíèìàíèå ê äàííîé ðàáîòå.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò �08�01�

00863), ïðîãðàììû ¾Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû �Ô¿ (ïðîåêò ÍØ�4470.2008.1)

è ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê �ÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êè-

áåðíåòèêè è èí�îðìàöèîííûå ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëåíèÿ¿ (ïðîåêò ¾Çàäà-

÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿).
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Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÊËÀÑÑÀÕ, ÏÎ�ÎÆÄÅÍÍÛÕ

ÎÄÍÎÑËÎÉÍÛÌÈ ÑÈÌÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÌÈ

ÔÓÍÊÖÈßÌÈ ÌÍÎ�ÎÇÍÀ×ÍÎÉ ËÎ�ÈÊÈ

À.Â.Ìèõàéëîâè÷ (Ìîñêâà)

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà çàìêíóòûõ êëàññîâ �óíêöèé ìíîãîçíà÷-

íîé ëîãèêè. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè áàçèñîâ äëÿ íåêîòî-

ðûõ ñåìåéñòâ çàìêíóòûõ êëàññîâ.

Â [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî âñå çàìêíóòûå êëàññû áóëåâûõ �óíêöèé èìåþò êî-

íå÷íûé áàçèñ. Íà ñëó÷àé ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê ýòîò ðåçóëüòàò íå ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ. Â [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè k > 3 â P

k

ñóùåñòâóþò çàìêíóòûå

êëàññû êàê ñî ñ÷åòíûì áàçèñîì, òàê è êëàññû, íå èìåþùèå áàçèñà. Â [3℄

ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ êëàññîâ, ïîðîæäåííûå ñèì-

ìåòðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè, è äëÿ íèõ ïðèâåäåíû êðèòåðèè áàçèðóåìîñòè è

êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè. Â [4℄ ïîëó÷åí àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé áàçèðóåìî-

ñòè äëÿ êëàññîâ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, k > 3, ïîðîæäàþùèå ñèñòåìû

êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâàõ, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûìè ñïåöèàëüíû-

ìè ñâîéñòâàìè. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïîäìíîæåñòâî NS

1

k

ìíîæåñòâà

âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ îäíîñëîéíûõ �óíêöèé èç P

k

. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíî

îáëàäàåò ýòèìè ñâîéñòâàìè, è äîêàçûâàþòñÿ êðèòåðèè áàçèðóåìîñòè è êî-

íå÷íîé ïîðîæäåííîñòè äëÿ êëàññîâ, ïîðîæäåííûõ �óíêöèÿìè èç NS

1

k

. Âñå

íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â [3 � 5℄.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A � P

k

; k > 3 îáëàäàåò ñâîéñòâîì (�),

åñëè äëÿ ëþáîãî G � A âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ([[fgg℄) \ A = [[fgg℄ \ A;

ãäå îáúåäèíåíèÿ áåðóòñÿ ïî âñåì �óíêöèÿì g èç ìíîæåñòâà G.

Ïóñòü f; g 2 A � P

k

; k > 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f íå ïðå-

âîñõîäèò �óíêöèþ g îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ � (îáîçíà÷åíèå f � g), åñëè
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f 2 [fgg℄. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèè f è g ýêâèâàëåíòíû (îáîçíà÷å-

íèå f � g), åñëè f � g è g � f: Ïóñòü f(x

1

; : : : ; x

n

); g(x

1

; : : : ; x

m

) 2 A

n;m > 1: Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f íå ïðåâîñõîäèò �óíêöèþ g îòíî-

ñèòåëüíî îòíîøåíèÿ E

A

(îáîçíà÷åíèå f E

A

g), åñëè ñóùåñòâóåò �îðìóëà �

íàä A, ðåàëèçóþùàÿ �óíêöèþ f , è ïîä�îðìóëà �îðìóëû �, èìåþùàÿ âèä

g(B

1

; : : : ;B

n

); ãäå B

1

; : : : ;B

n

� íåêîòîðûå �îðìóëû íàä A: Î÷åâèäíî, ÷òî

åñëè f � g, òî f E

A

g.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A � P

k

; k > 3; îáëàäàåò ñâîéñòâîì (��);

åñëè äëÿ ëþáûõ f; g 2 A; òàêèõ, ÷òî f E

A

g è g E

A

f; âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-

øåíèå f � g è äëÿ ëþáûõ �óíêöèé f; g; h 2 A; òàêèõ, ÷òî f E

A

g; g E

A

h;

f � h; âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

f � g; g � h:

Ïóñòü n > 1; k > 3: Ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ èç E

n

k

, êîòîðûå ïî-

ëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêîé êîìïîíåíò, áóäåì íàçûâàòü ñëî-

åì. Ñëîé èç f1; 2; : : : ; k � 1g

n

; ñîäåðæàùèé e åäèíèö, d

1

äâîåê, d

2

òðîåê,

. . . , d

k�2

ñèìâîëîâ k � 1; îáîçíà÷èì ÷åðåç L(e; d

1

; : : : ; d

k�2

); 0 6 e 6 n,

0 6 d

i

6 n, i = 1; : : : ; k � 2: Îáîçíà÷èì ÷åðåç R

k

ìíîæåñòâî âñåõ �óíê-

öèé èç P

k

, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ òîëüêî èç ìíîæåñòâà f0; 1g è ðàâíûõ

íóëþ íà åäèíè÷íîì íàáîðå è íà âñåõ íàáîðàõ, ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäèí

íóëü. Ïóñòü f(x

1

; : : : ; x

n

) 2 R

k

: Ïîëîæèì N

f

= fe� 2 E

n

k

jf(e�) = 1g: Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç NS

1

k

ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ �óíêöèé f(x

1

; : : : ; x

n

) èç R

k

; ÷òî

äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë e; d

1

; : : : ; d

k�2

2 N [ f0g; ñðåäè êîòîðûõ âñòðå÷àåò-

ñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâà ÷èñëà, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

N

f

= L(e; d

1

; : : : ; d

k�2

):

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà �óíêöèé èç ìíîæåñòâà NS

1

k

:

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü f(x

1

; : : : ; x

n

) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ èç

NS

1

k

; k > 3; n > 1; �(x

1

; : : : ; x

n

) � �îðìóëà íàä NS

1

k

; ðåàëèçóþùàÿ �óíêöèþ

f; �

1

� ïîä�îðìóëà �îðìóëû �; èìåþùàÿ âèä g(B

1

; : : : ;B

m

); ãäå g 2 NS

1

k

;

à B

1

; : : : ;B

m

� �îðìóëû íàä NS

1

k

: Òîãäà ñðåäè �îðìóë B

1

; : : : ;B

m

åñòü

ñèìâîëû ïåðåìåííûõ; ïðè÷åì ñèìâîë êàæäîé ïåðåìåííîé èç ìíîæåñòâà

fx

1

; : : : ; x

n

g âñòðå÷àåòñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç:

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f(x

1

; : : : ; x

n

); g(x

1

; : : : ; x

m

) � ïðîèçâîëüíûå �óíê-

öèè èç NS

1

k

; òàêèå, ÷òî f E

NS

1

k

g è n;m > 1: Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî n 6 m.

Òåîðåìà 1 [4℄. Ïóñòü A � P

k

; k > 3, ìíîæåñòâî A îáëàäàåò ñâîé-

ñòâàìè (�) è (��); G � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïîïàðíî

íåýêâèâàëåíòíûõ �óíêöèé ìíîæåñòâà A; F = [G℄: Òîãäà êëàññ F èìååò

áàçèñ òîãäà è òîëüêî òîãäà; êîãäà êàæäàÿ �óíêöèÿ èç G ñîäåðæèòñÿ â

íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëüíîé öåïè ìíîæåñòâà G:
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïî-

ïàðíî íåêîíãðóýíòíûõ �óíêöèé ìíîæåñòâà NS

1

k

; k > 3; à F = [G℄: Òîãäà

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) Êëàññ F èìååò áàçèñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ �óíê-

öèÿ èç G ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëüíîé öåïè

ìíîæåñòâà G îòíîñèòåëüíî � :

(2) Êëàññ F èìååò êîíå÷íûé áàçèñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíî-

æåñòâî G êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïîïàðíî íåêîí-

ãðóýíòíûõ �óíêöèé ìíîæåñòâà NS

1

k

; k > 3; F = [G℄:

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìíîæåñòâî NS

1

k

îáëàäàåò ñâîéñòâîì (�): Ïóñòü

H � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà NS

1

k

: Òîãäà ïîëîæèì A = ([[ffg℄) \ NS

1

k

è

B = [[ffg℄ \ NS

1

k

, ãäå îáúåäèíåíèÿ áåðóòñÿ ïî âñåì �óíêöèÿì f èç ìíî-

æåñòâà H: Î÷åâèäíî, ÷òî A � B: Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå

âêëþ÷åíèå.

Ïóñòü f(x

1

; : : : ; x

n

) 2 B; � � íåêîòîðàÿ �îðìóëà íàä H , ðåàëèçóþùàÿ

�óíêöèþ f . Ïóñòü �

1

� ïðîñòàÿ ïîä�îðìóëà �îðìóëû �; èìåþùàÿ âèä

g(x

i

1

; : : : ; x

i

m

); g 2 H: ÏóñòüN

f

= L(e; d

1

; : : : ; d

k�2

), N

g

= L(a; b

1

; : : : ; b

k�2

);

e; d

i

; a; b

i

2 N; i = 1; : : : ; k � 2: Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 ñóùåñòâóåò ÷èñ-

ëî t 2 N; òàêîå, ÷òî ñðåäè x

i

1

; : : : ; x

i

m

êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ èç ìíîæåñòâà

fx

1

; : : : ; x

n

g âñòðå÷àåòñÿ t ðàç. Ïóñòü e� = (�

1

; : : : ; �

n

) 2 N

f

: Ïîñêîëüêó

� � �îðìóëà íàä R

k

; òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî �

1

(e�) = 1: Êðîìå òîãî,

â ñèëó ðàâåíñòâ g(�

i

1

; : : : ; �

i

m

) = �

1

(e�) = 1; âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(�

i

1

; : : : ; �

i

m

) 2 N

g

: Ñëåäîâàòåëüíî, a = te; b

i

= td

i

; i = 1; : : : ; k � 2: Òîãäà

f(x

1

; : : : ; x

n

) = g(x

1

; : : : ; x

1

| {z }

t

; x

2

; : : : ; x

2

| {z }

t

; : : : ; x

n

; : : : ; x

n

| {z }

t

);

ò.å. f 2 [fgg℄ � A: Ïîýòîìó A = B:

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî NS

1

k

îáëàäàåò ñâîéñòâîì (��):

Ïóñòü f(x

1

; : : : ; x

n

); g(x

1

; : : : ; x

p

) 2 NS

1

k

; f E

NS

1

k

g è g E

NS

1

k

f . Òàê êàê

f E

NS

1

k

g è gE

NS

1

k

f; òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà n 6 p

è p 6 n: Ïîýòîìó n = p: Ïîñêîëüêó f E

NS

1

k

g; òî ñóùåñòâóþò �îðìóëà �

íàä NS

1

k

; ðåàëèçóþùàÿ �óíêöèþ f , è ïîä�îðìóëà �

1

�îðìóëû �, èìåþ-

ùàÿ âèä g(B

1

; : : : ;B

n

); ãäå B

1

; : : : ;B

n

� �îðìóëû íàä NS

1

k

: Â ñèëó óòâåð-

æäåíèÿ 1 êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ èç ìíîæåñòâà fx

1

; : : : ; x

n

g âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè

B

1

; : : : ;B

n

. Ïîýòîìó �

1

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïîä�îðìóëîé �îðìóëû �: Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �

1

èìååò âèä g(x

1

; : : : ; x

n

): Ïî-

ñêîëüêó � ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé íàä R

k

; òî äëÿ êàæäîãî íàáîðà e� èç N

f

âû-

ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî �

1

(e�) = 1; òî åñòü g(e�) = 1: Òàêèì îáðàçîì, N

f

� N

g

:
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ g E

NS

1

k

f ñëå-

äóåò âêëþ÷åíèå N

g

� N

f

: Ïîýòîìó N

f

= N

g

: À çíà÷èò, f � g:

Ïóñòü f(x

1

; : : : ; x

n

); g(x

1

; : : : ; x

p

); h(x

1

; : : : ; x

q

) 2 NS

1

k

; f E

NS

1

k

g E

NS

1

k

h;

f � h: Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ f � g � h: Ïóñòü

N

f

= L(e; d

1

; : : : ; d

k�2

); N

g

= L(a; b

1

; : : : ; b

k�2

); N

h

= L(u; v

1

; : : : ; v

k�2

) è

e; d

i

; a; b

i

; u; v

i

2 N; i = 1; : : : ; k � 2: Ïîñêîëüêó f E

NS

1

k

g, òî ñóùåñòâóþò

�îðìóëà � íàä NS

1

k

, ðåàëèçóþùàÿ �óíêöèþ f , è ïîä�îðìóëà �

1

�îðìó-

ëû �, èìåþùàÿ âèä g(B

1

; : : : ;B

p

); ãäå B

1

; : : : ;B

p

� �îðìóëû íàä NS

1

k

: Â

ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 ñóùåñòâóåò ÷èñëî l 2 N; òàêîå, ÷òî ñðåäè B

1

; : : : ;B

p

êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ èç x

1

; : : : ; x

n

âñòðå÷àåòñÿ l ðàç. Ïîýòîìó âûïîëíÿþò-

ñÿ ñîîòíîøåíèÿ a > le; b

i

= ld

i

; i = 1; : : : ; k � 2: Òàê êàê g E

NS

1

k

h; òî

àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî w 2 N; òàêîå, ÷òî

u > wa; v

i

= wb

i

; i = 1; : : : ; k � 2: Êðîìå òîãî, òàê êàê f � h; òî ñó-

ùåñòâóþò �îðìóëà 	 íàä fhg; ðåàëèçóþùàÿ �óíêöèþ f; è ïðîñòàÿ ïîä-

�îðìóëà �îðìóëû 	, èìåþùàÿ âèä h(x

i

1

; : : : ; x

i

q

). Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1

ñóùåñòâóåò 
 2 N; òàêîå, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ èç x

1

; : : : ; x

n

âñòðå÷à-

åòñÿ ñðåäè x

i

1

; : : : ; x

i

q

ðîâíî 
 ðàç. Ïîñêîëüêó � ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé íàä

R

k

; äëÿ ëþáîãî íàáîðà e� = (�

1

; : : : ; �

n

) èç N

f

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

h(�

i

1

; : : : ; �

i

q

) = f(�

1

; : : : ; �

n

) = 1: À çíà÷èò, (�

i

1

; : : : ; �

i

q

) 2 N

h

: Ïîýòîìó

u = 
e; v

i

= 
d

i

; i = 1; : : : ; k � 2: Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà


 = wl è a = le; b

i

= ld

i

; u = wa; v

i

= wb

i

; i = 1; : : : ; k � 2: À çíà÷èò,

f(x

1

; : : : ; x

n

) = g(x

1

; : : : ; x

1

| {z }

l

; x

2

; : : : ; x

2

| {z }

l

; : : : ; x

n

; : : : ; x

n

| {z }

l

);

g(x

1

; : : : ; x

p

) = h(x

1

; : : : ; x

1

| {z }

w

; x

2

; : : : ; x

2

| {z }

w

; : : : ; x

p

; : : : ; x

p

| {z }

w

):

Ïîýòîìó âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ f 2 [fgg℄; g 2 [fhg℄: Ñëåäîâàòåëüíî,

f � g � h:

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî NS

1

k

îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (�) è (��):

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáûõ �óíêöèé f; g 2 NS

1

k

èç ñîîòíîøåíèÿ

f 6

�

=

g ñëåäóåò f 6� g: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ïóñòü f; g 2 NS

1

k

;

f 6

�

=

g è f � g: Ïóñòü N

f

= L(e; d

1

; : : : ; d

k�2

); N

g

= L(a; b

1

; : : : ; b

k�2

) è

e; d

i

; a; b

i

2 N; i = 1; : : : ; k � 2: Ïîñêîëüêó f � g; òî f � g: Ïîýòîìó

ñóùåñòâóþò �îðìóëà 	 íàä fgg; ðåàëèçóþùàÿ �óíêöèþ f; è ïðîñòàÿ ïîä-

�îðìóëà �îðìóëû 	, èìåþùàÿ âèä g(x

i

1

; : : : ; x

i

p

). Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1

ñóùåñòâóåò ÷èñëî 
 2 N; òàêîå, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ èç x

1

; : : : ; x

n

âñòðå-

÷àåòñÿ ñðåäè x

i

1

; : : : ; x

i

p


 ðàç. Ïîñêîëüêó � ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé íàä R

k

;

òî äëÿ êàæäîãî íàáîðà e� = (�

1

; : : : ; �

n

) èç N

f

; âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

g(�

i

1

; : : : ; �

i

p

) = f(�

1

; : : : ; �

n

) = 1; òî åñòü (�

i

1

; : : : ; �

i

p

) 2 N

g

: Ïîýòîìó
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âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà a = 
e; b

i

= 
d

i

; i = 1; : : : ; k � 2: Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ g � f íàéäåòñÿ òàêîå

÷èñëî t 2 N, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà e = ta; d

i

= tb

i

; i = 1; : : : ; k � 2:

Ñëåäîâàòåëüíî, 
 = t = 1 è a = e; b

i

= d

i

; i = 1; : : : ; k � 2: À çíà÷èò, f

�

=

g:

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ f 6

�

=

g ñëåäóåò f 6� g:

Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ñïðàâåä-

ëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (1) ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. À èìåííî, ïîñêîëüêó ìíî-

æåñòâî NS

1

k

îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (�) è (��), òî êëàññ F èìååò áàçèñ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ �óíêöèÿ èç G ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé îãðà-

íè÷åííîé ìàêñèìàëüíîé öåïè ìíîæåñòâà G îòíîñèòåëüíî � :

Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèå (2): Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì

íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü êëàññ F èìååò êîíå÷íûé áàçèñ. Òîãäà ñóùåñòâóåò êî-

íå÷íûé áàçèñ A êëàññà F; òàêîé, ÷òî A � G: Ïóñòü A = ff

1

(x

1

; : : : ; x

n

1

); : : : ;

f

s

(x

1

; : : : ; x

n

s

)g. Ïóñòü f(x

1

; : : : ; x

n

) 2 G; � � �îðìóëà íàä A; ðåàëèçóþ-

ùàÿ �óíêöèþ f; �

1

� íåêîòîðàÿ ïîä�îðìóëà �îðìóëû �; èìåþùàÿ âèä

f

i

(B

1

; : : : ;B

n

i

); ãäå 1 6 i 6 s; B

1

; : : : ;B

m

� �îðìóëû íàä A: Â ñèëó óòâåð-

æäåíèÿ 1 ñðåäè B

1

; : : : ;B

m

âñòðå÷àåòñÿ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ èç ìíîæåñòâà

fx

1

; : : : ; x

n

g. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî n 6 n

i

. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

ëþáîé �óíêöèè f(x

1

; : : : ; x

n

) 2 G âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî n 6 max(n

i

);

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì i = 1; : : : ; s: Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî G

êîíå÷íî (òàê êàê îíî ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåêîíãðóýíòíûõ �óíêöèé).

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó À.Á.Óãîëüíèêîâó çà ïî-

ñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 08�01�

00863) è ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô (ïðîåêò ÍØ�

4470.2008.1), ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÌÍ �ÀÍ ¾Àë-

ãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿ (ïðî-

åêò ¾Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿).
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�Å�ÓËß�ÈÇÀÖÈß ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÎÖÅÍÎÊ

ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÓÌÍÎÆÅÍÈß ÌÍÎ�Î×ËÅÍÎÂ

È.Ñ.Ñåðãååâ (Ìîñêâà)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñîáðàíî íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î òîì, êàê äîïîëíèòü

íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ, ÷òîáû çàâèñèìîñòü îöåíîê

ñëîæíîñòè ýòèõ àëãîðèòìîâ îò ñòåïåíè ïåðåìíîæàåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ áûëà

áîëåå ðåãóëÿðíîé.

1. Ïóñòü íàä êîëüöîì K îïðåäåëåíû ïðÿìîå è îáðàòíîå äèñêðåòíîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÄÏÔ) ïîðÿäêà n, äîïóñêàþùèå ý��åêòèâíóþ ïî

ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèþ (ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè è ÄÏÔ ñì., íàïðèìåð, â [2℄

è [5℄, ñîîòâåòñòâåííî), è ýòî ÷èñëî n íåëüçÿ óâåëè÷èòü ïî êàêèì-ëèáî ïðè-

÷èíàì. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ ïåðåìíîæèòü ìíîãî÷ëåíû f; g 2 K[x℄ ñóììàð-

íîé ñòåïåíè, ìåíüøåé, ÷åì mn, ãäå m 6 n=2.

Óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû âîñõîäèò ê Ø�åíõàãå è

Øòðàññåíó [10, 8℄ è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðè ïîìîùè çàìåíû ïå-

ðåìåííîé x

bn=2


= y ìíîãî÷ëåíû f è g ïîãðóæàþòñÿ â êîëüöî ðàñøèðå-

íèÿ (K[x℄=(x

n

� 1))[y℄. Ñóììàðíàÿ ñòåïåíü d íîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ïåðå-

ìåííîé y îãðàíè÷åíà ñâåðõó âåëè÷èíîé 2m + O(1). Èñïîëüçóÿ ÄÏÔ íàä

êîëüöîì K[x℄=(x

n

� 1) ñ âûáîðîì ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ â âèäå x

k

, óìíîæå-

íèå âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(d log d) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ

è óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ è d íåòðèâèàëüíûì óìíî-

æåíèÿì â K[x℄=(x

n

� 1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóììàðíûé ïîðÿäîê ÄÏÔ,

ïðèìåíÿåìûõ ê îäíîìó ìíîãî÷ëåíó, ðàâåí â òî÷íîñòè d, è êàæäîå èç ÄÏÔ

ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî áûñòðûì àëãîðèòìîì. Ñëîæåíèÿ-âû÷èòàíèÿ è

óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè x â K[x℄=(x

n

�1) âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(n),

à ïðîèçâîëüíîå óìíîæåíèå � ñî ñëîæíîñòüþ 2F (n) + F

�

(n) + O(n), ãäå

F (n) è F

�

(n) � ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ÄÏÔ ïî-

ðÿäêà n â êîëüöå K. Ïîýòîìó äëÿ ñëîæíîñòè àëãîðèòìà â ïåðå÷èñëåííûõ
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ïðåäïîëîæåíèÿõ (áûñòðîå óìíîæåíèå â êîëüöå ðàñøèðåíèÿ, ïîäõîäÿùèé

âèä ÷èñåë n;m; d) ìîæíî óêàçàòü îöåíêó

2m(2F (n) + F

�

(n)) +O(mn logm): (1)

Ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ìíîãîêðàòíîãî ÄÏÔ.

Ïðåäïîëîæèì íàëè÷èå â êîëüöå K ýëåìåíòîâ ! = �

0

; �

1

: : : ; �

m�1

, òàêèõ,

÷òî

�

i

=�

j

6= !

k

; 9�

�1

i

; 9(�

n

i

� �

n

j

)

�1

(2)

ïðè ëþáûõ k è i 6= j, ãäå ! � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè n (òîò ñàìûé,

êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â ÄÏÔ ïîðÿäêà n).

Âîñïîëüçóåìñÿ m-êðàòíûì ÄÏÔ ïîðÿäêà n� : : :�n, êîòîðîå ïðèìåíè-

òåëüíî ê ìíîãî÷ëåíó f(x) ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé

f(�

i

!

k

); i = 0; : : : ;m� 1; k = 0; : : : ; n� 1:

Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ðåàëèçîâàòü, âû÷èñëèâ ñíà÷àëà ìíîãî÷ëå-

íû  

i

(x) = f(�

i

x) mod (x

n

�1), è ïðèìåíèâ ê êàæäîìó èç íèõ ÄÏÔ ïîðÿä-

êà n. Äåéñòâèòåëüíî,

 

i

(!

k

) = f(�

i

!

k

):

Îáîçíà÷èì f =

P

f

i

x

i

è  

i

=

P

 

i;j

x

j

. Òîãäà íàáîð êîý��èöèåíòîâ

ìíîãî÷ëåíîâ  

i

ïðè x

k

ìîæåò áûòü íàéäåí èç ñîîòíîøåíèÿ

2

6

6

4

 

0;k

=�

k

0

 

1;k

=�

k

1

� � �

 

m�1;k

=�

k

m�1

3

7

7

5

=

2

6

6

6

4

1 �

n

0

�

2n

0

� � � �

(m�1)n

0

1 �

n

1

�

2n

1

� � � �

(m�1)n

1

� � � � � � � � � � � � � � �

1 �

n

m�1

�

2n

m�1

� � � �

(m�1)n

m�1

3

7

7

7

5

�

2

6

6

6

6

4

f

k

f

n+k

f

2n+k

� � �

f

(m�1)n+k

3

7

7

7

7

5

:

Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî èíòåðïðåòè-

ðîâàòü êàê âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà

P

f

in+k

y

i

â òî÷êàõ �

n

j

äëÿ

âñåõ j = 0; : : : ;m � 1. Ýòî, êàê èçâåñòíî (ñì. [1℄), ìîæíî âûïîëíèòü çà

O(M(m) logm) îïåðàöèé, ãäå M(m) � âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè óìíîæå-

íèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè m

1

6 m

2

ñîîòíîøåíèþ

M(m

1

)=m

1

6 M(m

2

)=m

2

. Äëÿ íàõîæäåíèÿ  

i;k

ïîñëå ýòîãî íàäî âûïîë-

íèòü åùå m óìíîæåíèé íà ýëåìåíòû �

k

i

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü m-êðàòíîãî ÄÏÔ ìîæíî îöåíèòü êàê

mF (n) +O(nM(m) logm):

Ïîêàæåì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñëîæíîñòè îáðàòíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ÄÏÔ ïîðÿäêà n ê êàæäîìó èç íàáîðîâ

f(�

i

!

0

); f(�

i

!

1

); : : : ; f(�

i

!

n�1

);

íàéäåì ìíîãî÷ëåíû  

i

(x), i = 0; : : : ;m � 1. Çàìåíà ïåðåìåííîé x ! x=�

i

ïðåâðàùàåò ìíîãî÷ëåí  

i

(x) â ìíîãî÷ëåí �

i

(x) = f(x) mod (x

n

� �

n

i

). Ýòè

âû÷èñëåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(mn). Îñòàåòñÿ ïî íàáîðó îñòàò-

êîâ

�

i

(x) = f(x) mod (x

n

� �

n

i

); i = 0; : : : ;m� 1;

âîññòàíîâèòü ìíîãî÷ëåí f(x).

Äëÿ ýòîãî, îáîçíà÷èâ ÷åðåç �

i;k

êîý��èöèåíò ìíîãî÷ëåíà �

i

ïðè x

k

,

óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì

2

6

6

4

�

0;k

�

1;k

� � �

�

m�1;k

3

7

7

5

=

2

6

6

6

4

1 �

n

0

�

2n

0

� � � �

(m�1)n

0

1 �

n

1

�

2n

1

� � � �

(m�1)n

1

� � � � � � � � � � � � � � �

1 �

n

m�1

�

2n

m�1

� � � �

(m�1)n

m�1

3

7

7

7

5

�

2

6

6

6

6

4

f

k

f

n+k

f

2n+k

� � �

f

(m�1)n+k

3

7

7

7

7

5

:

Íåèçâåñòíûé âåêòîð (ñïðàâà) ìîæåò áûòü íàéäåí ïóòåì èíòåðïîëÿöèè ìíî-

ãî÷ëåíà

P

f

in+k

y

i

ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì �

i;k

â òî÷êàõ �

n

i

. Ýòî ñòàíäàðò-

íûì ñïîñîáîì (ñì. òàêæå [1℄) ðåàëèçóåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(M(m) logm).

Ïîëó÷àåì îöåíêó

mF

�

(n) +O(nM(m) logm):

Òåïåðü ëåãêî îöåíèòü ñëîæíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî óìíîæåíèÿ ìíîãî-

÷ëåíîâ íàä K êàê ñëîæíîñòü òðåõ m-êðàòíûõ ÄÏÔ ïëþñ mn óìíîæåíèé

â êîëüöå. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â êîëüöå K îïðåäåëåíî m-êðàòíîå ÄÏÔ ïîðÿäêà

n � : : : � n (ò.å. âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2)). Òîãäà ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ

ìíîãî÷ëåíîâ ñóììàðíîé ñòåïåíè, ìåíüøåé mn, íàä K íå ïðåâîñõîäèò

m(2F (n) + F

�

(n)) +O(nM(m) logm): (3)

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó ñ (1), âèäèì, ÷òî ïðèM(m) = O(m logm),

F (n); F

�

(n) = 
(n logn) è íåáîëüøèõ m, íàïðèìåð, m = 2

o(

p

logn)

, îíà ëó÷-

øå àñèìïòîòè÷åñêè â 2 ðàçà. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â (3) ìîæåò áûòü ïîíèæåí

ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå ýëåìåíòîâ �

i

.

2. Ïóñòü â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ ñõåìû äëÿ óìíîæåíèÿ ìíî-

ãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëÿì x

2

k

+ 1 ñ êîý��èöèåíòàìè íàä êîëüöîì, â êîòîðîì
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îáðàòèì ýëåìåíò 2. Ñëîæíîñòü è ãëóáèíó òàêèõ ñõåì îáîçíà÷èì ÷åðåç �(k)

è d(k) (ïîíÿòèå ãëóáèíû ñì. â [2℄). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �(k) > �(k � 1) è

d(k) > d(k � 1) äëÿ ëþáîãî k.

Î÷åâèäíî, ÷òî �(k) ñëóæèò âåðõíåé îöåíêîé äëÿ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ

ìíîãî÷ëåíîâ ñóììàðíîé ñòåïåíè íå âûøå 2

k

� 1. Ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ

ìíîãî÷ëåíîâ ñóììàðíîé ñòåïåíè íå âûøå n � 1, ãäå 2

k

< n 6 2

k+1

, ñòàí-

äàðòíûì îáðàçîì îöåíèâàåòñÿ êàê �(k + 1). Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ

ïîëó÷èòü îöåíêó, ðàâíîìåðíî ðàñòóùóþ ñ ðîñòîì n, ñì. [6, 9℄.

Íà ñàìîì äåëå ìîæíî óêàçàòü ñëåäóþùóþ ðåãóëÿðíóþ îöåíêó:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n = 2

n

1

+2

n

2

+: : :+2

n

s

, ãäå n

1

> n

2

> : : : > n

s

. Òîãäà

äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñóììàðíîé ñòåïåíè íå âûøå n � 1 ìîæíî

ïîñòðîèòü ñõåìó ñëîæíîñòè íå áîëåå

�(n

1

) + �(n

2

) + : : :+ �(n

s

) + 5; 5n

è ãëóáèíû íå áîëåå

d(n

1

) + n

1

� n

s

+ 3s� 2:

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ ñõåìû óìíîæåíèÿ ïî ìî-

äóëÿì x

2

n

i

+ 1, i = 1; : : : ; s, ñõåìà ïðèâåäåíèÿ èñõîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

ïî ýòèì ìîäóëÿì è ñõåìà âîññòàíîâëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà-

ïðîèçâåäåíèÿ ïî îñòàòêàì îò äåëåíèÿ íà ìíîãî÷ëåíû x

2

n

i

+ 1 (îíà âû÷èñ-

ëÿåò ðåøåíèå ÑËÓ ñ ìàòðèöåé, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1 (
ì. ñòð. 30): ÷åðåç

D

a

îáîçíà÷åíû ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè a íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è íóëÿìè

íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäíèå äâå ñõåìû

èìåþò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü �(k) = f(2

k

), ãäå äëÿ ëþáûõ x; y > 1 ñïðàâåäëèâî

f(x + y) > f(x) + f(y). Òîãäà äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñóììàðíîé

ñòåïåíè íå âûøå n � 1 ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ñëîæíîñòè íå áîëåå

f(n) + 5; 5n è ãëóáèíû íå áîëåå d(blog

2

n
) + 4blog

2

n
+ 1:

Òî, ÷òî âû÷èñëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïî íåñêîëüêèì ìîäóëÿì ïîçâîëÿåò èç-

áåæàòü óäâîåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòîÿííîé â îöåíêå ñëîæíîñòè ïðè

ïåðåõîäå îò n = 2

k

ê ïðîèçâîëüíîìó ÷èñëó � �àêò, â êàêîé-òî ñòåïåíè

èçâåñòíûé. Òàê, â ðàáîòå [4℄ ðàññìîòðåí ñïîñîá èñïîëüçîâàíèÿ äâóõ ìîäó-

ëåé, ò.å. s = 2. Â ðàáîòå [3℄ óêàçàíî, ÷òî âûãîäíî âûïîëíÿòü âû÷èñëåíèÿ ñ

íåñêîëüêèìè ìîäóëÿìè. Àíàëîãè÷íàÿ èçëîæåííîé ñõåìà âû÷èñëåíèé âîç-

íèêàåò â àëãîðèòìå óìíîæåíèÿ ïðè ïîìîùè ¾óñå÷åííîãî¿ ÄÏÔ, ñì. [6, 7℄.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ðåãóëÿðèçàöèÿ îöåíêè ñëîæíîñòè âîç-

ìîæíà ïðè ëþáîì àëãîðèòìå óìíîæåíèÿ.
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�èñ. 1 �èñ. 2

Âûáèðàÿ áëèæàéøåå ñâåðõó ê n ÷èñëî n

0

, êðàòíîå 2

n

1

��(n)

, ãäå �(n) �

ìåäëåííî ðàñòóùàÿ �óíêöèÿ, è ïåðåõîäÿ ê ñõåìå óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

ñóììàðíîé ñòåïåíè íå âûøå n

0

� 1, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 1 äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì,

÷òî f(x)=x!1 ïðè x!1 è f(x) = x

O(1)

. Òîãäà äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî-

÷ëåíîâ ñóììàðíîé ñòåïåíè íå âûøå n�1 ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ñëîæ-

íîñòè íå áîëåå (1+o(1))f(n) è ãëóáèíû íå áîëåå d(blog

2

(n+o(n))
)+o(logn):

3. �àññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåì äëÿ óìíîæå-

íèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëÿì x

2�3

k

+x

3

k

+1 ñ êîý��èöèåíòàìè íàä êîëüöîì,

â êîòîðîì îáðàòèì ýëåìåíò 3. Ñëîæíîñòü è ãëóáèíó òàêèõ ñõåì îáîçíà÷èì

÷åðåç �

0

(k) è d

0

(k). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �

0

(k) > �

0

(k�1) è d

0

(k) > d

0

(k�1)+1

äëÿ ëþáîãî k.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü n = 2 (3

n

1

+ 3

n

2

+ : : :+ 3

n

s

), n

1

> n

2

> : : : > n

s

. Òî-

ãäà äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñóììàðíîé ñòåïåíè íå âûøå n�1 ìîæíî

ïîñòðîèòü ñõåìó ñëîæíîñòè íå áîëåå

�

0

(n

1

) + �

0

(n

2

) + : : :+ �

0

(n

s

) + 5(n� 1)

è ãëóáèíû íå áîëåå

d

0

(n

1

) + 2(n

1

� n

s

) + 4s� 4:

Â ñëó÷àå êîëüöà õàðàêòåðèñòèêè 2 äëÿ ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ñõåìû ñïðà-

âåäëèâû îöåíêè:

�

0

(n

1

) + �

0

(n

2

) + : : :+ �

0

(n

s

) + 4(n� 1); d

0

(n

1

) + 2(n

1

� n

s

) + 3s� 2:
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2. Ìàò-

ðèöà âîçíèêàþùåé â ýòîì ñëó÷àå ÑËÓ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü �

0

(k) = f(2 � 3

k

), ãäå äëÿ ëþáûõ x; y > 1 ñïðàâåä-

ëèâî f(x+y) > f(x)+f(y). Òîãäà äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñóììàðíîé

ñòåïåíè íå âûøå n � 1, ãäå n 2 [2 � 3

k

; 3

k+1

), ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó

ñëîæíîñòè íå áîëåå f(n) + 5n è ãëóáèíû íå áîëåå d

0

(k) + 6k, à â ñëó-

÷àå êîëüöà õàðàêòåðèñòèêè 2 � ñõåìó ñëîæíîñòè f(n) + 4n è ãëóáèíû

d

0

(k) + 5k + 1.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî n îöåíêó ñëîæíîñòè âèäà (1 + o(1))f(n) ïîëó-

÷èòü ïîêà íå óäàåòñÿ. Îäíàêî, ìîæíî äîêàçàòü îöåíêó (4=3 + o(1))f(n).

Ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 3 äîïîëíèòåëüíî âûïîë-

íÿåòñÿ f(x)=x ! 1 ïðè x ! 1 è f(x) = x

O(1)

. Òîãäà äëÿ óìíîæåíèÿ

ìíîãî÷ëåíîâ ñóììàðíîé ñòåïåíè íå âûøå n� 1 ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó

ñëîæíîñòè íå áîëåå

8

>

>

<

>

>

:

(1 + o(1))f(n); 2 � 3

k

6 n < 3

k+1

;

�

2�

3

k

n

+ o(1)

�

f(n); 3

k

6 n <

3

k+1

2

;

�

2�3

k

n

+ o(1)

�

f(n);

3

k+1

2

< n < 2 � 3

k

è ãëóáèíû íå áîëåå d

0

(blog

3

(2n+ o(n))
 � 1) + o(logn).

Â ïåðâîì ñëó÷àå êîíñòðóêöèÿ òà æå, ÷òî è â ñëåäñòâèè 2. Â òðåòüåì

ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñóììàðíîé ñòåïåíè íå

áîëåå 2 � 3

k

� 1. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì ìîäó-

ëÿì x

2�3

i

+ x

3

i

+ 1, ãäå i = k � s; : : : ; k � 1. Îòäåëüíî âû÷èñëÿþòñÿ l ìëàä-

øèõ è u ñòàðøèõ êîý��èöèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ, äîîïðåäåëÿþùèõ ñèñòå-

ìó óðàâíåíèé. Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïåðåìíîæèòü ìíîãî÷ëåíû,

îáðàçîâàííûå ìëàäøèìè êîý��èöèåíòàìè èñõîäíûõ ñîìíîæèòåëåé (ñóì-

ìàðíàÿ ñòåïåíü ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ íå ïðåâîñõîäèò 2l� 2), è ñîîòâåòñòâåííî

ìíîãî÷ëåíû, îáðàçîâàííûå ñòàðøèìè êîý��èöèåíòàìè (ñóììàðíîé ñòåïå-

íè íå âûøå 2u � 2). ×èñëà 2l è 2u ïðè ýòîì ìîæíî âûáðàòü èç îòðåçêîâ

[2 � 3

i

; 3

i+1

).

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ñ. Á. �àøêîâó

çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ïðîåêòû 08�01�

00863 è 08�01�00632�à, ïðîãðàììû ¾Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû¿, ïðîåêò

ÍØ�4470.2008.1, è ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ
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ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê �ÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìà-

òåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿ (ïðîåêò ¾Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâëÿþùèõ

ñèñòåì¿).
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ÎÁ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÈ ËÎ�È×ÅÑÊÈÕ ÌÅÒÎÄÎÂ

Ï�È ÓÑÒ�ÀÍÅÍÈÈ Ï�ÎÒÈÂÎ�Å×ÈÉ

Â ÁÀÇÀÕ ÄÀÍÍÛÕ

Å.Å. Òðè�îíîâà (Ìîñêâà)

Äëÿ ñëîæíûõ ðàñïðåäåëåííûõ áàç äàííûõ àêòóàëüíû âîïðîñû öåëîñò-

íîñòè è óñòðàíåíèÿ ïðîòèâîðå÷èé â äàííûõ. Ïðîòèâîðå÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ

îáùèì �åíîìåíîì â ìèðå áàç äàííûõ ñåãîäíÿ. Äàæå ïîñðåäñòâîì îãðàíè÷å-

íèé öåëîñòíîñòè, óñïåøíî ïåðåäàþùèõ ñåìàíòèêó äàííûõ, äåéñòâèòåëüíûå
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äàííûå â áàçå äàííûõ ÷àñòî íå óäîâëåòâîðÿþò ïîäîáíûì îãðàíè÷åíèÿì.

Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî äàííûå çàïèñûâàþòñÿ èç ìíîæåñòâà íåçà-

âèñèìûõ èñòî÷íèêîâ (êàê â îáúåäèíåíèè äàííûõ) èëè âîçíèêàþò â ðåçóëü-

òàòå êîìïëåêñíûõ äëèòåëüíûõ äåÿòåëüíîñòåé, ïîäîáíûõ òåõíîëîãè÷åñêîìó

ïðîöåññó.

Òðàäèöèîííûé ïóòü èçáàâëåíèÿ îò ïðîòèâîðå÷èâîñòè äàííûõ � ýòî íå

ïîçâîëÿòü áàçå äàííûõ ñòàíîâèòüñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé ïóò¼ì îòìåíû îáíîâ-

ëåíèé èëè òðàíçàêöèé, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê íàðóøåíèþ öåëîñòíîñòè. Îä-

íàêî â íàñòîÿùèé ìîìåíò ýòîò ñöåíàðèé äåéñòâèé ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëåå

íåïðàêòè÷íûì. Ïîñêîëüêó, âî-ïåðâûõ, åñëè íàðóøåíèå âñòðå÷àåòñÿ èç-çà

òîãî, ÷òî äàííûå ïîñòóïàþò èç ìíîæåñòâåííûõ íåçàâèñèìûõ èñòî÷íèêîâ,

ñëèâàþùèõñÿ â îäíî, òî íå ñóùåñòâóåò îòäåëüíîãî îáíîâëåíèÿ, îòâåòñòâåí-

íîãî çà íàðóøåíèå. Âî-âòîðûõ, äàííûå ìîãóò èìåòü ïðîòèâîðå÷èå â ðå-

çóëüòàòå âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîé êîìïëåêñíîé àêòèâíîñòè, òàê ÷òî íå ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì îòñëåäèòü ñïåöè�è÷åñêîå äåéñòâèå, ïðèâåäøåå ê

âîçíèêíîâåíèþ ïðîòèâîðå÷èÿ.

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ ðàáîòû ñ ïðîòèâî-

ðå÷èÿìè â áàçàõ äàííûõ ïðèíÿò òàê íàçûâàåìûé òåõíè÷íî-÷åëîâå÷åñêèé

ïîäõîä. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî íà ÷àñòü õðàíÿùèõñÿ äàííûõ

íàêëàäûâàþòñÿ ñðåäñòâàìè ÑÓÁÄ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ (òèï äàííûõ,

ëîãè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, äîïóñòèìûé äèàïàçîí çíà÷åíèé), âûïîëíåíèå ýòèõ

îãðàíè÷åíèé ïðîâåðÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ñðåäñòâàìè ñèñòåìû, à ïðèíÿòèå

ðåøåíèé îá îáðàáîòêàõ îøèáîê ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷åëîâåêó.

Ñóùåñòâóþò òðè îñíîâíûå âàðèàíòà ðàáîòû ñ îøèáî÷íûìè äàííû-

ìè: óäàëåíèå, ïðîìåæóòî÷íîå õðàíåíèå è ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ óñòðàíåíèÿ

îøèáêè. Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ðåøåíèå î âûáîðå òîãî èëè èíîãî âàðèàíòà

îñòàâëÿåòñÿ ÷åëîâåêó, òî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàçðåëà íåîáõîäèìîñòü ðàç-

ðàáîòêè àâòîìàòè÷åñêèõ ïðîöåäóð, êîòîðûå ñîãëàñíî ââåä¼ííûì êðèòåðè-

ÿì ìîãëè áû îáåñïå÷èòü ìåõàíèçì äîáàâëåíèÿ íåïðîòèâîðå÷èâûõ äàííûõ

èëè óñòðàíåíèÿ ïðîòèâîðå÷èé.

Äëÿ ðàçðàáîòêè òàêîãî ïîäõîäà îïèñàíèå ïðåäìåòíîé îáëàñòè è ïðà-

âèë äëÿ äàííûõ íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àêñèîìàòèêó íàä îïðåäåëåííîé

ñèãíàòóðîé. Åñëè òàáëèöû áàç äàííûõ ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäèêàòû, à

ïðàâèëà äëÿ äàííûõ êàê �îðìóëû ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî íåïðîòèâîðå÷èâîå

ñîñòîÿíèå áàçû äàííûõ (âîññòàíîâëåíèå) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü äëÿ

çàäàííûõ àêñèîì (â êà÷åñòâå àêñèîì ïîäðàçóìåâàåì ìíîæåñòâî ïðàâèë).

Îãðàíè÷åíèÿ öåëîñòíîñòè ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà òðè áàçîâûõ

êëàññà, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíóòûå �îðìóëû ïåðâîãî ïîðÿäêà,

ñîñòàâëåííûå èç ñèìâîëîâ îòíîøåíèé � P; P

1

; : : : ; P

m

, êîðòåæåé ïåðåìåí-

íûõ è êîíñòàíò �x

1

; :::; �x

m

� è êîíúþíêöèé àòîìàðíûõ �îðìóë, êàñàþùèõñÿ
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âñòðîåííûõ ïðåäèêàòîâ, îáîçíà÷àåìûõ ÷åðåç '.

1. Îòðèöàþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

8�x

1

; :::; �x

m

: [P

1

(�x

1

) ^ ::: ^ P

m

(�x

m

) ^ '(�x

1

; :::; �x

m

)℄ :

Åñëè m 6 2, òî îãðàíè÷åíèå ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì.

2. Ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè (FDs):

8�x

1

�x

2

�x

3

�x

4

�x

5

: [P (�x

1

; �x

2

; �x

4

) ^ P (�x

1

; �x

3

; �x

5

) ^ �x

2

6= �x

3

℄ ;

ãäå �x

i

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòäåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Áîëåå îáùàÿ �îðìó-

ëèðîâêà �óíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé ýòî X ! Y , ãäå X � ìíîæåñòâî

àòðèáóòîâ P , ñîîòâåòñòâóþùèõ �x

1

è Y � ìíîæåñòâî àòðèáóòîâ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ �x

2

è �x

3

. Ïî ñóòè ýòî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî îòðèöàþùèõ îãðà-

íè÷åíèé. Îäíàêî îíè î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ, ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî

âûíåñòè èõ â îòäåëüíûé êëàññ.

3. Çàâèñèìîñòè âêëþ÷åíèÿ (INDs):

8�x

1

9�x

3

[Q(�x

1

) � P (�x

2

; �x

3

)℄ ;

ãäå �x

i

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòäåëüíûõ ïåðåìåííûõ ñ �x

2

, ñîäåðæàùèì-

ñÿ â �x

1

è P , Q � îòíîøåíèÿ áàçû äàííûõ. Ýòî ÷àñòî çàïèñûâàåòñÿ êàê

Q[Y ℄ � P [X ℄, ãäå X (ñîîòâåòñòâåííî Y ) åñòü ìíîæåñòâî àòðèáóòîâ P (Q),

ñîîòâåòñòâóþùèõ �x

2

. Åñëè P è Q ÿñíû èç êîíòåêñòà, òî èõ îïóñêàþò è ïðî-

ñòî çàïèñûâàþò Y � X . Ïîëíûå çàâèñèìîñòè âêëþ÷åíèÿ âûðàæàþòñÿ áåç

êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü áàçó äàííûõ D, â êîòîðóþ â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà

âðåìåíè T

0

âíîñÿò áîëüøîé îáú¼ì äàííûõ D

1

. Ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè T

0

ïîëó÷èâøèéñÿ îáú¼ì äàííûõ D + D

1

íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü íà ïðîòèâî-

ðå÷èÿ ñ óñòðàíåíèåì îáíàðóæåííûõ ïðîòèâîðå÷èé. Ïðè ýòîì îòäåëüíûå

êîðòåæè äàííûõ ìû íå ìîæåì èçìåíÿòü, à òîëüêî óäàëÿòü äëÿ óñòðàíåíèÿ

ïðîòèâîðå÷èÿ. Òî åñòü åñëè ìû ñ÷èòàåò êàêîé-òî ýëåìåíò íàøèõ äàííûõ

ëîæíûì, òî ìû íå ðåäàêòèðóåì åãî, à óäàëÿåì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè àâòîìàòèçàöèè ïðîöåññà óñòðàíåíèÿ ïðîòèâîðå÷èé

íåîáõîäèìî âûáèðàòü, êàêèå èìåííî îçíà÷èâàíèÿ (êîðòåæè) íåîáõîäèìî

îñòàâèòü, à êàêèå óäàëèòü. Àâòîìàòèçàöèÿ íåâîçìîæíà áåç èñïîëüçîâàíèÿ

ëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Îñíîâíàÿ èäåÿ àâòîìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé

ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñíà÷àëà ìû ñòðîèì ÿäðî ìîäåëè èëè ìèíèìàëüíóþ ìî-

äåëü. Âûäåëèì äëÿ ïðîòèâîðå÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ÁÄ òå åå ïîäìíîæåñòâà,

äëÿ êîòîðûõ îäíî èç îãðàíè÷åíèé öåëîñòíîñòè èñòèííî (ïðè ýòîì íå áóäåì

ðàññìàòðèâàòü òå êîðòåæè, êîòîðûå ó÷àñòâóþò â ïðîòèâîðå÷èè, òî åñòü åñ-

ëè äâà êîðòåæà ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, òî îáà âûêèäûâàåì) è îïðåäåëèì
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èõ ïåðåñå÷åíèå. Äàííûå èç ïåðåñå÷åíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ÿäðîì âîññòàíîâëå-

íèÿ ÁÄ, êîòîðûå äîëæíû áûòü âêëþ÷åíû â ëþáîå âîññòàíîâëåíèå ÁÄ. Ýòî

ÿäðî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü � îñíîâó âîññòàíîâëåíèÿ

íåïðîòèâîðå÷èâîé ÁÄ. Çàòåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ âîññòàíîâëåíèÿ (ìîäåëè, êî-

òîðàÿ áóäåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ áîëüøå èí�îðìàöèè) íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè

äîáàâëåíèÿ äàííûõ. Ïðè ýòîì äëÿ äîáàâëÿåìûõ äàííûõ áóäåì òðåáîâàòü

âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ.

1. Íè îäèí äîáàâëåííûé êîðòåæ íå íàðóøàåò ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîé

ìîäåëè áûòü ìîäåëüþ.

2. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì äîáàâëåíèè ïî îäíîìó êîðòåæó äëÿ êàæäîãî

èç ïðîòèâîðå÷èâûõ ðàíåå îãðàíè÷åíèé öåëîñòíîñòè ïîëó÷àåì íåïðî-

òèâîðå÷èâóþ êîíñòðóêöèþ.

3. Äîáàâëåíèå ïî îäíîìó êîðòåæó (ãðóïïå êîðòåæåé) äëÿ êàæäîãî èç

ïðîòèâîðå÷èâûõ ðàíåå îãðàíè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì èñïîëü-

çîâàíèþ ãèïåðãðà�à ïðîòèâîðå÷èé.

�èïåðãðà� ïðîòèâîðå÷èé � ýòî ãðà�è÷åñêèé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ íà-

ðóøåíèé öåëîñòíîñòè. Âåðøèíû ãèïåðãðà�à � ýòî êîðòåæè. �¼áðàìè â

òàêîì ãèïåðãðà�å ñîåäèíÿþòñÿ òå êîðòåæè, êîòîðûå ìåæäó ñîáîé ïðîòè-

âîðå÷àò. Ïðè÷¼ì íà êàæäîå íàðóøåíèå � ïî îäíîìó ðåáðó, òî åñòü åñëè

÷åòûðå êîðòåæà íàðóøàþò îäíî îãðàíè÷åíèå öåëîñòíîñòè, òî îíè áóäóò

ñîåäèíåíû îäíèì ðåáðîì. Òîãäà âîññòàíîâëåíèå áàçû äàííûõ � ýòî ìàê-

ñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à, òî åñòü âíóòðåííå

óñòîé÷èâîå ìíîæåñòâî.

Ñîñòîÿíèå èçíà÷àëüíî ïðîòèâîðå÷èâîé áàçû äàííûõ D +D

1

ñ óäàë¼í-

íûìè ïðîòèâîðå÷èÿìè íàçûâàåì âîññòàíîâëåíèåì è îáîçíà÷àåì êàê D

0

.

Òî åñòü, D

0

ïîëó÷àåòñÿ èç D +D

1

ïóò¼ì óäàëåíèÿ íàõîäèìûõ ïðîòèâîðå-

÷èé. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðîòèâîðå÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ áàçû äàííûõ

D + D

1

ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé D

0

, êàæäîå èç êîòîðûõ áóäåò

ÿâëÿòüñÿ âîññòàíîâëåíèåì. Òî åñòü, êàæäîå èç êîòîðûõ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìî-

äåëüþ äëÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà ïðàâèë.

Íà ñàìîì äåëå íàì íóæíà íå ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü, à êàêàÿ-òî ìî-

äåëü, îáëàäàþùàÿ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè. Èñõîäÿ èç êàêèõ ïàðàìåò-

ðîâ ìîæíî îöåíèâàòü ìîäåëü, è èñõîäÿ èç ÷åãî âûáèðàòü òî èëè èíîå âîññòà-

íîâëåíèå â êà÷åñòâå òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ áàçû äàííûõ? Îñíîâíûìè áóäóò

ÿâëÿòüñÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè:

1. Ìèíèìàëüíûå ïîòåðè èí�îðìàöèè (óäàëÿòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷å-

ñòâî êîðòåæåé äëÿ òîãî, ÷òîáû èí�îðìàöèè áûëî ïîòåðÿíî êàê ìîæ-

íî ìåíüøå).

35



2. Âåñîâàÿ �óíêöèÿ êîðòåæåé (èç ïðàêòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è ïðåä-

ìåòíîé îáëàñòè)

Îñòàíîâèìñÿ íà êàæäîì èç íèõ ïîäðîáíåå. Åñëè íàì íåîáõîäèìî, ÷òî-

áû ïîòåðè èí�îðìàöèè áûëè ìèíèìàëüíû, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû õîòèì

ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êîðòåæåé óäàëèòü. Äëÿ èñïðàâëåíèÿ íåêîòîðûõ

ïðîòèâîðå÷èé áûâàþò âîçìîæíû íåñêîëüêî âàðèàíòîâ óäàëåíèé: âîçìîæíî

èñïðàâèòü, óäàëèâ 1 êîðòåæ, à âîçìîæåí âàðèàíò ñ óäàëåíèåì ñðàçó äâóõ.

Òîãäà â äàííîì ñëó÷àå ìû âñåãäà áóäåì âûáèðàòü ïåðâûé âàðèàíò, òî åñòü

ýòîò ïîäõîä îñîáåííî õîðîø, êîãäà ó íàñ íåò ïðèîðèòåòà îäíèõ äàííûõ

ïåðåä äðóãèìè, à êîðòåæè (îçíà÷èâàíèÿ) ðàâíîçíà÷íû.

Âåñîâóþ �óíêöèþ äëÿ êàæäîãî èç êîðòåæåé ìû ìîæåì ïîëó÷èòü, ó÷è-

òûâàÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:

1. Âîñòðåáîâàííîñòü êîðòåæà (âûäà¼òñÿ ëè êîðòåæ, êîòîðûé ìû õî-

òèì óäàëèòü, ïîëüçîâàòåëþ è êàê ÷àñòî).

2. Âðåìÿ ïîÿâëåíèÿ êîðòåæà (áûë ëè êîðòåæ â ¾ïîñëåäíåì ïðèíÿòîì

âîññòàíîâëåíèè¿ èëè íåò).

3. Ïðèîðèòåò õðàíèìîé èí�îðìàöèè (åñòü òàáëèöû èç êîòîðûõ äàí-

íûå ìîæíî óäàëÿòü òîëüêî â êðàéíåì ñëó÷àå

4. Ïðèîðèòåò îòäåëüíûõ êîðòåæåé (â ðàìêàõ îäíîé òàáëèöû).

5. Âçâåøåííûé ïàðàìåòð îáðàùåíèé ê òàáëèöå (÷åì ÷àùå îáðàùàþòñÿ

ê äàííûõ, òåì áîëåå äîñòîâåðíàÿ èí�îðìàöèÿ).

6. Äîñòîâåðíîñòü èñòî÷íèêà äàííûõ (ìîæåì ïðîñëåæèâàòü íàñêîëüêî

÷àñòü îòâåðãàþòñÿ äàííûå èç êîíêðåòíîãî èñòî÷íèêà).

7. Êîëè÷åñòâî èñòî÷íèêîâ èí�îðìàöèè (íåêîòîðûå êîðòåæè ìîãóò

áûòü ñîñòàâíûìè è ýòî, ñîîòâåòñòâåííî, ìîæåò ïîíèæàòü íàä¼æíîñòü

ðàññìàòðèâàåìîé èí�îðìàöèè).

Ïðè ýòîì â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç ïàðàìåòðîâ áóäåò áîëåå èëè

ìåíåå ïðèîðèòåòíûì, âîçìîæíî èçìåíÿòü âåëè÷èíó âåñîâîé �óíêöèè. Âå-

ëè÷èíà âåñîâîé �óíêöèè â òîò èëè èíîé ìîìåíò âðåìåíè áóäåò ðàçëè÷íà.

Âîçìîæåí è äðóãîé ïîäõîä. Îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ÁÄ, ñóòü

�îðìóëû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íî èíòåðïðåòàöèÿ ïðå-

äèêàòîâ â äàííîì ñëó÷àå íåñêîëüêî èíàÿ, íåæåëè â êëàññè÷åñêîì èñ÷èñëå-

íèè, êîãäà ïðè îçíà÷èâàíèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ ïðåäèêàò ïðèíèìàåò òîëüêî
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äâà çíà÷åíèÿ: èñòèíà/ëîæü. Â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷èâàíèå êàæäîãî ïðå-

äèêàòà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðåäèêàò ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé èç èíòåðâàëà [0, 1℄.

Ïðè ýòîì 0 (ëîæü) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íåäîñòîâåðíîå (íåâåðîÿò-

íîå) ñîáûòèå, äàííûå àáñîëþòíî ëîæíû, íåâûïîëíèìàÿ �îðìóëà. Çíà÷å-

íèå ìåæäó 0 è 1 õàðàêòåðèçóåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå ñëó÷èòñÿ,

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî �îðìóëà áóäåò èñòèííîé. Òåì ñàìûì ïðîìåæóòî÷-

íîå ìåæäó 0 è 1 çíà÷åíèå ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ

î ïðåäìåòíîé îáëàñòè íå ïîëíûå. Ïîýòîìó â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðè îäíîì îçíà-

÷èâàíèè ïðåäèêàò ìîæåò áûòü èñòèííûì, à â ðÿäå � ëîæíûì. È ýòî îïðå-

äåëÿåòñÿ òåì êîíòåêñòîì (çäåñü �îðìóëîé), â êîòîðîé äàííûé ïðåäèêàò

âñòðå÷àåòñÿ. Çíà÷åíèå æå 1 (èñòèíà) � äîñòîâåðíîå ñîáûòèå, äîñòîâåðíûå

äàííûå, òîæäåñòâåííî èñòèííàÿ �îðìóëà.

Êàê âèäíî, ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû

êàê îòíåñåíèå êîíêðåòíîãî îçíà÷èâàíèÿ ïðåäèêàòà ê èñòèíå èëè ëæè ñ

íåêîòîðîé äîñòîâåðíîñòüþ. Íà ýòó äîñòîâåðíîñòü âëèÿåò ñëîæíîñòü ïðå-

äèêàòà (åãî êîëè÷åñòâî àòðèáóòîâ), êîíòåêñò (�îðìóëüíîå îêðóæåíèå) è

äðóãèå �àêòîðû (íàïðèìåð òî, êàê ÷àñòî ðåäàêòèðóþòñÿ äàííûå äëÿ ýòî-

ãî ïðåäèêàòà). Íåîïðåäåëåííîñòü âîçíèêàåò èç ñïîñîáà îïèñàíèÿ îáúåêòîâ

ðåàëüíîãî ìèðà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè àâòîìàòèçàöèè ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè (âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ áàçû äàííûõ) âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû äëÿ îöåíêè òî-

ãî, êàêîå îçíà÷èâàíèå íåîáõîäèìî îñòàâèòü. Ìîæíî ââîäèòü îöåíî÷íóþ

�óíêöèþ ¾öåííîñòè¿ òîãî èëè èíîãî îçíà÷èâàíèÿ èñõîäÿ èç èñòî÷íèêà

äàííûõ èëè èíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ñâåäåíèé, ìîæíî ãîâîðèòü î ñèëå ñâÿçè

äàííîãî îçíà÷èâàíèÿ ñ îñòàëüíûìè, â òîì ñìûñëå, ÷òî óäàëåíèå íåêîòîðî-

ãî êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè ïîâëå÷¼ò çà ñîáîé óäàëåíèå äàííîãî îçíà÷èâà-

íèÿ. Íàêîíåö, âîçìîæíî ââåäåíèå èí�îðìàöèîííîé �óíêöèè, ïîçâîëÿþ-

ùåé ¾âçâåøèâàòü¿ êàæäîå îçíà÷èâàíèå. Â èòîãå ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìî-

ñòè ñî÷åòàíèÿ ëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì âåñîâûõ öåëî÷èñëåí-

íûõ �óíêöèé. Ëèáî æå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ïîäõîä, çàòðàãèâàþùèé

èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ íå êàê äâå âåëè÷èíû, à êàê áåñêîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî çíà÷åíèé èç èíòåðâàëà. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâ-

íûì ðàçðàáîòàòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ

ïîñòðîåíèÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ íà àâ-

òîìàòè÷åñêîé îñíîâå.

Íà íàñòîÿùèé ìîìåíò ðÿäîì àâòîðîâ ïîëó÷åíî, ÷òî çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ

âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îòðèöàòåëüíûå îãðàíè÷åíèé ñ ìèíè-

ìàëüíûì êîëè÷åñòâîì óäàëÿåìûõ êîðòåæåé ÿâëÿåòñÿ PTIME (ò.å. ìîæåò

áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèíàëüíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ äåòåðìèíèðîâàííîé
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ìàøèíû Òüþðèíãà).
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Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ËÎ�ÈÊÈ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ

�.Â.Õåëåìåíäèê (Ìîñêâà)

1. Ââåäåíèå

Èãðîâàÿ ïðîãðàììà (ÈÏ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíûé ãðà�, êîòî-

ðûé îïèñûâàåò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ ïðè âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ñòîðîí.

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ÈÏ äëÿ çàäàííûõ óñëîâèé: íà÷àëüíûõ

çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íàáîðà �óíêöèé (¾õîäîâ¿), òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ

è öåëè, çàïèñûâàåìîé �îðìóëîé ëîãèêè âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè (ëââ). Ïðè

ýòîì ñòðàòåãèÿ, îïèñûâàåìàÿ ÈÏ (â ñëó÷àå å�å ñóùåñòâîâàíèÿ), ñ÷èòàåòñÿ

âûèãðûøíîé, åñëè äëÿ ýòîé ÈÏ âûïîëíåíû âñå êîìïîíåíòû çà�èêñèðî-

âàííîãî óñëîâèÿ.

Â ðàáîòå [3℄ äàíî îïðåäåëåíèå ÈÏ è óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü âû-

ðàçèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé ÿçûêîâ ÈÏ è ëââ. Â òî æå âðåìÿ ÿçûê ÈÏ

ïðåäîñòàâëÿåò áîëåå øèðîêèå ñðåäñòâà äëÿ ñòðóêòóðèçàöèè çàïèñè çàäà÷è

â ðàìêàõ ñëåäóþùåãî ïîäõîäà: óêàçàíèå íà÷àëüíîé ñèòóàöèè; îïðåäåëåíèå

ïðàâèë å�å èçìåíåíèÿ è òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ; ïîñòàíîâêà öåëè. Òàêèì îá-

ðàçîì, ìíîãî÷èñëåííûå è ñëîæíûå �ðàãìåíòû �îðìóë ëââ, êîäèðóþùèå

õîäû ñòîðîí, è îñîáåííîñòè èõ âçàèìîäåéñòâèÿ, ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî

ïðîñòî çàïèñàíû âåêòîðíûìè k-çíà÷íûìè �óíêöèÿìè.

Îäíàêî ïðè ñîçäàíèè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ÈÏ âîçíèêà-

åò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ¾èçáûòî÷íûõ¿ ÈÏ, ÷òî ïðèâîäèò ê íåý��åêòèâ-

íûì ðåøåíèÿì è çàòðóäíÿåò äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû àëãîðèòìîâ. Â ñâÿçè

ñ ýòèì â íàñòîÿùåé ðàáîòå óòî÷íåíî îïðåäåëåíèå ÈÏ ñ èñêëþ÷åíèåì èç-

áûòî÷íûõ âûèãðûøíûõ ñòðàòåãèé è ñîõðàíåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè êëàññîâ

çàäà÷, ðåøàåìûõ ïóò�åì ðàñïîçíàâàíèÿ âûïîëíèìîñòè �îðìóë ëââ è ïóò�åì

ñèíòåçà ÈÏ. Îñîáåííîñòüþ äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ÈÏ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî

æ�åñòêàÿ ¾ïðèâÿçêà¿ öåëè è å�å ïîä�îðìóë ê âåðøèíàì ÈÏ, ÷òî ñ îäíîé ñòî-

ðîíû ïîçâîëÿåò ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî ðàçáèðàåìûõ �îðìóë íà êàæäîì
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øàãå, à ñ äðóãîé � íà ðàííåé ñòàäèè îòñåêàòü òóïèêîâûå ïîïûòêè ïîñòðî-

åíèÿ ÈÏ. Äëÿ ââåä�åííîãî îïðåäåëåíèÿ ÈÏ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåíî

ñâåä�åíèå çàäà÷è ñèíòåçà ÈÏ ê ðàñïîçíàâàíèþ âûïîëíèìîñòè �îðìóë ëâ

(ëîãèêè âûñêàçûâàíèé), ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøàòü àêòóàëüíûå òåîðåòè÷åñêèå

è ïðèêëàäíûå çàäà÷è â õîðîøî èçó÷åííîì ÿçûêå àëãåáðû ëîãèêè. Ïðè ïî-

ñòðîåíèè ñâåä�åíèÿ íåêîòîðûå �ðàãìåíòû �îðìóë ëâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ìîäè�èêàöèþ �îðìóë îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû èç ðàáîòû [1℄.

2. Èãðîâàÿ ïðîãðàììà

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y = fy
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; : : : ; y
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9

r

è âñåõ �îðìóë èç ìíîæåñòâà E

8

r

, èç êîòîðûõ

òàêæå óäàëåíû ãëàâíûå ñâÿçêè 9
 è 8
. Ôîðìóëà �

t(Æ(r);g)

, ÿâëÿþùàÿñÿ

îäíèì èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâàK

3

(E

9

r

; E

8

r

i, ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî �îðìó-
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ëå �

2

t(Æ(r))

ñ çàìåíîé jF

w

Æ(r)

j íà jF

w

�(Æ(r))

j, à òàêæå âîçìîæíîñòüþ äóáëèðîâà-

íèÿ âåðøèí ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè �

Æ(t(Æ(r)))

, íî ðàçíûìè �îðìóëàìè

�

3

t(Æ(r);g)

, çàâèñÿùèìè îò ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E

9

r

.

Äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèåì äëÿ P

U

ÿâëÿåòñÿ èñòèííîñòü â êàæäîé

å�å âåðøèíå v

�

Æ(r)

;x

r

r;�

r

;E

9

r

;E

8

r

�îðìóëû �

r

, (P

U

; v

�

Æ(r)

;x

r

r;�

r

;E

9

r

;E

8

r

j= �

r

), ò.å., â ÷àñòíîñòè,

èñòèííîñòü öåëè � â ÈÏ P

U

, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî èñòèííîñòè

�îðìóëû ëîãèêè âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè â ìîäåëè (ñì. [2℄).

Ïóñòü U = hR;�i. Ñóùåñòâóåò ëè ÈÏ P

U

, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ U?

Åñëè ñóùåñòâóåò, òî íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü õîòÿ áû îäíó òàêóþ ÈÏ.

3. Àëãîðèòì ñâåä�åíèÿ

Ïîñòðîåíèå ñâåä�åíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ÈÏ ê ðàñïîçíàâàíèþ âûïîëíèìî-

ñòè �îðìóë ëâ âîîáùå ãîâîðÿ ñîñòîèò èç òð�åõ ýòàïîâ è èñïîëüçóåò îïðå-

äåëåíèÿ è ìåòîäû ðàáîòû [2℄. Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ïîñòðîåíèå ïî

óñëîâèþ U �îðìóëû ëâ �

pq

0

, êîòîðîå ¾ìîäåëèðóåò¿ ïîñòðîåíèå ñõåìû ìî-

äåëè èç óêàçàííîé ðàáîòû.

Ïóñòüm = dlog

2

ke. Ââåä�åìm(n�3)+6 ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ

äëÿ êîäèðîâàíèÿ ðàâåíñòâ (y

j

= l). Òîãäà êàæäîé òàêîé ïåðåìåííîé p

h

ñî-

ïîñòàâèì ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ åé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ

p

h;i

, ìîùíîñòü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà âåðøèí ñõåìû ìîäåëè. Àíà-

ëîãè÷íûì îáðàçîì �îðìóëàì âèäà 8
 '

j

è 9
 '

j

. ñîïîñòàâëÿþòñÿ ìíî-

æåñòâà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ q

j;i

. Êîäèðîâàíèå ðàâåíñòâ âèäà

�

Æ(t(Æ(r)))

= f

w

t

(�

Æ(r)

) áóäåì îñóùåñòâëÿòü ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ �îð-

ìóë 8
 '

j

è 9
 '

j

, êîòîðûì òàêæå ñîïîñòàâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå q

j;i

. Áî-

ëåå ñëîæíûå �îðìóëû ëââ ñ ãëàâíîé âðåìåíí�îé ñâÿçêîé, ïîëó÷àþùèåñÿ èç

öåëè �, ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ â ä.í.�., êîòîðûå ñîñòîÿò èç óêàçàííûõ âûøå

ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, íàçûâàåìûõ áàçîâûìè. Êàæäàÿ îñíîâíàÿ

âåðøèíà C

i

(âð�åìåííàÿ âåðøèíà D

i

) ñõåìû ìîäåëè ¾êîäèðóåòñÿ¿ ïðîïî-

çèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé z

C

i

(z

D

i

) è �îðìóëîé ëâ �

C

i

(�

D

i

). Ïðè ýòîì èñ-

òèííîñòü z

C

i

(z

D

i

) ýêâèâàëåíòíà èñòèííîñòè êîíå÷íîé êîíúþíêöèè (äèçú-

þíêöèè) ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ z

D

k

(z

C

k

), êàæäàÿ èç êîòîðûõ êî-

äèðóåò ñûíà D

k

(C

k

) âåðøèíû (z

C

i

) (z

D

i

). Ïîñêîëüêó èñòèííîñòü êàæäîé

ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé z

C

i

(z

D

i

) â ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíà èñ-

òèííîñòè êîíå÷íîé êîíúþíêöèè áàçîâûõ ïåðåìåííûõ è èõ îòðèöàíèé, ïðè

ïîñëåäîâàòåëüíîì ðàñêðûòèè óêàçàííûõ âûøå ýêâèâàëåíòíîñòåé ìû ïîëó-

÷àåì �îðìóëû îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû, îáîáùàþùèå (â ñìûñëå ðàáîòû [1℄)

äèçúþíêòèâíûå è êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå �îðìû. Êðîìå òîãî, â �îð-

ìóëó �

pq

0

äîáàâëÿþòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå r

C

i;k

, r

D

i;k

, êîäèðóþ-

øèå äóãè (C

i

; D

k

) è (D

i

; C

k

) ãðà�à ñõåìû ìîäåëè; à òàêæå äîïîëíèòåëüíûå

ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå t

D

0

, f

D

0

, t

C

i;�(i)

, t

D

i;�(i);�(i)

(f

C

i;�(i)

, f

D

i;�(i)

), ñîîò-
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âåòñòâóþùèå âîçìîæíîé >-ïîìå÷åííîñòè (?-ïîìå÷åííîñòè) âåðøèí ñõåìû

ìîäåëè (ñì. [2℄).

Äàëåå âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ. Åñëè �îðìóëà �

pq

0

íåâûïîëíèìà, òî ïî-

ëàãàåì �

pq

1

ðàâíûì �

pq

0

è äîñðî÷íî çàêàí÷èâàåì ïîñòðîåíèå ñâåä�åíèÿ ñ îò-

âåòîì: ¾ÈÏ P

U

äëÿ óñëîâèÿ U íå ñóùåñòâóåò¿. Åñëè �îðìóëà (�

pq

0

! t

D

0

)

îáùåçíà÷èìà, òî ïîëàãàåì �

pq

1

ðàâíûì �

pq

0

è ïåðåõîäèì ê òðåòüåìó ýòàïó

ñâåä�åíèÿ. Åñëè æå íå èìååò ìåñòà íè ïåðâîå, íè âòîðîå, òî íà âòîðîì ýòàïå

ñòðîèì ïî �îðìóëå �

pq

0

�îðìóëó�

pq

1

, ìîäåëèðóÿ ïðîöåäóðó �èëüòðîâàíèÿ

èç ðàáîòû [2℄. Åñëè �îðìóëà �

pq

1

îêàçàëàñü íåâûïîëíèìîé, òî ïîñòðîåíèå

ñâåä�åíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ ñ îòâåòîì: ¾ÈÏ P

U

äëÿ óñëîâèÿ U íå ñóùåñòâó-

åò¿. Èíà÷å ñëåäóåò ïåðåõîä ê òðåòüåìó ýòàïó, èìèòèðóþùåìó ïîñòðîåíèå

ìîäåëè, íà êîòîðîì ñòðîèòñÿ �îðìóëà �

pq

2

, îïèñûâàåòñÿ ïðîöåäóðà ïîñòðî-

åíèÿ ÈÏ P

U

ïî �îðìóëå �

pq

2

, ïîñëå ÷åãî ñâåä�åíèå çàêàí÷èâàåòñÿ ñ îòâåòîì:

¾Ïîñòðîåíà ÈÏ P

U

, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ U¿.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî óñëîâèÿ U àëãîðèòì ñâåä�åíèÿ çà êîíå÷íîå

÷èñëî øàãîâ ñòðîèò �îðìóëó �

pq

1

; à â ñëó÷àå âûïîëíèìîñòè �

pq

1

� �îð-

ìóëó �

pq

2

.

Òåîðåìà 2. ÈÏ P

U

, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ U , ñóùåñòâóåò òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíèìà �îðìóëà �

pq

1

.

Òåîðåìà 3. ÈÏ P

U

, ïîñòðîåííàÿ ïî �îðìóëå �

pq

2

, óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ U .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âûïîëíèìîñòè �îð-

ìóë ëâ ðàçðåøèìà, ïîñòðîåííîå ñâåä�åíèå îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è àëãî-

ðèòìîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ÈÏ. Çàâåðøàåìîñòü, êîððåêòíîñòü è ïîë-

íîòà ýòîãî àëãîðèòìà ñëåäóåò èç òåîðåì 1�3.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû �óíäàìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê �ÀÍ ñåêöèÿ ¾Àë-

ãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿ (ïðî-

åêò ¾Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿).
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Î Ï�Î��ÀÌÌÅ �ÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈß

ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÈ

ÔÎ�ÌÓË ËÎ�ÈÊÈ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ

Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÌÅÒÎÄÀ ÑÅÌÀÍÒÈ×ÅÑÊÈÕ

ÒÀÁËÈÖ

�.Â.Õåëåìåíäèê (Ìîñêâà)

1. Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ âûïîëíèìîñòè �îðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé

âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè. Ïðè ýòîì NP-ïîëíîòà ýòîé ïðîáëå-

ìû íå ïðåïÿòñòâóåò óñïåøíîìó åå ðåøåíèþ, åñëè ãîâîðèòü î êîíêðåòíûõ

êëàññàõ çàäà÷. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ

ìåòîäîâ ê ðàñïîçíàâàíèþ âûïîëíèìîñòè �îðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ïðîãðàììà ðàñïîçíàâàíèÿ âûïîëíèìî-

ñòè �îðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ñ ïîìîùüþ ìîäè�èöèðîâàííîãî ìåòîäà

ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö Áýòà (ñì. [5℄), îäèí èç âàðèàíòîâ êîòîðîãî áûë èç-

ëîæåí â ðàáîòå [3℄.

2. Îïèñàíèå àëãîðèòìà

Îïðåäåëåíèå �îðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, èíòåðïðåòàöèè, èñòèííî-

ñòè �îðìóëû â èíòåðïðåòàöèè, âûïîëíèìîñòè è îáùåçíà÷èìîñòè ñòàíäàðò-

íûå, è èõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòå [2℄. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

�îðìóëû â áàçèñå f:;!;^;_g, õîòÿ âîîáùå ãîâîðÿ îïèñûâàåìûé íèæå àë-

ãîðèòì ìîæåò áûòü ëåãêî ìîäè�èöèðîâàí äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî áàçèñà, ñî-

ñòîÿùåãî èç �óíêöèé íå áîëåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Ìåòîä ñåìàíòè÷å-

ñêèõ òàáëèö �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ïðîâåðêîé �îðìóëû íà âûïîë-

íèìîñòü ïî îïðåäåëåíèþ èñòèííîñòè �îðìóëû â èíòåðïðåòàöèè. À èìåííî,

ïðåäïîëîæèâ, ÷òî �îðìóëà ' âûïîëíèìà, ïóò�åì äåêîìïîçèöèè ýòîé �îð-

ìóëû áóäåì èñêàòü ïîäõîäÿùóþ èíòåðïðåòàöèþ I , â êîòîðîé îíà áûëà áû
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èñòèííà. Åñëè ìû ðàçîáðàëè âñå âîçìîæíûå èíòåðïðåòàöèè I è óäîñòîâåðè-

ëèñü, ÷òî �îðìóëà ' íå ìîæåò áûòü èñòèííà íè â îäíîé èç íèõ (èëè íàøëè

òàêóþ, ÷òî â íåé ' èñòèííà), òî �îðìóëà ' íåâûïîëíèìà (ñîîòâåòñòâåííî,

âûïîëíèìà). Îòìåòèì, ÷òî â ìåòîäå ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö èíòåðïðåòà-

öèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ¾áëîêàìè¿, çàâèñÿùèìè îò ñòðóêòóðû ', â êîòîðûõ

�èêñèðóþòñÿ ëèøü íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ è

ïîä�îðìóë �îðìóëû ', áëàãîäàðÿ ÷åìó ÷èñëî ýòèõ áëîêîâ çà÷àñòóþ ñóùå-

ñòâåííî ìåíüøå, ÷åì 2

n

� ÷èñëà èíòåðïðåòàöèé � ÷èñëà ñòðîê â òàáëèöå

èñòèííîñòè.

Îïèøåì àëãîðèòì ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö äåòàëüíî. Ìû áóäåì ïðåäñòàâ-

ëÿòü �îðìóëó ñïèñêîì å�å ïîä�îðìóë, â êîòîðîì êàæäàÿ ïðîïîçèöèîíàëü-

íàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Ïðè ýòîì ïðîèçâîëüíàÿ ïîä-

�îðìóëà èñõîäíîé �îðìóëû ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ êàê îäèí, òàê è íåñêîëüêî

ðàç. Òàêèì îáðàçîì, òàêîé ñïèñîê ïîä�îðìóë äåòàëüíî îïèñàííûé â ðàáî-

òå [4℄, ýêâèâàëåíòåí çàäàíèþ �îðìóëû â âèäå ñõåìû èç �óíêöèîíàëüíûõ

ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðåäëîæåíû â ðàáîòå [1℄ äëÿ óñêîðåíèÿ âûïîëíåíèÿ

ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé �îðìóë.

Ïóñòü S = hT ;Fi � ïàðà ìíîæåñòâ T è F , íàçûâàåìàÿ â äàëüíåé-

øåì òàáëèöåé, â êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ íîìåðà ïîä�îðìóë èñõîäíîé �îð-

ìóëû ', ïðåäñòàâëåííîé ñïèñêîì � îáîçíà÷èì ýòîò ñïèñîê ÷åðåç G. Ìíî-

æåñòâî T áóäåò íàçûâàòüñÿ ìíîæåñòâîì ïîëîæèòåëüíûõ (ïðåäïîëîæè-

òåëüíî èñòèííûõ) �îðìóë, à ìíîæåñòâî F áóäåò íàçûâàòüñÿ ìíîæåñòâîì

îòðèöàòåëüíûõ (ïðåäïîëîæèòåëüíî ëîæíûõ) �îðìóë, ïðè÷�åì îáúåäèíå-

íèå ýòèõ ìíîæåñòâ íåïóñòî. Òàáëèöà S íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé, åñ-

ëè ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ T è F íåïóñòî. Òàáëèöà S íàçûâàåòñÿ òóïè-

êîâîé, åñëè îíà íå ïðîòèâîðå÷èâà, è êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà T [ F

ÿâëÿåòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ñ íîìåðîì èç ñïèñêà G. Ïóñòü

S = fS

1

; : : : ; S

i

; : : : ; S

k

g � ìíîæåñòâî òàáëèö S

i

, ãäå 1 6 i 6 k. Òîãäà ìåòîä

ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó â òîì è òîëüêî â òîì ñëó-

÷àå, êîãäà êàæäàÿ òàáëèöà ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé � ñ îòâåòîì ¾' íåâû-

ïîëíèìà¿, ëèáî êîãäà ñóùåñòâóåò òóïèêîâàÿ òàáëèöà S

i

. Â ïîñëåäíåì ñëó-

÷àå äà�åòñÿ îòâåò: ¾' âûïîëíèìà¿ è ïî òàáëèöå S

i

ñòðîèòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ

I . äëÿ êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ I j= '. Åñëè ïåðåìåííàÿ p

j

, òî÷íåå å�å íîìåð,

âõîäèò âî ìíîæåñòâî T

i

, òî ïîëàãàåì I(p

j

) = >; åñëè âõîäèò âî ìíîæåñòâî

F

i

� ïîëàãàåì I(p

j

) = ?; åñëè æå íîìåð ýòîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðå-

ìåííîé íå âõîäèò íè â T

i

, íè â F

i

(â îáà ìíîæåñòâà íîìåð ýòîé ïåðåìåí-

íîé âõîäèòü íå ìîæåò, òàê êàê òàáëèöà S

i

íåïðîòèâîðå÷èâà), òî çíà÷åíèå

I(p

j

) îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ëèáî îñòà�åòñÿ íåîïðåäåë�åííûì.

Â íà÷àëå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö ê �îðìóëå ' ïîëàãåì

S = fS

1

g, ãäå S

1

= hT

1

;F

1

i, ãäå T

1

ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî íîìåðà, ïîä
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êîòîðûì â òàáëèöå G çàïèñàíà �îðìóëà ', à F

1

= ;.

Äëÿ �îðìóë â áàçèñå f:;!;^;_g êàæäûé øàã ìåòîäà ñåìàíòè÷åñêèõ

òàáëèö ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè îäíîãî èç 8 ïðàâèë, êîòîðûå ïîäðàçäåëÿ-

þòñÿ íà äâå ãðóïïû: ëèíåéíûå ïðàâèëà � R(:+), R(:�), R(^+), R(_�),

R(! �) è ïðàâèëà âåòâëåíèÿ � R(_+), R(! +), R(^�). Ïóñòü ìíîæåñòâî

S = fS

i

; : : : ; S

i

; : : : ; S

k

g íå ñîäåðæèò òóïèêîâûõ òàáëèö, à êàæäàÿ èç òàáëèö

ýòîãî ìíîæåñòâà íåïðîòèâîðå÷èâà. Ïóñòü �îðìóëà  , îòëè÷íàÿ îò ïðîïîçè-

öèîíàëüíîé ïåðåìåííîé, èìååò íîìåð m â òàáëèöå G, à S

i

= hT

i

;F

i

i. Òîãäà

åñëèm 2 T

i

, òî âîçìîæíû 4 ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâÿçêàì f:;!;^;_g.

�àññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëó÷àé ñâÿçêè ^:

R(^+):  = ( 

1

^  

2

), ò.å. ïîä�îðìóëà  ñ íîìåðîì [m℄ ïðåäñòàâëåíà

â âèäå ¾^, [m

1

℄, [m

2

℄¿, ãäå m

1

� íîìåð ïîä�îðìóëû  

1

, à m

2

� íîìåð

ïîä�îðìóëû  

2

â òàáëèöå G. Òîãäà

1) óäàëÿåì ýëåìåíò [m℄ (èëè ïîìå÷àåì åãî ñèìâîëîì � � ñì. äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû 1) èç ìíîæåñòâà T

i

;

2) äîáàâëÿåì ýëåìåíò [m

1

℄ (åñëè åãî åù�å òàì íåò) âî ìíîæåñòâî T

i

;

3) äîáàâëÿåì ýëåìåíò [m

2

℄ (åñëè åãî åù�å òàì íåò) âî ìíîæåñòâî T

i

.

Åñëè m 2 F

i

, òî âîçìîæíû òàêæå 4 ñëó÷àÿ. �àññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëó-

÷àé ñâÿçêè ^:

R(^�):  = ( 

1

^  

2

), ò.å. ïîä�îðìóëà  ñ íîìåðîì [m℄ ïðåäñòàâëåíà

â âèäå ¾^, [m

1

℄, [m

2

℄¿, ãäå m

1

� íîìåð ïîä�îðìóëû  

1

, à m

2

� íîìåð

ïîä�îðìóëû  

2

â òàáëèöå G. Òîãäà

1) óäàëÿåì ýëåìåíò [m℄ (èëè ïîìå÷àåì åãî ñèìâîëîì � � ñì. äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû 1) èç ìíîæåñòâà F

i

;

2) äîáàâëÿåì âî ìíîæåñòâî S òàáëèöó S

k+1

òàêóþ, ÷òî S

k+1

= S

i

;

3) äîáàâëÿåì ýëåìåíò [m

1

℄ (åñëè åãî åù�å òàì íåò) âî ìíîæåñòâî F

i

;

4) äîáàâëÿåì ýëåìåíò [m

2

℄ (åñëè åãî åù�å òàì íåò) âî ìíîæåñòâî F

i

.

Êàæäîå èç ïðàâèë äëÿ îñòàëüíûõ 6 ñëó÷àåâ àíàëîãè÷íî ëèáî ïðàâè-

ëó R(^+), ëèáî ïðàâèëó R(^�).

Äëÿ ïðàâèëà R(^�) (à òàêæå ïðàâèë R(_+) è R(! +)) â àëãîðèò-

ìå ïðåäóñìîòðåíû ýâðèñòèêè, ïîçâîëÿþùèå, íàïðèìåð, íå çàâîäèòü íîâóþ

òàáëèöó â ñëó÷àå ëîæíîñòè îäíîãî èç àðãóìåíòîâ êîíúþíêöèè.
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3. Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà

Àëãîðèòì ñ.ò. íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì, åñëè åãî îòâåò ¾�îðìóëà ' âû-

ïîëíèìà¿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, à òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì è åãî îò-

âåò ¾�îðìóëà ' èñòèííà â ïîñòðîåííîé èíòåðïðåòàöèè I¿. Îòìåòèì, ÷òî

äàííûé àëãîðèòì íå çàöèêëèâàåòñÿ è âñåãäà çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó çà êî-

íå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, òàê êàê äëèíà �îðìóëû ' êîíå÷íà, è íà êàæäîì øàãå

ðàáîòû àëãîðèòìà äëèíû ðàçáèðàåìûõ �îðìóë óìåíüøàþòñÿ. Àëãîðèòì

ñ.ò. ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, åñëè â ñëó÷àå âûïîëíèìîñòè �îðìóëû ' îí äà�åò îò-

âåò ¾' âûïîëíèìà¿, à òàêæå ïðåäúÿâëÿåò èíòåðïðåòàöèþ I è äà�åò îòâåò

¾�îðìóëà ' èñòèííà â èíòåðïðåòàöèè I¿. Â ñèëó ñâîéñòâà çàâåðøàåìîñòè

àëãîðèòìà ñ.ò. îïðåäåëåíèå åãî ïîëíîòû ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíî

ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì: àëãîðèòì ñ.ò. íàçûâàåòñÿ ïîëíûì åñëè åãî îòâåò

¾�îðìóëà ' íåâûïîëíèìà¿ ÿâëÿåòñÿ âåðíûì.

Òåîðåìà 1. Àëãîðèòì ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî äëèíå �îðìóëû ' äîêàæåì, ÷òî äàí-

íàÿ �îðìóëà èñòèííà â ïîñòðîåííîé ìîäåëè (èíòåðïðåòàöèè) I . Ïîñêîëü-

êó äàííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷èëàñü èç íåêîòîðîé òóïèêîâîé òàáëèöû S

i

,

êîíúþíêöèÿ âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ èç T

i

, à òàêæå îòðèöà-

íèé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ èç F

i

èñòèííà â ýòîé èíòåðåïðåòàöèè.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ïðîòîêîë àëãîðèòìà ñ.ò. â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Â í�åì

êàæäàÿ ïîìå÷åííàÿ ñèìâîëîì � �îðìóëà çàâèñèò îò îäíîé (äëÿ ñâÿçêè

îòðèöàíèÿ), ëèáî äâóõ (äëÿ !, ^, _) ïîä�îðìóë, èñòèííîñòü êîòîðûõ â

èíòåðïðåòàöèè I ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ óæå äîêàçàíà. Îòñþ-

äà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ â èíòåðïðåòàöèè I èñòèííà è äàííàÿ ïîìå÷åííàÿ

�îðìóëà, ÷òî äà�åò â êîíöå êîíöîâ èñòèííîñòü â I �îðìóëû '.

Òåîðåìà 2. Àëãîðèòì ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íîìåðà �îðìóë èç T

i

è F

i

áóäåì çäåñü îòîæäåñòâ-

ëÿòü ñ ñàìèìè �îðìóëàìè, çàïèñàííûìè â òàáëèöå G ïîä ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè íîìåðàìè. Îáîçíà÷èì äëÿ S

i

, ãäå S

i

= hT

i

;F

i

i ÷åðåç

�

T

i

(

�

F

i

) êîíúþíê-

öèþ (êîíúþíêöèþ îòðèöàíèé) �îðìóë, âõîäÿùèõ â T

i

(F

i

), ëèáî �îðìó-

ëó >, åñëè ìíîæåñòâî T

i

(F

i

) ïóñòî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

�

S

i

�îðìóëó (

�

T

i

^

�

F

i

).

Ïóñòü S = fS

1

; : : : ; S

i

; : : : ; S

k

g. Òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç

�

S �îðìóëó

W

k

i=1

�

S

i

(ïîðÿäîê ñêîáîê â ýòîé �îðìóëå íå �èêñèðóåì). Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü

äâóõ �îðìóë � �îðìóëû

�

S, ïîëó÷åííîé ïî ìíîæåñòâó òàáëèö äî ïðèìåíå-

íèÿ ëþáîãî èç óêàçàííûõ â àëãîðèòìå ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö 8 ïðàâèë, è

�îðìóëû

�

S

0

, ïîëó÷åííîé ïî ìíîæåñòâó òàáëèö, èçìåíèâøèõñÿ ïîñëå ïðèìå-

íåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðàâèëà, ò. å. îáùåçíà÷èìîñòü �îðìóëû (

�

S �

�

S

0

).
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Ïóñòü S = fS

1

; : : : ; S

i

; : : : ; S

k

g, ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî R(^+) ê �îðìó-

ëå  

m

, ãäå  

m

= ( 

m

1

^ 

m

2

), T

i

= f 

m

g[(T

i

n 

m

); êîíúþíêöèþ �îðìóë èç

ìíîæåñòâà T

i

n 

m

îáîçíà÷èì ÷åðåç

�

T

�

i

. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðàâè-

ëà èìååì S

0

= fS

0

1

; : : : ; S

0

i

; : : : ; S

0

k

g, ãäå S

0

j

= S

j

äëÿ âñåõ j 6= i è âûïîëíåíî

S

0

i

= h(T

i

n f 

m

g) [ f 

m

1

;  

m

2

g;F

i

i. Òîãäà

�

T

i

= (

�

T

�

i

^  

m

) = (

�

T

�

i

^ ( 

m

1

^  

m

2

)) =

�

T

0

i

;

îòêóäà ñëåäóåò îáùåçíà÷èìîñòü �îðìóë (

�

S

i

�

�

S

0

i

), (

�

S �

�

S

0

). Ïðàâèëà

(R:+), (R:�), (R! �), (R _�) ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Ïóñòü S = fS

1

; : : : ; S

i

; : : : ; S

k

g, ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî R(^�) ê �îðìó-

ëå  

m

, ãäå  

m

= ( 

m

1

^ 

m

2

), F

i

= f 

m

g[(F

i

n 

m

); êîíúþíêöèþ �îðìóë èç

ìíîæåñòâà F

i

n 

m

îáîçíà÷èì ÷åðåç

�

F

�

i

. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðàâèëà

èìååì S

0

= fS

0

1

; : : : ; S

0

i

; : : : ; S

0

k

; S

0

k+1

g, ãäå S

0

j

= S

j

äëÿ âñåõ j 6= i, 1 6 j 6 k,

à S

0

i

= hT

i

; (F

i

nf 

m

g)[f 

m

1

gi, S

0

k+1

= hT

k+1

; (F

k+1

nf 

m

g)[f 

m

2

gi. Òîãäà

�

S

i

= (

�

T

i

^ (

�

F

�

i

^ : 

m

)) = (

�

T

i

^ (

�

F

�

i

^ :( 

m

1

^  

m

2

))) �

� (

�

T

i

^ (

�

F

�

i

^ (: 

m

1

_ : 

m

2

))) � (

�

T

i

^ ((

�

F

�

i

^ : 

m

1

) _ (

�

F

�

i

^ : 

m

2

))) �

� ((

�

T

i

^ (

�

F

�

i

^ : 

m

1

)) _ (

�

T

i

^ (

�

F

�

i

^ : 

m

2

))) � (

�

S

0

i

_

�

S

0

k+1

);

îòêóäà ñëåäóåò îáùåçíà÷èìîñòü �îðìóëû (

�

S �

�

S

0

). Ïðàâèëà (R ! +) è

(R _+) ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Â ñëó÷àå îòâåòà ¾' íåâûïîëíèìà¿ âñå ñåìàíòè÷åñêèå òàáëèöû ïðîòè-

âîðå÷èâû, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì �îðìóëà-äèçúþíêöèÿ

íåâûïîëíèìà. Ïîñêîëüêó ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìà ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö

êîíå÷íî, è äëÿ êàæäîãî øàãà � ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà � äîêàçàíà îáùåçíà-

÷èìîñòü �îðìóëû (

�

S �

�

S

0

), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íåâûïîëíèìà è íà÷àëüíàÿ

�îðìóëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åäèíñòâåííîé òàáëèöå ñ åäèíñòâåííîé ïðåäïî-

ëîæèòåëüíî èñòèííîé �îðìóëîé ', ò. å. íà÷àëüíàÿ �îðìóëà, ñîâïàäàþùàÿ

ñ �îðìóëîé ' íåâûïîëíèìà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Îïèñàíèå ïðîãðàììû

Ïðîãðàììà ðàñïîçíà�åò âûïîëíèìîñòü ïðîèçâîëüíîé �îðìóëû â áàçèñå

f^;_;!;:g è ñòðîèò â ñëó÷àå âûïîëíèìîñòè íåêîòîðóþ ìîäåëü. Â ïðî-

ãðàììå ïðåäóñìîòðåí ââîä �îðìóëû êàê â âèäå ñòðîêè, òàê è â âèäå ñïèñêà

ïîä�îðìóë. Íà ÷èñëî ïåðåìåííûõ è äëèíó ñòðîêè îãðàíè÷åíèÿ íå íàëàãà-

þòñÿ. Âîçìîæåí âûáîð ìåæäó èññëåäîâàíèåì �îðìóëû íà âûïîëíèìîñòü

è èññëåäîâàíèåì íà îáùåçíà÷èìîñòü, à òàêæå ïîëó÷åíèå è ñîõðàíåíèå ïðî-

òîêîëà ïðèìåíåíèÿ êàæäîãî ïðàâèëà ê �îðìóëå è ñîîòâåòñòâóþùåé òàá-

ëèöå. Â ñèëó åñòåñòâåííîñòè ïðàâèë ìåòîäà ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö â ñëó-

÷àå ïðèäàíèÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûì ïåðåìåííûì êîíêðåòíûõ âûñêàçûâàíèé
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äàííûé ïðîòîêîë ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëèç èññëåäóåìîé �îðìóëû â åñòå-

ñòâåííîì ÿçûêå. Ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ âñåõ ìîäåëåé. Â

ïðîãðàììå ïðåäóñìîòðåíà ãåíåðàöèÿ ñëó÷àéíûõ ñïèñêîâ è �îðìóë ëîãèêè

âûñêàçûâàíèé ñ çàäàíèåì ÷èñëà ïåðåìåííûõ è ÷èñëà ñòðîê. Ôðàãìåíò ñòà-

òèñòèêè ðàáîòû ïðîãðàììû íà òàêèõ �îðìóëàõ ñîäåðæèòñÿ â ïðèâîäèìîé

íèæå òàáëèöå.

Ïðîãðàììà ïðîøëà àïðîáàöèþ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ ïî êóðñó ìà-

òåìàòè÷åñêîé ëîãèêè â ÌÀÒÈ-��ÒÓ èìåíè Ê.Ý.Öèîëêîâñêîãî íà êà�åäðå

¾Êèáåðíåòèêà¿.

Îáùåå ÷èñëî ðàçîáðàííûõ �îðìóë 100000 100000

×èñëî ïåðåìåííûõ â �îðìóëàõ 5 20

Ñðåäíÿÿ äëèíà �îðìóë â ñèìâîëàõ 546,3 217,6

Ñðåäíåå ÷èñëî ñòðîê â ñïèñêàõ 73,2 76,3

×èñëî âûïîëíèìûõ �îðìóë 87204 97456

×èñëî íåâûïîëíèìûõ �îðìóë 12796 2544

Ñðåäíåå ÷èñëî ïðîäåëàííûõ øàãîâ 630,8 118,8

Ñðåäíåå âðåìÿ (â ìèëëèñåêóíäàõ) 2,1 0,4

Ñðåäíåå ÷èñëî øàãîâ

äëÿ âûïîëíèìûõ �îðìóë 215,0 42,2

Ñðåäíåå ÷èñëî øàãîâ

äëÿ íåâûïîëíèìûõ �îðìóë 3464,2 3051,1

Ñðåäíåå âðåìÿ

äëÿ âûïîëíèìûõ �îðìóë 0,5 0,1

Ñðåäíåå âðåìÿ

äëÿ íåâûïîëíèìûõ �îðìóë 13,2 13,1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû �óíäàìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê �ÀÍ ñåêöèÿ ¾Àë-

ãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿ (ïðî-

åêò ¾Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿).
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âîäà. Ì.: Íàóêà, 1967. Ñ. 191�199.

Î ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ ÈÇ

ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ

ÝËÅÌÅÍÒÎÂ Â ÁÀÇÈÑÀÕ, ÑÎÄÅ�ÆÀÙÈÕ

ÔÓÍÊÖÈÈ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎ�Î ÂÈÄÀ

Â.Â.×óãóíîâà (Ïåíçà)

Âïåðâûå çàäà÷ó ñèíòåçà íàäåæíûõ ñõåì èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ ðàñ-

ñìàòðèâàë Äæ. �îí Íåéìàí [1℄. Îí ïðåäïîëàãàë, ÷òî âñå ýëåìåíòû ñõåìû

íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñ âåðîÿòíîñòüþ " (" < 1=2) ïîäâåðæåíû èíâåðñ-

íûì íåèñïðàâíîñòÿì íà âûõîäàõ, êîãäà �óíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò ñ ïðè-

ïèñàííîé åìó áóëåâîé �óíêöèåé e(~x) â íåèñïðàâíîì ñîñòîÿíèè ðåàëèçóåò

�e(~x). Äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ñõåì Äæ. �îí Íåéìàí èñïîëüçîâàë ñõå-

ìó, ðåàëèçóþùóþ �óíêöèþ ãîëîñîâàíèÿ g

1

(x

1

; x

2

; x

3

) = x

1

x

2

_x

1

x

3

_x

2

x

3

.

Ïîçäíåå Àëåõèíà Ì. À. è Àêñåíîâ Ñ. È. ââåëè â ðàññìîòðåíèå íîâûå êëàñ-

ñû �óíêöèé, êîððåêòèðóþùèõ îøèáêè: G

1

= fx

Æ

1

1

x

Æ

2

2

_ x

Æ

1

1

x

Æ

3

3

_ x

Æ

2

2

x

Æ

3

3

g,

G

2

= fx

Æ

1

1

x

Æ

2

2

_ x

Æ

3

3

x

Æ

4

4

g, G

3

= f(x

Æ

1

1

_ x

Æ

2

2

)&(x

Æ

3

3

_ x

Æ

4

4

)g (ãäå Æ

i

2 f0; 1g è

i = 1; 2; 3; 4).

Àêñåíîâ Ñ. È. ïîêàçàë [2℄, ÷òî ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âû-

õîäàõ ýëåìåíòîâ íàëè÷èå ëþáîé èç �óíêöèé ìíîæåñòâà G = G

1

[G

2

[G

3

â çàäàííîì ïîëíîì áàçèñå Á ãàðàíòèðóåò ðåàëèçàöèþ ïðîèçâîëüíîé áóëå-

âîé �óíêöèè ñõåìîé, �óíêöèîíèðóþùåé ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè íå áîëü-

øå "+ 
"

2

, ãäå " 6 d, à 
 è d � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Â ðàáîòå [3℄ Àëåõèíà Ì.À. ââåëà íîâûé êëàññ �óíêöèé M

k

, ïîâûøà-

þùèõ íàäåæíîñòü ñõåì, è äîêàçàëà äëÿ íåãî òåîðåìó 1. Ìíîæåñòâî M

k

�

ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé m(x

1

; :::; x

k

) (k > 3), îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâîì: íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð (b

1

; :::; b

k

), ÷òî íà íåì è âñåõ ñîñåäíèõ ñ íèì
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íàáîðàõ �óíêöèÿ m ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, à íà íàáîðå (

�

b

1

; :::;

�

b

k

) è âñåõ

ñîñåäíèõ ñ íèì íàáîðàõ � çíà÷åíèå 1. Íàáîðû (b

1

; :::; b

k

) è (

�

b

1

; :::;

�

b

k

) íàçû-

âàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè íàáîðàìè �óíêöèè m(x

1

; :::; x

k

).

Òåîðåìà 1 [3℄. Ïóñòü f(x

1

; :::; x

n

) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, à

S � ñõåìà, åå ðåàëèçóþùàÿ ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S) 6 p. Ïóñòü ñõåìà

S

m

ðåàëèçóåò �óíêöèþ m(x

1

; :::; x

k

) 2 M

k

è P (S

m

) 6 p. Îáîçíà÷èì �

1

è �

0

� âåðîÿòíîñòè îøèáîê ñõåìû S

m

íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàáîðàõ.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñõåìà �(S), ðåàëèçóþùàÿ �óíêöèþ f , òàêàÿ ÷òî åå

íåíàäåæíîñòü óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó P (�(S)) 6 maxf�

1

; �

2

g + 
p

2

,

ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà 
 6 kC

[k=2℄

k

.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ïîëíûé áàçèñ Á ñîäåðæèò �óíêöèþ m(x

1

; : : : ; x

k

)

èç êëàññà M

k

, à �óíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû ñ âåðîÿòíîñòüþ " ïîäâåð-

æåíû èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòÿì íà âûõîäàõ. Ïóñòü f � ïðîèçâîëü-

íàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, à S � ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ åå ñ íåíàäåæíîñòüþ

P (S) 6 s" (s � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà). Òîãäà �óíêöèþ f ìîæíî

ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A íàä Á, ÷òî P (A) 6 "+ 
"

2

, ãäå 
 � êîíñòàí-

òà, 0 < 
 6 kC

[k=2℄

k

s

2

.

Èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå

áóëåâû �óíêöèè, íàëè÷èå êîòîðûõ â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå ïðè èíâåðñ-

íûõ íåèïðàâíîñòÿõ íà âûõîäàõ ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ïî÷òè âñå áóëåâû

�óíêöèè àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ïî íàäåæíîñòè ñõåìàìè ñ íåíà-

äåæíîñòüþ " (ïðè "! 0).

Ïóñòü �óíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû ïîäâåðæåíû èíâåðñíûì íåèñïðàâíî-

ñòÿì íà âõîäàõ. Ýòè íåèñïðàâíîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ïîñòóïàþ-

ùåå íà êàæäûé âõîä ýëåìåíòà çíà÷åíèå a (a 2 f0; 1g) ñ âåðîÿòíîñòüþ "

(0 < " < 1=2) ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿ â çíà÷åíèå �a. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè èíâåðñ-

íûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âõîäàõ ñ óâåëè÷åíèåì t � ÷èñëà âõîäîâ êàæäîãî

ýëåìåíòà áàçèñà Á, åãî íåíàäåæíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ äî t". Âîçíèêàåò âî-

ïðîñ: ìîæíî ëè ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ ðåà-

ëèçîâàòü ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó �óíêöèþ ñõåìîé ñ íåíàäåæíîñòüþ ïîðÿäêà

"

[t=2℄+1

(ãäå t > 3)? Îòâåò íà íåãî ïîëó÷åí â ýòîé ñòàòüå.

Ïóñòü P

�

f(~a)

(S; ~a) � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ çíà÷åíèÿ

�

f(~a) íà âûõîäå ñõå-

ìû S, ðåàëèçóþùåé áóëåâó �óíêöèþ f(~x), ïðè âõîäíîì íàáîðå ~a. Íåíàäåæ-

íîñòü P (S) ñõåìû S îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë P

�

f(~a)

(S; ~a)

ïðè âñåâîçìîæíûõ âõîäíûõ íàáîðàõ ~a. Íàäåæíîñòü ñõåìû S ðàâíà 1�P (S).

�àññìîòðèì ìíîæåñòâîH

2k+1

, ñîäåðæàùåå �óíêöèè h(x

1

; :::; x

2k+1

), ñó-

ùåñòâåííî çàâèñÿùèå îò 2k+1 (ãäå k = 1; 2; :::) ïåðåìåííûõ è îáëàäàþùèå

ñâîéñòâàìè:
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1) íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ

~

b = (b

1

; :::; b

2k+1

), ÷òî íà

íåì è íà âñåõ íàáîðàõ ~a = (a

1

; :::; a

2k+1

), òàêèõ, ÷òî

�(~a;

~

b) =

2k+1

X

i=1

ja

i

� b

i

j 6 k;

�óíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, òî åñòü h(

~

b) = h(~a) = 0.

2) íà íàáîðå

�

~

b = (

�

b

1

; :::;

�

b

2k+1

) è íà âñåõ íàáîðàõ ~
 = (


1

; :::; 


2k+1

), òàêèõ,

÷òî

�(~
;

�

~

b) =

2k+1

X

i=1

j


i

� b

i

j 6 k;

�óíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, òî åñòü h(

�

~

b) = h(~
) = 1.

Íàáîðû

~

b = (b

1

; :::; b

2k+1

) è

�

~

b = (

�

b

1

; :::;

�

b

2k+1

) íàçîâåì õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèìè íàáîðàìè �óíêöèè h(x

1

; :::; x

2k+1

).

Ôóíêöèè ìíîæåñòâà H

2k+1

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÄÍÔ. Äëÿ ýòîãî

�èêñèðóåì ÷èñëà Æ

1

; Æ

2

; :::; Æ

2k+1

2 f0; 1g è ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùóþ èì

�óíêöèþ:

h(x

1

; :::; x

2k+1

) =

_

i

1

;i

2

;:::;i

k+1

2f1;2;:::;2k+1g

i

j

6=i

p

x

Æ

i

1

i

1

x

Æ

i

2

i

2

:::x

Æ

i

k+1

i

k+1

;

ãäå ïîä çíàêîì äèçúþíêöèè ñòîÿò âñå âîçìîæíûå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíê-

öèè ðàíãà k + 1 îò 2k + 1 ïåðåìåííûõ (èõ C

k+1

2k+1

øòóê).

×èñëî �óíêöèé âî ìíîæåñòâå H

2k+1

ðàâíî: jH

2k+1

j = 2

2k+1

.

Ïðèìåð 1. Ïðè k = 1 ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ �óíêöèé H
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Â ñëó÷àå k = 2 è ïðîèçâîëüíûõ Æ
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü �óíêöèÿ h(x

1

; : : : ; x

2k+1

) 2 H

2k+1

ñîäåðæèòñÿ â

ïîëíîì áàçèñå B, à �óíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû ñ âåðîÿòíîñòüþ " ïîä-

âåðæåíû èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòÿì íà âõîäàõ. Äîïóñòèì, ÷òî ïðîèç-

âîëüíóþ áóëåâó �óíêöèþ f(~x) ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S, ÷òî

P (S) 6 p. Òîãäà �óíêöèþ f(~x) ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé '(S)

íàä B, ÷òî

P ('(S)) 6 a"

k+1

+ (2k + 1)ap

2

; a = C

k+1

2k+1

: (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(~x) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, à S �

ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ åå ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S) 6 p â áàçèñå B, ñîäåðæàùåì

�óíêöèþ h(x

1

; :::; x

2k+1

), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì òåîðåìû 2. Ïóñòü

ýëåìåíò E

h

ðåàëèçóåò �óíêöèþ h(x

1

; :::; x

2k+1

) è P (E

h

) 6 p. Òàê êàê ìíî-

æåñòâî �óíêöèé H

2k+1

� M

2k+1

, òî äëÿ �óíêöèé h(x

1

; :::; x

2k+1

) óòâåð-

æäåíèå òåîðåìû 1 ñïðàâåäëèâî.

Íàéäåì âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäå �óíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà E

h

íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàáîðàõ:

�

1

= �

0

= C

k+1

2k+1

"

k+1

(1�")

k

+C

k+2

2k+1

"

k+2

(1�")

k�1

+:::+C

2k+1

2k+1

"

2k+1

6 C

k+1

2k+1

"

k+1

:

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1, ïî ñõåìå S ïîñòðîèì òàêóþ ñõåìó �(S), íåíàäåæíîñòü

êîòîðîé: P (�(S)) 6 a"

k+1

+ 
p

2

(ãäå a = C

k+1

2k+1

, 
 6 (2k + 1)a).

Ñõåìà �(S) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ñõåìîé '(S). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè k = 1 íåðàâåíñòâî (1) ïðèíèìàåò âèä (2):

P ('(S)) 6 3"

2

+ 9p

2

: (2)

Ïóñòü B

1

� ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé ïîëíûé áàçèñ, ñîäåðæàùèé õîòÿ

áû îäíó èç �óíêöèé ìíîæåñòâà H

3

, à m � íàèáîëüøåå ÷èñëî âõîäîâ ýëå-

ìåíòîâ áàçèñà B

1

(m > 3). Òîãäà â áàçèñå B

1

ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 3.

Òåîðåìà 3. Ïðè " 6 1=(648m

2

) ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþ f(~x) â ïîëíîì

êîíå÷íîì áàçèñå B

1

ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S, íåíàäåæíîñòü

êîòîðîé P (S) � 3"

2

+ "

3

.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 èñïîëüçóåì ëåììû 1 è 2.

Ëåììà 1 [2℄. Åñëè B � êîíå÷íûé ïîëíûé áàçèñ, òîãäà �óíêöèþ øòðèõ

Øå��åðà xjy ìîæíî ðåàëèçîâàòü íàä B ñõåìîé, â êîòîðîé íå áîëåå øåñòè

�óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Ëåììà 2 [4℄. Åñëè ñõåìà S

�

â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå B ðåàëèçóåò �óíê-

öèþ øòðèõ Øå��åðà xjy ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S

�

) 6 �, òî ïðè � 6 1=50
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ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþ f(~x) â áàçèñå B ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé S,

íåíàäåæíîñòü êîòîðîé P (S) 6 4�.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Â áàçèñå B

1

, ñîäåðæàùåì õîòÿ áû îä-

íó èç �óíêöèé ìíîæåñòâà H

3

, ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó S

�

, ðåàëèçóþùóþ

�óíêöèþ øòðèõ Øå��åðà xjy è ñîñòîÿùóþ èç íå áîëåå øåñòè �óíêöèî-

íàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ëåììà 1), òî åñòü P (S

�

) 6 6m", òîãäà � 6 6m", ãäå

m � íàèáîëüøåå ÷èñëî âõîäîâ ýëåìåíòîâ áàçèñà B

1

(m > 3). Ñëåäîâàòåëü-

íî, èñïîëüçóÿ ëåììó 2, ïîëó÷èì: ïðè " 6 1=(300m) ëþáóþ áóëåâó �óíê-

öèþ f(~x) â áàçèñå B

1

ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé

~

S, íåíàäåæíîñòü êîòîðîé
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~

S) 6 24m".
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~
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~

S),

íåíàäåæíîñòü êîòîðîé P ('(

~

S)) 6 3"

2

+9(24m")

2

6 9" ïðè " 6 minf1=(300m);

1=(24 � 9 � 3m

2

)g = 1=(648m

2

) (ïî �îðìóëå 2). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2 åùå

ðàç, ïî ñõåìå '(

~

S) ïîñòðîèì ñõåìó '

2

(

~

S), äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî îöåíêà

P ('

2

(

~

S)) 6 3"

2

+ 9(9")

2

= 732"

2

6 " ïðè " 6 1=(648m

2

). Íà ÷åòâåðòîì

øàãå èòåðàöèè ïîñòðîèì ñõåìó '

3

(

~

S), íåíàäåæíîñòü êîòîðîé óäîâëåòâî-

ðÿåò íåðàâåíñòâó P ('

3

(

~

S)) 6 3"

2

+ 9(")

2

= 12"

2

ïðè " 6 1=(648m

2

). Ïî

ñõåìå '

3

(

~

S) ïîñòðîèì ñõåìó '

4

(

~

S), ðåàëèçóþùóþ f(~x) ñ íåíàäåæíîñòüþ

P ('

4

(

~

S)) 6 3"

2

+ 9(12"

2

)

2

= 3"

2

+ 1296"

4

6 3"

2

+ "

3

ïðè " 6 1=(648m

2

).

Ñõåìà '

4

(

~

S) èñêîìàÿ, ò. å. S = '

4

(

~

S).

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü m � íàèáîëüøåå ÷èñëî âõîäîâ ýëåìåíòîâ â ïîëíîì

êîíå÷íîì áàçèñå B, ñîäåðæàùåì õîòÿ áû îäíó �óíêöèþ h(x

1

; :::; x

2k+1

)

ìíîæåñòâà H

2k+1

(m > 3), òîãäà ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþ f(~x) â áàçèñå B

ïðè " 6

1

24am

2

(2k+1)

ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé S, íåíàäåæíîñòü êîòîðîé

P (S) 6 a"

k+1

+ "

k+2

, ãäå a = C

k+1

2k+1

; k = 1; 2; ::: .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k.

Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå âåðíî (ñì. òåîðåìó 3).

Ïðè k = 2; 3; 4 óòâåðæäåíèå âåðíî (äîêàçûâàåòñÿ êàê òåîðåìà 3).

Äîïóñòèì, ÷òî ïðè k > 5 óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4 âåðíî, òî åñòü ñïðàâåä-

ëèâî íåðàâåíñòâî: P (S) 6 a"

k

+"

k+1

6 (a+1)"

k

ïðè " 6

1

24m

2

C

k

2k�1

(2k�1)

, òî-

ãäà ïðè k+1 > 6, ïî òåîðåìå 2, ïîëó÷èì: P (S) 6 a"

k+1

+(2k+1)a(a+1)

2

"

2k

6

6 a"

k+1

+

1

2

6

(1+

1

a

)

1

a

"

2k�3

6 a"

k+1

+"

2k�3

6 a"

k+1

+"

k+1

ïðè " 6

1

24am

2

(2k+1)

,

ò.å. òåîðåìà 4 âåðíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âõî-

äàõ ýëåìåíòîâ íàëè÷èå õîòÿ áû îäíîé �óíêöèè h(x

1

; :::; x

2k+1

) 2 H

2k+1

â
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ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå B ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü âñå áóëåâû �óíêöèè ñõå-

ìàìè ñ íåíàäåæíîñòüþ íå áîëåå a"

k+1

+"

k+2

, ãäå a = C

k+1

2k+1

, " 6

1

24am

2

(2k+1)

,

m � íàèáîëüøåå ÷èñëî âõîäîâ ýëåìåíòîâ â áàçèñå B.
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