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Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ Ê�ÈÏÒÎ��ÀÔÈ×ÅÑÊÈÕ

ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ

ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ×ÅÒÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Å.Ê.Àëåêñååâ (Ìîñêâà)

1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû îáîçíà÷èëñÿ ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ ê âîïðîñàì ñèí-

òåçà è àíàëèçà ïîòîêîâûõ øè�ðîâ. Êîððåëÿöèîííî-èììóííûå �óíêöèè ÿâ-

ëÿþòñÿ âàæíûì ñòðîèòåëüíûì áëîêîì ïðè ñèíòåçå ýòîãî êëàññà øè�ðîâ.

Ýòè �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûì îáúåêòîì â òàêèõ ðàçäåëàõ ìà-

òåìàòèêè êàê êîìáèíàòîðíûé àíàëèç è òåðèÿ êîäèðîâàíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ÷åòíûõ �óíêöèé. Äîêàçû-

âàþòñÿ íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ïîêàçûâàþò âàæíîñòü ýòîãî êëàñ-

ñà �óíêöèé ïðè èçó÷åíèè ìíîæåñòâà êîððåëÿöèîííî-èììóííûõ áóëåâûõ

�óíêöèé â öåëîì. Ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå êîìáèíàòîðíûå ñëåäñòâèÿ.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü F

2

= GF (2), V

n

= F

n

2

� âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàáîðîâ äëèíû

n ñ êîìïîíåíòàìè èç ïîëÿ F

2

. Ïóñòü F

n

= ff jf : V

n

! F

2

g � ìíîæåñòâî

áóëåâûõ �óíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå áóëåâîé �óíêöèè f 2 F

n

íà-

çûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííàÿ �óíêöèÿ íà V

n

, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì ðàâåí-

ñòâîì

F

f

(u) =

X

x2V

n

f(x)(�1)

<x;u>

(ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ â äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòè). Äëÿ êàæäîãî

u 2 V

n

çíà÷åíèå F

f

(u) íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì Ôóðüå.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèåì Óîëøà�Àäàìàðà áóëåâîé �óíêöèè f 2

F

n

íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííàÿ �óíêöèÿ íà V

n

, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì

ðàâåíñòâîì

W

f

(u) =

X

x2V

n

(�1)

f(x)�<x;u>

(ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ â äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòè). Äëÿ êàæäîãî

u 2 V

n

çíà÷åíèå W

f

(u) íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì Óîëøà�Àäàìàðà.

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâà �óíêöèÿ f(x

(1)

; x

(2)

; : : : ; x

(n)

) 2 F

n

íàçûâàåòñÿ

êîððåëÿöèîííî-èììóííîé ïîðÿäêà m; 0 < m � n, åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ

1 � i

1

< i

2

< � � � < i

m

� n; a

(i)

2 F

2

; j = 1; : : : ;m, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøå-

íèÿ wt(f

a

(1)

;:::;a

(m)

i

1

;:::;i

m

) =

wt(f)

2

m

.
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Îïðåäåëåíèå. Ïîðÿäêîì êîððåëÿöèîííîé èììóííîñòè íàçûâàåòñÿ ÷èñ-

ëî orf = maxfm 2 Njf � êîððåëÿöèîííî-èììóííà ïîðÿäêà ng.

Ñóùåñòâóåò êðèòåðèé òîãî, ÷òî �óíêöèÿ êîððåëÿöèîííî-èììóííà ïî-

ðÿäêà m (ì. [1℄).

Òåîðåìà 1. Áóëåâà �óíêöèÿ f 2 F

n

êîððåëÿöèîííî-èììóííà ïîðÿäêà m

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà W

f

(u) = 0 äëÿ âñåõ âåêòîðîâ u 2 V

n

òàêèõ,

÷òî 1 � wt(u) � m.

Îïðåäåëåíèå. CI(n) = ff 2 F

n

jorf � 1g

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâà �óíêöèÿ f 2 F

n

íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè äëÿ

ëþáîãî âåêòîðà x 2 V

n

âûïîëíÿåòñÿ f(x) = f(x � 1). Îáîçíà÷èì ìíîæå-

ñòâî âñåõ ÷åòíûõ �óíêöèé ÷åðåç Mir(n).

3. Êðèïòîãðà�è÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ÷åòíûõ �óíêöèé

Óòâåðæäåíèå 1. Mir(n) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñò-

ðàíòâà V

2

n

ðàçìåðíîñòè 2

n�1

.

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîé f 2Mir(n) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâàW

f

(u) =

0, åñëè wt(u) = 2k + 1; k � 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê W

f

(u) = 0 () F

f

(u) = 0 ïðè u 6= 0, òî

ðàññìîòðèì êîý��èöèåíòû Ôóðüå F

f

(u) �óíêöèè f :

F

f

(u) =

X

x2V

n

f(x)(�1)

<x;u>

=

X

x2V

n

:f(x)=1

(�1)

<x;u>

=

=

X

x2V

n

:x

1

=1&f(x)=1

(�1)

<x;u>

+

X

x2V

n

:x

1

=0&f(x)=1

(�1)

<x;u>

=

=

X

x2V

n

:x

1

=1&f(x)=1

((�1)

<x;u>

+ (�1)

<x�1;u>

) =

=

X

x2V

n

:x

1

=1&f(x)=1

(�1)

<x;u>

(1 + (�1)

<1;u>

) = 0:

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, ò. ê. < 1; u >= 1 ïðè íå÷åòíîì wt(u).

Ñëåäñòâèå 1. Ëþáàÿ ÷åòíàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííî-èì-

ìóííîé êàê ìèíèìóì ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ f áûëà êîððåëÿöèîííî-

èììóííîé êàê ìèíèìóì ïåðâîãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

W

f

(u) = 0 ïðè âñåõ u : wt(u) = 1. Èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî òàêîå

ñîîòíîøåíèå âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé ÷åòíîé �óíêöèè.

Â ðàáîòå [2℄ ïðåäñòàâëåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ ÷èñëà êîððåëÿ-

öèîííî-èììóííûõ ïîðÿäêà k áóëåâûõ �óíêöèé. Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò

êîíñòðóêòèâíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà êîððåëÿöèîííî-

èììóííûõ �óíêöèé êàê ìèíèìóì ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà CI(n) âûïîëíåíî íåðàâåí-

ñòâî #CI(n) � 2

2

n�1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. #CI(n) � #Mir(n) = 2

2

n�1

.

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f 2Mir(n) è f 6= onst ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå or(f) = 2k + 1, äëÿ k � 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè or(f) = n, òî f � onst. Ïîýòîìó, èç óñëî-

âèé ñëåäñòâèÿ ñëåäóåò, ÷òî or(f) < n. Äîêàæåì, ÷òî or(f) íå ìîæåò

áûòü ÷åòíûì ÷èñëîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò f 2Mir(n) òàêàÿ, ÷òî

or(f) = 2m äëÿ íåêîòîðîãî m � 1. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî W

f

(u) = 0

äëÿ âñåõ u : 1 � wt(u) � 2m. Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî W

f

(u) = 0 ïðè

wt(u) = 2m+1. Èç òåîðåìû 1 è îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî or(f) = 2m+1.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Äëÿ �óíêöèè f 2 F

n

îáîçíà÷èì ÷åðåç 1

f

ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

1

f

= fx 2 V

n

jf(x) = 1g:

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ ÷åòíàÿ �óíêöèÿ. Åñëè äëÿ

ïîä�óíêöèè f

0

1

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî or(f

0

1

) � 2k, òî ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî or(f) � 2k + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-

ùåå óñëîâèå. Ôóíêöèÿ f 2 Mir(n) ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííî-èììóííîé ïî-

ðÿäêà 2k + 1, åñëè F

f

(u) = 0 äëÿ ëþáîãî u : 1 � wt(u) � 2k. Äëÿ ëþáîé

÷åòíîé �óíêöèè f è äëÿ ëþáîãî íàáîðà u : wt(u) = 2m, ãäå 1 � m � k,

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

F

f

(u) =

X

x21

f

(�1)

<u;x>

=

X

x21

f

&x

0

=0

(�1)

<u;x>

+

X

x21

f

&x

0

=1

(�1)

<u;x>

=

X

x21

f

&x

0

=0

(�1)

<u;x>

� (1 + (�1)

<u;1>

) = 2 � F

f

0

1

(eu); ãäå eu = (0; u

1

; : : : ; u

n�1

):
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Óñëîâèå F

f

(u) = 0 äëÿ ëþáîãî u : wt(u) = 2k ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

F

f

0

1

(eu) = 0 äëÿ ëþáûõ eu òàêèõ, ÷òî 2k � wt(eu) � 2k + 1. Ñëåäîâàòåëü-

íî, F

f

(u) = 0 äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ÷åòíîãî âåñà w, ãäå w � 2k. Äëÿ íàáîðîâ

íå÷åòíîãî âåñà ìåíüøåãî 2k + 1 ðàâåíñòâî íóëþ êîý��èöèåíòîâ F

f

(u) ñëå-

äóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.
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ÌÍÎ�Î×ËÅÍÀ ÆÅ�ÀËÊÈÍÀ È ÄÍÔ

Â.Â.Áàåâ (Ìîñêâà)

Äëÿ áóëåâîé �óíêöèè f çíà÷åíèå àëãåáðàè÷åñêîé èììóííîñòè AI(f)

ðàâíî ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ÷èñëà d, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íåíóëå-

âàÿ áóëåâà �óíêöèÿ g ñòåïåíè 6 d òàêàÿ, ÷òî fg = 0 èëè (f +1)g = 0. Åñëè

fg = 0, òî g íàçûâàåòñÿ àííèãèëÿòîðîì �óíêöèè f . Èíîãäà äîñòàòî÷íî íàé-

òè òîëüêî çíà÷åíèå AI(f). À áûâàåò òàê, ÷òî íóæíî íàéòè âñå àííèãèëÿòî-

ðû íàèìåíüøåé ñòåïåíè �óíêöèè f . Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áûëè ðàçðàáîòàíû

ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ïîèñêà àííèãèëÿòîðîâ. Ñëîæíîñòü ýòèõ àëãîðèòìîâ

çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè f .

Â ðàáîòàõ [6℄ è [5℄ �óíêöèÿ f çàäà¼òñÿ òàáëèöåé çíà÷åíèé íà âñåõ áó-

ëåâûõ âåêòîðàõ. Â [3℄ �óíêöèÿ f çàäà¼òñÿ ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà, â [2℄

� òðýéñ ïðåäñòàâëåíèåì, à â [1℄ � äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìîé è

�îðìóëîé â îïåðàöèÿõ &;_;:.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî 3 àëãîðèòìà. Îíè ÿâëÿþòñÿ àäàïòàöèÿìè

àëãîðèòìîâ èç [5℄ äëÿ äðóãèõ ïðåäñòàâëåíèé �óíêöèè f . Ïåðâûì äâóì àëãî-

ðèòìàì íà âõîä ïîäà¼òñÿ ÷èñëî d è ìíîãî÷ëåíÆåãàëêèíà îò n ïåðåìåííûõ.

3-ìó àëãîðèòìó âìåñòî ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà ïîäà¼òñÿ ÄÍÔ.

Ââåä¼ì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ. F

2

� ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ. F

n

�

ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé F

n

2

! F

2

. deg f � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà

Æåãàëêèíà áóëåâîé �óíêöèè f . A

n

d

(f) := fg 2 F

n

j fg = 0; deg g 6 dg. M

f
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� êîëè÷åñòâî ìîíîìîâ â ìíîãî÷ëåíå Æåãàëêèíà �óíêöèè f . Äëÿ x; u 2 F

n

2

îáîçíà÷èì x

u

:=

Q

i:u

i

=1

x

i

� ìîíîì Æåãàëêèíà.

1-é àëãîðèòì ïûòàåòñÿ ïðîâåðèòü, åñòü ëè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

A

n

d

(f) íåíóëåâûå �óíêöèè. Àëãîðèòì îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà

Æåãàëêèíà �óíêöèè f ïî ïîñëåäíåé ïåðåìåííîé:

f(x

1

; :::; x

n

) = u(x

1

; :::; x

n�1

) + x

n

v(x

1

; :::; x

n�1

): (1)

Åñëè ñóùåñòâóåò g 2 A

n

d

(f)n0, òî ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

g(x

1

; :::; x

n

) = u

0

(x

1

; :::; x

n�1

) + x

n

v

0

(x

1

; :::; x

n�1

);

ãäå deg u

0

6 d, deg v

0

6 d � 1 è u

0

; v

0

íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî. Èç

óðàâíåíèÿ

(u+ x

n

v)(u

0

+ x

n

v

0

) = 0

ïîëó÷èì, ÷òî åñëè u

0

6= 0, òî u

0

2 A

n�1

d

(u)n0, à åñëè u

0

= 0, òî v

0

2 A

n�1

d�1

(u+

v)n0. Èòîãî ìû ïîëó÷èëè òàêîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå:

9g 2 A

n

d

(f)n0 ) (9u

0

2 A

n�1

d

(u)n0 èëè 9v

0

2 A

n�1

d�1

(u+ v)n0);

÷òî ðàâíîñèëüíî

(A

n�1

d

(u) = 0 è A

n�1

d�1

(u+ v) = 0) ) A

n

d

(f) = 0: (2)

Ïðîâåðêó A

n�1

d

(u) = 0 è A

n�1

d�1

(u + v) = 0 ìû âûïîëíèì ðåêóðñèâíî, ðàç-

ëîæèâ ìíîãî÷ëåíû Æåãàëêèíà �óíêöèé u è u + v ïî ïåðåìåííîé x

n�1

. Â

îáùåì ñëó÷àå â âåðøèíå (n

0

; d

0

; f

0

) äåðåâà ðåêóðñèè ìû èìååì ìíîãî÷ëåí

Æåãàëêèíà f

0

îò n

0

ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðîãî ïðîâåðÿåì òðèâèàëüíîñòü

ïðîñòðàíñòâà A

n

0

d

0

(f

0

). Íà ýòîì øàãå ðåêóðñèè ìû ïðîèçâîäèì ðàçëîæåíèå

ìíîãî÷ëåíà f

0

= u

0

+ x

n

0

� v

0

. Ýòî ïîòðåáóåò O(M

f

0

) = O(M

f

) îïåðàöèé.

�åêóðñèþ ïðîäîëæàåì, ïîêà n

0

áîëüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà m, è d

0

6= 0. Äàëåå

ñ÷èòàåì d êîíñòàíòîé â àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíêàõ O(:::).

Â ëèñòüÿõ (m; d

0

; f

0

) äåðåâà ðåêóðñèè âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì âû-

÷èñëåíèÿ áàçèñà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà A

m

d

0

(f

0

) èç [3℄. Åãî ñëîæíîñòü

� O(M

f

0

� m

3d

0

). Â ëèñòüÿõ (n

0

; 0; f

0

) íàì íóæíî ïðîâåðèòü A

n

0

0

(f

0

)

?

= 0.

A

n

0

0

(f

0

) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f

0

6= 0. Ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí

Æåãàëêèíà f

0

ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì ìîæíî çà O(1) îïåðàöèé.

Åñëè âî âñåõ ëèñòüÿõ ïîëó÷èëîñü A

n

0

d

0

(f

0

) = 0, çíà÷èò ìû äîêàçàëè, èñ-

ïîëüçóÿ èìïëèêàöèþ (2), ÷òî A

n

d

(f) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì âûäà¼ò

�f íå èìååò íåíóëåâûõ àííèãèëÿòîðîâ ñòåïåíè 6 d�. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

àëãîðèòì âûäà¼ò �íå óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî A

n

d

(f) = 0�.
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Óòâåðæäåíèå 1. Â ïîëó÷åííîì äåðåâå ðåêóðñèè ðîâíî

P

d

k=1

�

n�m

k

�

âíóò-

ðåííèõ âåðøèí,

�

n�m

d�d

0

�

ëèñòüåâ ñ m ïåðåìåííûìè è íåíóëåâûì ÷èñëîì d

0

,

à òàêæå

�

n�m

d

�

ëèñòüåâ ñ d

0

= 0.

Îáùàÿ ñëîæíîñòü C àëãîðèòìà ñêëàäûâàåòñÿ èç ðàçëîæåíèé f

0

= u

0

+

x

n

0

� v

0

â êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå äåðåâà ðåêóðñèè è èç âû÷èñëåíèÿ

A

n

0

d

0

(f

0

) â êàæäîì ëèñòå. Åñëè ïîëîæèòü m = O(logn), òî, èñïîëüçóÿ óòâåð-

æäåíèå 1, ïîëó÷èì

C = O(M

f

) �

d

X

k=1

�

n�m

k

�

+O(1) �

�

n�m

d

�

+

+

d

X

d

0

=1

�

n�m

d� d

0

�

�O(M

f

�m

3d

0

) =

= O(M

f

� n

d

) +

d

X

d

0

=1

n

d�d

0

�O(M

f

� (logn)

3d

0

) = O(M

f

� n

d

):

(3)

Äëÿ ñðàâíåíèÿ: â [5℄ ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäíÿÿ ñëîæíîñòü àíàëîãè÷íîãî àëãî-

ðèòìà äëÿ òàáëè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè f åñòü O(n

d

). Ñëîæíîñòü òàì

óñðåäíÿåòñÿ ïî âñåì óðàâíîâåøåííûì �óíêöèÿì îò n ïåðåìåííûõ, â òî âðå-

ìÿ êàê â èçëîæåííîì âûøå àëãîðèòìå ñëîæíîñòü îöåíèâàåòñÿ äëÿ êàæäîé

�óíêöèè â îòäåëüíîñòè. Â [5℄ òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ïðè m = dlog

2

ne+2d+1

äîëÿ óðàâíîâåøåííûõ �óíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ íàø àëãîðèòì âûäà¼ò îòâåò

�íå óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî A

n

d

(f) = 0�, ìàëà.

2-é àëãîðèòì ðåøàåò áîëåå îáùóþ çàäà÷ó. Îí íàõîäèò áàçèñ ïðîñòðàí-

ñòâà A

n

d

(f). Âåðõíÿÿ îöåíêà åãî ñëîæíîñòè åñòü O(M

f

�n

3d

). Îíà ñîâïàäàåò

ñ îöåíêîé äëÿ èçâåñòíîãî ðàíåå àëãîðèòìà, [3℄. Îáà ýòèõ àëãîðèòìà ðåøà-

þò îäíó è òó æå ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì �àóññà.

Íîâûé àëãîðèòì îòëè÷àåòñÿ îò ñòàðîãî òåì, ÷òî ÿâíî óêàçûâàåò óäîáíûé

ïîðÿäîê óðàâíåíèé è ïåðåìåííûõ, è òåì, ÷òî â ïðîöåññå ðåøåíèÿ îòáðàñû-

âàåò íåêîòîðûå ëèíåéíî çàâèñèìûå óðàâíåíèÿ.

Ìíîãî÷ëåíû Æåãàëêèíà �óíêöèé f è g 2 A

n

d

(f):

f(x) =

X

u2M

f

x

u

; g(x) =

X

v2F

n

2

:wt(v)6d

b

v

x

v

;

ãäå M

f

� F

n

2

, à b

v

2 F

2

� íåîïðåäåë¼ííûå êîý��èöèåíòû, îòíîñèòåëüíî
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êîòîðûõ ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé. Èìååì

f(x)g(x) =

X

u2M

f

x

u

X

v2F

n

2

:

wt(v)6d

b

v

x

v

=

=

X

u2M

f

X

v2F

n

2

:

wt(v)6d

b

v

x

u_v

=

X

w2M

 

X

v2N

w

b

v

!

x

w

= 0

,

(

X

v2N

w

b

v

= 0; äëÿ êàæäîãî w 2M:

(4)

Â [3℄ ÿâíî âûïèñàíû ìíîæåñòâàM è N

w

.

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî w 2 M è äëÿ ëþáîãî v 2 N

w

âûïîëíå-

íî v 4 w, ãäå �4� � ñòàíäàðòíîå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà â F

n

2

(êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà v íå ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåé êîì-

ïîíåíòû âåêòîðà w).

Óòâåðæäåíèå 2 âûÿâëÿåò êëþ÷åâîå ñâîéñòâî ñèñòåìû (4), ïîçâîëÿþùåå

àäàïòèðîâàòü àëãîðèòì 2 èç [5℄ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû. Íîâûé àëãî-

ðèòì ïîøàãîâî íàõîäèò áàçèñ ðåøåíèÿ, äîáàâëÿÿ ïî î÷åðåäè íîâûå óðàâíå-

íèÿ. Åñëè íà î÷åðåäíîì øàãå ïîëó÷àåòñÿ �âûðîæäåííîå� ðåøåíèå, òî îêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî çà ñ÷¼ò ñòðóêòóðû ñèñòåìû ìîæíî îòáðîñèòü óðàâíåíèÿ äëÿ

íåêîòîðûõ w 2 M, íèêàê íå àíàëèçèðóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìíîæåñòâà

N

w

.

3-é àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ìîäè�èêàöèåé 1-ãî àëãîðèòìà äëÿ ïðåäñòàâëå-

íèÿ �óíêöèè f â âèäå ÄÍÔ. Ïóñòü ìíîæåñòâî ïàð âåêòîðîâ D

f

� F

n

2

� F

n

2

çàäà¼ò ÄÍÔ:

f(x) =

_

(�;�)2D

f

(x + �)

�

:

�àçëîæèì å¼ ïî ïåðåìåííîé x

n

.

f(x) =

w(x

1

;:::;x

n�1

)

z }| {

_

(�;�)2D

f

:

�

n

=0

(x+ �)

�

_

u(x

1

;:::;x

n�1

)(x

n

+1)

z }| {

_

(�;�)2D

f

:

�

n

=1;

�

n

=1

(x+ �)

�

_

v(x

1

;:::;x

n�1

)x

n

z }| {

_

(�;�)2D

f

:

�

n

=1;

�

n

=0

(x+ �)

�

=

= (w _ u)(x

n

+ 1) _ (w _ v)x

n

= (w _ u)(x

n

+ 1) + (w _ v)x

n

: (5)

Òåïåðü ìû ìîæåì äåéñòâîâàòü òàê æå, êàê äëÿ ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå (5) âìåñòî (1). Àíàëîãè÷íî èìïëèêàöèè

(2) ïîëó÷èì

(A

n�1

d

(w _ u) = 0 è A

n�1

d�1

(w _ v) = 0) ) A

n

d

(f) = 0:
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Äëÿ ðàçëîæåíèÿ (5) íóæíî O(jD

f

j) îïåðàöèé. Èñïîëüçóåì òî æå ñàìîå

äåðåâî ðåêóðñèè. Â åãî ëèñòüÿõ (m; d

0

; f

0

) âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì âû-

÷èñëåíèÿ áàçèñà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà A

m

d

0

(f

0

) èç [1℄. Åãî ñëîæíîñòü �

O(jD

f

j � m

3d

0

). Ïî àíàëîãèè ñ (3) ïîëó÷àåì îöåíêó îáùåé ñëîæíîñòè 3-ãî

àëãîðèòìà:

C

ÄÍÔ

= O(jD

f

j � n

d

):

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ïðîåêò

íîìåð 07-01-00154.
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Î ÁÓËÅÂÛÕ ÑÕÅÌÀÕ ÓÌÍÎÆÅÍÈß Â

ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÏÎËßÕ ÍÅ×ÅÒÍÎÉ

ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ

A.A.Áóðöåâ (Ìîñêâà)

Äëÿ íåêîòîðûõ êðèïòîãðà�è÷åñêèõ ïðèëîæåíèé (íàïðèìåð, [1-9℄) íåîá-

õîäèìî ðåàëèçîâàòü àðè�ìåòèêó â ïîëÿõ k = GF (p

n

) è K = GF (p

2pn

): Â

ñëó÷àå p = 3 ýòî ñäåëàíî â [2-5℄. Â [6℄ îïèñàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àðè�ìå-

òèêè â ýòèõ ïîëÿõ ïðè ëþáîì ïðîñòîì p � 3 (mod 4): Èç ýòîãî îïèñàíèÿ

ñëåäóåò, ÷òî ñ ðîñòîì p ñëîæíîñòü ñõåìíîé ðåàëèçàöèè óìíîæåíèÿ â ïî-

ëå GF (p

2pn

) óìåíüøàåòñÿ (ïðè óñëîâèè, ÷òî n èçìåíÿòñÿ òàê, ÷òî ïîðÿäîê

ïîëÿ ñóùåñòâåííî íå ìåíÿåòñÿ). Â [6℄ òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ñ ðîñòîì p áè-

òîâàÿ ñëîæíîñòü êðèïòîàëãîðèòìà [1, 8, 9℄ óìåíüøàåòñÿ (ïðè ñîõðàíåíèè

òîãî æå óðîâíÿ íàäåæíîñòè). Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ý��åêòèâíûì

èñïîëüçîâàòü ýòîò àëãîðèòì ïðè p = 7: Ïðåäëàãàåìàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå

ðåàëèçàöèÿ àðè�ìåòèêè â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò òàêæå íàéòè ïðèìåíåíèå è â

àëãîðèòìàõ èç [7℄.

Ïîä ñõåìíîé ðåàëèçàöèåé ïîíèìàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ îïåðàöèé áóëåâûìè

(íå àâòîìàòíûìè) ñõåìàìè, à ïîä ñëîæíîñòüþ � ÷èñëî áàçèñíûõ ýëåìåí-

òîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñõåìó (áàçèñ ñîñòîèò èç äâóìåñòíûõ áóëåâûõ �óíêöèé

&;_;� è èõ îòðèöàíèé). Ïîíÿòèå ñõåìíîé ñëîæíîñòè ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò

ñ ïîíÿòèåì áèòîâîé ñëîæíîñòè. �ëóáèíà ñõåìû åñòü äëèíà ñàìîé äëèííîé

öåïè ýëåìåíòîâ, ñîåäèíÿþùåé âõîäû è âûõîäû ñõåìû [14℄.

ÏóñòüM(G) � ñõåìíàÿ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â êîíå÷íîì ïîëå G; A(G)

� ñëîæíîñòü ñëîæåíèÿ â ïîëå G; A(p) � ñëîæíîñòü ñëîæåíèÿ â ïîëå GF (p);

M(p) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (p); D(M(G)) � ãëóáèíà ñõåìû

óìíîæåíèÿ â ïîëåG; D(A(G)) � ãëóáèíà ñõåìû ñëîæåíèÿ â ïîëåG; GF (q)�

êîíå÷íîå ïîëå ïîðÿäêà q; n� ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, p� ïðîñòîå.

Òåîðåìà 1. Óìíîæåíèå â ïîëå GF (p

2pn

) èìååò îöåíêó ñëîæíîñòè

M(GF (p

2pn

)) � (6p� 3)M(GF (p

n

)) + (18p

2

� 23p+ 7)nM(p)+

+(24p

2

� 32p+ 8)nA(p):

Çàìå÷àíèå. Óêàçàííóþ îöåíêó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

M(GF (p

2pn

)) � (6p� 3)M(GF (p

n

)) +O(p

2

n log p log log p log log log p);

òàê êàê äëÿ îöåíêè M(p) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Øåíõàãå-Øòðàññåíà.
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Òåîðåìà 2. Óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (7

14n

) ìîæåò áûòü âûïîë-

íåíî ñõåìîé ñëîæíîñòè

M(GF (7

14n

)) � 13M(GF (7

2n

)) + 258nA(7)

è ãëóáèíû

D(M(GF (7

14n

))) � 11D(A(7)) +D(M(GF (7

2n

))):

Â ÷àñòíîñòè,

M(GF (7

14�31

)) � 698 554:

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà è ïðèìåíåíèÿ ýòîé è îñòàëüíûõ òåîðåì ïîëåçíû

ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 1. Óìíîæåíèå â GF (7) âûïîëíÿåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè 25 è

ãëóáèíû 5:

Ëåììà 2. Ñëîæåíèå â GF (7) âûïîëíÿåòñÿ ñõåìîé ñëîæíîñòè 17 è ãëó-

áèíû 7: Ñóùåñòâóåò òàêæå ñõåìà äëÿ ñëîæåíèÿ ñëîæíîñòè 18 è ãëóáèíû

6:

Ëåììà 3. Ñëîæåíèå â GF (7) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ñõåìîé ñëîæíî-

ñòè 21 è ãëóáèíû 4:

Äëÿ ðåàëèçàöèè êðèïòîàëãîðèòìà [1, 8, 9℄ ïîëåçíà

Òåîðåìà 3. Óìíîæåíèå â ïîëå GF (7

14n

) ýëåìåíòà f , ïðåäñòàâèìîãî

ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 6, íà ýëåìåíò g; ïðåäñòàâèìûé ìíîãî÷ëåíîì ñòå-

ïåíè 4 ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì èìååò ñëîæíîñòü íå âûøå

10M(GF (7

2n

)) + 176nA(7):

�ëóáèíà ñõåìû ðàâíà 13D(A(7)) +D(M(GF (7

2n

))):

Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 31 óêàçàííàÿ ñëîæíîñòü íå âûøå 557 392; à

ãëóáèíà ñõåìû ðàâíà 31D(A(7)) +D(M(7)):

Ïóñòü M(n) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n � 1 íàä

GF (7

2

): Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè.

Òåîðåìà 4.

M(n) .

�

12443

8

�

n

log

5

7

ïðè n = 25

s

; è

M(n) .

�

609707

8

�

n

log

5

7

â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî n:
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Ïóñòü M

o

(n) îáîçíà÷àåò ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ n-é ñòåïå-

íè íàä GF (7

2

); M

o

(n � m) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè

n è m íàä GF (7

2

); M(7

2

) � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå GF (7

2

); A(7

2

) -

ñëîæíîñòü ñëîæåíèÿ â ýòîì ïîëå; A(7

2

) = 2A(7): Â ïðàâîé êîëîíêå ñëåäóþ-

ùåé òàáëèöû óêàçàíî óñëîâíîå íàçâàíèå íàèëó÷øåãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ

(ïðè ïîèñêå òàêîãî àëãîðèòìà ðàññìàòðèâàëèñü, êðîìå ñòàíäàðòíîãî, ìåòî-

äû Òîîìà, Êàðàöóáû [10�12℄, ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ÄÏÔ [10,

13℄, à òàêæå èõ êîìïîçèöèè è ìîäè�èêàöèè).

M

o

(0) � M(7

2

) = 138

M

o

(1) � 3M(7

2

) + 4A(7

2

) = 550 Êàðàöóáà

M

o

(2) � 6M(7

2

) + 12A(7

2

) = 1 236 ÄÏÔ

M

o

(3) � 8M(7

2

) + 28A(7

2

) = 2 056 ÄÏÔ

M

o

(4) � 12M(7

2

) + 38A(7

2

) = 2 948 ÄÏÔ

M

o

(5) � 12M(7

2

) + 74A(7

2

) = 4 172 ÄÏÔ

M

o

(6) � 16M(7

2

) + 86A(7

2

) = 5 132 ÄÏÔ

M

o

(7) � 22M(7

2

) + 100A(7

2

) = 6 436 ÄÏÔ

M

o

(8) � 20M(7

2

) + 154A(7

2

) = 7 996 ÄÏÔ

M

o

(11) � 30M(7

2

) + 228A(7

2

) = 11 892 ÄÏÔ

M

o

(12) � 37M(7

2

) + 246A(7

2

) = 13 470 ÄÏÔ

M

o

(6� 3) � 10M(7

2

) + 67A(7

2

) = 3 658 ÄÏÔ

M

o

(6� 4) � 10M(7

2

) + 73A(7

2

) = 3 862 ÄÏÔ

M

o

(15) � 38M(7

2

) + 369A(7

2

) = 17 790 ÄÏÔ

M

o

(22) � 66M(7

2

) + 605A(7

2

) = 29 678 ÄÏÔ

M

o

(23) � 76M(7

2

) + 637A(7

2

) = 32 146 ÄÏÔ

M

o

(24) � 49M(7

2

) + 817A(7

2

) = 34 540 ÄÏÔ

M

o

(25) � 52M(7

2

) + 826A(7

2

) = 35 260 ÄÏÔ

M

o

(30) � 82M(7

2

) + 940A(7

2

) = 43 276 ÄÏÔ

M

o

(31) � 92M(7

2

) + 972A(7

2

) = 45 744 ÄÏÔ

Ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ 49-é ñòåïåíè

M

o

(49) � 94 984; ÄÏÔ;

è îöåíêó ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ 47-é ñòåïåíè

M

o

(47) � 95 826; ÄÏÔ:

Àâòîð áëàãîäàðèò ïðî�åññîðà �àøêîâà Ñ.Á. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è öåí-

íûå ñîâåòû.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ 05-01-0099,

ÍØ 5400.2006.1, ÎÌÍ �ÀÍ (ïðîåêò ¾Îïòèìàëüíûé ñèíòåç óïðàâëÿþùèõ

ñèñòåì¿).
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�ËÓÁÈÍÀ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎ�Î ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß

�ËÀÄÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

ß.Â.Âåãíåð (Ìîñêâà)

�àññìàòðèâàåòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-

òîâ, ïðèáëèæ¼ííî âû÷èñëÿþùèõ ãëàäêèå �óíêöèè â äâîè÷íîì âèäå. Ôèê-

ñèðóåì �óíöêèþ f(x) è îòðåçîê [a; b℄. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò �îðìóëèðóåòñÿ

òàê.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé 4 ðàçà äè��åðèíöèðóåìîé íà îòðåçêå

[a; b℄ �óíêöèè f(X) è ïðîèçâîëüíîãî n 2 N â áàçèñå èç âñåõ äâóõâõîäî-

âûõ �óíêöèé ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ S

n

,

ïðèáëèæ¼ííî âû÷èñëÿþùóþ �óíêöèþ f . Îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû s, S,

s

0

, s

1

, s

2

, s

3

, A, B, çàâèñÿùèå òîëüêî îò �óíêöèè f è îòðåçêà [a; b℄, è

ïàðàìåòðû E = 4n + A � 4, N = 4n + B. Ñõåìà òðåáóåò s + N áèòîâ

âõîäíîãî ÷èñëà

X = x

�s+1

: : : x

0

; x

1

: : : x

N

;

è âûäà¼ò S +E áèòîâ ðåçóëüòàòà

f(X) = f

�S+1

: : : f

0

; f

1

: : : f

E

:

Ôóíêöèÿ f âû÷èñëåíà ñ ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå 2

�E

. Åñëè âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ A+ s

2

� 0,

p

2A � s

1

, òî ãëóáèíà ñõåìû íå ïðåâîñõîäèò

D � (n+ s) + 4dlog(E + 5� 2n+ s

2

)e+ 4dlog(E + 4� 2n+ s

2

)e+

+ 25 + 2dlog(N + S)e:

1. Ïðèáëèæåíèå �óíêöèè ìíîãî÷ëåíîì

�àçîáü¼ì îòðåçîê [a; b℄ íà îòðåçêè âèäà [m2

�n

; (m + 1)2

�n

℄. Íà êàæ-

äîì òàêîì îòðåçêå áóäåì ïðèáëèæàòü �óíöêèþ f(X) ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé

ñòåïåíè:

f(X) � p

3

(x; y) = a

0

(x) + a

1

(x)y + a

2

(x)y

2

+ a

3

(x)y

3

;

ãäå

X = x

�s+1

: : : x

0

; x

1

: : : x

N

; x = x

�s+1

: : : x

0

; x

1

: : : x

n

;

y = 0; 0 : : :0x

n+1

: : : x

N

; Y = 0; x

n+1

: : : x

N

2 [0; 1);
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Æ = 2

�n

, y = ÆY . Ïîòðåáóåì, ÷òîáû íà êàæäîì îòðåçêå [x; x+ Æ℄ ìíîãî÷ëåí

p

3

(x; y) èíòåðïîëèðîâàë �óíêöèþ f â çàäàííûõ òî÷êàõ x+ U

i

Æ,

U

i

=

1

2

+

1

2

os

2i+ 1

2 � 3 + 2

�; i = 0; : : : ; 3;

i = 0; : : : ; 3. Òîãäà p

3

(x; y) ñîâïàäàåò ñî ñìåù¼ííûì ìíîãî÷ëåíîì ×åáûø¼âà,

è ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî îöåíèòü êàê

kf � p

3

k

C[x;x+Æ℄

�

Æ

4

128

kf

(4)

k

C[x;x+Æ℄

4!

:

2. �ëóáèíà àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé

Ñëîæåíèå äâóõ n-çíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ãëóáèíû

2dlog

2

ne+ 2 [1℄.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n â áàçèñå èç âñåõ äâóõâõîäîâûõ

�óíêöèé ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó S(n; 2), ïðåîáðàçóþùóþ n äâîè÷íûõ ÷è-

ñåë ëþáîé äëèíû â äâà ÷èñëà ñ òàêîé æå ñóììîé, ñ ãëóáèíîé 4dlog

2

ne+1.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî n ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿâíîãî

âèäà ñõåìû S(3; 2).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü çàäàíû äâà ÷èñëà, èìåþùèõ â äâîè÷íîé çàïèñè n

çíàêîâ. Ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ãëóáèíû 4dlogne + 2, âû÷èñëÿþùóþ ïî

íèì äâà ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èñõîäíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ãëóáèíîé 1 ìîæíî âû÷èñëèòü âñå ïîïàðíûå ïðî-

èçâåäåíèÿ áèòîâ èñõîäíûõ ÷èñåë. Ïîëó÷èòñÿ n ÷èñåë, èìåþùèõ â äâîè÷íîé

çàïèñè n çíàêîâ. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðîèçâåäåíèå èñõîäíûõ ÷èñåë, íóæíî ñëî-

æèòü ïîëó÷åííûå ÷èñëà ñ ïðàâèëüíûìè ñäâèãàìè. Èñïîëüçóåì êîìïðåññîð

S(n; 2), ÷òîáû ïîëó÷èòü äâà ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óòâåðæäåíèþ òåîðå-

ìû.

Ëåììà 1. (Âû÷èòàíèå) Ïóñòü òðåáóåòñÿ ñëîæèòü m ÷èñåë p

1

; : : : p

m

,

ïðè÷¼ì

p

1

< 0; : : : ; p

l

< 0; p

l+1

� 0; : : : ; p

m

� 0;

è âñå ÷èñëà èìåþò s çíàêîâ äî çàïÿòîé è t çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Åñëè

çàìåíèòü ÷èñëà p

1

; : : : ; p

l

ïîáèòîâûìè îòðèöàíèÿìè ÷èñåë jp

i

j è äîáàâèòü

ê ñóììå ÷èñëî l2

�t

, òî ñóììà óâåëè÷èòñÿ íà l2

s

, òàê ÷òî s áèòîâ ñóììû

äî çàïÿòîé è âñå áèòû ïîñëå çàïÿòîé ïðè ýòîì íå èçìåíÿòñÿ.

Òåîðåìà 3. (Óìíîæåíèå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ) Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà

�; � > 0, èìåþùèå â äâîè÷íîé çàïèñè ñîîòâåòñòâåííî a è b çíàêîâ ïîñëå
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çàïÿòîé è p è q çíàêîâ äî çàïÿòîé; è ïóñòü çàäàíî òàêîå ÷èñëî k, ÷òî

a � q + k + 1, b � p+ k + 1. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó M(a; b; p; q; k),

âû÷èñëÿþùóþ äâà ÷èñëà  è d, ñóììà êîòîðûõ ïðèáëèæàåò ïðîèçâåäåíèå

�� ñ ïîãðåøíîñòüþ, ìåíüøåé 2

�k

, ïðè÷¼ì ãëóáèíà ñõåìû M(a; b; p; q; k)

îöåíèâàåòñÿ êàê

D(M(a; b; p; q; k)) � 4dlog(p+ q + k + 1)e+ 2:

3. Ïîñòðîåíèå ñõåìû

Ïî íàáîðó x = (x

�s+1

; : : : ; x

0

; x

1

; : : : ; x

n

) ñõåìà íàõîäèò âñå êîý��èöè-

åíòû a

i

(x), i = 0; 1; 2; 3 âìåñòå ñ áèòîì çíàêà b

i

, ðàâíûì 1, åñëè a

i

< 0.

Ñõåìà ñòðîèòñÿ ïî �îðìóëå

p

3

(x; y) = a

0

+ a

1

Y 2

�n

+ a

2

Y

2

2

�2n

+ (a

3

Y )Y

2

2

�3n

:

Âåçäå èñïîëüçóåòñÿ óìíîæåíèå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ

ïî ìåòîäó èç òåîðåìû 3. �åçóëüòàòîì êàæäîãî óìíîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äâà

÷èñëà, êîòîðûå äàëüøå èñïîëüçóþòñÿ â óìíîæåíèè ïî îòäåëüíîñòè. Â êîí-

öå âñå ïîëó÷åííûå ÷èñëà ñêëàäûâàþòñÿ, ïðè ýòîì îòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå

çàìåíÿþòñÿ ïî ëåììå 1. Äëÿ ñëîæåíèÿ 16 ðåçóëüòèðóþùèõ ÷èñåë èñïîëü-

çóåì êîìïðåññîð S(16; 2) è ñóììàòîð.

Ñõåìà ñòðîèòñÿ â âèäå íåñêîëüêèõ óðîâíåé, íà êàæäîì èç êîòîðûõ âñå

âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïàðàëëåëüíî. Íà ïåðâîì óðîâíå âû÷èñëÿþòñÿ âñå

êîý��èöèåíòû a

i

(x). Íà âòîðîì óðîâíå âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ a

1

Y ,

a

3

Y è Y

2

. Íà òðåòüåì óðîâíå îäíîâðåìåííî âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ

a

2

Y

2

è (a

3

Y )Y

2

. Ñäâèãè, ñîîòâåòñòâóþùèå óìíîæåíèþ íà 2

�n

; 2

�2n

; 2

�3n

,

âûïîëíÿþòñÿ áåñïëàòíî.

Íà ÷åòâ¼ðòîì óðîâíå âûïîëíÿåòñÿ ïîáèòîâîå îòðèöàíèå ñëàãàåìûõ, ñî-

îòâåòñòâóþùèõ îòðèöàòåëüíûì êîý��èöèåíòàì a

i

. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ãëó-

áèíîé 3. Ïîìèìî ýòîãî, ê ñóììå äîáàâëÿåòñÿ êîíñòàíòíà, ðàâíàÿ ÷èñëó

îòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1. Ýòî ÷èñëî ðàâíî

b

0

+ 2b

1

+ 4b

2

+ 8b

3

, è ïîòîìó ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî áåç çàòðàò ãëóáèíû.

Íà ïÿòîì óðîâíå ê 16 ÷èñëàì ïðèìåíÿåòñÿ êîìïðåññîð S(16; 2). Ïîëó-

÷åííûå äâà ÷èñëà ïîäàþòñÿ íà âõîä ñóììàòîðà.

4. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç s

i

òàêèå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû, ÷òî ka

i

k <

2

s

i

, òàê ÷òî â äâîè÷íîé çàïèñè êàæäîãî êîý��èöèåíòà a

i

íå áîëåå s

i

çíà-

êîâ ïåðåä çàïÿòîé. Êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ

�óíêöèè f ìíîãî÷ëåíîì p

3

íå ïðåâîñõîäèò

kf � p

3

k

C[a;b℄

�

Æ

4

128

kf

(4)

k

C[a;b℄

24

= ":
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Îïðåäåëèì ïàðàìåòð

E = b� log " � 1 = 4n+ 6�

&

log

kf

(4)

k

C[a;b℄

24

'

:

Òåîðåìà 4. Åñëè êîý��èöèåíòû a

i

(x) çàäàíû ñ òî÷íîñòüþ

a

0

(x) � E + 3 áèòîâ, a

1

(x) � E + 4� n áèòîâ,

a

2

(x) � E + 4� 2n áèòîâ, a

3

(x) � E + 5� 3n áèòîâ,

è, ïîìèìî ýòîãî,

N � E + 4 +max(s

1

; s

2

; s

3

);

òî ñõåìà âû÷èñëÿåò ïðèáëèæ¼ííîå çíà÷åíèå �óíêöèè f ñ ïîãðåøíîñòüþ,

íå ïðåâîñõîäÿùåé 2

�E

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ñëîæåíèÿ â ñõåìå âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî, òàê ÷òî

ïîãðåøíîñòü âîçíèêàåò òîëüêî ïðè óìíîæåíèè. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êàæ-

äîå ñëàãàåìîå a

i

(x)y

i

äà¼ò âêëàä â ïîãðåøíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùèé 2

�E�3

.

Òîãäà ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ñîñòàâèò

kf � p

3

(x; y)k

C[a;b℄

+ 4 � 2

�E�3

� "+ 2

�E�1

� 2

�E

:

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî â ñèëó âûáîðà ïàðàìåòðà E. Óòâåðæäåíèå

î òîì, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå äà¼ò âêëàä â ïîãðåøíîñòü, ìåíüøèé 2

�E�3

,

äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 3 â ñèëó îãðàíè÷åíèé, íàëîæåííûõ

íà a

i

(x).

Òåîðåìà 5. (Îöåíêà ãëóáèíû ñõåìû) Ïóñòü S � òàêàÿ êîíñòàíòà,

÷òî

3

X

i=0

ka

i

k2

�ni

� 2

S

:

Ïóñòü A = 10 �

l

log

kf

(4)

k

24

m

, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ A + s

2

� 0,

p

2A � s

1

.

Òîãäà ãëóáèíà ñõåìû íå ïðåâîñõîäèò

D � (n+ s) + 4dlog(E + 5� 2n+ s

2

)e+ 4dlog(E + 4� 2n+ s

2

)e+

+ 25 + 2dlog(E + S)e:

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà óðîâíå ñõåìû, âû÷èñëÿþùåì a

1

Y , Y

2

, a

3

Y , íàè-

áîëüøèé âêëàä â ãëóáèíó äà¼ò ñëàãàåìîå a

1

Y . Îäíàêî åñëè ó÷åñòü, ÷òî îíî

ìîæåò ïðîäîëæàòü âû÷èñëÿòüñÿ ïàðàëëåëüíî ðàáîòå ñëåäóþùåãî óðîâíÿ

ñõåìû, òî íàèáîëüøèé âêëàä â ãëóáèíó äà¼ò ñëàãàåìîå Y

2

:

D(Y

2

) � dlog(E + 5� 2n+ s

2

)e+ 2:
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�ëóáèíà ñëåäóþùåãî óðîâíÿ ñõåìû, âû÷èñëÿþùåãî a

2

Y

2

è (a

3

Y )Y

2

, îöåíè-

âàåòñÿ ãëóáèíîé ñàìîãî ñëîæíîãî ïðîèçâåäåíèÿ a

2

Y

2

D(a

2

Y

2

) � dlog(E + 4� 2n+ s

2

)e+ 2:

Óñëîâèÿ íà A íóæíû, ÷òîáû ñóììà D(Y

2

)+D(a

2

Y

2

) ïðåâîñõîäèëà ãëóáèíó

ëþáûõ äðóãèõ ñëàãàåìûõ íà ýòèõ äâóõ óðîâíÿõ.

�ëóáèíà óðîâíÿ ñõåìû, âû÷èñëÿþùåãî a

i

(x), íå ïðåâîñõîäèò n + s + 1.

Èíâåðñèÿ áèòîâ îòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ âûïîëíÿåòñÿ ñ ãëóáèíîé 3. Ñî-

ãëàñíî òåîðåìå 2, ãëóáèíà ñõåìû S(16; 2) íå ïðåâîñõîäèò 17. Ñóììèðóåìûå

÷èñëà èìåþò E çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé è S çíàêîâ äî çàïÿòîé. Ñóììàòîð

ñòðîèòñÿ ñ ãëóáèíîé 2dlog(E + S)e+ 2. Ïîëó÷àåì îöåíêó òåîðåìû.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Wegener I. The omplexity of Boolean funtions. � Stuttgart: Teubner�

Wiley, 1987.

ÓËÓ×ØÅÍÈÅ ÍÈÆÍÈÕ ÎÖÅÍÎÊ ÏÎ�Î�À

k-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÈ ÄËß ÍÅÁÎËÜØÈÕ k

Ô.Þ.Âîðîáüåâ (Ìîñêâà)

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü x

1

; : : : ; x

n

� ìíîæåñòâî èç n áóëåâûõ ïåðåìåííûõ.

Íàçîâåì k-áóêâåííîé ñêîáêîé äèçúþíêöèþ âèäà (x

�

1

i

1

_ x

�

2

i

2

_ : : :_ x

�

k

i

k

). Ïðè

ýòîì îäíà ïåðåìåííàÿ ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ â ñêîáêå íåñêîëüêî ðàç (òàêóþ

ñêîáêó áóäåì íàçûâàòü íåïðàâèëüíîé). Ïîñòðîèì ñëó÷àéíóþ k-ÊÍÔ ïóòåì

ñëó÷àéíîãî, ðàâíîâåðîÿòíîñòíîãî è íåçàâèñèìîãî âûáîðà m ñêîáîê èç ÷èñ-

ëà (2n)

k

âñåõ ñêîáîê. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåêîòîðàÿ ñêîáêà �

íåïðàâèëüíàÿ, ìåíüøå k

2

=n. Ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ (P ! 1) ÷èñëî íåïðà-

âèëüíûõ ñêîáîê â �îðìóëå íå ïðåâîñõîäèò o(n). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äëÿ

íåêîòîðîãî r �îðìóëà íàä n ïåðåìåííûìè ñ m = rn ñêîáêàìè âûïîëíèìà ñ

âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ, òî ýòî æå âåðíî ïðè m = rn� o(n) äëÿ ìîäåëè, ãäå

âûáèðàþòñÿ òîëüêî ïðàâèëüíûå ñêîáêè. Ïóñòü S

k

(n; r) � âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî F

k

(n; nr) âûïîëíèìà. Îïðåäåëèì

r

k

� supfr : lim

n!1

S

k

(n; r) = 1g;

r

�

k

� inffr : lim

n!1

S

k

(n; r) = 0g;
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òî åñòü r

k

� òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü òàêèõ r, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûïîëíèìîñòè

�îðìóëû âñå åùå ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, r

�

k

� òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü òàêèõ

r, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûïîëíèìîñòè �îðìóëû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. ßñíî, ÷òî

r

k

� r

�

k

. Ñóùåñòâóåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî r

k

= r

�

k

, òî åñòü ïðè óâåëè÷åíèè r â

îïðåäåëåííûé ìîìåíò ïðîèñõîäèò ñêà÷îê ïðåäåëà âåðîÿòíîñòè âûïîëíèìî-

ñòè îò åäèíèöû ê íóëþ. Òàêîå ÷èñëî r

k

íàçûâàåòñÿ ïîðîãîì âûïîëíèìîñòè.

Ñóùåñòâîâàíèå ïîðîãà íå äîêàçàíî, íî èçâåñòíî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå.

Òåîðåìà 1. [2℄ Äëÿ ëþáîãî k � 2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü r

k

(n), ÷òî äëÿ ëþáîãî " > 0

lim

n!1

S

k

�

n; (1� ")r

k

(n)

�

= 1;

lim

n!1

S

k

�

n; (1 + ")r

k

(n)

�

= 0:

Ñëåäñòâèå 1. Çà�èêñèðóåì k � 2. Åñëè F

k

(n; rn) âûïîëíèìà ñ âåðîÿò-

íîñòüþ P

n

> C > 0, òî r

k

> r.

Êàê ïðàâèëî, óëó÷øåíèå íèæíèõ îöåíîê ïîðîãà âûïîëíèìîñòè ïðîèñ-

õîäèëî áëàãîäàðÿ àíàëèçó àëãîðèòìîâ. Òåì íå ìåíåå, â ðàáîòå [5℄ óäàëîñü

óñïåøíî ïðèìåíèòü ìåòîä âòîðûõ ìîìåíòîâ äëÿ óëó÷øåíèÿ íèæíåé îöåí-

êè r

k

, à â ðàáîòå [1℄ ïîõîæèé ìåòîä ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé õîðîøî

èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. [1℄ Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Æ

k

! 0, òàêàÿ ÷òî

äëÿ âñåõ k � 3

r

k

� 2

k

log 2� (k + 1)

log 2

2

� 1� Æ

k

:

Êðîìå òîãî, áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå íèæíèå îöåíêè r

k

äëÿ âñåõ k � 3. Äëÿ

âñåõ k > 3 áûëè óëó÷øåíû ïðåäûäóùèå íèæíèå îöåíêè. Äëÿ k = 3 àëãî-

ðèòìè÷åñêèå ìåòîäû äàþò áîëåå âûñîêóþ íèæíþþ îöåíêó. Ïðåäëàãàåìûé

ìåòîä ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ðåçóëüòàòû [1℄ äëÿ k = 3, 4 è 5:

k 3 4 5

Âåðõíÿÿ îöåíêà 4.51 10.23 21.33

�åçóëüòàò äàííîé ðàáîòû 2.82 8.09 18.91

Íèæíÿÿ îöåíêà [1℄ 2.68 7.91 18.79

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ íèæíÿÿ îöåíêà 3.52 5.54 9.63

2. Ìåòîä âòîðûõ ìîìåíòîâ. Ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ìåòîä âòîðûõ ìî-

ìåíòîâ â ñëåäóþùåì âèäå:
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Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X,

P (X > 0) �

M(X)

2

M(X

2

)

:

Â ðàáîòå [1℄ èññëåäîâàëàñü ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà âòîðûõ ìîìåíòîâ ê

ðàçëè÷íûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì, çàâèñÿùèì îò ñëó÷àéíûõ k-ÊÍÔ. Â

÷àñòíîñòè, åñëè X � ýòî ÷èñëî âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ ñëó÷àéíîé �îð-

ìóëû F

k

(n; rn), òî ìîæíî ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè âûïîë-

íèìîñòè, ïðèìåíèâ ëåììó 1 ê X . Äåéñòâèòåëüíî, ïî ñëåäñòâèþ 1, åñëè

P (X > 0) > 1=C äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C > 0, òî r

k

� r.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî r M(X

2

) = O

�

M(X)

2

�

, òî r

k

> r.

Íî â ðàáîòå [1℄ áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî

r ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà � = �(r) > 0, òàêàÿ ÷òî M(X

2

) > (1 + �)

n

M(X)

2

.

Èòàê, òðåáóåòñÿ âûáðàòü òàêóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X , ÷òî èç X > 0

ñëåäóåò âûïîëíèìîñòü �îðìóëû, è ê X ïðèìåíèì ìåòîä âòîðûõ ìîìåíòîâ.

Â [1℄ áûë íàéäåí öåëûé êëàññ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì

ñâîéñòâàì.

3. Âûáîð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïóñòü  îáîçíà÷àåò k-áóêâåííóþ

ñêîáêó, � 2 f0; 1g

n

, à w(�; ) � íåêîòîðàÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ.

�àññìîòðèì ñëåäóþùèé êëàññ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

X =

X

�

Y



w(�; ):

Çäåñü ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì � 2 f0; 1g

n

, à ïðîèçâåäåíèå � ïî âñåì

ñêîáêàì ñëó÷àéíîé �îðìóëû. Òàê êàê ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â �îðìó-

ëó, âûáèðàþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî, åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü �óíêöèè âèäà

w(�; ) = w(v) = w(jvj), ãäå v

i

= +1 åñëè i-ÿ ïåðåìåííàÿ ñêîáêè  îáðà-

ùàåòñÿ â 1 íà �, è �1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, à jvj ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó +1 â

v. Òàêèì îáðàçîì, âûáîð �óíêöèè w ñâîäèòñÿ ê âûáîðó k + 1 çíà÷åíèé

w(0) = w

0

; w(1) = w

1

; : : : ; w(k) = w

k

. Ïóñòü A = f�1;+1g

k

. Èç íåîáõîäèìûõ

óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà âòîðûõ ìîìåíòîâ ñëåäóþò îãðàíè÷åíèÿ íà

w

0

; w

1

; : : : ; w

k

:

w

0

= 0;

X

v2A

w(v)v = 0:

Äîáàâèì óñëîâèå íîðìèðîâêè:

X

v2A

w(v) = 1:

Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè âûáîð �óíêöèè w(v) ê âûáîðó k� 2 ïàðàìåòðîâ. Äëÿ

íåáîëüøèõ k ýòî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ.
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4. Óëó÷øåííûé ìåòîä. Â ðàáîòå [1℄ çíà÷åíèÿ w(1); :::; w(k) áûëè âû-

áðàíû ýâðèñòè÷åñêè. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû �èêñèðîâàòü ýòè çíà÷åíèÿ íà äàí-

íîì ýòàïå, èçìåíèì ìåòîä èç [1℄ òàê, ÷òîáû îí íå çàâèñåë îò êîíêðåòíûõ

çíà÷åíèé w(1); :::; w(k), à çàòåì âûáåðåì w(1); :::; w(k) èñïîëüçóÿ ÷èñëåííûå

ìåòîäû, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå âûñîêèå íèæíèå îöåíêè.

Ïóñòü äëÿ � 2 f0; 1g

n

H(�; F ) îáîçíà÷àåò ÷èñëî áóêâ �îðìóëû F , îáðà-

ùàþùèõñÿ â åäèíèöó íà �, ìèíóñ ÷èñëî áóêâ, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü. Ïóñòü

S

+

= f� 2 f0; 1g

n

: H(�; F ) � 0g � ìíîæåñòâî íàáîðîâ, íà êîòîðûõ íå ìåíåå

ïîëîâèíû áóêâ �îðìóëû F îáðàùàþòñÿ â åäèíèöó.

Â [1℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îñíîâíîé âêëàä âM(X

2

) äàþò íàáîðû, íà êîòî-

ðûõ â åäèíèöó îáðàùàåòñÿ ìåíüøå ïîëîâèíû áóêâ �îðìóëû. Ïîýòîìó èìååò

ñìûñë ðàññìîòðåòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

X

+

=

X

�2S

+

Y



w(�; ):

Ïðè ýòîì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ íåëüçÿ çàìåíèòü íà ïðî-

èçâåäåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Àíàëîãè÷íûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò

ïðè âû÷èñëåíèè M(X

2

+

). Òåì íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ê X

+

ìîæíî ïðè-

ìåíèòü ìåòîä âòîðûõ ìîìåíòîâ.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èç [3℄.

Ëåììà 2. Ïóñòü � � äåéñòâèòåëüíàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ, äâàæäû äè�-

�åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ íà [0; 1℄ è

S

n

=

n

X

z=0

C

z

n

�(z=n)

n

:

Ïîëàãàÿ 0

0

� 1, îïðåäåëèì g íà [0; 1℄ êàê

g(�) =

�(�)

�

�

(1� �)

(1��)

:

Åñëè ñóùåñòâóåò �

max

2 (0; 1), òàêîå, ÷òî g(�

max

) � g

max

> g(�) äëÿ

âñåõ � 6= �

max

, è g

00

(�

max

) < 0, òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû B;C > 0

òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

Bg

n

max

� S

n

� Cg

n

max

:

Ëåììà 3. M(X

+

)=M(X)! 1=2.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ìåòîä âòîðûõ ìîìåíòîâ ê X

+

áåç

âû÷èñëåíèÿ åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå, îãðàíè÷èâàþùåå M(X

2

+

).
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Óòâåðæäåíèå 1.

M(X

2

+

) � 2

n

n

X

z=0

C

z

n

�

inf

��1

f

w

(�; �)

r

�

n

;

ãäå

f

w

(�; �) = 2

�k

k

X

u;v=1

w(u)w(v)�

2u+2v�2k

C

u

k

X

s

C

s�p

u

C

p

k�u

�

s

(1� �)

k�s

;

p = (k � juj � jvj+ s)=2.

Îïðåäåëèì

g

r

(�; �) =

f

w

(�; �)

r

�

�

(1� �)

1��

:

Â ðàáîòå [1℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî M(X)

2

= 2

n

g

r

(1=2; 1)

n

.

Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C

1

, òàêàÿ ÷òî

C

1

M(X

+

)

2

> M(X)

2

= 2

n

g

r

(1=2; 1)

n

:

Åñëè b(�) � 1 � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî

çíà÷åíèÿ r âåðíî g

r

(1=2; 1) > g

r

(�; b(�)) äëÿ âñåõ � 6= 1=2, òî ïðèìåíèâ ëåì-

ìó 2 ìû ïîëó÷èì, ÷òîM(X

2

+

) < C�M(X

+

)

2

, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Òîãäà èç ëåììû 1 áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî r

k

� r.

5. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà. Íàêîíåö, çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè

ïîðîãà k-âûïîëíèìîñòè äëÿ íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî k ñâåäåíà ê ñëå-

äóþùåé çàäà÷å. Íóæíî íàéòè òàêîå r, ÷òî ñóùåñòâóþò w(i), i = 1; k è

êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ b(�) � 1, òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ � 6= 1=2 âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî g

r

(1=2; 1) > g

r

(�; b(�)). Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, òî

r � íèæíÿÿ îöåíêà ïîðîãà k-âûïîëíèìîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ

íàéòè òàêîå r, ÷òî

inf

w(1);:::;w(k)

sup

�>

1

2

inf

��1

�

g

r

(�; �) � g

r

(1=2; 1)

�

< 0:

Çíà÷åíèÿ r, w(1); :::; w(k) è b(�) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûìè ñïîñî-

áàìè. �åçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøåãî ìåòîäà

èòåðàòèâíîãî ñïóñêà.
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Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÂÎÏ�ÎÑÀÕ,

ÑÂßÇÀÍÍÛÕ Ñ �ÈÏÎÒÅÇÎÉ ÀËÎÍÀ

Î ×ÈÑËÅ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

À.Á.Äàéíÿê (Ìîñêâà)

Äëÿ âñÿêîãî ãðà�à G áóäåì ÷åðåç V (G) è E(G) îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâà

âåðøèí è ðåáåð G ñîîòâåòñòâåííî. �ðà�, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí â êîòîðîì

ðàâíû k, íàçûâàåòñÿ k�ðåãóëÿðíûì. Âñÿêîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ

âåðøèí â ãðà�å íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì. Äëÿ ãðà�à G ÷åðåç I(G) è �

0

(G)

áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ è ðàçìåð

ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîùíîñòè íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà.

Áîëüøîé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìà îöåí-

êè ÷èñëà í. ì. â ðåãóëÿðíûõ è �êâàçèðåãóëÿðíûõ� ãðà�àõ. Í.Àëîí â ðàáîòå

[1℄ äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå òàêîé �óíêöèè �(k) = O(k

�0:1

), ÷òî äëÿ âñÿêîãî

k�ðåãóëÿðíîãî ãðà�à G íà n âåðøèíàõ

I(G) � 2

n

2

(1+�(k))

: (1)

À.À.Ñàïîæåíêî â [3℄ ïîêàçàë, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêî-

òîðîé �óíêöèè �(k) = O(

p

(log k)=k), è ïîëó÷èë àíàëîãè÷íóþ îöåíêó äëÿ

ïî÷òè ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ.

Â ñòàòüå [1℄ áûëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå (äî ñèõ ïîð íå äîêàçàííîå)

î òîì, ÷òî â êëàññå âñåõ k-ðåãóëÿðíûõ n-âåðøèííûõ ãðà�îâ ïðè (2k)jn íàè-

áîëüøèì ÷èñëîì í. ì. îáëàäàåò îáúåäèíåíèå

n

2k

âåðøèííî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðà�îâ (áóäåì íàçûâàòü ýòîò ãðà� ãðà�îì Àëîíà). Åñ-

ëè ýòà ãèïîòåçà âåðíà, òî â îöåíêå (1) ìîæíî ïîëîæèòü �(k) = O(k

�1

). �ðà�
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Àëîíà îáëàäàåò íåñêîëüêèìè èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè: ýòîò ãðà� äîñòàâ-

ëÿåò ìàêñèìóì âåëè÷èíû �

0

ñðåäè âñåõ k-ðåãóëÿðíûõ n-âåðøèííûõ ãðà�îâ,

è ïðè ýòîì ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ í. ì. â íåì äîñòàòî÷íî âåëèêî. Âîçíèêàåò

âîïðîñ, êàêèì ìîæåò áûòü ÷èñëî í. ì. â ðåãóëÿðíîì n-âåðøèííîì ãðà�å ïðè

óñëîâèè, ÷òî âåëè÷èíà �

0

�ñóùåñòâåííî ìåíüøå� ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî

çíà÷åíèÿ n=2. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðà�îâ fG

i

g

1

i=1

òàêîâà,

÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû â ãðà�å G

i

è ÷èñëî âåðøèí â G

i

ñòðå-

ìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü òàêæå äëÿ íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî

� > 0 è äëÿ âñåõ íîìåðîâ i âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

�

0

(G

i

) �

jV (G

i

)j

2

(1� �):

Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà  = (�) > 0 è òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî

i

0

(�), ÷òî

8i � i

0

I(G

i

) � 2

jV (G

i

)j

2

(1�)

:

Óòâåðæäåíèå 1 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåé òåîðåìû, äîêà-

çàííîé À.À.Ñàïîæåíêî â ðàáîòå [2℄.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ãðà� G íà n âåðøèíàõ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ñòåïå-

íè k, �

0

(G) = �. Òîãäà

I(G) � 2

� log

2

(

1+

n

2�

)

+O

�

n

p

k

�1

log k

�

:

Äëÿ âûâîäà èç ïðèâåäåííîé òåîðåìû óòâåðæäåíèÿ 1 äîñòàòî÷íî çàìå-

òèòü, ÷òî �óíêöèÿ f(�) = � log

2

�

1 +

1

2�

�

âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå âèäà

(0; 1=2 � �) è îãðàíè÷åíà íà ýòîì èíòåðâàëå ñâåðõó íåêîòîðîé êîíñòàíòîé

Æ = Æ(�) <

1

2

.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî äëÿ âû-

ïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà I(G) � 2

jV (G)j(1=2+o(k

�1

))

â îáùåì ñëó÷àå íåäîñòàòî÷-

íî òðåáîâàíèÿ �

0

(G) �

jV (G)j

2

(1� 
(k

�1

)).

Ëåììà 1. Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî k � 3 ñóùåñòâóåò ñâÿçíûé k-

ðåãóëÿðíûé ãðà� G

k

, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

1) �

0

(G

k

) <

jV (G

k

)j

2

(1� 
(k

�1

));

2) log

2

(I(G

k

)) >

jV (G

k

)j

2

(1 + 
(k

�1

)):

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðà�û G

k

ñëåäóþùåãî âèäà:
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� Åñëè k ÷åòíî, òî

V (G

k

) = fu

i

j i = 1; k g [ fv

j

i

j i = 1; k; j = 1; k � 2 g[

[fw

j

l

j l = 1; k � 2; j = 1; k � 2 g;

E(G

k

) = f fu

i

; u

i+1

g j i = 1; k � 1 g [ f fu

k

; u

1

g g[

[f fu

i

; v

j

i

g j i = 1; k; j = 1; k � 2 g[

[f fv

j

i

; w

j

l

g j i = 1; k; l = 1; k � 2; j = 1; k � 2 g[

[f fv

j

i

; v

j+1

i

g j i = 1; k; j = 1; 3; : : : ; k � 3g:

� Åñëè k íå÷åòíî, òî

V (G

k

) = fu

i

j i = 1; k g [ fv

j

i

j i = 1; k; j = 1; k � 2 g[

[fw

j

l

j l = 1; k � 2; j = 1; k � 3 g[

[fw

k�2

l

j l = 1; k � 1g;

E(G

k

) = f fu

i

; u

i+1

g j i = 1; k � 1 g [ f fu

k

; u

1

g g[

[f fu

i

; v

j

i

g j i = 1; k; j = 1; k � 2 g[

[f fv

j

i

; w

j

l

g j i = 1; k; l = 1; k � 2; j = 1; k � 3 g[

[f fv

k�2

i

; w

k�2

l

g j i = 1; k; l = 1; k � 1 g[

[f fv

j

i

; v

j+1

i

g j i = 1; k; j = 1; 3; : : : ; k � 4g:

Ïðè ëþáîì k � 3 ãðà� G

k

ÿâëÿåòñÿ k-ðåãóëÿðíûì.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé ÷åòíîãî k; ðàññóæäåíèÿ

â ñëó÷àå íå÷åòíîãî k àíàëîãè÷íû.

Â ýòîì ñëó÷àå G

k

� ãðà� íà p = 2k

2

� 5k + 4 âåðøèíàõ. Ïîêàæåì, ÷òî

�

0

(G

k

) �

p

2

(1�
(k

�1

)). Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â

ãðà�å G

k

. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

i) Êàêàÿ-ëèáî èç âåðøèí u

1

; : : : ; u

k

âõîäèò âî ìíîæåñòâî A. Ïóñòü ýòî

âåðøèíà u

1

. Òîãäà íè îäíà èç âåðøèí v

1

1

; : : : ; v

k�2

1

íå ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó A. Êðîìå òîãî, âñåãî èç ìíîæåñòâà fu

1

; : : : ; u

k

g â A ìîæåò

âõîäèòü íå áîëåå b

k

2

 âåðøèí. Äëÿ êàæäîãî j 2 f1; 3; : : : ; k � 3g èç

ìíîæåñòâà

fv

j

i

j i = 1; kg[fv

j+1

i

j i = 1; kg[fw

j

l

j l = 1; k � 2g[fw

j+1

l

j l = 1; k � 2g

â A ìîæåò âõîäèòü íå áîëåå (k � 1) + (k � 2) âåðøèí. Ïîýòîìó jAj �

k

2

+

k�2

2

(2k � 4) = k

2

� 3k + 3 =

p

2

(1� 
(k

�1

)).

ii) Íè îäíà èç âåðøèí u

1

; : : : ; u

k

íå âõîäèò â A. Â äàííîì ñëó÷àå jAj �

k�2

2

(2k � 2) = k

2

� 3k + 2 (ýòî çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè A = fv

j

i

j i =

1; k; j � 1(mod 2)g [ fw

j

l

j l = 1; k � 2; j � 0(mod 2)g).
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Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, jAj =

p

2

(1 � 
(k

�1

)), à çíà÷èò ïåðâîå

íåðàâåíñòâî èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû âûïîëíåíî.

Îöåíèì òåïåðü ñíèçó ÷èñëî í. ì. â ãðà�å G

k

. Çàìåòèì, ÷òî I(G) >

(I(G

0

k

))

(k�2)=2

, ãäå G

0

k

� ïîäãðà� ãðà�à G, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåð-

øèí

fu

i

j i = 1; k g [ fv

j

i

j i = 1; k; j = 1; 2 g [ fw

j

l

j l = 1; k � 2; j = 1; 2 g;

×èñëî I(G

0

k

) ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå:

I(G

0

k

) = (2

k�2

� 1)(2

k

+ 2

k�2

� 1) +

k

X

j=0

�

k

j

�

(2

k�j

+ 2

k�2

� 1) =

=

9

16

� 2

2k

+ 3

k

�

5

2

� 2

k

+ 1 >

9

16

� 2

2k

:

Îòñþäà

log

2

(I(G)) > (2k + log

2

(9=16))(k � 2)=2 =

= k

2

+ k log

2

3

16

� log

2

9

16

=

p

2

(1 + 
(k

�1

)):

Óòâåðæäåíèå 2. Íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû 

0

; 

00

,

÷òî äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k � 3 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü k�ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ fG

k;n

g

1

n=1

òàêàÿ, ÷òî p = jV (G

k;n

)j ! 1 ïðè

n!1, è äëÿ âñåõ n âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

1) �

0

(G

k;n

) <

p

2

(1� 

0

k

�1

);

2) I(G

k;n

) > 2

p

2

(1+

00

k

�1

)

:

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. �àñ-

ñìîòðèì n ãðà�îâ G

s

k

; s = 1; n, êàæäûé èç êîòîðûõ èçîìîð�åí ãðà�ó G

k

,

îïèñàííîìó â ëåììå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî V (G

i

k

)\V (G

j

k

) = ; ïðè i 6= j.

�àññìîòðèì ãðà� G

k;n

òàêîé, ÷òî

V (G

k;n

) =

n

[

s=1

V (G

s

k

); E(G

k;n

) =

n

[

s=1

E(G

s

k

):

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âûïîëíåíû ðà-

âåíñòâà

�

0

(G

k;n

) =

n

X

s=1

�

0

(G

s

k

); I(G

k;n

) =

n

Y

s=1

I(G

s

k

);

è ó÷åñòü ðåçóëüòàò ëåììû.
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Ìîæíî ïîñòðîèòü è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâÿçíûõ k�ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ

fG

0

k;n

g

1

n=1

, îáëàäàþùóþ óêàçàííûì â óòâåðæäåíèè 2 ñâîéñòâîì. Îáîçíà÷èì

÷åðåç u

s

i

âåðøèíó ãðà�à G

s

k

(s = 1; n), ïåðåõîäÿùóþ ïðè èçîìîð�èçìå ñî-

îòâåòñòâåííî â âåðøèíó u

i

ãðà�à G

k

. �ðà� G

0

k;n

ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç

G

k;n

ñëåäóþùèì îáðàçîì: â G

k;n

óäàëÿþòñÿ âñå ðåáðà fu

s

1

; u

s

k

g, è äîáàâëÿ-

þòñÿ ðåáðà fu

s

k

; u

s+1

1

g; s = 1; n� 1, à òàêæå ðåáðî fu

n

k

; u

1

1

g. �àññóæäåíèÿ

èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû è óòâåðæäåíèÿ 2 ïåðåíîñÿòñÿ íà ýòîò ñëó÷àé ñ

íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè.
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Î ÂÅÑÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ÁÅÍÒ-ÊÎÄÎÂ

Ì.Ï.Äåíèñåíêî (Ìîñêâà)

1. Ââåäåíèå

Êîíñòðóêöèè, ñâÿçàííûå ñ áóëåâûìè �óíêöèÿìè, çàíèìàþò çàìåòíîå

ìåñòî â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ è êðèïòîëîãèè. Òàê êîäû �èäà-Ìàëëåðà, ïî-

ñòðîåííûå íà îñíîâå áóëåâûõ �óíêöèé, òåñíî ñâÿçàíû êàê ñ âîïðîñàìè ïî-

ñòðîåíèÿ êðèïòîãðà�è÷åñêèõ ïðèìèòèâîâ ñ îäíîé ñòîðîíû, òàê è ñ ðàç-

ðàáîòêîé ìåòîäîâ êðèïòîãðà�è÷åñêîãî àíàëèçà � ñ äðóãîé. Â ðàáîòå [3℄

áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ êîäîâàÿ êîíñòðóêöèÿ, îñíîâûâàþùàÿñÿ óæå íå íà

êëàññå áóëåâûõ �óíêöèé, à íà êîíêðåòíîé áóëåâîé �óíêöèè. Ñ ïîìîùüþ

ýòîé êîíñòðóêöèè â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì âåñîâóþ õàðàêòå-

ðèçàöèþ ëèíåéíûõ êîäîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ áåíò-�óíêöèÿìè. Ïîëó÷åíà

âåñîâàÿ �óíêöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîäîâ è äóàëüíûõ ê íèì êîäîâ.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü F

2

= GF (2) è N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà V

n

= F

n

2

; n 2 N ÷åðåç x = (x

1

; : : : ; x

n

) áóäåì îáîçíà÷àòü

íàáîðû äëèíû n, ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàìè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýëåìåíòû x

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V

n

áóäåì íàçûâàòü âåêòîðàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

"� " � îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 â ïîëå F

2

:
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Ïóñòü f : V

n

! F

2

� áóëåâà �óíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ � îòîáðàæåíèå

èç V

n

â F

2

, F

n

� ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå áóëåâîé �óíêöèè f íàçûâàåòñÿ

öåëî÷èñëåííàÿ �óíêöèÿ íà V

n

; îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì

W

f

(u) =

X

x2V

n

f(x)(�1)

hx,ui

(ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ â äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòè). Äëÿ êàæäîãî

u 2 V

n

çíà÷åíèå W

f

(u) íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì Ôóðüå.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèåì Óîëøà-Àäàìàðà áóëåâîé �óíêöèè f íà-

çûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííàÿ �óíêöèÿ íà V

n

; îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì ðàâåí-

ñòâîì

W

f

(u) =

X

x2V

n

exp f(x)(�1)

hx,ui

=

X

x2V

n

(�1)

f(x)�hx,ui

(ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ â äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòè).

Òåîðåìà 1. [1℄ Êîý��èöèåíòû Ôóðüå è êîý��èöèåíòû Óîëøà-Àäàìàðà

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

W

f

(u) = 2

n

Æ(u)� 2W

f

(u);

ãäå Æ(u) � Æ-�óíêöèÿ Äèðàêà:

Æ(u) =

�

1; åñëè u = 0;

0; åñëè u 6= 0:

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé áëî÷íûé êîä C äëèíû n � ýòî ëèíåéíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V

n

:

Îïðåäåëåíèå. Êîä äëèíû n, ðàçìåðíîñòè k è ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿ-

íèåì d íàçûâàåòñÿ [n; k; d℄-êîäîì. Â ñëó÷àå, êîãäà ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

d íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì â ðàññóæäåíèÿõ èëè íåèçâåñòíî, èñïîëüçóåò-

ñÿ îáîçíà÷åíèå [n; k℄-êîä.

Ëèíåéíûå áëî÷íûå êîäû ìîæíî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íîãî àï-

ïàðàòà. Ââåäåì ïîíÿòèå êîäà, àññîöèèðîâàííîãî ñ áóëåâîé �óíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü n � ÷åòíîå, f 2 F

n

.

supp(f) = fu

1

;u

2

; : : : ;u

t

g;

ãäå t = wt(f): �àññìîòðèì ìàòðèöó G

f

ðàçìåðà n� t, ñòîëáöàìè êîòîðîé

ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû ìíîæåñòâà supp(f) :

G

f

=

�

u

1

u

2

: : : u

t

�

:
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Êîä C

f

; ïîðîæäàåìûé ýòîé ìàòðèöåé

C

f

= f

v

j v = (v

1

; : : : ; v

n

) 2 V

n

g;

ãäå



v

= vG

f

=

�

hv;u

1

i; : : : ; hv;u

t

i

�

;

íàçûâàåòñÿ êîäîì, àññîöèèðîâàííûì ñ áóëåâîé �óíêöèåé f:

Ïîñêîëüêó êîä C ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V

n

, äëÿ íåãî îïðåäåëåíî

ïîäïðîñòðàíñòâî � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

C

?

= fx 2 V

n

j hx,i = 0 äëÿ âñåõ  2 Cg:

Îïðåäåëåíèå. Êîä C

?

íàçûâàåòñÿ äóàëüíûì êîäîì ê êîäó C.

Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíûé [n; k℄-êîä. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A

i

; i = 0; 1; : : : ; n;

÷èñëî åãî êîäîâûõ ñëîâ, âåñ êîòîðûõ ðàâåí i :

A

i

= ℄f 2 C j wt() = ig:

Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë A

0

; A

1

; : : : ; A

n

íàçûâàåòñÿ âåñîâûì

ñïåêòðîì êîäà C:

Îïðåäåëåíèå. Ïîëèíîì

W

C

(�; �) =

n

X

i=0

A

i

�

n�i

�

i

îò äâóõ ïåðåìåííûõ � è � íàçûâàåòñÿ âåñîâîé �óíêöèåé êîäà C.

Òåîðåìà 2. Òîæäåñòâî Ìàê-Âèëüÿìñ [2℄ Ïóñòü C � [n; k℄-êîä, C

?

� äóàëüíûé ê íåìó [n; n� k℄-êîä. Òîãäà

W

C

?(�; �) =

1

℄C

W

C

(�+ �; �� �):

×åðåç A

0

0

; A

0

1

; : : : ; A

0

n

áóäåì îáîçíà÷àòü âåñîâîé ñïåêòð äóàëüíîãî êîäà

C

?

.

Ïðè ýòîì èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (ñëåäñòâèå òîæäåñòâà Ìàê-

Âèëüÿìñ):

A

0

k

=

1

℄C

n

X

i=0

A

i

P

k

(i): (1)

Âûðàæåíèÿ P

k

(i) íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè Êðàâ÷óêà.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü n � �èêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîëèíî-

ìàìè Êðàâ÷óêà íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

P

k

(z) =

k

X

j=0

(�1)

j

�

z

j

��

n� z

k � j

�

;

ãäå z � ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ, k = 0; 1; : : : ; è

�

z

m

�

=

�

z(z�1):::(z�m+1)

m!

; åñëè m > 0;

1; åñëè m = 0:

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f 2 F

n

íàçûâàåòñÿ áåíò-�óíêöèåé, åñëè âñå

åå êîý��èöèåíòû Óîëøà-Àäàìàðà ðàâíû �2

n=2

:

Ìíîæåñòâî âñåõ áåíò-�óíêöèé îò n ïåðåìåííûõ áóäåì îáîçíà÷àòü B

n

.

Ïîñêîëüêó êîý��èöèåíòû Óîëøà-Àäàìàðà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ðàöèîíàëü-

íûìè ÷èñëàìè, òî ïðè íå÷åòíîì n áåíò-�óíêöèé íå ñóùåñòâóåò.

Åñëè f 2 B

2n

; òî, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ áóëåâà �óíêöèÿ

~

f 2 F

2n

;

÷òî

W

f

(�) = 2

n

(�1)

~

f(�)

:

Óêàçàííóþ âûøå áóëåâó �óíêöèþ

~

f 2 F

2n

; íàçûâàþò äóàëüíîé �óíêöèåé

ê áåíò-�óíêöèè f .

Ïðè âû÷èñëåíèè âåñîâîé �óíêöèè áåíò-êîäà ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþ-

ùèå óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå â ðàáîòå [3℄.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f 2 F

n

è C

f

� àññîöèèðîâàííûé ñ f êîä. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî v 2 V

n

; v 6= 0 èìååì

wt(

v

) = 2

n�2

+

1

4

(W

f

(v)�W

f

(0)) : (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f 2 F

n

âûðàçèì âåñ êî-

äîâîãî ñëîâà



v

; v 6= (0; : : : ; 0) 2 V

n

êîäà C

f

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

wt(

v

) =

X

x2V

n

f(x)

1� (�1)

hv,xi

2

=

1

2

X

x2V

n

f(x)�

1

2

X

x2V

n

f(x)(�1)

hv,xi

=

=

1

2

W

f

(0)�

1

2

W

f

(v) =

1

4

(2

n

�W

f

(0))+

1

4

W

f

(v) = 2

n�2

+

1

4

(W

f

(v)�W

f

(0)):

(3)

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà (ñì. [3℄).
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü n � ÷åòíîå ÷èñëî. Ôóíêöèÿ f 2 F

n

ÿâëÿåòñÿ áåíò-

�óíêöèåé (ò. å. f 2 B

n

) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dimC

f

= n è âåñà

íåíóëåâûõ êîäîâûõ ñëîâ ðàâíû

wt(f)� 2

n�2

; 2

n�2

:

3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Îñíîâíàÿ çàäà÷à äàííîé ðàáîòû ñâÿçàíà ñ âû÷èñëåíèåì âåñîâîé �óíê-

öèè áåíò-êîäà, ò. å. êîäà, àññîöèèðîâàííîãî ñ áåíò-�óíêöèåé. Äàëåå, èñïîëü-

çóÿ âûðàæåíèÿ (1), ñëåäóþùèå èç òîæäåñòâà Ìàê-Âèëüÿìñ (2), ìîæíî ïî-

ëó÷èòü âåñîâîé ñïåêòð äóàëüíîãî ê C

f

êîäà.

Ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùóþ îñíîâíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü n � ÷åòíîå ÷èñëî, f 2 B

n

. Ïóñòü

C

f

= f

v

j v = (v

1

; : : : ; v

n

) 2 V

n

g

ÿâëÿåòñÿ àññîöèèðîâàííûì ñ f êîäîì.

~

f � �óíêöèÿ, äóàëüíàÿ ê áåíò-

�óíêöèè f: Òîãäà âåñîâîé ñïåêòð êîäà C

f

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1) åñëè W

f

(0) > 0; W

~

f

(0) > 0, òî

i = wt(

v

) A

i

= ℄f

v

2 C

f

j i = wt(

v

)g

0 1

2

n�2

2

n�1

+ 2

n=2�1

� 1

2

n�2

� 2

n=2�1

2

n�1

� 2

n=2�1

;

2) åñëè W

f

(0) < 0; W

~

f

(0) > 0, òî

i = wt(

v

) A

i

= ℄f

v

2 C

f

j i = wt(

v

)g

0 1

2

n�2

2

n�1

� 2

n=2�1

� 1

2

n�2

+ 2

n=2�1

2

n�1

+ 2

n=2�1

;

3) åñëè W

f

(0) > 0; W

~

f

(0) < 0, òî

i = wt(

v

) A

i

= ℄f

v

2 C

f

j i = wt(

v

)g

0 1

2

n�2

2

n�1

� 2

n=2�1

� 1

2

n�2

� 2

n=2�1

2

n�1

+ 2

n=2�1

;

4) åñëè W

f

(0) < 0; W

~

f

(0) < 0, òî
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i = wt(

v

) A

i

= ℄f

v

2 C

f

j i = wt(

v

)g

0 1

2

n�2

2

n�1

+ 2

n=2�1

� 1

2

n�2

+ 2

n=2�1

2

n�1

� 2

n=2�1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå

wt(f) = 2

n�1

�

1

2

W

f

(0): Êðîìå òîãî, W

f

(0) = �2

n=2

, ò. ê. f 2 B

n

. Èç îïðå-

äåëåíèÿ äóàëüíîé �óíêöèè èìååì: W

f

(v) = 2

n=2

� (�1)

~

f(v)

: Ñëåäîâàòåëüíî,

W

f

(v) > 0 ,

~

f(v) = 1;

W

f

(v) < 0 ,

~

f(v) = 0:

Â ñèëó òåîðåìû (4) èìååì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

wt(

v

) =

8

<

:

0; åñëè v = (0; : : : ; 0);

2

n�2

; åñëè W

f

(0) =W

f

(v); v 6= (0; : : : ; 0);

wt(f)� 2

n�2

; åñëè W

f

(0) = �W

f

(v); v 6= (0; : : : ; 0):

Íà îñíîâå äàííûõ óòâåðæäåíèé è ñîîòíîøåíèé ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëü-

òàò òåîðåìû.
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Î ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÌ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ ��ÀÔÎÂ Â

Ò�ÅÕÌÅ�ÍÎÌ ÅÂÊËÈÄÎÂÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ

Ì.Í.Åíèêååâ (Ìîñêâà)

1. Ñðåäè ìíîæåñòâà ïðîáëåì äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè è çàäà÷ îá óïàêîâ-

êàõ åñòü ðÿä ìàëîèññëåäîâàííûõ çàäà÷. Îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå

ñèñòåì âûïóêëûõ òåë (êîòîðûìè â ïðèðîäå ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, êëåòêè
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îðãàíè÷åñêèõ òêàíåé, êðèñòàëëû è ò.ä.) íà ïðåäìåò âîçìîæíîñòè èõ âçàè-

ìîñâÿçè ÷åðåç íåêîòîðûé îáùèé ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè. Ìíîæåñòâî âçàèìî-

ñâÿçåé ìåæäó îáúåêòàìè ñèñòåìû âûðàæàåòñÿ ãðà�îì, âåðøèíû êîòîðî-

ãî âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ðàññìàòðèâàåìûì âûïóêëûì òåëàì,

à íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ðåáåð ìåæäó íèìè � ñîîòâåòñòâåííî, íàëè÷èþ

èëè îòñóòñòâèþ îáùåãî ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè òåë. Äëÿ íà÷àëà òðåáóåòñÿ âû-

ÿñíèòü, âîçìîæíî ëè â ïðèíöèïå ïðåäñòàâèòü ïðîèçâîëüíûé ãðà� â âèäå

ñèñòåìû âûïóêëûõ òåë ñ îïèñàííûìè ñâîéñòâàìè.

Òåïåðü îïèøåì ïðîáëåìó áîëåå ñòðîãî. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïå-

öèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðà�îâ áåç êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü íà n âåðøèíàõ

â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå â âèäå ñèñòåì n îãðàíè÷åííûõ âû-

ïóêëûõ òåë ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè.

Íàïîìíèì, ÷òî âûïóêëûì òåëîì â R

3

íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ìíîæåñòâî òî-

÷åê, ñîäåðæàùåå, âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè, âåñü îòðåçîê

ìåæäó íèìè. Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîëàãàåì, ÷òî âûïóêëîå òåëî ñîäåðæèò ñâîþ

ãðàíèöó (ïîâåðõíîñòü) [1℄.

Íàçîâåì äâà âûïóêëûõ òåëà ñîïðèêàñàþùèìèñÿ, åñëè îíè íå èìåþò îá-

ùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, è ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî èõ îáùèõ òî÷åê, èìåþùåå

íåíóëåâóþ ïëîùàäü. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå îáùèå òî÷êè äâóõ ñîïðèêàñàþùèõñÿ

âûïóêëûõ òåë ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà n âûïóêëûõ òåë â R

3

, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ

íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Ñîïîñòàâèì ýòîé ñèñòåìå ãðà� G íà

n âåðøèíàõ, òàêîé, ÷òî ìåæäó ìíîæåñòâîì âåðøèí ãðà�à è ìíîæåñòâîì

âûïóêëûõ òåë ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ïðè÷åì äâå

âåðøèíû ãðà�à ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâó-

þùèå ýòèì âåðøèíàì âûïóêëûå òåëà ñîïðèêàñàþòñÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

òàêàÿ ñèñòåìà ñîïðèêàñàþùèõñÿ âûïóêëûõ òåë ïðåäñòàâëÿåò ãðà� G (âî-

îáùå ãîâîðÿ, êîãäà ìû óïîòðåáëÿåì âûðàæåíèå "ñèñòåìà ñîïðèêàñàþùèõñÿ

òåë", ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûå äâà òåëà èç ýòîé ñèñòåìû ñîïðèêàñàþòñÿ).

Íàçîâåì äâà âûïóêëûõ òåëà ñëàáî ñîïðèêàñàþùèìèñÿ, åñëè îíè íå èìå-

þò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, è ñóùåñòâóåò èõ îáùàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ â îá-

ëàñòè ãëàäêîñòè ïîâåðõíîñòè êàæäîãî èç ýòèõ òåë. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äâà

âûïóêëûõ òåëà ñîïðèêàñàþòñÿ, òî îíè ñëàáî ñîïðèêàñàþòñÿ. Ïðåäñòàâëåíèå

ãðà�à G íà n âåðøèíàõ â âèäå ñèñòåìû ñëàáî ñîïðèêàñàþùèõñÿ âûïóêëûõ

òåë îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñèñòåìû ñîïðèêàñàþùèõñÿ òåë.

Ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé ãðà� áåç êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü G íà n âåð-

øèíàõ. Çàäà÷àìè ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ

ãðà�àG: à) â âèäå ñèñòåìû n âûïóêëûõ òåë, ñëàáî ñîïðèêàñàþùèõñÿ ïî ãðà-

�ó G; á) â âèäå ñèñòåìû n âûïóêëûõ òåë, ñîïðèêàñàþùèõñÿ ïî ãðà�ó G; â)

â âèäå ñèñòåìû n ñîïðèêàñàþùèõñÿ ïî ãðà�ó G âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ãðà� G áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð
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ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí âñåìè ýòèìè ñïîñîáàìè. Ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðà�à â âèäå ñèñòåìû ñîïðèêàñàþùèõ-

ñÿ ìíîãîãðàííèêîâ ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ åãî ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå

ñèñòåìû ñëàáî ñîïðèêàñàþùèõñÿ âûïóêëûõ òåë. Òàêæå, èç ýòîãî î÷åâèäíî

ñëåäóåò ðàâíîñèëüíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðà�à â âèäå à) è á).

2. Åñòåñòâåííî â ïåðâóþ î÷åðåäü ïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü ïðèìåðû ïðåäñòàâ-

ëåíèé äëÿ ñëó÷àÿ ïîëíîãî ãðà�à íà n âåðøèíàõ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî n > 0 ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå ïîëíîãî ãðà�à

G áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð íà n âåðøèíàõ ñèñòåìîé n ñëàáî ñîïðèêà-

ñàþùèõñÿ âûïóêëûõ òåë.

Ïî ïðè÷èíå íåäîñòàòêà ìåñòà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïóñòèì. Ïîêà-

æåì òåïåðü, êàêèì îáðàçîì, èìåÿ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü

ïðåäñòàâëåíèå ãðà�à G â âèäå n ñîïðèêàñàþùèõñÿ âûïóêëûõ ìíîãîãðàí-

íèêîâ.

Âîçüìåì ñóùåñòâóþùåå ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ïðåäñòàâëåíèå ïîëíîãî ãðà-

�à G íà n âåðøèíàõ â âèäå ñèñòåìû n ñëàáî ñîïðèêàñàþùèõñÿ âûïóêëûõ

òåë

� = f�

1

; : : : ;�

n

g . Ëþáûå äâà òåëà èç ìíîæåñòâà � ñëàáî ñîïðèêàñàþò-

ñÿ. Äëÿ òåëà �

i

ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî îáùèõ ñ îñòàëüíûìè òåëàìè

ñèñòåìû � êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé �

ij

, ãäå j = 1; : : : ; i � 1; i+ 1; : : : ; n, ñî-

äåðæàùèõ âñå îáùèå òî÷êè òåë �

i

è �

j

. Ïóñòü ìíîãîãðàííèê F

i

îãðàíè÷åí

ïëîñêîñòÿìè �

ij

òàêèì îáðàçîì, ÷òî òåëî �

i

ëåæèò âíóòðè ìíîãîãðàííè-

êà F

i

. Òàêîé ìíîãîãðàííèê ñóùåñòâóåò: ïóñòü åñòü òåëî �

i

ñ êàñàòåëüíûìè

ïëîñêîñòÿìè �

ij

äëÿ j = 1; : : : ; i � 1; i + 1; : : : ; n. Ïî îïðåäåëåíèþ, âûïóê-

ëûé ìíîãîãðàííèê çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Âîçüìåì îäíó

èç ïëîñêîñòåé ñ óðàâíåíèåì 

ij

= 0. Äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðûå

äåëèò âñå ïðîñòðàíñòâî ýòà ïëîñêîñòü, çàäàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè 

ij

> 0 è



ij

6 0. Ìû áåðåì òî ïîëóïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ëåæèò òåëî �

i

è çàïèñû-

âàåì íåðàâåíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó â ñèñòåìó. Äëÿ

âñåõ ïàð (i; j), 1 > i 6= j > n, ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, çàäàþùèõ âû-

ïóêëûé ìíîãîãðàííèê. Ýòà ñèñòåìà ðàçðåøèìà â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ òåëà

�

i

, äëÿ âñåõ òî÷åê êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ âñå íåðàâåíñòâà ñèñòåìû.

Çàìåòèì, ÷òî F

i

íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîãîãðàííè-

êîì. Ïóñòü ñðåäè ìíîãîãðàííèêîâ åñòü íåîãðàíè÷åííûé ìíîãîãðàííèê F

i

.

Ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå âûïóêëûõ òåë

T

�

i

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæå-

ñòâîì, ñóùåñòâóåò êóá �, âíóòðè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ âñå ýòî îáúåäèíåíèå.

Òîãäà îòáðîñèì îò ìíîãîãðàííèêà F

i

âñå òî÷êè, ëåæàùèå âíå êóáà � è ïî-

ëó÷èì îãðàíè÷åííûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ âïèñàííûì â íåãî òåëîì

�

i

.
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Èòàê, åñòü ñèñòåìà ìíîãîãðàííèêîâ F = fF

1

; : : : ; F

n

g. Ïðèâåäåì íåñêîëü-

êî óòâåðæäåíèé, êîòîðûå, â öåëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà, ëèáî ââèäó èõ î÷åâèä-

íîñòè, îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ëåììà 1. Ó ëþáûõ äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ èç F = fF

1

; : : : ; F

n

g íåò îáùèõ

âíóòðåííèõ òî÷åê.

Âñå îáùèå òî÷êè äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ èç F = fF

1

; : : : ; F

n

g ëåæàò â

îäíîé ïëîñêîñòè. Ëþáàÿ îáùàÿ òî÷êà òåëà �

i

ñ êàêèì-ëèáî òåëîì �

j

, ðàñ-

ïîëîæåííàÿ â îáëàñòè ãëàäêîñòè ãðàíèöû îáîèõ òåë, ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè

ìíîãîãðàííèêà F

i

, ïðè÷åì ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé íåêîòîðîé åãî ãðà-

íè, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ îáùèõ òî÷åê äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ

èìååò íåíóëåâóþ ïëîùàäü.

Ëåììà 2. Ìíîãîãðàííèêè F

i

è F

j

, ïîñòðîåííûå âîêðóã ñëàáî ñîïðèêà-

ñàþùèõñÿ òåë �

i

è �

j

èç ìíîæåñòâà �, ñîïðèêàñàþòñÿ.

Èç Òåîðåìû 1 è Ëåìì 1, 2 ñëåäóåò

Òåîðåìà 2. Ïóñòü � = f�

1

; : : : ;�

n

g � ìíîæåñòâî ïîïàðíî ñëàáî ñî-

ïðèêàñàþùèõñÿ âûïóêëûõ òåë. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî ìíî-

ãîãðàííèêîâ F = fF

1

; : : : ; F

n

g, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ ñîïðèêàñàþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñèñòåìà � ïðåäñòàâëÿåò ïîëíûé ãðà� G íà n âåð-

øèíàõ â âèäå ñèñòåìû ñëàáî ñîïðèêàñàþùèõñÿ âûïóêëûõ òåë, òî ñèñòåìà

F ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðà�à G â âèäå ñèñòåìû ñîïðèêàñàþùèõñÿ âû-

ïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

3.ÏóñòüG

0

- ïðîèçâîëüíûé ãðà� áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð íà n âåðøè-

íàõ. Èìåÿ ïðèìåð ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîãî ãðà�à G íà n âåðøèíàõ ñèñòåìîé

n ñëàáî ñîïðèêàñàþùèõñÿ âûïóêëûõ òåë, è ñîâåðøèâ íåêîòîðûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ íàä òåëàìè èç ýòîé ñèñòåìû, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèå ãðà-

�à G

0

ñëàáî ñîïðèêàñàþùèìèñÿ âûïóêëûìè òåëàìè (íàïîìíèì ñíîâà, ÷òî

íå ëþáûå äâà èç òåë íîâîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñëàáî ñîïðèêàñàþùèìèñÿ).

Âûðàæàÿñü áóêâàëüíî, ìû îòñåêàåì íåêîòîðûå ìíîæåñòâà òî÷åê îò òåë èç

ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùåé ïîëíûé ãðà�, è, òàêèì îáðàçîì, èçîëèðóåì äðóã

îò äðóãà òåëà, ñîîòâåòñòâóþùèå íåñìåæíûì âåðøèíàì ãðà�à G

0

.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî ãðà�à G

0

áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð íà n âåð-

øèíàõ ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñèñòåìû ñëàáî ñîïðèêàñàþùèõñÿ

âûïóêëûõ òåë â R

3

.

Êðîìå ýòîãî, âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî ãðà�à G

0

áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð íà n âåð-

øèíàõ ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñèñòåìû n ñîïðèêàñàþùèõñÿ âû-

ïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ â R

3

.
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Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ìîãóò áûòü íàïðàâëåíû íà îáîáùå-

íèå ðåçóëüòàòîâ, íàïðèìåð íà ñëó÷àé ïðåäñòàâëåíèé áåñêîíå÷íûõ ãðà�îâ,

óïðîùåíèå ïðåäñòàâëåíèé îïèñàííûõ âèäîâ äëÿ îïðåäåëåííûõ òèïîâ ãðà-

�îâ, à òàêæå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðà�îâ ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âèä

ïðåäñòàâëÿþùèõ èõ òåë.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óí-

äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 05-01-00994), Ïðîãðàììû ïîääåðæêè

âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô è Ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé

Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê �ÀÍ "Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå

ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè"(ïðîåêò "Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâ-

ëÿþùèõ ñèñòåì").

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Áîëòÿíñêèé Â. �., ßãëîì È. Ì. Âûïóêëûå �èãóðû è òåëà // Ýíöèêëî-

ïåäèÿ ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè. Òîì V. �åîìåòðèÿ. Ñ. 182-269. Ì.: Íàóêà,

1966.

Î ÅÄÈÍÈ×ÍÛÕ ÄÈÀ�ÍÎÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÅÑÒÀÕ

ÄËß ÁËÎ×ÍÛÕ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÕ ÑÕÅÌ

ÍÅÊÎÒÎ�Î�Î ÊËÀÑÑÀ

È.À.Èëüèí (Ìîñêâà)

Â ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä ìóëüòèðàçáèåíèé, ïðåäëîæåííûé ðàíåå â

[4�6℄ äëÿ ïîñòðîåíèÿ åäèíè÷íûõ äèàãíîñòè÷åñêèõ òåñòîâ ðàçìûêàíèÿ äëÿ

íåêîòîðûõ êëàññîâ áëî÷íûõ êîíòàêòíûõ ñõåì.

Îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé, êîòîðûå íå äàíû â ýòîì òåêñòå, ìîæíî íàéòè,

íàïðèìåð, â [1�3℄. Âñÿêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïîðÿäî÷åííûõ ïîêðûòèé

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A áóäåì íàçûâàòü ìóëüòèïîêðûòèåì ìíîæåñòâà A.

Ìóëüòèïîêðûòèå íàçîâåì ðàçëè÷èìûì, åñëè âñå êîìïîíåíòû âñåõ âõîäÿùèõ

â íåãî ïîêðûòèé ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïóñòü S � ÊÑ ñ ìíîæåñòâîì âõîäíûõ

ïîëþñîâ fa

1

; : : : ; a

p

0

g è ñ ìíîæåñòâîì âûõîäíûõ ïîëþñîâ fb

1

; : : : ; b

p

1

g. Ïî-

ñòðîèì ïî S äâóõïîëþñíóþ ÊÑ

^

S

�;�

êàê ïîäñõåìó ñõåìû S, ñîäåðæàùóþ

ëèøü ïðîâîäÿùèå öåïè, èäóùèå èç ïîëþñà a

�

â ïîëþñ b

�

. Ïðîöåññ ïîëó÷å-

íèÿ ñõåìû

^

S

�;�

èç S áóäåì íàçûâàòü îïåðàöèåé óñå÷åíèÿ. Åñëè ÷èñëî âû-

õîäîâ ÊÑ S

1

ðàâíî ÷èñëó âõîäîâ ÊÑ S

2

è ðàâíî p, òî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ

ïðèñîåäèíåíèÿ S

2

ê S

1

, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â îòîæäåñòâëåíèè i-ãî âûõîäà S

1

ñ

i-ì âõîäîì S

2

, i = 1; p. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñõåìà S = S

1

S

2

, âõîäàìè
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êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âõîäû S

1

, à âûõîäàìè � âûõîäû S

2

. Åñëè ÷èñëî âûõî-

äîâ S

1

íå ðàâíî ÷èñëó âõîäîâ S

2

, òî îïåðàöèÿ ïðèñîåäèíåíèÿ S

2

ê S

1

íå

îïðåäåëåíà.

Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè ïîíÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíîé áëî÷íîé ñõåìû (ÏÁÑ)

íàä áàçèñîì B.

Áàçèñ èíäóêöèè. Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå (êàê ïðàâèëî � êîíå÷íîå) ìíî-

æåñòâî B ñõåì (íàçûâàåìûõ áëîêàìè) ñ âûäåëåííûìè âõîäàìè è âûõîäàìè.

Êàæäûé áëîê èç óêàçàííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ÏÁÑ íàä áàçèñîì B.

Øàã èíäóêöèè. Åñëè ñõåìà S

1

� ÏÁÑ íàä B, à ñõåìà S

2

� ñõåìà, îäíîòèï-

íàÿ áëîêó èç B, òàêàÿ, ÷òî íè îäíî èç óïðàâëÿþùèõ åé ðåëå íå óïðàâëÿåò

ñõåìîé S

1

, è îïåðàöèÿ ïðèñîåäèíåíèÿ S

2

ê S

1

îïðåäåëåíà, òî ïîëó÷àþùàÿñÿ

â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ñõåìà S ÿâëÿåòñÿ ÏÁÑ íàä B.

ÏÁÑ S íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òèïîâ ñî-

ñòàâëÿþùèõ åå áëîêîâ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ íóëåâûì ïðåäïåðèîäîì.

Åñëè S � ïåðèîäè÷åñêàÿ ÏÁÑ, òî è

^

S

�;�

áóäåì ñ÷èòàòü äâóõïîëþñíîé ïå-

ðèîäè÷åñêîé ÏÁÑ. ÏÁÑ S ñ n áëîêàìè íàçûâàåòñÿ r-äîñòèæèìîé, åñëè èç

ëþáîãî âõîäà i-ãî áëîêà ìîæíî ïîïàñòü ïî ïðîâîäÿùåé öåïè â ëþáîé âû-

õîä (i + r � 1)-ãî áëîêà, i = 1; : : : ; n � r + 1. Íàçîâåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî

ïðîñòûõ ïðîâîäÿùèõ öåïåé íåêîòîðîé êîíòàêòíîé ñõåìû S ïîêðûâàþùèì,

åñëè ëþáîé êîíòàêò ñõåìû ïðèíàäëåæèò êàêîé-ëèáî öåïè ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ïîêðûâàþùåå ìíîæåñòâî öåïåé áóäåì íàçûâàòü äèàãíîñòè÷åñêèì ìíîæå-

ñòâîì öåïåé, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû êîíòàêòîâ ñõåìû â ýòîì ìíîæåñòâå íàé-

äåòñÿ öåïü, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäèí êîíòàêò ýòîé ïàðû. Ïðîñòóþ

ïðîâîäÿùóþ öåïü, ñîåäèíÿþùóþ âõîä è âûõîä ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè

(íàïðèìåð, âõîä a

�

ñ âûõîäîì b

�

) â ñõåìå S, íàçîâåì öèêëè÷åñêîé. Ìíîæå-

ñòâî öåïåé, â êîòîðîì âñå öåïè � öèêëè÷åñêèå, áóäåì íàçûâàòü öèêëè÷åñêèì.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÏÁÑ, áëîêè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ïðîâî-

äÿùèìè ðàçäåëèòåëüíûìè ïî âõîäàì è âûõîäàì ñõåìàìè. Êëàññ òàêèõ ïåðè-

îäè÷åñêèõ ÏÁÑ ñ ìàêñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì êîíòàêòîâ â áëîêàõ, ðàâíûì

�, îáîçíà÷èì ÷åðåç �

�

, à êëàññ ñõåì, ïîëó÷åííûõ óñå÷åíèåì ñõåì èç êëàññà

�

�

, îáîçíà÷èì ÷åðåç

^

�

�

.

Äîïóñòèì, ÷òî îñíîâíîé ïåðèîä äëèíû � íåêîòîðîé ñõåìû S 2 �

�

èìå-

åò âèä �

d

= H

1

H

2

: : : H

�

. Ïóñòü D

0

� ïîêðûâàþùåå ìíîæåñòâî öåïåé äëÿ

S, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå q, ÷òî

êàæäàÿ öåïü ìíîæåñòâà D

0

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêîå ïîâòîðåíèå

ñâîåãî íà÷àëà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ïåðâûå �q áëîêîâ ñõåìû (ïðè ýòîì íîìå-

ðà ïðèíàäëåæàùèõ ýòîé öåïè âõîäà ïåðâîãî áëîêà ñõåìû è âûõîäà (�q)-ãî

áëîêà ñõåìû äîëæíû ñîâïàäàòü). Ïóñòü q

0

� ìèíèìàëüíîå èç òàêèõ q. Òîãäà

âåëè÷èíó (�q

0

) íàçîâåì äëèíîé ñâåðõïåðèîäà, à ñõåìó [�

d

℄

q

0

� ñâåðõïåðèî-

äîì), ïîðîæäåííûì ïåðèîäîì �

d

è ìíîæåñòâîì öåïåé D

0

. Äëèíó ñâåðõïå-

ðèîäà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç T = T (�

d

; D

0

), à ñàì ñâåðõïåðèîä � ÷åðåç

~

�

d

.

Ìíîæåñòâî öåïåé D

0

áóäåì íàçûâàòü áàçîâûì. Ïóñòü D (jDj = k) � íåêîòî-
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ðîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ïðîâîäÿùèõ öåïåé â ñõåìå S

n

(�

d

) ñî ñâåðõïåðèîäîì

~

�

d

îòíîñèòåëüíî áàçîâîãî ìíîæåñòâà D

0

. Òîãäà ïî ïðèçíàêó ïðîõîæäåíèÿ

÷åðåç êîíòàêòû i-ãî áëîêà ñõåìû äàííûå öåïè îáðàçóþò ïîêðûòèå ñ óïî-

ðÿäî÷åííûìè êîìïîíåíòàìè (ê j-îé êîìïîíåíòå ïîêðûòèÿ îòíîñÿòñÿ òå è

òîëüêî òå öåïè, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç j-ûé êîíòàêò áëîêà), à ïðè ðàññìîò-

ðåíèè âñåõ ïîêðûòèé, ïîðîæäåííûõ ìíîæåñòâîì D è áëîêàìè ñõåìû, âîç-

íèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêðûòèé, ýëåìåíòàìè ïîêðûòèé êîòîðîé ÿâëÿ-

þòñÿ öåïè ìíîæåñòâà D. Ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêðûòèé ìû â äàëüíåé-

øåì áóäåì íàçûâàòü (

~

�

d

; D; k; n)-ìóëüòèïîêðûòèåì, ïîðîæäåííûì ìíî-

æåñòâîì öåïåé D. Âñÿêóþ êîìáèíàòîðíóþ êîí�èãóðàöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ

(

~

�

d

; D; k; n)-ìóëüòèïîêðûòèåì ïðè íåêîòîðîì D, áóäåì íàçûâàòü (

~

�

d

; k; n)-

ìóëüòèïîêðûòèåì. (

~

�

d

; k; n)-ìóëüòèïîêðûòèå íàçîâåì öèêëè÷åñêèì, åñëè

n êðàòíî T (

~

�

d

) è D � öèêëè÷åñêîå ìíîæåñòâî öåïåé. Íàçîâåì (

~

�

d

; k; n)-

ìóëüòèïîêðûòèå ðàçëè÷èìûì, åñëè âñå êîìïîíåíòû åãî ïîêðûòèé ïîïàð-

íî ðàçëè÷íû. Íàçîâåì (

~

�

d

; k; n)-ìóëüòèïîêðûòèå ñëàáîðàçëè÷èìûì îòíî-

ñèòåëüíî D

0

, åñëè (

~

�

d

; k; n)-ìóëüòèïîêðûòèå, ïîðîæäåííîå ìíîæåñòâîì öå-

ïåé D[D

0

, ðàçëè÷èìîå. Ïðè ýòîì áóäóò äîïóñêàòüñÿ è ïóñòûå êîìïîíåíòû.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè â ñõåìå S

n

(�

d

) 2 �

�

ìíîæåñòâî öåïåé D ïî-

ðîæäàåò ðàçëè÷èìîå ìóëüòèïîêðûòèå, òî D � äèàãíîñòè÷åñêîå ìíîæå-

ñòâî öåïåé.

Óòâåðæäåíèå 2. Â äâóõïîëþñíîé îäíîçíà÷íî-ïðîâîäÿùåé ÊÑ ñóùå-

ñòâîâàíèå äèàãíîñòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà öåïåé ìîùíîñòè l ðàâíîñèëüíî

ñóùåñòâîâàíèþ åäèíè÷íîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà ðàçìûêàíèÿ äëèíû l.

�àññìîòðèì ÏÁÑ S

1

è S

2

. Ïóñòü V

1

� ìíîæåñòâî âåðøèí ñõåìû S

1

, V

2

�

ìíîæåñòâî âåðøèí S

2

; ñîîòâåòñòâåííî X

1

, X

2

� ñîâîêóïíîñòè èõ óïðàâëÿ-

þùèõ ïåðåìåííûõ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî S

1

èçîìîð�íà S

2

, åñëè ñóùåñòâóþò

âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ' : V

1

! V

2

è � : X

1

! X

2

òàêèå, ÷òî

åñëè âåðøèíà v

1

â ñõåìå S

1

èíöèäåíòíà âåðøèíå v

2

è îíè ñîåäèíåíû êîí-

òàêòîì ñ ïîìåòêîé x

�

i

i

, òî '(v

1

) â S

2

èíöèäåíòíà '(v

2

), à ñîåäèíåíû îíè

êîíòàêòîì, ïîìå÷åííûì �(x

i

)

�

i

. Ïóñòü ÏÁÑ S

1

è S

2

èçîìîð�íû. Óïîðÿäî-

÷åííûå ìíîæåñòâà öåïåé D

1

= (z

0

1

; : : : ; z

0

k

) â S

1

è D

2

= (z

00

1

; : : : ; z

00

k

) â S

2

íàçîâåì èçîìîð�íûìè, åñëè z

0

1

èçîìîð�íà z

00

1

(òî åñòü z

0

1

ïðîõîäèò â S

1

÷å-

ðåç òå æå êîíòàêòû, ÷òî è z

00

1

â S

2

), ... , z

0

k

èçîìîð�íà z

00

k

. Ïîä çàïèñüþ z � S

áóäåì ïîíèìàòü ¾öåïü z ïðèíàäëåæèò ñõåìå S¿, ïîä çàïèñüþ k� l (k; l 2 N)

� ðåçóëüòàò äåëåíèÿ íàöåëî ÷èñëà k íà ÷èñëî l, ïîä çàïèñüþ kmod l � îñòà-

òîê îò äåëåíèÿ k íà l. Ïóñòü, äàëåå, èìåþòñÿ äâå ÏÁÑ S

1

è S

2

, äëÿ êîòîðûõ

îïðåäåëåíî èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå S = S

1

S

2

, z

1

� S

1

; z

2

� S

2

, z

1

èíöèäåíòíà âûõîäó ñõåìû S

1

ñ íîìåðîì j, z

2

èíöèäåíòíà âõîäó ñõåìû S

2

ñ

íîìåðîì j. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíûì ñîåäèíåíèåì öåïåé z

1

è z

2

áóäåì íàçû-

âàòü öåïü z � S, ïðîõîäÿùóþ â S

1

ïî êîíòàêòàì z

1

, à â S

2

� ïî êîíòàêòàì
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z

2

. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî êàê z = z

1

z

2

èëè z = z

1

� z

2

. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

â ïåðèîäè÷åñêîé ÏÁÑ S èìååòñÿ íåêîòîðîå öèêëè÷åñêîå ìíîæåñòâî öåïåé

D = (z

1

; z

2

; : : : ; z

k

). Ïóñòü ÏÁÑ S

0

= S

1

S

2

: : : S

m

, ãäå S

i

; i = 1;m � ñõåìû,

èçîìîð�íûå S. Òîãäà çàD

m

áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî öåïåé (z

m

1

; : : : ; z

m

k

)

â ñõåìå S

0

, ãäå z

m

j

= z

j

z

j

: : : z

j

| {z }

m ðàç

; j = 1; k (ýòè öåïè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû â

ñèëó öèêëè÷íîñòè D).

�àññìîòðèì íåêîòîðóþ r-äîñòèæèìóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ÏÁÑ S ñ ïåðèî-

äîì äëèíû � , ñîñòîÿùóþ èç l (l êðàòíî �) áëîêîâ è íåêîòîðóþ öåïü z â ýòîé

ñõåìå. Ïóñòü z èíöèäåíòíà âõîäó ñõåìû S ñ íîìåðîì j

1

è âûõîäó ñ íîìå-

ðîì j

2

. Ïóñòü, òàêæå, z ïðîõîäèò ÷åðåç k

1

-é âûõîä r-ãî áëîêà è ÷åðåç âõîä

(l�r+1)-ãî áëîêà, èìåþùèé íîìåð k

2

. Ïðàâûì öèêëè÷åñêèì r-äîïîëíåíèåì

öåïè z â ñõåìå S áóäåì íàçûâàòü ëþáóþ èç öåïåé z

0

� S, ïîñòðîåííûõ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: â ïåðâûõ (ëåâûõ) l � r áëîêàõ S öåïü z

0

ïðîõîäèò ÷åðåç

òå æå êîíòàêòû, ÷òî è z; â ïîñëåäíèõ r áëîêàõ ñõåìû S z

0

ïðîõîäèò ÷åðåç

êîíòàêòû ëþáîé èç öåïåé, ñîåäèíÿþùèõ âõîä (l� r+1)-ãî áëîêà ïîä íîìå-

ðîì k

2

, ñ j

1

-ûì âûõîäîì S (â ñèëó r-äîñòèæèìîñòè S, õîòÿ áû îäíà òàêàÿ

öåïü íàéäåòñÿ). Àíàëîãè÷íî, ëåâûì öèêëè÷åñêèì r-äîïîëíåíèåì öåïè z â

ñõåìå S íàçîâåì ëþáóþ èç öåïåé z

00

� S, ïîñòðîåííûõ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: â ïåðâûõ l áëîêàõ S öåïü z

00

ïðîõîäèò ÷åðåç êîíòàêòû ëþáîé èç öåïåé,

ñîåäèíÿþùèõ j

2

-é âõîä ñõåìû S  k

1

-ì âûõîäîì r-ãî áëîêà; â îñòàëüíûõ

l� r áëîêàõ z

00

ïðîõîäèò ïî òåì æå êîíòàêòàì, ÷òî è z. Ïðàâîå è ëåâîå öèê-

ëè÷åñêèå r-äîïîëíåíèÿ öåïè z â ñõåìå S îáîçíà÷èì çà E

+

r

(z; S) è E

�

r

(z; S)

ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî (�) öèêëè÷åñêèõ r-äîïîëíåíèé:

åñëè äëÿ ñõåìû S èìååòñÿ (

~

�

d

; k; l)-ìóëüòèïîêðûòèåM, ïîðîæäåííîå íåêî-

òîðûì ìíîæåñòâîì öåïåé D, z 2 D, à z

0

(z

00

) � ïðàâîå (ëåâîå) öèêëè÷åñêîå

r-äîïîëíåíèå öåïè z, òî ïðè äîáàâëåíèè z

0

(z

00

) â D â ïåðâûõ (ïîñëåäíèõ)

l�r ïîêðûòèÿõ ìóëüòèïîêðûòèÿM öåïü z

0

(z

00

) ïîïàäåò â òå æå êîìïîíåí-

òû, ÷òî è z.

Ëåììà 1. Åñëè äëÿ r-äîñòèæèìîé ïåðèîäè÷åñêîé ÏÁÑ S

m

(�

d

) 2 �

�

ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêîå ñëàáîðàçëè÷èìîå îòíîñèòåëüíî áàçîâîãî ìíîæå-

ñòâà öåïåé D

0

(

~

�

d

; k;m)-ìóëüòèïîêðûòèå è T > 2r, òî äëÿ ëþáîãî s 2 N

ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêîå ñëàáîðàçëè÷èìîå îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà D

n

s

m

0

(

~

�

d

; k

s

; n

s

)-ìóëüòèïîêðûòèå, ãäå k

s

= k(2s� 1), n

s

= m(

m

T

)

s�1

.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî s.

Áàçèñ èíäóêöèè. Ïðè s = 1 óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ëåììû,

è ñïðàâåäëèâîñòü åãî î÷åâèäíà.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ s = s

0

, òî åñòü ïîñòðîåíî

öèêëè÷åñêîå ñëàáîðàçëè÷èìîå îòíîñèòåëüíî D

0

(

~

�

d

; k

s

0

; n

s

0

)-ìóëüòèïîêðû-

òèå. Ïîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî è äëÿ s = s

0

+ 1. �àññìîòðèì ñõåìó S

s

0

+1

=
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S

n

s

0

+1

(�

d

), ñîîòâåòñòâóþùóþ s = s

0

+1. Îáîçíà÷èì çà S

[1℄

s

0

+1

; : : : ; S

[m=T ℄

s

0

+1

ïîä-

ñõåìû ñõåìû S

s

0

+1

äëèíû s

0

. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, äëÿ êàæäîé èç

ñõåì S

[1℄

s

0

+1

; : : : ; S

[m=T ℄

s

0

+1

ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêîå ñëàáîðàçëè÷èìîå (

~

�

d

; k

s

0

; n

s

0

)-

ìóëüòèïîêðûòèå. Ïóñòü òàêèå ìóëüòèïîêðûòèÿ ïîðîæäåíû ìíîæåñòâàìè

öåïåé

D

[1℄

s

0

+1

; : : : ; D

[m=T ℄

s

0

+1

, è D

[1℄

s

0

+1

= (ẑ

[1℄

1

; : : : ; ẑ

[1℄

k

s

0

); : : : ; D

[m=T ℄

s

0

+1

= (ẑ

[m=T ℄

1

; : : : ; ẑ

[m=T ℄

k

s

0

).

Òàê êàê (â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè) ñõåìû S

[1℄

s

0

+1

; : : : ; S

[m=T ℄

s

0

+1

èçîìîð�íû äðóã

äðóãó, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî è ìíîæåñòâà öåïåéD

[1℄

s

0

+1

; : : : ; D

[m=T ℄

s

0

+1

òàêæå èçî-

ìîð�íû äðóã äðóãó (âñåãäà ìîæíî òàêèì îáðàçîì ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ìóëüòèïîêðûòèÿ). È ïîñêîëüêó ýòè ìíîæåñòâà öåïåé öèêëè÷åñêèå, òî

â ñõåìå S

s

0

+1

ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî öåïåé

^

D

s

0

+1

= (ẑ

1

; : : : ; ẑ

k

s

0

),

ãäå ẑ

j

= ẑ

[1℄

j

ẑ

[2℄

j

: : : ẑ

[m=T ℄

j

; j = 1; k

s

0

.

�àññìîòðèì ñõåìó S

1

= S

m

(�

d

), ñîîòâåòñòâóþùóþ áàçèñó èíäóêöèè.

Ïóñòü èñõîäíîå (

~

�

d

; k;m)-ìóëüòèïîêðûòèå ïîðîæäåíî ìíîæåñòâîì öåïåé

D

1

= (�z

1

; : : : ; �z

k

). Çà S

(1)

1

; : : : ; S

(m=T )

1

îáîçíà÷èì ïîäñõåìû ñõåìû S

1

äëèíû T ,

à çà �z

(1)

1

; : : : ; �z

(m=T )

1

; : : : ; �z

(1)

k

; : : : ; �z

(m=T )

k

îáîçíà÷èì ó÷àñòêè öåïåé èçD

1

, ïðî-

õîäÿùèå ÷åðåç S

(1)

1
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n

. Îí ñîñòîèò èç 2

n

âåðøèí, êàæäàÿ

âåðøèíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (x

1

; :::; x

n

) èç íóëåé è åäè-

íèö äëèíû n. ×ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè

âåðøèíû.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîåêöèè âåðøèí íà k-ìåðíûå ãðàíè ýòîãî êóáà.

Íàçîâåì ãðàíü çàäàííóþ íàïðàâëåíèÿìè i

1

; i

2

; :::; i

k

è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç

òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (0; : : : ; 0) êàíîíè÷åñêîé k-ìåðíîé ãðàíüþ �

i

1

;:::;i

k

. Íà-

ïðèìåð, ãðàíü �

1;:::;k

ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ (�

1

; : : : ; �

k

; 0; : : : ; 0),

45



ãäå �

1

; : : : ; �

k

2 f0; 1g. ×èñëî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ â ëþáîé ãðàíè �

i

1

;:::;i

k

ðàâ-

íî 2

k

. Ëþáóþ k-ìåðíóþ ãðàíü �

i

1

;:::;i

k

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê k-ìåðíûé

áóëåâ êóá B

k

. Ïðîåêöèåé âåðøèíû (x

1

; : : : ; x

n

) n-ìåðíîãî êóáà B

n

íà ãðàíü

�

i

1

;:::;i

k

íàçûâàåòñÿ âåðøèíà êóáà B

k

ñ êîîðäèíàòàìè (x

i

1

; : : : ; x

i

k

). Ïðî-

åêöèåé ïîäìíîæåñòâà âåðøèí f(x

1

1

; : : : ; x

1

n

); : : : ; (x

m

1

; : : : ; x

m

n

)g n-ìåðíîãî êó-

áà B

n

íà ãðàíü �

i

1

;:::;i

k

íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ñ êîîðäèíàòàìè

f(x

1

(

i

1

); : : : ; x

1

(

i

n

)); : : : ; (x

m

(

i

1

); : : : ; x

m

(

i

n

))g.

Ïóñòü çàäàíî ïîäìíîæåñòâî � âåðøèí n-ìåðíîãî áóëåâà êóáà B

n

. Òîãäà

ïðè ïðîåöèðîâàíèè åãî íà ãðàíü �

i

1

;:::;i

k

ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî

� âåðøèí k-ìåðíîãî áóëåâà êóáà B

k

. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí áóëåâî-

ãî êóáà � = f(x

1

1

; : : : ; x

1

n

); : : : ; (x

j�j

1

; : : : ; x

j�j

n

)g ìîæíî çàäàòü ìàòðèöåé M

�

ðàçìåðà n � j�j ñîñòîÿùåé èç ñòîëáöîâ êîîðäèíàò âåðøèí âõîäÿùèõ â ýòî

ïîäìíîæåñòâî. Ýòà ìàòðèöà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

0

B

B

�

x

1

1

: : : x

j�j

1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

1

n

: : : x

j�j

n

1

C

C

A

Òîãäà ìàòðèöà M

�

ïîäìíîæåñòâà �, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ïðîåêöèè

ïîäìíîæåñòâà � íà ãðàíü �

i

1

;:::;i

k

, áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

0

B

B

�

x

1

i

1

: : : x

j�j

i

1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

1

i

k

: : : x

j�j

i

k

1

C

C

A

Ýòà ìàòðèöà áóäåò èìåòü ðàçìåð k � j�j.

Åñëè ðàçëè÷íûå âåðøèíû n-ìåðíîãî êóáà B

n

ïðîåöèðóþòñÿ â îäíó è

òó æå âåðøèíó k-ìåðíîãî êóáà B

k

, òî â ìàòðèöå M

�

âîçíèêàþò îäèíàêî-

âûå ñòîëáöû. Åñëè óäàëèòü âñå ïîâòîðåíèÿ ýòèõ ñòîëáöîâ, òî ïîëó÷èâøàÿñÿ

ìàòðèöà M

0

�

çàäàåò òî æå ìíîæåñòâî �.

Ïðîåöèðîâàíèå íà ãðàíü �

i

1

;:::;i

k

ðàâíîçíà÷íî âûáîðó k ñòðîê ñ íîìåðàìè

i

1

; : : : ; i

k

è âû÷åðêèâàíèþ îñòàëüíûõ ñ ïîñëåäóþùèì óäàëåíèåì ïîâòîðåíèé

ñòîëáöîâ. Âñåãî èìååòñÿ 2

2

k

� 1 ðàçëè÷íûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ �.

Íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî � êóáà B

n

(n; k)-óíèâåðñàëüíûì åñëè ñðåäè âñåõ

åãî ïðîåêöèé íà êàíîíè÷åñêèå k-ìåðíûå ãðàíè ñîäåðæàòñÿ âñå âîçìîæíûå

2

2

k

�1 íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà k-ìåðíîãî êóáà B

k

. Äëÿ âñÿêîãî k îáîçíà÷èì

÷åðåç n(k) íàèìåíüøåå ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî â êóáå B

n

ñóùåñòâóåò õîòÿ

áû îäíî (n; k)-óíèâåðñàëüíîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí.

Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â íàõîæäåíèè îöåíîê âåëè÷èíû n(k) è â

ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî (n; k)-óíèâåðñàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà âåðøèí

â êóáå B

n

.

46



Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü k = 1, òîãäà n = 3 è (n; k)-óíèâåðñàëüíîå ïîä-

ìíîæåñòâî âåðøèí � èìååò ñëåäóþùèé âèä:

0

�

1 1

1 0

0 0

1

A

Îäíîìåðíûé áóëåâ êóá B

1

ñîñòîèò èç äâóõ âåðøèí. Èõ êîîðäèíàòû: (0) è

(1). Âñåãî åñòü òðè íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà âåðøèí: f(0)g, f(1)g è f(0); (1)g.

Áåðÿ ïðîåêöèè íà ïåðâîå, âòîðîå è òðåòüå íàïðàâëåíèÿ, ïîëó÷àåì âñå ïîä-

ìíîæåñòâà îäíîìåðíîãî êóáà.

Ïðîñòåéøèå îöåíêè âåëè÷èíû n(k) äàþòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïðè ëþáîì k âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

k

e

2

2

k

k

(1� 2

�2

k

)

1

k

� n(k) � k2

2

k

:

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ îöåíîê ïðèâåäåíû â ëåììàõ 1 è 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ÷èñëî âåðøèí â êóáå B

k

, N = 2

k

.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

k

e

2

2

k

k

(1 � 2

�2

k

)

1

k

�

n(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî âîçìîæíûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ � íå ïðåâû-

øàåò ÷èñëà êàíîíè÷åñêèõ ãðàíåé �

i

1

;:::;i

k

. Âñåãî ðàçëè÷íûõ íåïóñòûõ ïîä-

ìíîæåñòâ � áóäåò 2

N

� 1, à ÷èñëî ãðàíåé �

i

1

;:::;i

k

ðàâíî C

k

n

, òî åñòü ðàâíî

êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ âûáðàòü k èíäåêñîâ èç n. Ñëåäîâàòåëüíî 2

N

� 1 � C

k

n

. Îòñþäà:

2

N

� 1 � C

k

n

�

�

en

k

�

k

:

Âîçâîäèì âñå â ñòåïåíü

1

k

2

N

k

(1� 2

�N

)

1

k

= (2

N

� 1)

1

k

�

en

k

:

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî k ïðè n = k(2

N

� 1) ñóùåñòâóåò (n; k)-óíèâåð-

ñàëüíîå ïîäìíîæåñòâî � â êóáå B

n

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì òàêîå ïîäìíîæåñòâî �. Áóäåì ñòðîèòü ìàò-

ðèöóM

�

çàäàþùóþ �. �àññìîòðèì ìàòðèöûM

�

i

çàäàþùèå ðàçëè÷íûå ïîä-

ìíîæåñòâà �

i

, ó íèõ ðàçíîå ÷èñëî ñòîëáöîâ. ×èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû M

�

i

ðàâíî êîëè÷åñòâó âåðøèí, âõîäÿùèõ â ïîäìíîæåñòâî �

i

. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñ-

ëî ñòîëáöîâ ó ìàòðèöû çàäàþùåé ïîäìíîæåñòâî ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû,
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ðàâíî N = 2

k

. Åñëè â ìàòðèöó M

�

i

, çàäàþùåé ïîäìíîæåñòâî �

i

, äîáàâèòü

åå æå ïåðâûé ñòîëáåö, òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ìàòðèöà M

0

�

i

áóäåò çàäàâàòü òî

æå ïîäìíîæåñòâî. ×òîáû âî âñåõ ìàòðèöàõ ÷èñëî ñòîëáöîâ áûëî îäèíàêîâî

äîïîëíèì âñå ìàòðèöû M

�

i

èõ ïåðâûìè ñòîëáöàìè äî ìàêñèìàëüíîãî êî-

ëè÷åñòâà ñòîëáöîâ, âñòðå÷àþùåãîñÿ â ìàòðèöàõ, òî åñòü äî N , â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì ìàòðèöû, êîòîðûå îáîçíà÷èìM

0

�

i

. Ýòè ìàòðèöû áóäóò îäèíàêîâî-

ãî ðàçìåðà k �N Îíè áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä äëÿ âñåõ ïîäìíîæåñòâ

�

i

, i = 1; 2; :::; 2

N

� 1:

0

B

B

�

x

1

i;1

: : : x

j�

i

j

i;1

x

1

i;1

: : : x

1

i;1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

1

i;k

: : : x

j�

i

j

i;k

x

1

i;k

: : : x

1

i;k

1

C

C

A

| {z }

N

Òåïåðü ó íàñ åñòü 2

N

� 1 ðàçëè÷íûõ ìàòðèö M

0

�

i

ðàçìåðà k�N , çàäàþùèõ

âñå âîçìîæíûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà �

i

. Çàïèøåì ýòè ìàòðèöû äðóã íàä

äðóãîì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì ìàòðèöó M

�

ðàçìåðà k(2

N

� 1) � N ,

çàäàþùóþ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî �.

M

�

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

0

B

�

x

1

1;1

: : : x

N

1;1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

1

1;k

: : : x

N

1;k

1

C

A

0

B

�

x

1

2;1

: : : x

N

2;1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

1

2;k

: : : x

N

2;k

1

C

A

: : : : : :

0

B

�

x

1

2

N

�1;1

: : : x

N

2

N

�1;1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

1

2

N

�1;k

: : : x

N

2

N

�1;k

1

C

A

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, âû÷åðêèâàÿ ñòðîêè â ìàòðèöå M

�

, ìîæíî ïîëó÷èòü ëþ-

áóþ èç 2

2

k

� 1 ìàòðèö M

0

�

. Òî åñòü, ïîëó÷èòü â ïðîåêöèè ïîäìíîæåñòâà �

ëþáîå ïîäìíîæåñòâî �. Èòàê, íàéäåíî (n; k)-óíèâåðñàëüíîå ïîäìíîæåñòâî

�, îíî çàäàíî íà êóáå B

n

ðàçìåðíîñòè n = k(2

2

k

� 1). Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Îöåíêà ñâåðõó èç ëåììû 2 ïîëó÷åíà èç î÷åíü ïðîñòîãî ðàññóæäåíèÿ è åå

ìîæíî óëó÷øèòü, ïîìåíÿâ ïîðÿäîê ñòðîê, è âûêèíóâ îäèíàêîâûå ñòðîêè.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî k ïðè n(k) � k2

k

2

2

k

k

(

1

log(k)+

2

)

ñóùåñòâóåò

(n; k)-óíèâåðñàëüíîå ïîäìíîæåñòâî � â êóáå B

n

, ãäå 

1

è 

2

íåêîòîðûå

êîíñòàíòû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì (n; k)-óíèâåðñàëüíîå ïîäìíîæåñòâî êàê â

ëåììå 2. Çàòåì ïåðåãðóïïèðóåì ñòðîêè â ìàòðèöå M

�

èç ëåììû 2 ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà âûïèøåì âñå ïåðâûå ñòðîêè

(x

1

1;1

: : : x

l

1;1

); (x

1

2;1

: : : x

l

2;1

); : : : ; (x

1

C

l

N

;1

: : : x

l

C

l

N

;1

);

çàòåì âñå âòîðûå ñòðîêè

(x

1

1;2

: : : x

l

1;2

); (x

1

2;2

: : : x

l

2;2

); : : : ; (x

1

C

l

N

;2

: : : x

l

C

l

N

;2

);

è òàê äàëåå, â êîíöå âûïèøåì âñå ïîñëåäíèè ñòðîêè

(x

1

1;k

: : : x

l

1;k

); (x

1

2;k

: : : x

l

2;k

); : : : ; (x

1

C

l

N

;k

: : : x

l

C

l

N

;k

):

Ïîëó÷èòñÿ íîâàÿ ìàòðèöà M

�

0

:

0

B

�

x

1

1;1

: : : x

l

1;1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

1

1;k

: : : x

l

1;k

1

C

A

0

B

�

x

1

2;1

: : : x

l

2;1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

1

2;k

: : : x

l

2;k

1

C

A

: : : : : :

0

B

B

�

x

1

C

l

N

;1

: : : x

l

C

l

N

;1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

1

C

l

N

;k

: : : x

l

C

l

N

;k

1

C

C

A

!

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

0

B

�

x

1

1;1

: : : x

l

1;1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

1

C

l

N

;1

: : : x

l

C

l

N

;1

1

C

A

M

1

0

B

�

x

1

1;2

: : : x

l

1;2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

1

C

l

N

;2

: : : x

l

C

l

N

;2

1

C

A

M

2

: : : : : :

0

B

�

x

1

1;k

: : : x

l

1;k

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

1

C

l

N

;k

: : : x

l

C

l

N

;k

1

C

A

M

k

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Òåïåðü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàòðèö M

0

�

j

çàäàþùåé j-å ïî ïîðÿäêó ìíîæåñòâî �

ìû âû÷åðêèâàåì â êàæäîé ìàòðèöå M

i

âñå ñòðîêè êðîìå j-é. Òî åñòü èç

êàæäîé ìàòðèöû M

i

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëþáîé ìàòðèöû M

0

�

çàäàþùåé íåêî-

òîðîå ìíîæåñòâî � ìû âûáèðàåì òîëüêî ïî îäíîé ñòðîêå. Ñëåäîâàòåëüíî

åñëè ìû âûêèíåì âñå ïîâòîðÿþùèåñÿ ñòðîêè èç êàæäîé ìàòðèöû M

i

, òî

ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà òîæå áóäåò çàäàâàòü (n; k)-óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî.

Ëþáóþ ìàòðèöó M

�

ìîæíî ïîëó÷èòü, âûáðàâ íóæíûå ñòîëáöû èç ìàò-

ðèöû M

k

�

, ñîñòîÿùåé èç âñåõ äâîè÷íûõ ñòîëáöîâ âûñîòû k. Íàïðèìåð ìàò-

ðèöà M

3

�

ñ ëåêñèêîãðà�è÷åñêèì ïîðÿäêîì ñòîëáöîâ èìååò âèä:

M

3

�

=

0

�

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1

1

A

Ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ëþáóþ íàïåðåä çàäàííóþ ìàòðèöóM

�

çàäàþùóþ ìíî-

æåñòâî èç 6 òî÷åê âûáðàâ èç íåå øåñòü ñòîëáöîâ, çàäàþùèõ êîîðäèíàòû
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ýòèõ òî÷åê, íàïðèìåð òàê:

0

�

0 0 0 1 1 1

0 1 1 0 0 1

0 0 1 0 1 1

1

A

Êàæäàÿ ìàòðèöà M

i

áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ êîìáèíàöèé i-é ñòðîêè ìàò-

ðèöû M

k

�

ñ âûêèäûâàíèåì ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ è äîáàâëåíèåì ïåðâîãî èç

îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ êîëè÷åñòâå ðàâíîì êîëè÷åñòâó âûêèíóòûõ. Ïðè ýòîì

êîëè÷åñòâî íåïîâòîðÿþùèõñÿ ñòðîê â êàæäîé ìàòðèöå M

i

áóäåò çàâèñåòü

îò âèäà i-îé ñòðîêè ìàòðèöû M

k

�

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû M

3

�

â ðåçóëüòàòå âûêèäû-

âàíèÿ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ è äîáàâëåíèÿ ïåðâîãî èç îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ

êîëè÷åñòâå ðàâíîì êîëè÷åñòâó âûêèíóòûõ ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ òîëüêî ñòðî-

êè âèäà 00:::0

| {z }

a

11:::1

| {z }

b

, ãäå a � 0; b � 0 è a + b = 2

3

, ñóùåñòâóåò òîëüêî 9

ðàçëè÷àþùèõñÿ ñòðîê òàêîãî âèäà. Óæå èç âòîðîé ñòðîêè ìàòðèöû M

3

�

ïî-

ëó÷àþòñÿ ñòðîêè âèäà 00:::0

| {z }

a

11:::1

| {z }

b

00:::0

| {z }



11:::1

| {z }

d

, ãäå a � 0; b � 0;  � 0; d � 0 è

a+b++d = 2

3

, �àçëè÷íûõ ñòðîê òàêîãî âèäà ñóùåñòâóåò C

4�1

8+4�1

, ýòî êîëè-

÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x

1

+x

2

+ :::+x

4

= 8 â öåëûõ ÷èñëàõ [1℄. Â îáùåì

ñëó÷àå ìàòðèöà M

i

áóäåò ñîäåðæàòü íå áîëåå C

b

i

�1

l

i

+b

i

�1

íåïîâòîðÿþùèõñÿ

ñòðîê, ãäå b

i

êîëè÷åñòâî áëîêîâ èç íóëåé èëè åäèíèö â i-é ñòðîêå ìàòðèöû

M

k

�

, à l

i

äëèíà i-é ñòðîêè ìàòðèöû M

k

�

. Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå l

i

= 2

k

,

íî ìîæíî ñòðîèòü ìàòðèöû M

m;i

äëÿ ïîäìíîæåñòâ ñîñòîÿùèõ ðîâíî èç m

òî÷åê ïî îòäåëüíîñòè, ãäå m = 1; :::; 2

k

. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàèáîëüøåãî

çíà÷åíèÿ âåëè÷èíà d

m;i

m = 1; :::; 2

k

, ðàâíàÿ êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ ñòðîê â

ìàòðèöå M

i

äëÿ ïîäìíîæåñòâ ñîñòîÿùèõ ðîâíî èç m òî÷åê, äîñòèãàåò ïðè

m = 2

k�1

.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå áëîêîâ èç íóëåé è åäèíèö â i-é ñòðîêå

ìàòðèöû M

k

�

, òåì ìåíüøå ðàçëè÷íûõ ñòðîê áóäåò ñîäåðæàòü ìàòðèöà M

i

.

Ëåììà 3. Ìîæíî òàê óïîðÿäî÷èòü ñòîëáöû ìàòðèöû M

k

�

, êîòîðûå

çàäàþò êîîðäèíàòû âåðøèí áóëåâà êóáà B

k

, ÷òî â ëþáîé ñòðîêå m

k;i

�

ìàò-

ðèöû M

k

�

áóäåò íå áîëåå ÷åì

2

k+1

k

+1 áëîêîâ èç íóëåé èëè åäèíèö. Òî åñòü

äëÿ ëþáîãî i áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî b

i

�

2

k+1

k

+1, ãäå b

i

� êîëè÷å-

ñòâî áëîêîâ â i-é ñòðîêå.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû, èñïîëüçóþùåå íåêîòîðûå ñâîéñòà êîäîâ �ð-

ýÿ [2℄, îïóùåíî ââèäó íåäîñòàòêà ìåñòà.

Èìåÿ îöåíêó b

i

�

2

k+1

k

+ 1, ÷èñëà áëîêîâ â ìàòðèöå M

i

, ìîæíî ïîä-

ñòàâèòü âåðõíåå çíà÷åíèå äëÿ b

i

â �îðìóëó îöåíêè ÷èñëà íåïîâòîðÿþ-

ùèõñÿ ñòðîê C

b

i

�1

l

i

+b

i

�1

, ó÷òÿ òàê æå, ÷òî íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ñòðîê â
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ìàòðèöå M

i

äëÿ ïîäìíîæåñòâ ñîñòîÿùèõ ðîâíî èç m òî÷åê, áóäåò ïðè

m = 2

k�1

, à l

i

= m, è ñäåëàâ ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó

n(k) � k2

k

2

2

k

k

(

1

log(k)+

2

)

.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óí-

äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 05-01-00994), Ïðîãðàììû ïîääåðæêè

âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô è Ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé

Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê �ÀÍ ½Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå

ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè\ (ïðîåêò ½Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâ-

ëÿþùèõ ñèñòåì\).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Êîìáèíàòîðíûé àíàëèç: çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ. Ïîä ðåäàêöèåé

Ê.À. �ûáíèêîâà. � Ì.: Íàóêà, 1982.

2. ÁåðëåêýìïÝ. Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ � Ì.: Ìèð, 1971.

3. �îäèîíîâÑ. �. äèïëîìíàÿ ðàáîòà (ìåõ-ìàò �-ò Ì�Ó, 1996ã.)

Ô�ÀÊÒÀËÜÍÛÅ ��ÀÔÛ È ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

A.A.Êî÷êàðîâ (Ìîñêâà)

Ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì òàêèõ, êàê èí�îðìàöèîí-

íûå, ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèå, WWW (Internet), ñåòè íàó÷íîãî ñîòðóäíè÷å-

ñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî ñòðóêòóðû ýòèõ ñèñòåì ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè ïðåòåð-

ïåâàåò îïðåäåëåííûå èçìåíåíèÿ, âûçûâàåìûå ðàçëè÷íûìè âíåøíèìè îá-

ñòîÿòåëüñòâàìè. Ñòðóêòóðó ñèñòåìû, ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû (ñîöèàëüíîé,

ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîé, òåõíè÷åñêîé, õèìèêî-áèîëîãè÷åñêîé è ò.ï.) ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ãðà�à. �ðà� [1℄ � ýòî àáñòðàêòíûé îáúåêò, êàê ïðà-

âèëî, âåðøèíû ãðà�à ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì ñèñòåìû, à ðåáðà - ñâÿçÿì

ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòîé ñèñòåìû. Èçìåíåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â ñòðóêòóðå

ñëîæíîé ñèñòåìû, ìîãóò áûòü îïèñàíû ïðîñòåéøèìè òåîðåòèêî-ãðà�îâûìè

îïåðàöèÿìè [1℄: ñòÿãèâàíèå ðåáðà, óäàëåíèå (äîáàâëåíèå) ðåáðà, óäàëåíèå

(äîáàâëåíèå) âåðøèíû. Èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ñèñòåìû ìîãóò áûòü ðàçî-

âûìè, à ìîãóò áûòü ïîñòîÿííûìè. Äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ, ðàçóìíî, ââåñòè

ïîíÿòèå ñòðóêòóðíîé äèíàìèêè � èçìåíåíèå ñòðóêòóðû ñèñòåìû ñ òå÷åíè-

åì âðåìåíè. Íåñîìíåííî, äëÿ îïèñàíèè ñòðóêòóðíîé äèíàìèêè ëó÷øå âñåãî

ïîäõîäèò àïïàðàò òåîðèè ãðà�îâ.

Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ñöåíàðèåâ ñòðóêòóðíîé äèíàìè-

êè ÿâëÿåòñÿ ðîñò ñòðóêòóðû. �îñò ñòðóêòóðû � ýòî ðåãóëÿðíîå ïîÿâëåíèå
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íîâûõ ýëåìåíòîâ è ñâÿçåé â ñòðóêòóðå ñèñòåìû. �îñò ñòðóêòóðû ìîæåò ïðî-

èñõîäèò ïî ñòðîãî ñ�îðìóëèðîâàííûì ïðàâèëàì, íå èñêëþ÷àÿ íàëè÷èå â

íèõ �àêòîðà ñëó÷àéíîñòè.

Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðíîé äèíàìèêè, êàê ìîäåëè èçìåí÷èâîñòè ñâÿçåé

èí�îðìàöèîííûõ ñåòåé è ñèñòåì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíîé àêòóàëüíîé çà-

äà÷åé. Èçìåíåíèå ñòðóêòóðû èí�îðìàöèîííûõ ñèñòåì (ñåòåé), âûçâàííîå

âûõîäîì èç ñòðîÿ ýëåìåíòîâ ýòîé ñèñòåìû (ñåòè), íåêîòîðûì íåãàòèâíûì

îáðàçîì îòðàçèòñÿ íà åå êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèêàõ.

Ïîëîæåíèå íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ â ñòðóêòóðå èí�îðìàöèîííîé (êîììóíè-

êàöèîííîé) ñåòè ìîãóò îêàçàòüñÿ áîëåå çíà÷èìûìè ÷åì ó îñòàëüíûõ, ïî-

ñêîëüêó âûõîä èç ñòðîÿ òàêèõ ýëåìåíòîâ â ñîñòîÿíèè ñóùåñòâåííî óõóäøèòü

�óíêöèîíèðîâàíèå âñåé ñåòè. Ïðè ðîñòå èí�îðìàöèîííîé ñåòè âàæíî íå äî-

ïóñêàòü ïîÿâëåíèå òàêèõ ñâÿçåé è ýëåìåíòîâ, è öåëûõ ïîäñòðóêòóð (íàáîð

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû (ñåòè)). Ýòî çàäà÷à óñëîæíÿåòñÿ

òåì, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû ðîñò � äèíàìè÷åñêîå ðàçâèòèå ìîæíî íàáëþäàòü

âî ìíîãèõ �ìåñòàõ� ñåòè îäíîâðåìåííî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåëåãêî ðàñïî-

çíàòü ïðàâèëà òàêîãî ðîñòà ��âðåìÿ è ìåñòî� ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ýëåìåíòîâ è

ñâÿçåé â ñåòè. Âîîáùå ãîâîðÿ, âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ïðàâèëà ñòðóêòóðíîé

äèíàìèêè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî èç âîçìîæíûõ ïðàâèë çàäà-

þùèõ ñòðóêòóðíóþ äèíàìèêó ñëîæíûõ èí�îðìàöèîííûõ ñåòåé. Ôîðìàëü-

íûì ïðåäñòàâëåíèåì èçìåíåíèÿ ñòðóêòóð èí�îðìàöèîííûõ ñåòåé ïî ýòî-

ìó ïðàâèëó ÿâëÿþòñÿ ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíûå èëè ñàìîïîäîáíûå [2℄ ãðà-

�û áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, íàçûâàåìûå �ðàêòàëüíûìè (ïðåä�ðàêòëüíûå).

Ïðàâèëà ïîðîæäåíèÿ ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à ïîçâîëÿþò ïðîãíîçèðîâàòü

è îöåíèâàòü åãî êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè. Ýòî ïîç-

âîëèëî çàëîæèòü îñíîâû íîâîãî ìåòîäà ïðîåêòèðîâàíèÿ è àíàëèçà ñëîæ-

íûõ ìíîãîýëåìåíòíûõ ñòðóêòóð. Ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà ñâîéñòâå ñàìîïîäîáèÿ

�ðàêòàëüíûõ ãðà�îâ. Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâà ñàìîïîäîáèÿ äàåò âîçìîæ-

íîñòü �ïðîãðàììèðîâàíèÿ� ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à, íàäåëåíèÿ åãî òðåáó-

åìûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è ñâîéñòâàìè. Ïðè ýòîì îñîáåííî âàæíûì ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå è ÷èñëà �îêîí óÿçâèìîñòè� � òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ è

ìîñòîâ [1℄ ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à. Äîêàçàííûå â ðàáîòå òåîðåìû óñòà-

íàâëèâàþò çàâèñèìîñòü õàðàêòåðèñòèê âñåãî ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à îò

õàðàêòåðèñòèê åãî ñàìîé ìåíüøåé íåñàìîïîäîáíîé ÷àñòè � çàòðàâêè, ÷òî

ïîçâîëÿåò îöåíèòü ÷èñëî è äèàïàçîí �îêîí óÿçâèìîñòè�.

Ôðàêòàëüíûå ãðà�û [3,4℄ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòðóêòóð

ðàñòóùèõ ïî îäíèì è òåì æå ïðàâèëàì, íåçàâèñèìî îò òî÷êè ðîñòà. Íå èñ-

êëþ÷àåòñÿ ìíîæåñòâåííûé îäíîâðåìåííûé ðîñò âî âñåé ñòðóêòóðå ñèñòåìû

(èí�îðìàöèîííîé ñåòè). Ôîðìàëüíûì îòðàæåíèåì ýòèõ ïðàâèë ÿâëÿåòñÿ

îïåðàöèÿ çàìåíû âåðøèíû çàòðàâêîé (ÇÂÇ) [3,4℄, îíà æå è ëåæèò â îñíîâå

îïðåäåëåíèÿ �ðàêòàëüíûõ ãðà�îâ.
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Òåðìèíîì çàòðàâêà óñëîâèìñÿ íàçûâàòü êàêîé-ëèáî ñâÿçíûé ãðà� H =

(W;Q). Ñóòü îïåðàöèè ÇÂÇ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â äàííîì ãðà�å

G = (V;E) ó íàìå÷åííîé äëÿ çàìåùåíèÿ âåðøèíû ~v 2 V âûäåëÿåòñÿ ìíî-

æåñòâî

e

V = f~v

j

g, j = 1; 2; :::;

�

�

�

e

V

�

�

�

, ñìåæíûõ åé âåðøèí. Äàëåå èç ãðà�à G

óäàëÿåòñÿ âåðøèíà ~v è âñå èíöèäåíòíûå åé ðåáðà. Çàòåì êàæäàÿ âåðøèíà

~v

j

2

e

V , j = 1; 2; :::;

�

�

�

e

V

�

�

�

, ñîåäèíÿåòñÿ ðåáðîì ñ îäíîé èç âåðøèí çàòðàâêè

H = (W;Q). Âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ ïðîèçâîëüíî (ñëó÷àéíûì îáðàçîì) èëè

ïî îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó, ïðè íåîáõîäèìîñòè.

Ïðåä�ðàêòàëüíûé ãðà� áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G

L

= (V

L

; E

L

), ãäå V

L

- ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à, à E

L

� ìíîæåñòâî åãî ðåáåð. Îïðåäåëèì åãî ðå-

êóððåíòíî, ïîýòàïíî, çàìåíÿÿ êàæäûé ðàç â ïîñòðîåííîì íà ïðåäûäóùåì

ýòàïå l = 1; 2; :::; L � 1 ãðà�å G

l

= (V

l

; E

l

) êàæäóþ åãî âåðøèíó çàòðàâ-

êîé H = (W;Q). Íà ýòàïå l = 1 ïðåä�ðàêòàëüíîìó ãðà�ó ñîîòâåòñòâóåò

çàòðàâêà G

1

= H . Îá îïèñàííîì ïðîöåññå ãîâîðÿò, ÷òî ïðåä�ðàêòàëüíûé

ãðà� G

L

= (V

L

; E

L

) ïîðîæäåí çàòðàâêîé H = (W;Q). Ïðîöåññ ïîðîæ-

äåíèÿ ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à G

L

, ïî ñóùåñòâó, åñòü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåä�ðàêòàëüíûõ ãðà�îâ G

1

; G

2

; :::; G

l

; :::; G

L

, íàçûâà-

åìîéòðàåêòîðèåé. Ôðàêòàëüíûé ãðà�G = (V;E), ïîðîæäåííûé çàòðàâêîé

H = (W;Q), îïðåäåëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé òðàåêòîðèåé. �àíã L, �àêòè÷åñêè,

îïðåäåëÿåò �âîçðàñò� (÷èñëî ýòàïîâ ïîðîæäåíèÿ) è ðàçìåð (÷èñëî âåðøèí)

ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à.

Èñïîëüçîâàíèå îïåðàöèè ÇÂÇ â ïðîöåññå ïîðîæäåíèÿ ïðåä�ðàêòàëüíîãî

ãðà�à G

L

, äëÿ ýëåìåíòîâ G

l

= (V

l

; E

l

), l 2 f1; 2; :::; L� 1g, åãî òðàåêòîðèè

ïîçâîëÿåò ââåñòè îòîáðàæåíèå ' : V

l

! V

l+1

èëè '(V

l

) = V

l+1

, à â îáùåì

âèäå

'

t

(V

l

) = V

l+t

; t = 1; 2; :::; L� l: (1)

Â ýòîì âûðàæåíèè ìíîæåñòâî V

l+t

� îáðàç ìíîæåñòâà V

l

, à ìíîæåñòâî

V

l

� ïðîîáðàç ìíîæåñòâà V

l+t

.

Äëÿ ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à G

L

, ðåáðà, ïîÿâèâøèåñÿ íà l-îì,

l 2 f1; 2; :::; Lg, ýòàïå ïîðîæäåíèÿ, áóäåì íàçûâàòü ðåáðàìè ðàíãà l. Íî-

âûìè ðåáðàìè ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à G

L

íàçîâåì ðåáðà ðàíãà L, à âñå

îñòàëüíûå ðåáðà íàçîâåì - ñòàðûìè.

Åñëè èç ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à G

L

, ïîðîæäåííîãî n-âåðøèííîé çà-

òðàâêîé H , ïîñëåäîâàòåëüíî óäàëèòü âñå ñòàðûå ðåáðà (ðåáðà ðàíãà l,

l = 1; 2; :::; L � 1), òî èñõîäíûé ãðà� ðàñïàäåòñÿ íà ìíîæåñòâî ñâÿçíûõ

êîìïîíåíò

n

B

(1)

L

o

, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èçîìîð�íà [1℄ çàòðàâêå H . Ìíî-

æåñòâî êîìïîíåíò

n

B

(1)

L

o

áóäåì íàçûâàòü áëîêàìè ïåðâîãî ðàíãà. Àíà-

ëîãè÷íî, ïðè óäàëåíèè èç ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à G

L

âñåõ ñòàðûõ ðå-
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áåð ðàíãîâ l = 1; 2; :::; L � 2, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî áëîêîâ

n

B

(2)

L

o

âòîðî-

ãî ðàíãà. Îáîáùàÿ, ñêàæåì, ÷òî ïðè óäàëåíèè èç ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà-

�à G

L

âñåõ ðåáåð ðàíãîâ l = 1; 2; :::; L � r, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî

n

B

(r)

L;i

o

,

r 2 f1; 2; :::; L � 1g, áëîêîì r-ãî ðàíãà, ãäå i = 1; 2; :::; n

L�r

� ïîðÿäêî-

âûé íîìåð áëîêà. Áëîêè B

(1)

L

� G

L

ïåðâîãî ðàíãà òàêæå áóäåì íàçûâàòü

ïîäãðà�-çàòðàâêàìè H ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à G

L

.Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêèé

áëîê B

(r)

L

=

�

U

(r)

L

;M

(r)

L

�

, r 2 f1; 2; :::; L � 1g, ÿâëÿåòñÿ ïðåä�ðàêòàëüíûì

ãðà�îì B

r

= (U

r

;M

r

), ïîðîæäåííûì çàòðàâêîé H .

'

t

(v

j

) = U

(t)

l+t;j

; (2)

Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v

j

2 V

l

, j 2 f1; 2; :::; n

l

g, ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à

G

l

= (V

l

; E

l

), l 2 f1; 2; :::; L� 1g, èç òðàåêòîðèè ãðà�à G

L

, ñïðàâåäëèâî

'

t

(v

j

) = B

(t)

l+t;j

; ãäå B

(t)

l+t;j

=

�

U

(t)

l+t;j

;M

(t)

l+t;j

�

� G

l+t

; t = 1; 2; :::; L� l:

Àíàëîãè÷íî,

'

t

�

U

(r)

l;i

�

= U

(r+t)

l+t;i

; (3)

'

t

�

B

(r)

l;i

�

= B

(r+t)

l+t;i

; r 2 f1; 2; :::; L� tg; i 2 f1; 2; :::; n

l�r

g:

Äâà áëîêà ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à íàçîâåì ñìåæíûìè, åñëè ñóùåñòâó-

åò ðåáðî, âåðøèíû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì áëîêàì. Íå òðåáóåò

äîêàçàòåëüñòâà òîò �àêò, ÷òî áëîêè ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à ñìåæíû òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñìåæíû èõ ïðîîáðàçû.

Îáîáùåíèåì îïèñàííîãî ïðîöåññà ïîðîæäåíèÿ ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à

G

L

ÿâëÿåòñÿ òàêîé ñëó÷àé, êîãäà âìåñòî åäèíñòâåííîé çàòðàâêè H èñïîëü-

çóåòñÿ ìíîæåñòâî çàòðàâîê H = fH

t

g = fH

1

; H

2

; :::; H

t

; :::; H

T

g, T � 2. Ñóòü

ýòîãî îáîáùåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ãðà�à G

l�1

ê ãðà-

�ó G

l

êàæäàÿ âåðøèíà çàìåùàåòñÿ íåêîòîðîé çàòðàâêîé H

t

2 H, êîòîðàÿ

âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî èëè ñîãëàñíî îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó, îòðàæàþùåìó

ñïåöè�èêó ìîäåëèðóåìîãî ïðîöåññà èëè ñòðóêòóðû.

Òåðìèíîì ïîäãðà�-çàòðàâêà z

(l)

s

áóäåì íàçûâàòü áëîê B

(1)

l;s

, s = 1; n

l�1

,

ïåðâîãî ðàíãà ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à G

l

, l = 1; L èç òðàåêòîðèè. Ïî-

ñëåäîâàòåëüíîå âûäåëåíèå ïîäãðà�-çàòðàâîê z

(l)

s

íà ãðà�àõ G

1

; G

2

; :::; G

L

èç òðàåêòîðèè ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à G

L

ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî ðåáåð

E

L

íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ïîäãðà�-çàòðàâîê Z(G

L

) =

n

z

(l)

s

o

,
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l = 1; L, s = 1; n

l�1

. Òàêîå ðàçáèåíèå íà ïîäìíîæåñòâà ïîçâîëèò íàì ñî-

õðàíèòü èí�îðìàöèþ ñìåæíîñòè ñòàðûõ ðåáåð íà ìîìåíò èõ ïîÿâëåíèÿ

â ïðåä�ðàêòàëüíîì ãðà�å. Â òðàåêòîðèè ïåðåõîä îò ãðà�à G

l�1

ê G

l

îñóùåñòâëÿåòñÿ jV

l�1

j = n

l�1

îïåðàöèÿìè ÇÂÇ, ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî èñ-

ïîëüçîâàííûõ çàòðàâîê â ïîðîæäåíèè ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à G

L

ðàâíî

1 + n + n

2

+ ::: + n

L�1

=

n

L

�1

n�1

. Òîãäà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Z(G

L

) âñåõ

ïîäãðà�-çàòðàâîê èç òðàåêòîðèè ãðà�à G

L

òàêæå ðàâíî Z(G

L

) =

n

L

�1

n�1

.

Ïðåä�ðàêòàëüíûé ãðà� G

L

= (V

L

; E

L

) óñëîâèìñÿ íàçûâàòü (n; q; L)-

ãðà�îì, åñëè îí ïîðîæäåí n-âåðøèííîé q-ðåáåðíîé çàòðàâêîé H = (W;Q).

×èñëî òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ ãðà�à H = (W;Q)îáîçíà÷èì ÷åðåç m(H).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Äëÿ âñÿêîãî ïðåä�ðàêòàëüíîãî (n; q; L)-ãðà�à G

L

, ïî-

ðîæäåííîãî çàòðàâêîé H = (W;Q), ñïðàâåäëèâû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåí-

êè ÷èñëà òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ m(H)n

L�1

� m(G

L

) � m(H)n

L�1

+

n

L

�n

n�1

, åñëè

ñìåæíîñòü ñòàðûõ ðåáåð îäíîãî ðàíãà íå íàðóøàåòñÿ.

×èñëî ìîñòîâ ãðà�à H = (W;Q) îáîçíà÷èì ÷åðåç k(H).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Äëÿ âñÿêîãî ïðåä�ðàêòàëüíîãî (n; q; L)-ãðà�à

G

L

= (V

L

; E

L

) ïîðîæäåííîãî çàòðàâêîé H = (W;Q), ñïðàâåäëèâû âåðõíÿÿ

è íèæíÿÿ îöåíêè ÷èñëà ìîñòîâ: k(H) � k(G

L

) � k(H)

n

L

�n

n�1

.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3.×èñëî âñåõ ïðåä�ðàêòàëüíûõ ãðà�îâ L-ãî ðàíãà, ïîðîæ-

äåííûõ çàòðàâêîé H = (W;Q), jW j = n, jQj = q, ðàâíî n

2q

n

L

+L(1�n)�1

(n�1)

2

.

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, èìåþùèå êîíå÷íûé ãîðèçîíò ïðîãíîçà, ïðèíÿòî

íàçûâàòü ñèñòåìàìè ñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì [2℄. Òðàåêòîðèè ñèñòåìû

ñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ñ áëèçêèìè íà÷àëüíûìè äàííûìè �ðàçáåãàþò-

ñÿ� ýêñïîíåíöèàëüíî, à ïîýòîìó äëÿ òàêèõ ñèñòåì äîëãîñðî÷íûé ïðîãíîç

íåâîçìîæåí.

Äëÿ àíàëèçà ðàáîòîñïîñîáíîñòè ñèñòåìû ñ äèíàìè÷åñêè ìåíÿþùåéñÿ

ñòðóêòóðîé íåîáõîäèìî ïðîãíîçèðîâàíèå ïîâåäåíèå ñòðóêòóðû ýòîé ñèñòå-

ìû. Äëÿ ýòîãî èíîãäà äîñòàòî÷íî ïðîñìîòðåòü âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû

èçìåíåíèé â ñòðóêòóðå, è ñðàâíèòü èõ êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè. Â íàøåì

ñëó÷àå � �ðàêòàëüíûå ãðà�û, äèíàìè÷åñêè ðàñòóùèå ñòðóêòóðû, ïðè÷åì

ðîñò ñòðóêòóðû, ò.å. óâåëè÷åíèå ÷èñëà âåðøèí ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à,

ïðîèñõîäèò î÷åíü áûñòðî. ×èñëî âñåâîçìîæíûõ ïðåä�ðàêòàëüíûõ ãðà�îâ

îäíîãî ðàíãà, ïîðîæäåííîãî îäíîé è òîé æå çàòðàâêîé, êàê ñâèäåòåëüñòâó-

åò òåîðåìà 3, çàâèñèò ýêñïîíåíöèàëüíî îò ÷èñëà âåðøèí ñàìîãî ïðåä�ðàê-

òàëüíîãî ãðà�à. Ñòðóêòóðíóþ äèíàìèêó òàêîãî ðîäà, ïî àíàëîãèè ñ ñèñòå-

ìàìè ñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì, íàçîâåì ñòðóêòóðíûì õàîñîì. Íà ïåðâûé

âçãëÿä, òàêîå ñâîéñòâî ìîæåò ïðèâåñòè ê ìûñëè î íåâîçìîæíîñòè ïîëó÷å-

íèÿ õîòü ñêîëüêî-íèáóäü ïîëåçíûõ, ò.å. ïîëèíîìèàëüíûõ, êîëè÷åñòâåííûõ

îöåíîê äëÿ õàðàêòåðèñòèê ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à. Î òîì, ÷òî ýòî íå òàê,

ãîâîðÿò ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â íàñòîÿùåé ãëàâå (ñì. òåîðåìû 1-2). È

äåéñòâèòåëüíî, êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå, îãðàíè÷åíû
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ñâåðõó ïîëèíîìàìè O(N) îò ÷èñëà N � âåðøèí ïðåä�ðàêòàëüíîãî ãðà�à, â

òî âðåìÿ êàê ÷èñëî âñåõ ïðåä�ðàêòàëüíûõ ãðà�îâ ñ N � âåðøèíàìè îãðà-

íè÷åíî ñâåðõó ýêñïîíåíòîé O(n

N+1

), ãäå n � ÷èñëî âåðøèí çàòðàâêè (ñì.

òåîðåìó 3).

Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû - ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîçìîæíîñòü

ïîëó÷åíèÿ �õîðîøèõ� äèàïàçîíîâ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê, ñâÿçàííûõ ñî

ñòîéêîñòüþ, äëÿ íåñðàâíèìî áîëüøåãî ÷èñëà ïðåä�ðàêòàëüíûõ ãðà�îâ.

Ïîäâîäÿ èòîã, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå àðõèòåêòóð êîìïüþ-

òåðíûõ ñåòåé, ñèñòåì ñåòåâîé ñâÿçè, èí�îðìàöèîííûõ è êîììóíèêàöèîí-

íûõ ñåòåé ðåàëèçóþùèõ ïðåä�ðàêòàëüíûå ãðà�û, äàåò ðÿä âàæíûõ ïðå-

èìóùåñòâ ñ òî÷êè çðåíèÿ îáåñïå÷åíèÿ ñòðóêòóðíîé ñòîéêîñòè òàêèõ îáú-

åêòîâ ê âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì è âíóòðåííèì ïîëîìêàì.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 07-01-

00618)è ��ÍÔ (ïðîåêò � 05-03-03188).
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