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ÓÄÊ 519.7

Èçäàíèå îñóùåñòâëåíî ïðè

ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà

�óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-

íèé ïî ïðîåêòó 07�01�06018

Ì34 Ìàòåðèàëû VI ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëû ïî äèñêðåòíîé ìàòåìà-

òèêå è åå ïðèëîæåíèÿì (Ìîñêâà, 16�21 àïðåëÿ 2007 ã.). ×àñòü II. Ïîä

ðåäàêöèåé À. Â. ×àøêèíà. 2007. � 52 ñ.

Ñáîðíèê ñîäåðæèò ìàòåðèàëû VI ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëû ïî äèñêðåòíîé ìà-

òåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿì, ïðîõîäèâøåé â Ìîñêâå ñ 16 ïî 21 àïðåëÿ 2007 ã. ïðè ïîä-

äåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 07�01�06018).
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è ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè.
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ÌÀÒÅ�ÈÀËÛ

VI ÌÎËÎÄÅÆÍÎÉ ÍÀÓ×ÍÎÉ ØÊÎËÛ

ÏÎ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ È ÅÅ Ï�ÈËÎÆÅÍÈßÌ

(Ìîñêâà, 16�21 àïðåëÿ 2007 ã.)

Ïîä îáùåé ðåäàêöèåé À. Â. ×ÀØÊÈÍÀ

Îòâåòñòâåííûé çà âûïóñê Ô. Ì. Êîâàëåâ





 Êîëëåêòèâ àâòîðîâ, 2007



ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅ

Â.Á.Ëàðèîíîâ Íåêîòîðûå ñâîéñòâà àëãåáð, ñîäåðæàùèõ ïîäàëãåá-

ðó, èçîìîð�íóþ àëãåáðå ìàòðèö 5

Ì.Ñ.Ëîáàíîâ Îöåíêà íåëèíåéíîñòè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ áóëåâîé

�óíêöèè ÷åðåç çíà÷åíèå åå àëãåáðàè÷åñêîé èììóííîñòè 11

Ä.Ñ.Ìàëûøåâ �ðàíè÷íûå êëàññû îòíîñèòåëüíî êëàññà ïëàíàðíûõ

ãðà�îâ äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå 16

À.Ñ.Ìåëóçîâ Ñëîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ñèìâîëüíûõ ìåòîäîâ â êðèï-

òîàíàëèçå àëãîðèòìà �ÎÑÒ 28147-89 20

Å.Â.Ìèõàéëåö Î ðàíãå íåÿâíûõ ïðåäñòàâëåíèé íàä êëàññàìè ìî-

íîòîííûõ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè 26

Ñ.À.Ïóçûíèíà Ïåðèîäè÷íîñòü ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê ðàäèóñà

r > 1 áåñêîíå÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè 29

Â.È.�óäñêîé Îöåíêà òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà Êîïïåðñìèòà-Òîìå

âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíûõ ãåíåðàòîðîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìàòðèö íàä

êîíå÷íûìè ïîëÿìè äëÿ ñëó÷àÿ ïîëÿ GF(2) 35

È.Ñ.Ñåðãååâ Î ãëóáèíå ñõåì äëÿ ìíîãîêðàòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíî-

æåíèÿ ÷èñåë 40

Ñ.Â.Ñèäîðîâ Î ñòðîåíèè êëàññîâ ïîäîáèÿ ìàòðèö âòîðîãî è òðå-

òüåãî ïîðÿäêîâ íàä Z 45

Ï.Ñ.Ñòåïàíîâ Î ñðåäíåé ìîùíîñòè ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ 49

3





ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÀË�ÅÁ�,

ÑÎÄÅ�ÆÀÙÈÕ ÏÎÄÀË�ÅÁ�Ó, ÈÇÎÌÎ�ÔÍÓÞ

ÀË�ÅÁ�Å ÌÀÒ�ÈÖ

Â.Á.Ëàðèîíîâ (Ìîñêâà)

Îäíîé èç èíòåðåñíûõ è òÿæ¼ëûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à óìíîæåíèÿ ìàò-

ðèö. Å¼ èñòîðèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ çàìå÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà Øòðàññåíà. Îí

ïîêàçàë â [5℄, ÷òî äâå êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðà 2 ìîæíî óìíîæèòü,

èñïîëüçóÿ òîëüêî 7 óìíîæåíèé ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ ìàòðèö,

÷òî ïîâëåêëî çà ñîáîé àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó n

log

2

7

íà êîëè÷åñòâî óìíî-

æåíèé. Ýòîò ðåçóëüòàò íåîäíîêðàòíî óëó÷øàëñÿ (èñòîðèþ ýòîãî ìîæíî ïî-

ñìîòðåòü â [7℄ è îñòàíîâèëñÿ íà O(n

2:38

) â ðàáîòå [4℄ áîëåå ïÿòíàäöàòè ëåò

íàçàä.

Â [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ çàäà÷è óìíîæåíèÿ ìàòðèö ìîæåò áûòü èñïîëü-

çîâàíà èäåÿ "ðàñøèðåíèÿ ìîäåëè". Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî

îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ çàäàí-

íîé íà í¼ì îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, ëèíåéíîé ïî îáîèì ñîìíîæèòåëÿì.

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðà P íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ñ ïðîñòûì óìíîæåíè-

åì, åñëè ñóùåñòâóåò áàçèñ e

1

; e

2

; : : : ; e

k

â P è ïîäñòàíîâêà � ïîðÿäêà k

òàêèå, ÷òî e

i

e

j

= 0 ïðè j 6= �(i):

Â äàííîì ñëó÷àå ìåòîä "ðàñøèðåíèÿ ìîäåëè"ïðèâîäèò íàñ ê çàäà÷å ïî-

èñêà àëãåáðû ñ ïðîñòûì óìíîæåíèåì, ñîäåðæàùåé ïîäàëãåáðó ìàòðèö ([2℄)

è óäîâëåòâîðÿþùåé òîìó, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòðîê å¼ òàáëèöû óìíîæå-

íèÿ ([1℄) åñòü â òî÷íîñòè ïîäàëãåáðà ìàòðèö (ýòî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ,

äîêàçàííîãî â [6℄). Â äàííîé ðàáîòå áóäóò ïîñòðîåíû âñå 7-ìåðíûå àëãåáðû

ñ ïðîñòûì óìíîæåíèåì, ñîäåðæàùèå ïîäàëãåáðó ìàòðèö ðàçìåðà 2 íà 2 ïðè

óñëîâèè íàëè÷èÿ íà âñåé àëãåáðå àíòèàâòîìîð�èçìà.

Ïóñòü P � 7-ìåðíàÿ àëãåáðà,M � P � ïîäàëãåáðà, èçîìîð�íàÿ àëãåáðå

êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 2 íà 2.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü âåêòîðó f 2 M ïðè îòîáðàæåíèè èç àëãåáðû â

ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà M

f

ðàçìåðà 2 íà 2. Òîãäà âåñîì ìàò-

ðèöû M

f

áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîîðäèíàò âåêòîðà f .

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà P åñòü àíòèàâòîìîð�èçì 	, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè è ñîîòíîøåíèþ

	

2

= e; (1)

5



ãäå e � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Ñëåäóþùèå òåõíè÷åñêèå ëåììû ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ïîñêîëüêó

îíè î÷åíü ãðîìîçäêèå (âñå îíè îïèðàþòñÿ íà ñâîéñòâà àëãåáðû ìàòðèö è

àíòèàâòîìîð�èçìîâ, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â [3℄).

Ëåììà 1. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïèñàííîãî âûøå àíòèàâòîìîð-

�èçìà 	 ðàâíû �1, è 	 èìååò ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Êðîìå

òîãî, n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëåæàò â M .

Ëåììà 2. Íå ñóùåñòâóåò ëèíåéíîãî àíòèàâòîìîð�èçìà 	, íà àëãåá-

ðå êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 2 íà 2 M òàêîãî, ÷òî âûïîëíåíî (1) è

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äàííîãî àíòèàâòîìîð�èçìà �

0

(�

0

= �1) èìååò

êðàòíîñòü 3, à (��

0

) � êðàòíîñòü 1, è ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî,

îòâå÷àþùåå (��

0

) èìååò áàçèñîì ìàòðèöó M

0

ðàíãà 1.

Ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ v

1

; : : : ; v

n

áóäåì îáîçíà÷àòü `(v

1

; : : : ; v

n

), à

ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ðàçìåðà 2 íà 2, ó êîòîðûõ îáà ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèÿ íóëåâûå, îáîçíà÷èì L

0

. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü L

0

ðàâíà

3.

Ëåììà 3. 1) Íå ñóùåñòâóåò àíòèàâòîìîð�èçìà 	 íà àëãåáðå êâàä-

ðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 2 íà 2 òàêîãî, ÷òî âûïîëíåíî (1), ó 	 åñòü äâóõ-

ìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì �, íà-

òÿíóòîå íà äâå ìàòðèöû H

1

, H

2

ðàíãà 1.

2) Åñëè ðàñøèðÿòü L, äîáàâëÿÿ ìàòðèöó H

3

ðàíãà 1 (ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìóþ ñ H

1

, H

2

), ÷òîáû ñóùåñòâîâàë àíòèàâòîìîð�èçì 	 ñ ñîáñòâåííûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì L � `(H

3

) (ãäå "�" îçíà÷àåò ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðî-

ñòðàíñòâ) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì �, òî â ñëó÷àå � = �1 L�`(H

3

) = L

0

,

à â ñëó÷àå � = 1 L � `(H

3

) = L

1

= `

��

1 0

0 0

�

;

�

0 0

1 0

�

;

�

1 �1

1 �1

��

(ñ

òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà).

3) Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå â ñëó÷àå ïîäïðîñòðàíñòâà L

0

â íåêîòîðîì

áàçèñå

	 =

��

a b


 d

��

=

�

d �b

�
 a

�

; (2)

à â ñëó÷àå L

1

:

	 =

��

a b


 d

��

=

�

a �


�b d

�

: (3)

Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè àíòèàâòîìîð�èçìû ñîîòâåòñòâåííî 	

0

è 	

1

.

Ïóñòü fe

i

g

6

i=0

� áàçèñ P èç îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû ñ ïðîñòûì óìíîæåíèåì.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òàêîé áàçèñ åäèíñòâåííûé. Òîãäà

	(e

i

) = e

�(i)




i

;

6



ãäå � � ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå f0; : : : ; 6g, 


i

� íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñòàíîâêà � ñîñòîèò òîëüêî èç íåïîäâèæíûõ ýëå-

ìåíòîâ è öèêëîâ äëèíû 2.

Îïðåäåëèì òåïåðü êëàññ àíòèàâòîìîð�èçìîâ, êîòîðûé ìû áóäåì èññëå-

äîâàòü. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 3 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ àâòî-

ìîð�èçìà, íå îòíîñÿùèåñÿ ê ïîäàëãåáðåM (ëåììà 1) ðàâíû ìåæäó ñîáîé è

ðàâíû �. Ñîîòâåòñòâóþùåå 3-ìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî îáîçíà-

÷èì M

0

.

Ëåììà 4. 1) Â � åñòü õîòÿ áû îäèí öèêë äëèíû 2.

2) Ïðè ñäåëàííîì âûøå ïðåäïîëîæåíèè ó � åñòü êàê ìèíèìóì 2 öèêëà

äëèíû 2.

Èòàê, ïî ëåììå 4 ó ïåðåñòàíîâêè � áóäåò êàê ìèíèìóì 2 öèêëà äëèíû

2. Ïóñòü ýòî (12)(34), òîãäà:

e

1

= g

1

+m

1

; e

2

= g

1

+ �	(m

1

); e

3

= g

2

+m

2

; e

4

= g

2

+ �	(m

2

);

ãäå g

i

2M

0

, m

i

2M . Îáîçíà÷èì

h

i

= m

i

� �	(m

i

):

Áóäåì îáîçíà÷àòü H

i

ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ âåêòîðó h

i

ïðè âëîæå-

íèè â àëãåáðó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ïåðåñòàíîâêè � 3 íåïîäâèæíûõ ýëåìåí-

òà. Òîãäà àíòèàâòîìîð�èçì 	 îáëàäàåò äâóõìåðíûì ñîáñòâåííûì ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì, ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì (��) íàòÿíóòûì íà ìàòðèöû H

1

è

H

2

(î÷åâèäíî, îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ó

	 ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì � `(e

0

; e

5

; e

6

; e

1

+

e

2

; e

3

+ e

4

) ðàçìåðíîñòè 5. Íî ìàòðèöû H

i

âåñà 2, ðàíãà 1. Ïîëó÷àåì ïðîòè-

âîðå÷èå ñ ëåììîé 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, � = (0)(12)(34)(56) è

e

5

= g

3

+m

3

; e

6

= g

3

+ �	(m

3

); h

3

= m

3

� �	(m

3

):

Ïåðåíóìåðóåì áàçèñíûå âåêòîðà òàê, ÷òîáû

h

1

= [0; 1; 0; 0; 0; 0;�1℄ ; h

2

= [0; 0; 1; 0; 0;�1; 0℄ ; h

3

= [0; 0; 0; 1;�1; 0; 0℄ : (4)

�àññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé � = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ïî ëåììå 3 H

1

� H

2

� H

3

�

�

0 1

0 0

�

:

7



Ëåììà 5. Â ýòîì ñëó÷àå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà âîçìîæíà

òîëüêî îäíà àëãåáðà, çàäàâàåìàÿ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ:

e

0

e

0

f

e

e

1

e

2

h

1

h

2

e

2

e

3

h

2

h

3

e

3

e

1

h

3

h

1

e

4

e

5

h

3

h

2

e

5

e

6

h

2

h

1

e

6

e

4

h

1

h

3

:

:

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî H

2

i

= 0 (i = 1; 2; 3).

Ïîñêîëüêó P � àëãåáðà ñ ïðîñòûì óìíîæåíèåì, à H

i

� ìàòðèöû âå-

ñà 2, òî äëÿ êàæäîãî i íàéäóòñÿ j; k òàêèå, ÷òî H

i

H

j

= 0 è H

k

H

i

= 0

(i; j; k = 1; 2; 3). Ïðè÷¼ì, òàê êàê ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî áàçèñ fe

i

g

7

i=1

�

åäèíñòâåííûé, òî òàêèå íîìåðà j; k äëÿ êàæäîãî i áóäóò òîæå åäèíñòâåííû-

ìè. Â äàííîì ñëó÷àå i = j = k. Ñëåäîâàòåëüíî,

H

i

H

j

6= 0 ïðè i 6= j; (5)

ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ âèäà e

0

e

i

; e

i

e

0

; e

i

e

i

(i > 0) îáÿ-

çàíû ðàâíÿòüñÿ íóëþ, èíà÷å ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî óñëîâèå âûøå íàðóøèòüñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî (5) âåðíî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö èç L

0

ðàíãà 1.

Ïðîñòûìè ðàññóæäåíèÿìè ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñëîâèÿ

(5), ïåðåñòàíîâêà � îáÿçàíà èìåòü äâà öèêëà äëèíû 3, òî åñòü ìîæíî çà-

íóìåðîâàòü âåêòîðà áàçèñà òàê, ÷òî � = (0)(123)(456) (ïðè ýòîì ìîæíî ñî-

õðàíèòü óñëîâèå (4)). Òàêæå î÷åâèäíî, ÷åìó áóäóò ðàâíÿòüñÿ ïðîèçâåäåíèÿ

e

i

e

�(i)

(i > 0).

Äîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ìàñøòàáèðîâàíèè âåêòîðà e

0

ïðîèçâåäåíèå

e

0

e

0

áóäåò ðàâíî åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Ïóñòü âåêòîð èç àëãåáðû, ñîîòâåòñòâó-

þùèé åäèíè÷íîé ìàòðèöå

f

e

= [a; b; 
; d; d; 
; b℄ :

Ýòî îáùèé ñëó÷àé äëÿ âåêòîðà, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî 	

0

(f

e

) = f

e

.

f

2

e

= a

2

e

0

e

0

+ b
h

1

h

2

+ 
dh

2

h

3

+ dbh

3

h

1

+ d
h

3

h

2

+ 
bh

2

h

1

+ bdh

1

h

3

=

= a

2

e

0

e

0

+ b
(h

1

h

2

+ h

2

h

1

) + 
d(h

2

h

3

+ h

3

h

2

) + bd(h

1

h

3

+ h

3

h

1

):

Èç ïåðâîãî ïóíêòà ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî h

i

h

j

+ h

j

h

i

= 
onst E äëÿ i 6= j.

Ïóñòü

H

1

H

2

+H

2

H

1

= �E;

H

1

H

3

+H

3

H

1

= �E;
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H

2

H

3

+H

3

H

2

= 
E:

Äîìíîæèì h

i

(òî åñòü, ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñíûå âåêòîðà e

i

è e

7�i

) i =

1; 2; 3 íà ñîîòâåòñòâåííî

�

s

��




; �

r

�


�

; �

r

�


�

:

Î÷åâèäíî, ïîñëå ýòîé îïåðàöèè áóäåò ñïðàâåäëèâî

H

i

H

j

+H

j

H

i

= �E i 6= j:

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî

f

2

e

= a

2

e

0

e

0

� f

e

(b
+ 
d+ bd) = f

e

;

e

0

e

0

= f

e

1 + b
+ 
d+ bd

a

2

:

Ïîíÿòíî, ÷òî a 6= 0 (èíà÷å M ïîñòðîåíî íà e

1

; : : : ; e

6

). Îñòàëîñü ìàñøòàáè-

ðîâàòü e

0

òàê, ÷òîáû

a

2

= 1 + b
+ 
d+ bd:

Ïîëüçóÿñü äîêàçàííûìè ëåììàìè 3 è 6, ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ òàá-

ëèöó äëÿ àëãåáðû:

e

0

e

0

2 �1 �1 �1 �1 �1 �1

e

1

e

2

�1 0 0 1 0 1 1

e

2

e

3

�1 1 0 0 1 1 0

e

3

e

1

�1 0 1 0 1 0 1

e

4

e

5

�1 0 1 1 0 0 1

e

5

e

6

�1 1 1 0 1 0 0

e

6

e

4

�1 1 0 1 0 1 0:

(6)

Ñëó÷àé � = �1 àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äà¼ò àëãåáðó:

e

0

e

0

0 1 0 �1 1 0 �1

e

1

e

5

�1 0 0 1 0 1 1

e

2

e

6

1 �1 �1 0 �1 0 0

e

3

e

4

0 0 0 1 �1 0 0

e

4

e

2

�1 0 1 1 0 0 1

e

5

e

3

1 �1 0 0 �1 �1 0

e

6

e

1

0 �1 0 0 0 0 1:

(7)
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À ñëó÷àé, êîãäà àíòèàâòîìîð�èçì èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíà-

êîâ íà M

0

:

e

0

e

0

1 0 0 0 1 1 1

e

1

e

1

0 1 0 0 0 0 �1

e

2

e

2

0 0 1 0 0 �1 0

e

3

e

3

0 0 0 1 �1 0 0

e

4

e

5

�1 �1 0 0 �1 �1 0

e

5

e

6

�1 0 �1 0 �1 0 �1

e

6

e

4

�1 0 0 �1 0 �1 �1:

(8)

Èòàê, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ àíòèàâòîìîð�èçìà ñóùåñòâóåò ðîâ-

íî òðè íåèçîìîð�íûå 7-ìåðíûå àëãåáðû, ñîäåðæàùèå ïîäàëãåáðû ìàòðèö

ðàçìåðà 2 íà 2, çàäàâàåìûå òàáëèöàìè (6), (7), (8).
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ÎÖÅÍÊÀ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÈ ÂÛÑÎÊÈÕ

ÏÎ�ßÄÊÎÂ ÁÓËÅÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ×Å�ÅÇ

ÇÍÀ×ÅÍÈÅ ÅÅ ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÎÉ

ÈÌÌÓÍÍÎÑÒÈ

Ì.Ñ.Ëîáàíîâ (Ìîñêâà)

Ñ ïîÿâëåíèåì "àëãåáðàè÷åñêèõ" àòàê (ñì. íàïðèìåð [2,5℄) íà ïîòîêîâûå

øè�ðû îò áóëåâûõ �óíêöèé, èñïîëüçóåìûõ â ýòèõ êðèïòîãðà�è÷åñêèõ ñõå-

ìàõ â êà÷åñòâå íåëèíåéíûõ �èëüòðîâ, íàðÿäó ñ äðóãèìè ñòàëî òðåáîâàòüñÿ

è óñëîâèå îáëàäàíèÿ âûñîêîé àëãåáðàè÷åñêîé èììóííîñòüþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì

âîçíèê âîïðîñ, êàê ñâÿçàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ èììóííîñòü ñ äðóãèìè âàæíû-

ìè êðèïòîãðà�è÷åñêèìè ñâîéñòâàìè áóëåâûõ �óíêöèé.

Â ðàáîòå [3℄ áûë äîêàçàí ðåçóëüòàò, ýêâèâàëåíòíûé ñëåäóþùåé îöåíêå

íà íåëèíåéíîñòü r-îãî ïîðÿäêà:

nl

r

(f) �

k�r�1

X

i=0

�

n

i

�

:

Ïîçæå â [4℄ íàìè áûëà äîêàçàíà íèæíÿÿ îöåíêà íåëèíåéíîñòè (r=1) �óíê-

öèè ÷åðåç çíà÷åííèåå åå àëãåáðàè÷åñêîé èììóííîñòè:

nl(f) � 2

k�2

X

i=0

�

n� 1

i

�

:

È òàì æå äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé àëãåáðàè÷åñêîé èììóííîñòè

áûëè ïîñòðîåíû �óíêöèè, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî â ïðèâåäåííîé

îöåíêå.

Åùå ïîçäíåå C.Carlet â [1℄ îáîáùèë äîêàçàííóþ íàìè îöåíêó íà ñëó÷àé

äðóãèõ r:

nl

r

(f) � 2

k�r�1

X

i=0

�

n� r

i

�

:

Îòìåòèì, ÷òî íè îäíà èç äâóõ ïðèâåäåííûõ âûøå îöåíîê äëÿ íåëèíåé-

íîñòè r-îãî ïîðÿäêà íå âëå÷åò äðóãóþ.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ îöåíêè íåëèíåé-

íîñòü r-îãî ïîðÿäêà ÷åðåç çíà÷åíèå àëãåáðîè÷åñêîé èììóííîñòè ïîëíîñòüþ

ñâîäèòüñÿ ê îöåíêè ðàçìåðíîñòè îïðåäåëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. È

êàê ñëåäñòâèå èç ýòîãî ïîëó÷èì íîâóþ îöåíêó, ïåðåêðûâàþùóþ îáå ñóùå-

ñòâîâàâøèå ðàíåå.

Èçâåñòíî, ÷òî áóëåâà �óíêöèÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ïîëèíîìîì.
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Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåíüþ áóëåâîé �óíêöèè íàçûâàåòñÿ äëèíà ñàìî-

ãî äëèííîãî ñëàãàåìîãî â åå ïîëèíîìå (êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ â ýòîì

ñëàãàåìîì).

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâà �óíêöèÿ g íàä F

n

2

íàçûâàåòñÿ àííèãèëÿòîðîì

áóëåâîé �óíêöèè f íàä F

n

2

, åñëè fg = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî àííèãèëÿòîðû f îáðàçóþò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â

ïðîñòðàíñòâå âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðàè÷åñêîé èììóííîñòüþ AI(F ) áóëåâîé �óíêöèè

f íàä F

n

2

íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü áóëåâîé �óíêöèè g íàä F

n

2

, ãäå g íå ðàâíàÿ

òîæäåñòâåííî íóëþ �óíêöèÿ ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ, òàêàÿ ÷òî fg =

0 èëè (f + 1)g = 0.

Èçâåñòíî [2, 5℄, ÷òî äëÿ ëþáîé f íàä F

n

2

âûïîëíåíî AI(f) � d

n

2

e.

Îïðåäåëåíèå. Âåñîì wt(x) íàáîðà x èç F

n

2

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî åäèíèö â

x.

Îïðåäåëåíèå. �àññòîÿíèå ìåæäó áóëåâûìè �óíêöèÿìè f

1

è f

2

îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê d(f

1

; f

2

) =j fx 2 F

n

2

j f

1

(x) 6= f

2

(x)g j.

Îïðåäåëåíèå. Íåëèíåéíîñòüþ r-òîãî ïîðÿäêà nl

r

(f) áóëåâîé �óíêöèè

f íàä F

n

2

íàçûâàåòñÿ min

l; deg(l)�r

d(f; l).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü h áóëåâà �óíêöèÿ îò n ïåðåìåííû. Îáîçíà÷èì

÷åðåç An

k

(h) ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî àííèãèëÿòîðîâ ñòåïåíè íå âûøå k è

÷åðåç d

k;h

åãî ðàçìåðíîñòü.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C = fx

1

; : : : ; x

n

g ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ íàáîðîâ

äëèíû n. Ïðè ëþáîãî k � n, ïðîèçâîëüíîìó íàáîðó x = (x

1

; : : : ; x

n

) ìîæ-

íî ñîïîñòàâèòü îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåìîå ïîäñòàíîâêîé

êîìïîíåíò íàáîðà â

a

0

+

n

X

i=1

a

i

x

i

+

X

1�i<j�n

a

ij

x

i

x

j

+ � � �+

X

1�i

1

�:::�i

k

�n

a

i

1

:::i

k

x

i

1

: : : x

i

k

è ïðèðàâíèâàíèåì ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ê 0. Òîãäà íàçîâåì k-ðàíãîì

ìíîæåñòâà C ðàíã ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ òàêèì îá-

ðàçîì èç íàáîðîâ ìíîæåñòâà C. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç r

k

(C).

Èùåì äëÿ �óíêöèè f àííèãèëÿòîðû ñòåïåíè íå âûøå k ìåòîäîì íåîïðå-

äåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ:

g = a

0

+

n

X

i=1

a

i

x

i

+

X

1�i<j�n

a

ij

x

i

x

j

+ � � �+

X

1�i

1

�:::�i

k

�n

a

i

1

:::i

k

x

i

1

: : : x

i

k

:
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Ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ àííèãèëÿòîðîì f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) = 1

âëå÷åò g(x) = 0. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî d

k;f

= dim(An

k

(f)) =

P

k

i=0

�

n

i

�

� r

k

(supp(f)).

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü f è f

0

�óíêöèè îò n ïåðåìåííûõ, AI(f

0

) � k.

Òîãäà d(f; f

0

) � dim(An

k�1

(f)) + dim(An

k�1

(f + 1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê AI(f

0

) � k, òî r

k�1

(supp(f

0

)) =

P

k�1

i=0

�

n

i

�

.

Â òîæå âðåìÿ r

k�1

(supp(f)) =

P

k�1

i=0

�

n

i

�

� d

k�1;f

. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-

ñòâóåò íå ìåíüøå ÷åì d

k�1;f

íàáîðîâ, ãäå f

0

ðàâíà åäèíèöå, à f íóëþ.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåì f + 1 è f

0

+ 1, ïîëó÷àåì îöåíêó íà ÷èñëî

íàáîðîâ, ãäå f åäèíèöà, à f

0

íîëü.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü h áóëåâà �óíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷èì

÷åðåç B

k

(h) ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ñòåïåíè

íå âûøå k, êîòîðûå ïðè óìíîæåíèè íà h ñíîâà äàþò �óíêöèè ñòåïåíè íå

âûøå k.

Óòâåðæäåíèå 2. Ñóììà dim(An

k

(f)) è dim(An

k

(f + 1)) ðàâíà

dim(B

k

(f)).

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïàðó (g

1

; g

2

), ãäå g

1

2 An

k

(f), g

2

2

An

k

(f + 1), òîãäà èìååì fg

1

+ (f + 1)g

2

= 0, îòñþäà f(g

1

+ g

2

) = g

2

. Ïîëó-

÷àåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïàðàìè �óíêöèé, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ èç An

k

(f),

âòîðàÿ èç An

k

(f + 1), è �óíêöèÿìè èç B

k

(f). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ñîîòâåòñòâèå âçàèìîîäíîçíà÷íîå.

Ëåììà 1. Ïóñòü r

k

(supp(f)) = wt(f), ãäå k < d

n

2

e, òîãäà dim(An

k

(f +

1)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà x, òàêîãî

÷òî f(x) = 1, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ g ñòåïåíè íå âûøå k, ÷òî ïðîèçâåäåíèå

fg ðàâíî 1 òîëüêî íà îäíîì íàáîðå x. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàëà áû

�óíêöèÿ îòëè÷íàÿ îò f ëèøü íà íàáîðå x 
 k-ðàíãîì r

k

(supp(f)) = wt(f) è

âåñîì ðàâíûì wt(f)� 1, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f

0

, deg(f

0

) � k è f 6= 0, ÷òî (f + 1)f

0

= 0.

Âîçüìåì íàáîð x, òàêîé ÷òî f

0

(x) = 1. Èç òîãî ÷òî supp(f

0

) � supp(f),

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò g

0

ñòåïåíè íå âûøå k, ÷òî ïðîèçâåäåíèå f

0

g

0

ðàâíî 1

òîëüêî íà îäíîì íàáîðå x. Íî ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ áóëåâûõ �óíêöèé

íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ñòåïåíåé ýòèõ �óíêöèé, òîãäà deg(f

0

g

0

) < n, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò, òîìó ÷òî f

0

g

0

ðàâíî 1 ðîâíî íà îäíîì íàáîðå.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü dim(An

k

(f)) =

P

k

i=0

�

n

i

�

� wt(f), ãäå k � d

n

2

e,

òîãäà dim(An

d

n

2

e�1

(f + 1)) = 0.
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü n = 2k + 1 è An

k

(f) = 0, òîãäà AI(f) = k + 1.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü deg(f) � d

n

2

e, k � d

n

2

e, òîãäà ñóùåñòâóåò

�óíêöèÿ g, òàêàÿ ÷òî AI(g) = k è d(f; g) = dim(B

k�1

(f)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðåäè íàáîðîâ, íà êîòîðûõ f ðàâíà 1 íàéäåòñÿ

r

k�1

(supp(f)) òàêèõ, ÷òî èõ (k � 1)-ðàíã òîæå áóäåò ðàâåí r

k�1

(supp(f)),

îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî íàáîðîâ ÷åðåç C

1

. Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðåâ f + 1

ïîëó÷èì ìíîæåñòâî C

0

èç r

k�1

(supp(f + 1)) íàáîðîâ. Èç ëåììû 1 ñëåäó-

åò, ÷òî ìû ìîæåì äîïîëíèòü C

1

çà ñ÷åò

P

k�1

i=0

�

n

i

�

� r

k�1

(supp(f)) íàáîðîâ,

êîòîðûå íå âõîäÿò â C

0

è íà êîòîðûõ f ðàâíà 0, òàê ÷òîáû k-ðàíã íîâîãî

ìíîæåñòâà áûë â òî÷íîñòè

P

k�1

i=0

�

n

i

�

. Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì äîïîëíèòü è

ìíîæåñòâî C

0

çà ñ÷åò

P

k�1

i=0

�

n

i

�

�r

k�1

(supp(f+1)) íàáîðîâ, êîòîðûå íå âõî-

äÿò â C

1

è íà êîòîðûõ f ðàâíà 1, òàê ÷òîáû k-ðàíã íîâîãî ìíîæåñòâà áûë

â òî÷íîñòè

P

k�1

i=0

�

n

i

�

.

Èç âûøå ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî èçìåíèòü çíà÷åíèå f íà

P

k�1

i=0

�

n

i

�

� r

k�1

(supp(f))+

P

k�1

i=0

�

n

i

�

� r

k�1

(supp(f +1)) = dim(An

k�1

(f))+

dim(An

k�1

(f + 1)) = dim(B

k�1

(f)) íàáîðàõ è ïîëó÷èòü �óíêöèþ g, òàêóþ

÷òî dim(An

k�1

(g)) = dim(An

k�1

(g + 1)) = 0, ñëåäîâàòåëüíî AI(g) = k.

Òàêèì îáðàçîì, 
 ó÷åòîì óòâåðæäåíèé 1-3 ìû äîêàçàëè, ÷òî çàäà÷à íà-

õîæäåíèÿ íàèáîëåå ñèëüíîé îöåíêè íåëèíåéíîñòè r-îãî ïîðÿäêà �óíêöèè

÷åðåç çíà÷åíèå åå àëãåáðàè÷åñêîé èììóííîñòè k ïîëíîñòüþ ñâîäèòüñÿ ê íà-

õîæäåíèþmin

deg(g)�r

dim(B

k�1

(g)). Ñ�îðìóëèðóåì ýòî â êà÷åñòâå òåîðåìû:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x

1

; : : : ; x

n

) èìååò AI(f) = k, òîãäà

nl

r

(f) � min

deg(g)�r

dim(B

k�1

(g)):

È ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f

0

, AI(f

0

) = k, äëÿ êîòîðîé

nl

r

(f

0

) = min

deg(g)�r

dim(B

k�1

(g)):

Òåïåðü ïîñìîòðèì êàêèå êîíêðåòíûå îöåíêè ìîæíî ïîëó÷èòü èç ýòîé

òåîðåìû.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü deg(f) = r, òîãäà dim(B

k�1

(f)) íå ìåíüøå

÷åì

P

k�r�1

i=0

�

n

i

�

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòî áåðåì âñå �óíêöèè ñòåïåíè íå áîëüøå (k�r�

1).

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü AI(g) = k, òîãäà

nl

r

(g) �

k�r�1

X

i=0

�

n

i

�

:
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Ìû ïîëó÷èëè îöåíêó èç ðàáîòû [3℄.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü deg(f) = r, òîãäà dim(B

k�1

(f)) íå ìåíüøå

÷åì 2

P

k�r�1

i=0

�

n�r

i

�

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëèíîì f ñîäåðæèò ñëàãàåìîå

x

1

x

2

: : : x

r

. �àññìîòðèì �óíêöèè âèäà fg

1

+ (f + 1)g

2

, ãäå g

1

è g

2

ëþáûå

�óíêöèè îò x

m+1

; : : : ; x

n

ñòåïåíè íå áîëåå (k� r� 1). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü,

÷òî âñå òàêèå �óíêöèè ðàçëè÷íû è ïðèíàäëåæàò B

k�1

(f).

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü AI(g) = k, òîãäà

nl

r

(g) � 2

k�r�1

X

i=0

�

n� r

i

�

:

Ìû ïîëó÷èëè îöåíêó èç ðàáîòû [1℄.

Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü deg(f) = r, òîãäà dim(B

k�1

(f)) íå ìåíüøå

÷åì

k�r�1

X

i=0

�

n

i

�

+

k�r�1

X

i=k�2r

�

n� r

i

�

:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëèíîì f ñîäåðæèò ñëàãàåìîå

x

1

x

2

: : : x

r

. �àññìîòðèì �óíêöèè âèäà g

1

+ fg

2

, ãäå g

1

ëþáàÿ �óíêöèè ñòå-

ïåíè íå áîëåå (k � r � 1) , à g

2

ëþáàÿ �óíêöèÿ îò x

r+1

; : : : ; x

n

ñòåïåíè íå

áîëåå (k � r � 1), ñîäåðæàùàÿ ëèøü ìîíîìû äëèíû íå ìåíåå k � 2r.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå òàêèå �óíêöèè ïðèíàäëåæàò B

k�1

(f).

Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî âñå �óíêöèè ðàçëè÷íû, ñâîäèòüñÿ ê ïðîâåðêå òîãî, ÷òî

èç g

1

+ fg

2

= 0 ñëåäóåò g

1

= 0 è g

2

= 0. �àâåíñòâî g

2

= 0 ñëåäóåò èç òîãî,

÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �óíêöèÿ fg

2

ñîäåðæàëà áû ìîíîì äëèíû íå ìåíåå

(k�r), êîòîðûé áûë áû è â ïîëèíîìå f (ò.ê. deg(f

1

) � (k�r�1)). �àâåíñòâî

g

1

= 0 ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç g

1

+ fg

2

= 0 è g

2

= 0.

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü AI(g) = k, òîãäà

nl

r

(g) �

k�r�1

X

i=0

�

n

i

�

+

k�r�1

X

i=k�2r

�

n� r

i

�

:

Ìû ïîëó÷èëè îöåíêó, êîòîðàÿ óëó÷øàåò îáå ñóùåñòâîâàâøèõ ðàíåå îöåí-

êè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Carlet C. On the higher order nonlinearities of algebrai
 immune fun
tions.

CRYPTO 2006, LNCS 4117, pp. 584�601.

15



2. CourtoisN and MeierW. Algebrai
 atta
ks on stream 
iphers with linear

feedba
k. In Anvan
es in Cryptology � EUROCRYPT 2003, LNCS 2656, pp.

345�359. Springer Verlag, 2003.

3. DalaiD.K., GuptaK.C. and Maitra S. Results on Algebrai
 Immunity

for Cryptographi
ally Signi�
ant Boolean Fun
tions. Indo
rypt 2004, Chennai,

India, De
ember 20-22, pages 92�106, LNCS 3348, Springer Verlag, 2004.

4 LobanovM. Tight bound between nonlinearity and algebrai
 immunity.

Cryptology ePrint ar
hive(http://eprint.ia
r.org/), Report 2005/437.

5. MeierW., Pasali
 E. and Carlet C. Algebrai
 atta
ks and de
omposition

of Boolean fun
tions. In Advan
es in Cryptology � EUROCRYPT 2004, LNCS

3027, pp. 474�491. Springer Verlag, 2004.

��ÀÍÈ×ÍÛÅ ÊËÀÑÑÛ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ

ÊËÀÑÑÀ ÏËÀÍÀ�ÍÛÕ ��ÀÔÎÂ ÄËß ÇÀÄÀ×È Î

ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÌ ÌÍÎÆÍÑÒÂÅ

Ä.Ñ.Ìàëûøåâ (Íèæíèé Íîâãîðîä)

Ââåäåíèå

Íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â îáûêíîâåííîì ãðà�å íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí. Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå äëÿ

äàííîãî ãðà�à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà íàèáîëüøåé

ìîùíîñòè. Äëÿ êðàòêîñòè çàäà÷ó î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå áóäåì íàçûâàòü

çàäà÷åé ÍÌ.

Êëàññ ãðà�îâ Ê íàçûâàåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì,

ðåøàþùèé ýòó çàäà÷ó äëÿ ëþáîãî ãðà�à G 2 K çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ

è ÍÌ-ñëîæíûì, åñëè äëÿ ãðà�îâ ýòîãî êëàññà çàäà÷à ÍÌ îñòàåòñÿ NP-

ïîëíîé [1℄.

Êëàññ ãðà�îâ X íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò îòíî-

ñèòåëüíî èçîìîð�èçìà, ïåðåèìåíîâàíèÿ ðåáåð, óäàëåíèÿ âåðøèí è ñèëü-

íî íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò åùå è îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ ðåáåð.

Ëþáîé íàñëåäñòâåííûé êëàññ (è òîëüêî íàñëåäñòâåííûé êëàññ) ãðà�îâ X

ìîæåò áûòü çàäàí ìíîæåñòâîì çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðà�îâ S,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî X ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ ãðà�îâ, êîòîðûå íå èìåþò

ïîðîæäåííûõ ïîäãðà�îâ èç S. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòà çàïèñü X=Free(S).

Åñëè S ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, òî òàêîé íàñëåäñòâåííûé êëàññ íàçûâàåòñÿ êî-

íå÷íî îïðåäåëåííûì.

Â [1℄ äàíî îïðåäåëåíèå ãðàíè÷íîãî êëàññà è äîêàçàíî, ÷òî êîíå÷íî îïðå-

äåëåííûé êëàññ ãðà�îâ ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ñëîæíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

â íåì ñîäåðæèòñÿ êàêîé-íèáóäü ãðàíè÷íûé êëàññ. Â ýòîé ðàáîòå ââîäèòñÿ
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áîëåå øèðîêîå ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî êëàññà. Íàñëåäñòâåííûé

êëàññ ãðà�îâ X íàçîâåì ïðåäåëüíûì êëàññîì îòíîñèòåëüíî íàñëåäñòâåí-

íîãî êëàññà Y (èëè ïðåäåëüíûì îòíîñèòåëüíî Y), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X

1

� X

2

�. . . ÍÌ-ñëîæíûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â

êëàññå Y, ÷òî \

n

X

n

= X. Ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ïðåäåëüíûé îò-

íîñèòåëüíî Y êëàññ íàçîâåì ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî Y êëàññîì. Èç ïî-

ñëåäíåãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî X � Y. Êëàññ X íàçîâåì êîíå÷íî îïðå-

äåëåííûì îòíîñèòåëüíî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà Y, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ãðà�îâÌ, ÷òî X = Y\Free(M). Äëÿ îòíîñèòåëüíûõ

ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ îáîáùåíèå òåîðåìû 3 èç ðàáîòû

[1℄, à èìåííî, îòíîñèòåëüíûé êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ ãðà�îâ ÿâëÿåòñÿ

ÍÌ-ñëîæíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì ñîäåðæèòñÿ êàêîé-íèáóäü

îòíîñèòåëüíûé ãðàíè÷íûé êëàññ.

Òðèîäîì T

i;j;k

íàçûâàåòñÿ äåðåâî, èìåþùåå ðîâíî îäíó âåðøèíó ñòåïåíè

òðè è ðîâíî òðè ëèñòà, îòñòîÿùèõ îò âåðøèíû ñòåïåíè òðè íà ðàññòîÿíè-

ÿõ i; j; k ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Ò � êëàññ âñåõ ãðà�îâ, ó êîòîðûõ êàæäàÿ

èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì íå áîëåå ÷åì ñ òðåìÿ ëèñòüÿìè.

Èíûìè ñëîâàìè, êëàññ Ò ñîñòîèò òîëüêî èç òåõ ãðà�îâ, ó êîòîðûõ êàæäàÿ

èç êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ ëèáî òðèîäîì, ëèáî ïðîñòûì ïóòåì. Â ðàáîòå [1℄

äîêàçàíî, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì êëàññîì, à åñëè P 6= NP , òî Ò� åäèí-

ñòâåííûé ñèëüíî íàñëåäñòâåííûé ãðàíè÷íûé êëàññ. Âîçìîæíî, T� åäèí-

ñòâåííûé ãðàíè÷íûé êëàññ íå òîëüêî ñðåäè ñèëüíî íàñëåäñòâåííûõ. Äîêà-

çàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ðàâíîñèëüíî äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ãðà�à G 2 T êëàññ Free(G) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Ê íàñòîÿùåìó

âðåìåíè ýòî äîêàçàíî äëÿ ãðà�îâ ñ íå áîëåå 5 âåðøèíàìè èç T (çà èñêëþ÷å-

íèåì P

5

è ãðà�îâ âèäà pK

2

+qK

1

). Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè

T êàê ãðàíè÷íîãî êëàññà îêàçàëñÿ ñëîæíûì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ïëàíàðíûõ ãðà�îâ. Êëàññ

T ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî Planar. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ëåãêî

ïîëó÷èòü ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 4 èç [1℄. Âîçìîæíî, ÷òî T

� åäèíñòâåííûé ãðàíè÷íûé êëàññ îòíîñèòåëüíî Planar. Ýòî óòâåðæäåíèå

ïîêà íå äîêàçàíî, íî â åãî èññëåäîâàíèè óäàëîñü ïðîäâèíóòüñÿ çíà÷èòåëü-

íî äàëüøå, ÷åì â èññëåäîâàíèè àíàëîãè÷íîãî ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ êëàññà

âñåõ ãðà�îâ. Â íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè äîêàçûâàåòñÿ ÍÌ-ïðîñòîòà êëàññà

Planar \ Free(T

1;1;i

) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî i.

Îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ïëàíàðíûé ãðà� G è ÷òî îí çàäàí â âèäå

ñâîåé ïëîñêîé óêëàäêè. Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ãëóáèíû ãðà�à G. Èç ïëîñ-

êîé óêëàäêè ãðà�à G óäàëèì âåðøèíû ñ èíöèäåíòíûìè èì ðåáðàìè, ïðè-

íàäëåæàùèå âíåøíåé ãðàíè. Ìíîæåñòâî ýòèõ âåðøèí îáîçíà÷èì ÷åðåç V

1

.

Ñ îñòàâøåéñÿ óêëàäêîé áóäåì ïðîäåëûâàòü àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ äî òåõ
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ïîð, ïîêà ìíîæåñòâî âåðøèí íå ñòàíåò ïóñòûì. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì

ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí ãðà�à íà ïîäìíîæåñòâà V

1

; V

2

; : : : ; V

k

, êîòî-

ðûå áóäåì íàçûâàòü óðîâíÿìè ãðà�à. Âåëè÷èíó k íàçîâåì ãëóáèíîé ãðà�à

G è áóäåì îáîçíà÷àòü 
(G).

�àçäåëÿþùàÿ êëèêà ãðà�à � ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí, ïîðîæäàþùåå ïîë-

íûé ïîäãðà�, óäàëåíèå êîòîðîãî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè. Íàçîâåì C-áëîêîì ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ïîðîæäåííûé

ïîäãðà� äàííîãî ãðà�à, íå èìåþùèé ðàçäåëÿþùåé êëèêè. Ïóñòü K� íåêî-

òîðûé êëàññ ãðà�îâ, òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç [K℄




ìíîæåñòâî âñåõ ãðà�îâ, ó

êîòîðûõ êàæäûé C-áëîê ïðèíàäëåæèò K. Â äàëüíåéøåì, íàì ïîíàäîáÿò-

ñÿ äâå îïåðàöèè íàä êëàññàìè ãðà�îâ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî ÍÌ-

ïðîñòîòû.

Ëåììà 1 [1℄. Åñëè X � ÍÌ-ïðîñòîé íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðà�îâ, òî

[X℄




òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.

Ñëåäñòâèå.Êëàññ ïëàíàðíûõ ãðà�îâ åäèíè÷íîé ãëóáèíû ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-

ïðîñòûì.

Ëåììà 2 [2℄. Åñëè K � ÍÌ-ïðîñòîé íàñëåäñòâåííûé êëàññ, òî äëÿ

ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî r êëàññ [K℄

r

ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.

Ëåììà 3. Åñëè G - ñâÿçíûé ãðà� è G íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Free(T

1;1;i

)

(i � 3), òî ëèáî G 2 Free(T

1;1;1

), ëèáî diam(G) < 2i+ 3:

Ñëåäñòâèå. Åñëè G � ñâÿçíûé ãðà� è G 2 Planar\Free(T

1;1;i

) (i � 3),

òî 
(G) < 2i+ 3:

Åñëè G íå ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ êëèê, à V

1

� ïåðâûé óðîâåíü ãðà�à

G, òî ãðà�, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì V

1

, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì. Äëÿ

êàæäîé âåðøèíû x 2 V (G) nV

1

îïðåäåëèì ìíîæåñòâî N(x; V

1

) âñåõ âåðøèí

èç V

1

, ñìåæíûõ ñ x. Ïóñòü deg(x; V

1

) - ìîùíîñòü ìíîæåñòâà N(x; V

1

). Äëÿ

êàæäîé âåðøèíû x 2 V (G)nV

1

îïðåäåëèì âåëè÷èíóm(x) êàê ìàêñèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí èç V

1

, íå ñìåæíûõ ñ x.

Ëåììà 4. Ïóñòü 
(G) > 1 è G � C-áëîê, íå ñîäåðæàùèé ïîðîæäåííî-

ãî T

1;1;i

, V

1

� ïåðâûé óðîâåíü ãðà�à G. Òîãäà, åñëè äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû

x 2 V (G) n V

1

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî deg(x; V

1

) > 5, òî m(x) < i+ 1.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî i êëàññ Planar \ Free(T

1;1;i

) ÿâëÿ-

åòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q

i;r

ïîäìíîæåñòâî êëàññà Planar \

Free(T

1;1;i

), ñîñòîÿùåå èç ãðà�îâ ãëóáèíû íå áîëåå ÷åì r. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ

ëþáûõ íàòóðàëüíûõ i è r êëàññ Q

i;r

ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.

Èçâåñòíî [3,4℄, ÷òî êëàññû Free(T

1;1;i

) ïðè i = 1; 2 ÿâëÿþòñÿ ÍÌ-

ïðîñòûìè. Îòñþäà ñëåäóåò ÍÌ-ïðîñòîòà ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâQ

i;r

ïðè

i = 1; 2 è ëþáûõ r. Ïóñòü òåïåðü i � 3. Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì

èíäóêöèåé ïî r. Êëàññ Q

i;1

ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì ââèäó ñëåäñòâèÿ ëåììû

1.

Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðà� èç Q

i;r+1

. Åñëè G 2 Free(T

1;1;1

), òî çàäà÷à

ÍÌ äëÿ ãðà�à G ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

G 2 Q

i;r+1

nFree(T

1;1;1

). Ââèäó ëåììû 1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G íå ñîäåðæèò

ðàçäåëÿþùèõ êëèê. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî diam(G) < 2i+ 3. Ïóñòü V

1

�

ïåðâûé óðîâåíü ãðà�à G. Åñëè jV

1

j � 2i+ 3, òî G 2 [Q

i;r

℄

2i+3

. Èç ëåììû 2

ñëåäóåò, ÷òî êëàññ [Q

i;r

℄

2i+3

ÍÌ-ïðîñòîé. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî jV

1

j >

2i+ 3.

Ïóñòü v

1

; v

2

; : : : ; v

t

� âñå âåðøèíû èç V

1

è ïóñòü îíè ïîêðàøåíû â ÷åðíûé

öâåò. �àññìîòðèì âåðøèíû v

1

è v

[t=2℄

. Ïóñòü P � ïóòü èç v

1

â v

[t=2℄

äëèíû,

ìåíüøåé ÷åì 2i+3. �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà ïîä-

ãðà�à, ïîðîæäåííîãî ìíîæåñòâîì âåðøèí ýòîãî ïóòè. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî

ìíîæåñòâà S ðàññìîòðèì ãðà� G

�

(S), ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí

V (G) n (N(S)[ V (P )), ãäå V (P ) � ìíîæåñòâî âåðøèí ïîäãðà�à, ïîðîæäåí-

íîãî âåðøèíàìè èç P , N(S) � ìíîæåñòâî òåõ âåðøèí ãðà�à G, êîòîðûå

ñìåæíû õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç ìíîæåñòâà S. ßñíî, ÷òî çíàÿ ðåøå-

íèå çàäà÷è ÍÌ äëÿ ãðà�îâ G

�

(S) äëÿ âñåõ S, ìîæíî çà âðåìÿ O(1) íàéòè

ðåøåíèå çàäà÷è ÍÌ äëÿ ãðà�à G. Ïóñòü G

1

(S); : : : ; G

p

(S) � òå êîìïîíåí-

òû ñâÿçíîñòè ãðà�à G

�

(S), êîòîðûå ñîäåðæàò ÷åðíûå âåðøèíû è èìåþò

ãëóáèíó, ðàâíóþ r + 1. (Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ïðèíàäëåæàò êëàññó Q

i;r

)

Åñëè ìíîæåñòâî S 
îäåðæèò òàêóþ âåðøèíó x, ÷òî deg(x; V

1

) > 5, òî ââèäó

ëåììû 4 êàæäûé èç ýòèõ ãðà�îâ ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì i+ 1 ÷åðíóþ âåð-

øèíó, à ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé èç íèõ ïðèíàäëåæèò ÍÌ-ïðîñòîìó êëàññó

[Q

i;k

℄

i+1

. Åñëè òàêîé âåðøèíû íå íàéäåòñÿ, òî ÿñíî, ÷òî p � 5jSj < 10i+15.

Êàæäûé èç ãðà�îâ G

1

(S); : : : ; G

p

(S) ñîäåðæèò íå áîëåå [t=2℄+1 ÷åðíûõ âåð-

øèí, ïðè÷åì â êàæäîì èç íèõ íà ïåðâîì óðîâíå âñå ÷åðíûå âåðøèíû ñòîÿò

ïîñëåäîâàòåëüíî. Ê êàæäîìó èç ýòèõ ãðà�îâ ïðèìåíèìû òå æå äåéñòâèÿ,

÷òî è ê ãðà�ó G. (ò.å. åñëè ðàññìàòðèâàåìûé ãðà� G

i

(S) (i = 1; : : : ; p) íå

ïðèíàäëåæèò íè êëàññó Free(T

1;1;1

), íè êëàññó [Q

i;k

℄

2i+3

, òî êîíöû ïóòè P

i

ñëåäóåò âûáèðàòü ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó � íà ïåðâîì óðîâíå ãðà�à G

i

(S)

òàêèå äâå âåðøèíû, ÷òî îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ÷åðíîé, äåëÿùåé ïîñëåäîâà-

òåëüíî ñòîÿùèå ÷åðíûå âåðøèíû íà äâå "äóãè", îòëè÷àþùèåñÿ íå áîëåå ÷åì

íà îäíó âåðøèíó.)

Òàêèì îáðàçîì, âñþ ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ çàäà÷è ÍÌ äëÿ ãðà�à G ìîæ-

íî èçîáðàçèòü â âèäå äåðåâà ðåøåíèé. Ëèñòüÿ ýòîãî äåðåâà ñîîòâåñòâóþò
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ãðà�àì èç êëàññîâ [Q

i;k

℄

2i+3

n Free(T

1;1;1

), Free(T

1;1;1

), à âíóòðåííèå óçëû

ñîîòâåòñòâóþò ãðà�àì, ñîäåðæàùèì íå ìåíåå 2i+ 3 ÷åðíûõ âåðøèí è èìå-

þùèõ ãëóáèíó, ðàâíóþ k + 1 è íå ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó Free(T

1;1;1

). Ò.ê.

ìíîæåñòâî ÷åðíûõ âåðøèí êàæäûé ðàç äåëèòñÿ íà äâå ïî÷òè ðàâíûå ÷àñòè,

òî âûñîòà äàííîãî äåðåâà îãðàíè÷åíà ñâåðõó âåëè÷èíîé dlog

2

(n)e.

Îöåíèì â äåðåâå ðåøåíèé îáùåå êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ óçëîâ. Êàæäûé

âíóòðåííèé óçåë èìååò íå áîëåå ÷åì 
 = (10i + 15)2

2i+3

íåïîñðåäñòâåííûõ

ïîòîìêîâ, ÿâëÿþùèõñÿ âíóòðåííèìè óçëàìè, ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå êîëè-

÷åñòâî âíóòðåííèõ óçëîâ â äåðåâå ðåøåíèé íå ïðåâîñõîäèò 


dlog

2

(n)e+1

, ò.å.

îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îò n. Îáùåå ÷èñëî ïîòîìêîâ êàæäîãî âíóòðåííåãî

óçëà, ÿâëÿþùèõñÿ ëèñòüÿìè, íå ïðåâîñõîäèò n, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî óçëîâ

â äåðåâå ðåøåíèé îãðàíè÷åíî ñâåðõó ïîëèíîìîì îò n.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ ëåììû 3 è ÍÌ-ïðîñòîòû

êëàññà Q

i;r

äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ i è r.
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ñòðóêòóðû ïîëó÷àåìîé ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïðî-

âåäåíà îöåíêà ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ïîëèíîìèàëü-

íûõ óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ áà-

çèñîâ (áàçèñîâ �ðåáíåðà).

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â öåëÿõ êðèïòîàíàëèçà øè-

ðîêî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä, öåëèêîì è ïîëíîñòüþ îñíîâàííûé

íà ìåòîäàõ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé â êîëüöàõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ðàçëè÷íû-

ìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè. À èìåííî: ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ

ìåòîäèê �óíêöèîíèðîâàíèå êðèïòîñõåìû îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòå-

ìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé íàä êàêîé-ëèáî àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

(êàê ïðàâèëî, íàä êîíå÷íûì ïîëåì) ñ òåì, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ñâåñòè

çàäà÷ó êðèïòîàíàëèçà ê ðåøåíèþ ïîñòðîåííîé ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ñèìâîëüíîì âèäå. Êàê ïðàâèëî, ýòîò øàã âûïîëíÿåòñÿ ïóòåì

ïîñòðîåíèÿ áàçèñà �ð�åáíåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëèíîìèàëüíîãî èäåàëà ñ

èñïîëüçîâàíèåì îäíîãî èç øèðîêî èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ, òàêèõ, êàê àëãî-

ðèòì Áóõáåðãåðà, XL-ìåòîä, àëãîðèòìû F

4

è F

5

, ïðèíàäëåæàùèå Æ.-Ê.

Ôàæåðå.

Íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü äàííûé ïîäõîä ê àëãîðèòìó áëî÷íîãî øè�ðîâà-

íèÿ �ÎÑÒ 28147-89 â ðåæèìå ïðîñòîé çàìåíû.

2. Àëãîðèòì �ÎÑÒ 28147-89. Â ðåæèìå ïðîñòîé çàìåíû àëãîðèòì

�ÎÑÒ 28147-89 ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: îòêðûòûå äàííûå, ïîäëåæà-

ùèå çàøè�ðîâàíèþ, ðàçáèâàþò íà áëîêè ïî 64 áèò â êàæäîì. Áëîê îòêðû-

òîãî òåêñòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíêàòåíàöèè äâóõ áëîêîâ ïî 32 áèòà

êàæäûé:

T

0

= (a

1

(0); : : : ; a

32

(0); b

1

(0); : : : ; b

32

(0)) = a(0)jjb(0); (1)

ãäå â ïîñëåäóþùåì a

1

ñ÷èòàåòñÿ ìëàäøèì, à a

32

� ñòàðøèì áèòîì äâîè÷íîé

çàïèñè íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà.

Îáúåì êëþ÷à ñîñòàâëÿåò 256 áèò (W

256

; : : : ;W

1

), êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ

íà âîñåìü 32-õ ðàçðÿäíûõ âåêòîðà

X

0

= (W

32

; : : : ;W

1

) ;

X

1

= (W

64

; : : : ;W

33

)

: : : : : :

X

7

= (W

256

; : : : ;W

225

) :

(2)

Óðàâíåíèÿ çàøè�ðîâàíèÿ â ðåæèìå ïðîñòîé çàìåíû èìåþò âèä:

�

a(j) =

�

a(j � 1) +X

(j�1)mod 8

�

KR� b(j � 1);

b(j) = a(j � 1); j = 1; 24;

�

a(j) =

�

a(j � 1) +X

(32�j)

�

KR� b(j � 1);

b(j) = a(j � 1); j = 25; 31;

�

a(32) = a(31);

b(32) = (a(31) +X

0

)KR� b(31):

(3)
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Çäåñü + � îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2

32

äâóõ ÷èñåë, äâîè÷íûì ïðåä-

ñòàâëåíèåì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îïåðàíäû, ïðè÷åì ðåçóëüòàòîì îïåðàöèè ÿâ-

ëÿåòñÿ äâîè÷íûé âåêòîð äëèíû 32, ÿâëÿþùèéñÿ äâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì

ïîëó÷èâøåãîñÿ 32-õ ðàçðÿäíîãî ÷èñëà.

Ïðåîáðàçîâàíèå K âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîñòóïàþùòé íà åãî

âõîä 32-õ ðàçðÿäíûé âåêòîð ðàçáèâàåòñÿ íà 8 ïîäâåêòîðîâ äëèíû 4, êàæäûé

èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñòóïàåò íà âõîä ñîîòâåòñòâóþùåãî óçëà çà-

ìåíû K

1

; : : : ;K

8

, îñóùåñòâëÿþùåãî ïåðåñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå äâîè÷íûõ

âåêòîðîâ äëèíû 4. Âîñåìü ðåçóëüòàòîâ ïåðåñòàíîâîê ïóòåì êîíêàòåíàöèè

ñîñòàâëÿþò ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð:

XK = (X

8

jj : : : jjX

1

)K = (K

8

(X

8

)jj : : : jjK

1

(X

1

)) : (4)

R � îïåðàöèÿ öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà íà îäèííàäöàòü øàãîâ â ñòîðîíó ñòàð-

øèõ ðàçðÿäîâ:

(y

32

; : : : ; y

1

)R = (y

21

; y

20

; : : : ; y

2

; y

1

; y

32

; y

31

; : : : ; y

23

; y

22

): (5)

Îïåðàöèÿ � åñòü ïîêîîðäèíàòíîå ñóììèðîâàíèå 32-ðàçðÿäíûõ âåêòîðîâ ïî

ìîäóëþ 2.

3. Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îáðàòèìñÿ

òåïåðü ê âîïðîñó î ïîñòðîåíèè ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, àï-

ïðîêñèìèðóþùåé çàøè�ðîâàíèå â ðåæèìå ïðîñòîé çàìåíû ñîãëàñíî àëãî-

ðèòìó �ÎÑÒ 28147-89.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíóþ àïïðîêñè-

ìàöèþ ïîëíîãî àëãîðèòìà çàøè�ðîâàíèÿ, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïîëèíî-

ìèàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ îäíîãî ðàóíäà. Ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñè-

ìàöèÿ äëÿ 32 ðàóíäîâ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðå-

ìåííûõ è äóïëèêàöèè ñèñòåìû.

3.1. Ìîäóëüíîå ñëîæåíèå. Ïåðâûé ýòàï ïðè ïîñòðîåíèè ñèñòåìû

ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùåé îäèí ðàóíä àëãîðèòìà

�ÎÑÒ 28147-89, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûðàçèòü êîîðäèíàòû äâîè÷íîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ñóììû äâóõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ 2

32

êàê áóëåâû �óíêöèè îò êîîð-

äèíàò äâîè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ñêëàäûâàåìûõ ÷èñåë.

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, èòåðàòèâíî âû÷èñëÿÿ �óíêöèè ïåðåíîñà â ñòàðøèé

ðàçðÿä è, íà èõ îñíîâå, êîîðäèíàòíûå �óíêöèè, ñîãëàñíî �îðìóëàì [4,(1)℄:

äëÿ �r = (r

0

; : : : ; r

n�1

); �x = (x

0

; : : : ; x

n�1

); �a = (a

0

; : : : ; a

n�1

) ïðè

r

0

+ r

1

� 2 + � � �+ r

n�1

� 2

n�1

=

= (x

0

+ � � �+ x

n�1

� 2

n�1

) + (a

0

+ � � �+ a

n�1

� 2

n�1

) (mod 2

n

)

(6)

èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

r

0

= x

0

� a

0

� 


0

; 


0

= 0;

r

i

= x

i

� a

i

� 


i

; 


i

= x

i�1

a

i�1

� x

i�1




i�1

� a

i�1

;

i = 1; n� 1:

(7)
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Êàê âèäíî èç ñîîòíîøåíèé (6) è (7), i-ÿ êîîðäèíàòíàÿ �óíêöèÿ ñóììû

�x + �a èìååò ñòåïåíü i + 1, è ñîäåðæèò 2

i

+ 1 òåðìîâ. Ïîýòîìó íàõîæäå-

íèå êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé ñóììû �x + �a ïðè çíà÷åíèÿõ i, áëèçêèõ ê 32,

ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêîé âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷åé, íåâûïîëíèìîé íà îáû÷íîì

ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå.

3.2. Áëîêè çàìåíû. Âòîðîé ýòàï ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ

óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùåé îäèí ðàóíä êðèïòîàëãîðèòìà �ÎÑÒ 28147-

89, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïîêîîðäèíàòíóþ àïïðîêñèìàöèþ áóëå-

âûìè �óíêöèÿìè óçëîâ çàìåíû ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì êîìïîçèöèè

ïîëó÷åííîé àïïðîêñèìàöèè è íàéäåííûõ íà ïåðâîì ýòàïå êîîðäèíàòíûõ

�óíêöèé ìîäóëüíîãî ñëîæåíèÿ. Ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Âî-ïåðâûõ, åñòåñòâåííûé ñïîñîá ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè êàæäîãî óçëà

çàìåíû K

i

; i = 1; 8 êàê âåêòîðà (f

i;1

; : : : ; f

i;4

) èç ÷åòûðåõ áóëåâûõ �óíêöèé

îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ.

Âî-âòîðûõ, ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê ìåòîäèêå, ïðåäëîæåííîé â ñòàòüå [2, �àç-

äåë 3.2℄.

Êàæäàÿ ìåòîäèêà èìååò ñâîè ïëþñû è ñâîè ìèíóñû. Ïåðâûé ñïîñîá

ïðåäïî÷òèòåëåí ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íå ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü

íîâûå ñëóæåáíûå ïåðåìåííûå, è, òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ïåðåìåííûõ, âõî-

äÿùèõ â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, çíà÷èòåëüíî íèæå. Îäíàêî ñàìè óðàâíåíèÿ,

êàê ïðàâèëî, èìåþò áîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü è ñîñòîÿò èç áîëüøåãî ÷èñëà

òåðìîâ. Âòîðîé ñïîñîá èìååò ñâîèì ïðåèìóùåñòâîì òî, ÷òî ýòîò ïóòü ïîç-

âîëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷èòåëüíî áîëüøåå ÷èñëî óðàâíåíèé, ïðè÷åì �èêñèðî-

âàííîé ñòåïåíè (à èìåííî ïî 21 óðàâíåíèþ ñòåïåíè íå âûøå 2 îò âõîäíûõ

ïåðåìåííûõ äëÿ êàæäîãî óçëà çàìåíû).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè âòîðîãî ñïîñîáà, ñòðóêòóðà èòîãîâîé ñèñòåìû ïîëè-

íîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ÿñíîé, ïîýòîìó áóäåì èñïîëü-

çîâàòü èìåííî åãî.

3.3. Ñäâèã è ïîáèòîâîå ñëîæåíèå. Ïîñëåäíèé ýòàï ïîñòðîåíèÿ ñè-

ñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùåé îäèí ðàóíä êðèïòî-

àëãîðèòìà �ÎÑÒ 28147-89, ñîñòîèò â ïîäñòàíîâêå â ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ

ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòó ðàáîòû äàííîãî ðàóíäà, ïðîñóì-

ìèðîâàííûõ ñ ïåðåìåííûìè, îïèñûâàþùèìè ðåçóëüòàò ðàáîòû ðàóíäà çà

äâà äî òåêóùåãî â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) (èëè ñ áèòàìè ëåâîé ÷àñòè îòêðûòîãî

òåêñòà, åñëè îïèñûâàåìûé ðàóíä � ïåðâûé è ïðàâîé ÷àñòè îòêðûòîãî òåê-

ñòà, åñëè âòîðîé) ñ ó÷åòîì îïåðàöèè ïîáèòîâîãî ñäâèãà, â ñîîòâåòñòâèè ñ

(3). Äëÿ ýòîãî âûõîäû óçëîâ çàìåíû áûëè âûðàæåíû ÷åðåç ëåâóþ (ïðàâóþ)

÷àñòü îòêðûòîãî òåêñòà (èëè ðåçóëüòàò ðàáîòû ðàóíäà çà äâà äî òåêóùåãî),

à âûõîäû � ÷åðåç ðåçóëüòàò ðàáîòû îïèñûâàåìîãî ðàóíäà ðàáîòû àëãîðèò-

ìà (èëè çàøè�ðîâàííûé òåêñò, åñëè îïèñûâàåìûé ðàóíä � ïîñëåäíèé èëè

ïðåäïîñëåäíèé). Åñëè y

i

� i-é áèò âûõîäà óçëîâ çàìåíû, z

i

� i-é áèò ðå-

çóëüòàòà ðàáîòû òåêóùåãî ðàóíäà òåêñòà, à l

i

� i-é áèò ðåçóëüòàòà ðàáîòû
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ïðåäûäóùåãî ðàóíäà, òî âåðíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

y

i

= z

(i+11)mod 32

+ l

(i+11)mod32

:

3.3. Ïîñòðîåíèå èòîãîâîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ñè-

ñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèå êàæäûé ðàóíä àëãîðèòìà

øè�ðîâàíèÿ �ÎÑÒ 28147-89. Ñ ïîìîùüþ îòîæäåñòâëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ñî-

îòâåòñòâóþùèì îäíèì è òåì æå çíà÷åíèÿì (íàïðèìåð, ðåçóëüòàòû ðàáîòû

ïåðâîãî ðàóíäà áóäóò ñêëàäûâàòüñÿ ñî çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ïîñëå ïî-

áèòîâîãî ñäâèãà â òðåòüåì ðàóíäå, à òàêæå ïîäàâàòüñÿ íà âõîä ðåãèñòðà ìî-

äóëüíîãî ñëîæåíèÿ ñ êëþ÷îì âî âòîðîì ðàóíäå), ïîëó÷èì ñèñòåìó ïîëèíî-

ìèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ àëãîðèòì øè�ðîâàíèÿ �ÎÑÒ 28147-89

öåëèêîì.

Èòàê, ïðè àíàëèçå êðèïòîãðà�è÷åñêîãî àëãîðèòìà �ÎÑÒ 28147-89 áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùàÿ åãî

ðàáîòó â ðåæèìå ïðîñòîé çàìåíû çàâèñèò îò 1248 ïåðåìåííûõ (èç êîòîðûõ

256 � áèòû êëþ÷à, à 992 � âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå (ïðîìåæóòî÷íûå

ðåçóëüòàòû ðàáîòû íà êàæäîì ðàóíäå)), è ñîñòîèò èç 5376 óðàâíåíèé, ïî

672 óðàâíåíèÿ 7,15,23,31,39,47,55 è 63 ñòåïåíè.

4. Îöåíêà ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ ïîñòðîåííîé ñèñòåìû. Ïîñëå ïî-

ñòðîåíèÿ ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùåé ðàáîòó

àëãîðèòìà �ÎÑÒ 28147-89, íåîáõîäèìî å¼ ðåøèòü. �åøåíèå ÑÏÓ áóäåì îñó-

ùåñòâëÿòü ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ áàçèñà �ð�åáíåðà.

Ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ìíîãî àëãîðèòìîâ, ñòðîÿùèõ áàçèñ �ð�åáíåðà çà-

äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, îäíàêî, ñàìûì áûñòðûì íà äàííûé ìîìåíò ÿâ-

ëÿåòñÿ àëãîðèòì F

5

, ïðèíàäëåæàùèé Æ.-Ê. Ôàæåðå.

Â ñòàòüå [1℄ ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ýòîãî

àëãîðèòìà ê ïîëèíîìàì íàä ïîëåì GF (2).

Ñóòü àëãîðèòìà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèöM

d;m

,

ñòîëáöû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò âñåâîçìîæíûì ìîíîìàì ñòåïåíè d, âûñòðî-

åííûì â ëåêñèêîãðà�è÷åêîì ïîðÿäêå, à ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò âñåâîçìîæ-

íûì ïðîèçâåäåíèÿì t � f

j

, ãäå t � ìîíîì, òàêîé ÷òî deg(t � f

j

) = d, à

1 � j � m, f

1

; : : : ; f

m

� ïîëèíîìû, âõîäÿùèå â èñõîäíóþ ñèñòåìó.

Äàëåå, íàä êàæäîé òàêîé ìàòðèöåé ïðîèçâîäÿòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè-

âîäÿùèå å¼ ê òðåóãîëüíîìó âèäó. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà ñèëüíî ðàçðÿæåíà,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîæíîñòü òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé áóäåò ðàâíà O(k

2

),

ãäå k � ðàíã ìàòðèöû M

d;m

.

Îáùàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèé ëè-

íåéíîé àëãåáðû äëÿ íàèáîëüøåé ìàòðèöû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [1℄ òàêîé ìàòðè-

öåé áóäåò òà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîëèíîìàì ñòåïåíè D

reg

. À D

reg

� ñòå-

ïåíü ïîëóðåãóëÿðíîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû. Ñòåïåíü ïîëóðåãóëÿðíîñòè âû-

÷èñëÿåòñÿ êàê íîìåð ïåðâîãî íåïîëîæèòåëüíîãî ÷ëåíà ïîðîæäàþùåãî ðÿäà

24



ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ (èñõîäíîé ñèñòåìû). Ñóììà ïîðîæäàþùåãî

ðÿäà ðàâíà S

m;n

(z) = (1 + z)

n

=

Q

m

k=1

(1 + z

d

k

), ãäå n � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ

â èñõîäíîé ñèñòåìå, d

k

� ñòåïåíü k-òîãî ïîëèíîìà, f

1

; : : : ; f

m

� ïîëèíîìû,

âõîäÿùèå â èñõîäíóþ ñèñòåìó.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííîé â [1℄ ìåòîäèêîé, áûë ïîñòðîåí ïîðîæäàþùèé

ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ, îïèñûâàþùåé ðàáîòó àëãîðèòìà �ÎÑÒ

28147-89 â ðåæèìå ïðîñòîé çàìåíû:

(1 + z)

1248

((1 + z

7

)(1 + z

15

)(1 + z

23

)(1 + z

31

)(1 + z

39

)(1 + z

47

)(1 + z

55

)(1 + z

63

))

672

è íàéäåí åãî ïåðâûé íåïîëîæèòåëüíûé ÷ëåí, íîìåð êîòîðîãî ñîîòâåòñòâó-

åò ñòåïåíè ðåãóëÿðíîñòè ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ïîëèíîìîâ). Ñòåïåíü ïîëóðåãóëÿðíîñòè äëÿ ñèñòåìû ïîëèíîìè-

àëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ðàáîòó êðèïòîàëãîðèòìà �ÎÑÒ 28147-89

â ðåæèìå ïðîñòîé çàìåíû D

reg

= 402.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ìàòðèöû â àëãîðèòìå F

5

áóäåò

ðàâåí ðàíãó ìàòðèöûM

d;m

íà øàãå D

reg

è ðàâåí ÷èñëó ñòîëáöîâ ýòîé ìàò-

ðèöû, òî åñòü

�

n

D

reg

�

=

�

1248

402

�

� 2

1126

;

à ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ áàçèñà �ðåáíåðà ïîñòðîåííîé ñèñòåìû áóäåò ðàâíà

M� 2

2252

, ïðè äîïóùåíèè, ÷òî êîý��èöèåíò ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ëèíåé-

íîé àëãåáðû ! = 2, ïî ïðè÷èíå ñèëüíîé ðàçðåæåííîñòè ìàòðèö. Çäåñü M

� êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, íà êîòîðîé áóäåò âû-

ïîëíÿòüñÿ àëãîðèòì.

Îäíàêî, ìîæíî äîáèòüñÿ óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ

ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Âåêòîðíûå êîìàíäû è îäíîâðåìåííîå âû÷èñëå-

íèå íåçàâèñèìûõ ïî äàííûì ÷àñòåé àëãîðèòìà ìîãóò çíà÷èòåëüíî óñêîðèòü

âû÷èñëåíèÿ.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî îñíîâíóþ ðîëü â ñëîæíîñòè èãðàåò äëèíà áëî-

êà è êîëè÷åñòâî ðàóíäîâ. Íàïðèìåð, åñëè ïðèìåíèòü àíàëîãè÷íûå ðàññóæ-

äåíèÿ ê àëãîðèòìó, â êîòîðîì ïî ñðàâíåíèþ ñ �ÎÑÒ 28147-89 äëèíà áëîêà

16 áèò, äëèíà êëþ÷à 16 áèò, à ÷èñëî ðàóíäîâ ðàâíî 2, òî ïîëó÷èì ñèñòå-

ìó óðàâíåíèé, åãî àïïðîêñèìèðóþùóþ, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç 84 óðàâíåíèé,

ïî 42 óðàâíåíèÿ 7 è 15 ñòåïåíåé. Äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ íå áóäåò

(ðåçóëüòàò ðàáîòû ïåðâîãî ðàóíäà ÿâëÿåòñÿ ëåâîé ÷àñòüþ øè�ðîâàííîãî

òåêñòà), òî åñòü âñåãî áóäåò 16 íåèçâåñòíûõ � áèòû êëþ÷à. Â ðàçëîæåíèè â

ðÿä ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ:

(1 + z)

16

((1 + z

7

)(1 + z

15

))

42
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ïåðâûì íåïîëîæèòåëüíûì ÷ëåíîì áóäåò ÷ëåí ñ íîìåðîì 10. Òî åñòü ñòåïåíü

ïîëóðåãóëÿðíîñòè òàêîé ñèñòåìû ðàâíà 10, ðàçìåð ìàòðèöû â àëãîðèòìå F

5

áóäåò ðàâåí 8008, à ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé � 2

26

. Îòìåòèì, ÷òî ýòî âåðõíÿÿ

îöåíêà. Íà ïðàêòèêå, óðàâíåíèÿ ìîãóò èìåòü ìåíüøèå ñòåïåíè, è ñëîæíîñòü

âû÷èñëåíèé áóäåò ìåíüøå.
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Î �ÀÍ�Å ÍÅßÂÍÛÕ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉ ÍÀÄ

ÊËÀÑÑÀÌÈ ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

k-ÇÍÀ×ÍÎÉ ËÎ�ÈÊÈ

Å.Â.Ìèõàéëåö (Ìîñêâà)

Ïîíÿòèå íåÿâíîé âûðàçèìîñòè �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ââåäåíî

À.Â.Êóçíåöîâûì êàê îäíî èç îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ âûðàçèìîñòè �óíêöèé

ñóïåðïîçèöèÿìè [3℄.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, A � P

k

.

Ñèñòåìîé íåÿâíûõ óðàâíåíèé íàä ñèñòåìîé �óíêöèé A áóäåì íàçûâàòü

âñÿêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà

8

<

:

�

1

(x

1

; : : : ; x

n

; y) = 	

1

(x

1

; : : : ; x

n

; y);

: : :

�

q

(x

1

; : : : ; x

n

; y) = 	

q

(x

1

; : : : ; x

n

; y);

(1)

ãäå �

1

; : : : ;�

q

, 	

1

; : : : ;	

q

� íåêîòîðûå �îðìóëû íàä ñèñòåìîé �óíêöèé A.

�îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f(x

1

; : : : ; x

n

) k-çíà÷íîé ëîãèêè íåÿâíî âûðàçèìà

íàä ñèñòåìîé �óíêöèé A, åñëè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà íåÿâíûõ óðàâíåíèé íàä
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A âèäà (1), èìåþùàÿ ïðè ëþáûõ �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ x

1

; : : : ; x

n

åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå y = f(x

1

; : : : ; x

n

). Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé íàçûâàþò íåÿâíûì ïðåäñòàâëåíèåì �óíêöèè f(x

1

; : : : ; x

n

) íàä

A.

Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé f , f 2 P

k

, íåÿâíî âûðàçèìûõ íàä ñèñòåìîé

�óíêöèé A, íàçûâàåòñÿ íåÿâíûì ðàñøèðåíèåì ñèñòåìû A è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç I(A) [2℄. Áëàãîäàðÿ î÷åâèäíîìó ñîîòíîøåíèþ I(A) = I([A℄), ïðè èñ-

ñëåäîâàíèè íåÿâíûõ ðàñøèðåíèé ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëü-

êî çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè êëàññîâ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëî-

ãèêè.

Åñëè ëþáàÿ �óíêöèÿ k-çíà÷íîé ëîãèêè íåÿâíî âûðàçèìà íàä A, ò. å.

I(A) = P

k

, òî ñèñòåìó �óíêöèé A íàçûâàþò íåÿâíî ïîëíîé â P

k

.

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ f èç íåÿâíîãî ðàñøèðåíèÿ íåêî-

òîðîé ñèñòåìû A �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, f 2 I(A). Íàçîâåì ðàíãîì

�óíêöèè f íàä ñèñòåìîé A è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç m

k

A

(f) íàèìåíüøåå

÷èñëî óðàâíåíèé, äîñòàòî÷íîå äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ f

íàä A.

Êàê îáû÷íî, ââîäèòñÿ �óíêöèÿ Øåííîíà m

k

A

(n) = maxm

k

A

(f), íàçûâà-

åìàÿ ðàíãîâîé �óíêöèåé ñèñòåìû A (ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì �óíêöèÿì

k-çíà÷íîé ëîãèêè, ïðèíàäëåæàùèì íåÿâíîìó ðàñøèðåíèþ ñèñòåìû A è ñó-

ùåñòâåííî çàâèñÿùèì íå áîëåå ÷åì îò n ïåðåìåííûõ).

Î. Ì. Êàñèì-Çàäå â ðàáîòå [1℄ èññëåäîâàë ïîâåäåíèå ðàíãîâîé �óíêöèè

m

2

A

(n) äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ �óíêöèé. Äëÿ êëàññîâ D

2

è

F

�

i

, ãäå i = 2; 3; 6; 7 è � = 2; 3; : : : ;1, â ðàáîòå [1℄ ïîëó÷åíû ïîðÿäêè ðîñòà

âåëè÷èíû m

2

A

(n), à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çàìêíóòûõ êëàññîâ íàéäåí òî÷-

íûé âèä ðàíãîâîé �óíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êëàññà ìîíîòîííûõ �óíêöèé

Î. Ì. Êàñèì-Çàäå [1℄ äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n äëÿ ðàíãîâîé �óíêöèè m

2

A

(n), ãäå

A � êëàññ ìîíîòîííûõ �óíêöèé â P

2

, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

m

2

A

(n) =

�

n+ 2

2

�

:

Â k-çíà÷íîé ëîãèêå ìîæíî ðàññìîòðåòü îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ìîíîòîííî-

ñòè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêàì íà ìíîæåñòâå E

k

, ãäå

E

k

= f0; 1; : : : ; k � 1g. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ââåñòè îïðåäåëåíèå ìîíîòîííîé

�óíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå

E

k

. Îòíîøåíèå ïîðÿäêàM áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì "�

M

".

Öåïüþ â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå < E

k

;M > áóäåì íàçû-

âàòü âñÿêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ ïîïàðíî ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ

�

0

�

M

�

1

�

M

� � � �

M

�

r

èç ýòîãî ìíîæåñòâà. Äëèíîé öåïè íàçûâàåòñÿ
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âåëè÷èíà, íà åäèíèöó ìåíüøàÿ, ÷åì ÷èñëî ýëåìåíòîâ öåïè. Òî åñòü äëèíà

öåïè èç r + 1 ýëåìåíòîâ ðàâíà r. Êàæäîìó ÷àñòè÷íîìó ïîðÿäêó M ìîæíî

ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàêñèìàëüíóþ äëèíó öåïè â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-

÷åííîì ìíîæåñòâå < E

k

;M >, îáîçíà÷àåìóþ ÷åðåç s(M). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

0 � s(M) � k � 1.

Ïóñòü ïîìèìî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà M íà ìíîæåñòâå E

k

çàäàí åùå îäèí

÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê M

0

. Åñëè äëÿ ëþáûõ �; � 2 E

k

òàêèõ, ÷òî � �

M

0

�,

âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå � �

M

�, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîðÿäîê M

0

ïîä-

÷èíåí ïîðÿäêó M è �àêò ïîä÷èíåííîñòè îáîçíà÷àòü ÷åðåç M

0

�M. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî äëÿ ïîðÿäêîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþM

0

�M, ñïðàâåäëèâî

s(M

0

) � s(M).

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ íàáîðîâ (�

1

; : : : ; �

n

) ñ êîìïîíåíòàìè èç E

k

: �

i

2

E

k

; 1 � i � n, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç E

n

k

(E

n

k

= E

k

� � � � �E

k

| {z }

n ðàç

) [4℄.

Îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà M, çàäàííîå íà ìíîæåñòâå E

k

, ìîæ-

íî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíèòü íà ìíîæåñòâî E

n

k

. Ïóñòü ~� =

(�

1

; : : : ; �

n

) è

~

� = (�

1

; : : : ; �

n

) � íàáîðû ñ êîìïîíåíòàìè èç < E

k

;M >.

Ïîëîæèì ~� �

M

~

�, åñëè �

i

�

M

�

i

äëÿ ëþáîãî i; 1 � i � n.

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ k-çíà÷íîé ëîãèêè f(x

1

; : : : ; x

n

),

f : E

n

k

! E

k

. Çàäàäèì íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f ÷àñòè÷íûé ïî-

ðÿäîê M, íà îáëàñòè çíà÷åíèé � ïîðÿäîê M

0

, ïðè÷åì M

0

� M. Íàçîâåì

�óíêöèþ f ìîíîòîííîé îòíîñèòåëüíî ïàðû ïîðÿäêîâ (M;M

0

), åñëè äëÿ

ëþáûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé àðãóìåíòà ~� è

~

� òàêèõ, ÷òî ~� �

M

~

�, èìååò ìåñòî

ñîîòíîøåíèå f(~�) �

M

0

f(

~

�).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âñå êëàññû �óíêöèé k-çíà÷íîé

ëîãèêè, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïàðû ïîðÿäêîâ (M;M

0

), óäîâëå-

òâîðÿþùåé óñëîâèÿì M

0

� M è s(M

0

) � 1, ÿâëÿþòñÿ íåÿâíî ïîëíûìè.

Îãðàíè÷åíèå s(M

0

) � 1 îçíà÷àåò íàëè÷èå â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíî-

æåñòâå < E

k

;M

0

> õîòÿ áû îäíîé ïàðû ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ, îòëè÷íûõ

äðóã îò äðóãà. Òàêæå ïîëó÷åíî òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ðàíãîâîé �óíêöèè

óêàçàííûõ êëàññîâ �óíêöèé, çàâèñÿùåå ÿâíî òîëüêî îò n è îò ìàêñèìàëü-

íûõ äëèí öåïåé s(M) è s(M

0

). Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ äëèí

öåïåé, îòâå÷àþùèõ ïîðÿäêàì M è M

0

, âûðàæåíèå äëÿ ðàíãîâîé �óíêöèè

ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì èç òåîðåìû 1. Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü k � 2 è íà ìíîæåñòâå E

k

çàäàíû ÷àñòè÷íûå ïî-

ðÿäêè M è M

0

òàêèå, ÷òî M

0

� M è s(M

0

) � 1. Ïóñòü A � êëàññ âñåõ

�óíêöèé â P

k

, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ïàðû ïîðÿäêîâ (M;M

0

). Òîãäà

ñèñòåìà �óíêöèé A íåÿâíî ïîëíà â P

k

è ðàíãîâàÿ �óíêöèÿ ñèñòåìû A

èìååò âèä

m

k

A

(n) =

�

(n+ 1)s(M) + 1

2s(M

0

)

�

:
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Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà s(M) =

s(M

0

) âûðàæåíèå äëÿ ðàíãîâîé �óíêöèè ñèñòåìû A ïðèîáðåòàåò âèä

m

k

A

(n) =

�

n+ 2

2

�

:

Â ÷àñòíîñòè, ñëåäñòâèå èìååò ìåñòî, åñëè ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîêM

0

ñîâïà-

äàåò ñ ïîðÿäêîì M.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

Î. Ì. Êàñèì-Çàäå çà âñåñòîðîííåå âíèìàíèå ê äàííîé ðàáîòå. �àáîòà âû-

ïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 05-01-00994), Ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷-

íûõ øêîë �Ô è Ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê �ÀÍ "Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìà-

òåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè" (ïðîåêò "Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâëÿþùèõ ñè-

ñòåì").

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Êàñèì�Çàäå Î. Ì. Îá îäíîé ìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêå íåÿâíûõ

è ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé áóëåâûõ �óíêöèé // Ìàòåìàòè÷åñêèå

âîïðîñû êèáåðíåòèêè. Âûï. 6. � Ì.: Íàóêà. Ôèçìàòëèò, 1996. � Ñ. 133�188.

2. Êàñèì�Çàäå Î. Ì. Î íåÿâíîé âûðàçèìîñòè áóëåâûõ �óíêöèé // Âåñò-

íèê Ì�Ó. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 1995. � � 2. � Ñ. 44�49.

3. Êóçíåöîâ À. Â. Î ñðåäñòâàõ äëÿ îáíàðóæåíèÿ íåâûâîäèìîñòè èëè

íåâûðàçèìîñòè // Ëîãè÷åñêèé âûâîä. � Ì.: Íàóêà, 1979. � Ñ. 5�33.

4. ßáëîíñêèé Ñ. Â. Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó. � M.: Íàóêà,

1986.

ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÍÎÑÒÜ ÑÎÂÅ�ØÅÍÍÛÕ �ÀÑÊ�ÀÑÎÊ

�ÀÄÈÓÑÀ r > 1 ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ

Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÎÉ �ÅØÅÒÊÈ

Ñ.À.Ïóçûíèíà (Íîâîñèáèðñê)

�àñêðàñêà âåðøèí ãðà�à G â n öâåòîâ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé ðàäè-

óñà r, åñëè êîëè÷åñòâî âåðøèí öâåòà j â øàðå ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â âåð-

øèíå öâåòà i íå çàâèñèò îò âûáîðà âåðøèíû. Ïàðàìåòðû ñîâåðøåííîé ðàñ-

êðàñêè çàäàþòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà n. Ñîâåðøåííûå ðàñêðàñ-

êè ðàäèóñà 1 ðàíåå èçó÷àëèñü è èìåëè ðàçëè÷íûå íàçâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè,
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equitable partitions, partition designes, äåëèòåëü ãðà�à. Ïîíÿòèå ñîâåðøåí-

íîé ðàñêðàñêè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ñîâåðøåííîãî êîäà, �àêòè÷å-

ñêè ñîâåðøåííûé êîä ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè â

äâà öâåòà.

Èçó÷àþòñÿ ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðà�à áåñêîíå÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé

ðåøåòêè. �àñêðàñêè ýòîãî ãðà�à ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóìåðíûå ñëî-

âà íàä êîíå÷íûì àë�àâèòîì öâåòîâ.

Äîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ðàäèóñà r > 1 ãðà�à áåñ-

êîíå÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü G � ãðà�, A = (a

ij

) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, r � 1. �àñ-

ñìîòðèì ðàñêðàñêó ãðà�à G â n öâåòîâ è ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó x öâåòà

i. Åñëè êîëè÷åñòâî âåðøèí öâåòà j (îòëè÷íûõ îò x) íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå

r îò âåðøèíû x íå çàâèñèò îò âûáîðà âåðøèíû x è ðàâíî a

ij

, òî ðàñêðàñ-

êà íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé ðàäèóñà r ñ ìàòðèöåé A. �àíåå ñîâåðøåííûå

ðàñêðàñêè ðàäèóñà 1 èçó÷àëèñü â ðàçëè÷íûõ êîíòåêñòàõ è èìåëè ðàçëè÷-

íûå íàçâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, èõ íàçûâàëè equitable partitions (ðàâíîìåðíûìè

ðàçáèåíèÿìè) [3℄.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðà�à

G(Z

2

) áåñêîíå÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè. Íàçîâåì ìàòðèöó A äîïóñòè-

ìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ãðà�à G(Z

2

) ñ ìàòðèöåé A

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî r. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëþ-

áàÿ ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ðàäèóñà r > 1 áåñêîíå÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé ðå-

øåòêè ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè áåñêîíå÷íîé ïðÿ-

ìîóãîëüíîé ðåøåòêè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äâóìåðíûå ñëîâà íàä êî-

íå÷íûì àë�àâèòîì öâåòîâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî �àêòà èñïîëüçóåòñÿ

ìåòîä R-ïðîäîëæàåìûõ ñëîâ, êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí â [4℄ è èñïîëüçîâàí

äëÿ èçó÷åíèÿ äâóìåðíûõ ñëîâ äðóãîãî òèïà, íàçûâàåìûõ öåíòðèðîâàííûìè

�óíêöèÿìè.

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé r � 2 ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ r = 1.

Ñóùåñòâóþò íåïåðèîäè÷åñêèå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ðàäèóñà 1. Â [5℄ äî-

êàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ìàòðèöû ðàäèóñà 1 ñóùåñòâóåò ïåðèîäè-

÷åñêàÿ ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà, ïðè÷åì îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç íåïåðè-

îäè÷åñêîé ìåòîäîì ñâèò÷èíãà áèíàðíûõ äèàãîíàëåé. Áèíàðíàÿ äèàãîíàëü

� ýòî äèàãîíàëü, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ÷åðåäóþùèõñÿ öâåòîâ, ïîä ñâèò÷èíãîì

áèíàðíîé äèàãîíàëè ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà öâåòîâ âíóòðè äèàãîíà-

ëè.

Â [1℄ Ì. Àêñåíîâè÷ êëàññè�èöèðîâàëà âñå äîïóñòèìûå ìàòðèöû ñîâåð-

øåííûõ ðàñêðàñîê ðàäèóñà 1 â 2 öâåòà áåñêîíå÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè

è íàøëà íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàòðèöà áûëà äî-

ïóñòèìîé ðàäèóñà r � 2.
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Ïîíÿòèå ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè � ýòî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñîâåðøåí-

íîãî êîäà. Äåéñòâèòåëüíî, ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà n-ðåãóëÿðíîãî ãðà�à ñ

ìàòðèöåé

�

0 n

1 n� 1

�

ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì êîäîì ñ ðàññòîÿíèåì 3 (êî-

äîâûå âåðøèíû � ýòî âåðøèíû öâåòà 1).

2. Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü G = (V;E) � ãðà�. �àññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè x è y,

îáîçíà÷àåìîå d(x;y), � ýòî îáû÷íàÿ ãðà�ñêàÿ ìåòðèêà.Øàð B

r

(x) ðàäèóñà

r ñ öåíòðîì â âåðøèíå x îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B

r

(x) = fy 2 V j d(x;y) � rg:

Àíàëîãè÷íî ñ�åðà S

r

(x) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèåì:

S

r

(x) = fy 2 V j d(x;y) = rg:

Ïóñòü A = (a

ij

)

n

i;j=1

� öåëî÷èñëåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, r �

öåëîå ÷èñëî, r � 1. �àññìîòðèì ðàñêðàñêó âåðøèí ãðà�à G â n öâåòîâ:

' : V ! f1; :::; ng:

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà öâåòà i: '(x) = i. Åñëè ÷èñëî âåðøèí öâå-

òà j (îòëè÷íûõ îò âåðøèíû x) â øàðå B

r

(x) íå çàâèñèò îò âûáîðà âåðøèíû

x è ðàâíî a

ij

, òî ðàñêðàñêè íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé ðàäèóñà r ñ ìàòðèöåé

A. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàñêðàñêà ñîâåðøåííàÿ, åñëè ÷èñëî âåðøèí êàæäîãî

öâåòà â øàðå ðàäèóñà r çàâèñèò òîëüêî îò öâåòà öåíòðà ýòîãî øàðà.

Íàñ èíòåðåñóþò ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðà�à G(Z

2

) áåñêîíå÷íîé ïðÿ-

ìîóãîëüíîé ðåøåòêè. Ýòîò ãðà� 4-ðåãóëÿðíûé, åãî âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ

âñåâîçìîæíûå óïîðÿäî÷åííûå ïàðû öåëûõ ÷èñåë-êîîðäèíàò. Äâå âåðøèíû

x = (x

1

; x

2

) è y = (y

1

; y

2

) ñìåæíû, åñëè jx

1

� y

1

j+ jx

2

� y

2

j = 1. Îáîçíà÷èì

kxk = d(x;0), ãäå 0 = (0; 0).

Ïðèìåðû ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê â 2 öâåòà ñì. íà �èñ. 1. Íà ðèñóíêàõ

äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû îêðàøèâàåì êëåòêè âìåñòî âåðøèí, òî åñòü �àêòè÷å-

ñêè ðàññìàòðèâàåì ãðà�, äâîéñòâåííûé ê G(Z

2

) è èçîìîð�íûé åìó.

3. Êîíñòðóêöèè è ïðèìåðû

Êîíñòðóêöèÿ A. Îäíèì èç ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê

ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé îðáèòíûé ìåòîä. �àññìîòðèì ãðà� G ñ ãðóïïîé

àâòîìîð�èçìîâ H , ïóñòü H

0

� ïîäãðóïïû ãðóïïû H . Åñëè ìû ðàñêðàñèì

êàæäóþ îðáèòó ìíîæåñòâà âåðøèí V ïîä äåéñòâèåì H

0

â ñâîé öâåò, ìû

ïîëó÷èì ñîâåðøåííóþ ðàñêðàñêó ðàäèóñà r 2 N ãðà�à G (ñì. [2℄).

Êîíñòðóêöèÿ B. Äðóãîé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê

îñíîâûâàåòñÿ íà îáúåäèíåíèè öâåòîâ.
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Ëåììà 1. Ïóñòü ' � ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ðàäèóñà r â n öâåòîâ ñ

ìàòðèöåé A, ðàñêðàñêà  ïîëó÷àåòñÿ èç ' îáúåäèíåíèåì öâåòîâ â m ãðóïï

L

1

, ..., L

m

. �àñêðàñêà  ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé ðàäèóñà r â m öâåòîâ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

äëÿ ëþáûõ i; j 2 f1; :::;mg, i 6= j, äëÿ ëþáûõ p; s 2 L

i

,

X

q2L

j

a

pq

=

X

q2L

j

a

sq

:

Ìàòðèöåé ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè  ÿâëÿåòñÿ B = (b

ij

)

m

i;j=1

, ãäå b

ij

=

P

q2L

j

a

pq

, äëÿ p 2 L

i

.
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0
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0

0
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0 00 00 00 01

0 00 01 10 00

1 10 00 00 00

0 00 00 01 10

0 01 10 00 00

0 00 00 00 01

6.

1 1 11 10 00 0

1 1 11 10 00 0

0 0 00 01 11 1

0 0 00 01 11 1

1 1 11 10 00 0

1 1 11 10 00 0
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0
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0

0

0

0
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9.

1 1 1 1 10 0 0 0

1 1 1 1 10 0 0 0

0 0 0 0 01 1 1 1

0 0 0 0 01 1 1 1

1 1 1 1 10 0 0 0

1 1 1 1 10 0 0 0

�èñ. 1.

Ïðèìåðû.

1. Îðáèòíûå ðàñêðàñêè â äâà öâåòà. Ñóùåñòâóåò 9 îðáèòíûõ ðàñêðàñîê â

äâà öâåòà (ñì. �èñ. 1). Ýòè ðàñêðàñêè ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå ñîâåðøåííûõ

ðàñêðàñîê ðàäèóñà 1, êîòîðûå áûëè îïèñàíû Àêñåíîâè÷ [1℄.

2. Òðàíñëÿöèîííûå ðàñêðàñêè. Ïóñòü H

0

� ãðóïïà òðàíñëÿöèé, ïîðîæ-

äåííàÿ äâóìÿ íåêîëëèíåàðíûìè âåêòîðàìè u = (u

1

; u

2

) è v = (v

1

; v

2

).

�àñêðàñèâ êàæäóþ îðáèòó Z

2

ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû H

0

â ñâîé öâåò, ìû

32



ïîëó÷èì òðàíñëÿöèîííóþ ðàñêðàñêó. Ýòà ðàñêðàñêà ñîâåðøåííàÿ ëþáîãî

ðàäèóñà â ju

1

v

2

� u

2

v

1

j öâåòîâ. ×èñëî öâåòîâ ðàâíî ÷èñëó âåðøèí â ïàðàë-

ëåëîãðàììå, íàòÿíóòîì íà âåêòîðû u è v.

3. Ñîâåðøåííûé êîä è ðàñêðàñêè, ïîëó÷àåìûå èç íåãî îáúåäèíåíèåì

öâåòîâ. �àññìîòðèì òðàíñëÿöèîííóþ ðàñêðàñêó, ïîðîæäåííóþ âåêòîðàìè

(r+1; r) è (r;�r�1). Ýòà ðàñêðàñêà ñîâåðøåííàÿ ðàäèóñà r â n = 2r

2

+2r+1

öâåòîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöåé

0

B

B

�

0 1 ::: 1

1 0 ::: 1

:::

1 1 ::: 0

1

C

C

A

:

Ïî Ëåììå 1 ìû ìîæåì îáúåäèíèòü öâåòà è ïîëó÷èòü ñîâåðøåííóþ ðàñêðàñ-

êó ñ ìàòðèöåé

�

k n � k

k + 1 n� k � 1

�

:

Ïðè k = 0 ýòà ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì êîäîì ñ ìèíèìàëüíûì

ðàññòîÿíèåì 2r + 1.

4. Ïåðèîäè÷íîñòü

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì ïåðèîäè÷íîñòü ñîâåðøåííûõ ðàñêðà-

ñîê ðàäèóñà r > 1 íà ãðà�å G(Z

2

).

�àñêðàñêà ' íàçûâàåòñÿ v-ïåðèîäè÷åñêîé (èëè v � ýòî âåêòîð ïåðèîäè÷-

íîñòè ðàñêðàñêè ') åñëè '(x + v) = '(x) äëÿ âñåõ x 2 Z

2

. Ñîâåðøåííàÿ

ðàñêðàñêà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ v- è u-ïåðèîäè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðûõ íåêîëëè-

íåàðíûõ v è u, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Ôóíäàìåíòàëüíûì ïàðàëëåëî-

ãðàììîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåðøèí â ïàðàëëåëîãðàììå, ïîðîæäåííîì

âåêòîðàìè u è v. Â ñëó÷àå u = (a; 0), v = (0; b) ìû èñïîëüçóåì ñëîâî �ïðÿ-

ìîóãîëüíèê� âìåñòî ñëîâà �ïàðàëëåëîãðàìì�.

�àñêðàñêè áåñêîíå÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè ìîãóò èíòåðïðåòèðî-

âàòüñÿ êàê äâóìåðíûå ñëîâà íàä êîíå÷íûì àë�àâèòîì öâåòîâ f1; :::; ng. Áó-

äåì ãîâîðèòü, ÷òî äâóìåðíîå ñëîâî ! R-ïðîäîëæàåìîå, åñëè äëÿ ëþáûõ

x; z 2 Z

2

ðàâåíñòâî !j

B

R

(x)

= !j

B

R

(z)

âëå÷åò !j

B

R+1

(x)

= !j

B

R+1

(z)

. Îáîçíà-

÷åíèå !j

B

R

(x)

= !j

B

R

(z)

îçíà÷àåò, ÷òî !(x + y) = !(z + y) äëÿ ëþáûõ y,

òàêèõ ÷òî kyk � R.

Ëåììà 2. Ïóñòü ! � äâóìåðíîå ñëîâî íàä êîíå÷íûì àë�àâèòîì. Åñëè

! ÿâëÿåòñÿ R-ïðîäîëæàåìûì äëÿ íåêîòîðîãî R � 0, òî ! ïåðèîäè÷åñêîå.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ìîæíî íàéòè â [4℄.

Çàìå÷àíèå. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû ìû

ìîæåì ïîëó÷èòü, ÷òî âåêòîðû ïåðèîäè÷íîñòè ìîãóò áûòü âûáðàíû ñëåäó-

þùèì îáðàçîì: u = (a; 0) è v = (0; b), ãäå a; b � n

2R

2

+2R+1

(n � ýòî ÷èñëî
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ýëåìåíòîâ àë�àâèòà, 2R

2

+ 2R + 1 � ÷èñëî âåðøèí â øàðå ðàäèóñà R).

Ïîýòîìó ÷èñëî âåðøèí â �óíäàìåíòàëüíîì ïðÿìîóãîëüíèêå a� b íå áîëåå

n

2(2R

2

+2R+1)

.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ' : Z

2

! f1; :::; ng � ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ðàäèóñà

r � 2 áåñêîíå÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè. Òîãäà ' ïåðèîäè÷åñêàÿ.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 è çàìå÷àíèÿ ê ëåììå 2 ìîæíî ïîëó÷èòü

âåðõíþþ ãðàíèöó íà ÷èñëî âåðøèí â �óíäàìåíòàëüíîì ïðÿìîóãîëüíèêå:

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ' � ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ðàäèóñà r � 2 áåñêî-

íå÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè â n öâåòîâ. Òîãäà ÷èñëî âåðøèí â �óíäà-

ìåíòàëüíîì ïðÿìîóãîëüíèêå äëÿ ' íå áîëåå ÷åì

n

2(2(2r

2

+5r+1)

2

+2(2r

2

+5r+1)+1)

:

Çàìåòèì, ÷òî åñëè v è u� âåêòîðû ïåðèîäè÷íîñòè ñîâåðøåííîé ðàñêðàñ-

êè ', òî ' ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà îáúåäèíåíèåì öâåòîâ (Êîíñòðóêöèÿ B) èç

òðàíñëÿöèîííîé ðàñêðàñêè, ïîðîæäåííîé âåêòîðàìè v è u (Êîíñòðóêöèÿ

A, ïðèìåð 2). Ñëåäñòâèå 1 äàåò âåðõíþþ îöåíêó íà ÷èñëî öâåòîâ â ñîîòâåò-

ñòâóþùåé òðàíñëÿöèîííîé ðàñêðàñêå: ýòî ÷èñëî íå áîëåå ÷åì

n

2(2(2r

2

+5r+1)

2

+2(2r

2

+5r+1)+1)

:

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè îáùèé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ âñåõ ñîâåðøåííûõ

ðàñêðàñîê ðàäèóñà r � 2 â n öâåòîâ, íî îí òðåáóåò ïðîâåðêè áîëüøîãî ÷èñëà

ñëó÷àåâ, ïîýòîìó ó íàñ äî ñèõ ïîð íåò äàæå îïèñàíèÿ âñåõ ñîâåðøåííûõ

ðàñêðàñîê ðàäèóñà 2 â 2 öâåòà.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Ñ.Â.Àâãóñòèíîâè÷ó çà âíèìàíèå ê ðà-

áîòå è öåííûå çàìå÷àíèÿ.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 07-01-00248) è Ôîíäà

ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå.
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ÎÖÅÍÊÀ Ò�ÓÄÎÅÌÊÎÑÒÈ

ÀË�Î�ÈÒÌÀ ÊÎÏÏÅ�ÑÌÈÒÀ-ÒÎÌÅ

ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ËÈÍÅÉÍÛÕ �ÅÍÅ�ÀÒÎ�ÎÂ

ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ ÌÀÒ�ÈÖ

ÍÀÄ ÊÎÍÅ×ÍÛÌÈ ÏÎËßÌÈ ÄËß ÑËÓ×Àß

ÏÎËß GF(2)

Â.È.�óäñêîé (Ìîñêâà)

Îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåí-

íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè ÿâëÿåòñÿ áëî÷íûé

àëãîðèòì Âèäåìàíà, ïðåäëîæåííûé Ä. Êîïïåðñìèòîì â ðàáîòå [1℄. Îí íàõî-

äèò ðåøåíèå ñèñòåìû ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö ñïåöè-

àëüíîãî âèäà è âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíîãî ãåíåðàòîðà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ââåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Ïóñòü A(X) � ìàòðèöà ðàçìåðà m� n,

ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ �îðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû íàä K. Ñòåïå-

íüþ âåêòîðà-ñòîëáöà èç ìíîãî÷ëåíîâ áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìóì ñòåïåíåé

åãî ýëåìåíòîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A(X) ëèíåéíî ãåíåðèðóåòñÿ âåêòîðîì

u(X) 2 K[X ℄

n

äî ñòåïåíè L, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð v(X) 2 K[X ℄

m

,

÷òî

A(X)u(X) = v(X) + 
(X

L

);

ãäå 
(X

L

) 2 K[[X ℄℄

m

� íåêîòîðûé âåêòîð èç ñòåïåííûõ ðÿäîâ íàä K, â

êîòîðûõ îòñóòñòâóþò ÷ëåíû ñòåïåíè ìåíüøå L. Â ñëó÷àå êîãäà L = +1,

òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A(X) ëèíåéíî ãåíåðèðóåòñÿ äî ëþáîé ñòåïåíè. Êîï-

ïåðñìèò â ðàáîòå [1℄ ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíîãî

ãåíåðàòîðà íàèìåíüøåé âîçìîæíîé ñòåïåíè ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì Êîïïåðñìèòà. Àëãîðèòì âû÷èñëÿåò ëèíåéíûé ãåíåðàòîð

äî ñòåïåíè L =

N

m

+

N

n

ìàòðèöû A(X) 2 K[X ℄

m�n

;m � n, ìàêñèìàëüíàÿ

ñòåïåíü ýëåìåíòîâ êîòîðîé ðàâíà L� 1. Çäåñü N íàìíîãî áîëüøå, ÷åì m è

n (â áëî÷íîì àëãîðèòìå Âèäåìàíà N � ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû ñèñòåìû, m

è n � ðàçìåðû áëîêîâ). Àëãîðèòì ðàáîòàåò íå ñ âåêòîðàìè u(X) è v(X), à ñ

ìàòðèöàìè, ñîñòàâëåííûìè èç íåñêîëüêèõ òàêèõ âåêòîðîâ. Ïóñòü ïîòåíöè-

àëüíûå ãåíåðàòîðû ñîáðàíû â ìàòðèöó f(X) 2 K[X ℄

n�(n+m)

, à ñîîòâåòñòâó-

þùèå èì v(X) ñîáðàíû â ìàòðèöó g(X) 2 K[X ℄

m�(n+m)

. Äëÿ 1 � j � n+m
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ââåäåì ÷èñëî Æ

j

. Ýòî ÷èñëî áûëî íàçâàíî Êîïïåðñìèòîì ¾íîìèíàëüíîé ñòå-

ïåíüþ¿ è �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ j-ãî

ñòîëáöà ìàòðèöû A(X)f(X). Àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûì è íà øàãå,

ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèþ ñ÷åò÷èêà t, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

A(X)f(X) = g(X) +X

t

e(X);

ãäå ìàòðèöà e(X) 2 K[X ℄

m�(m+n)

� òåêóùàÿ ¾íåâÿçêà¿, êîòîðóþ ìû ñòðå-

ìèìñÿ îáíóëèòü, è êàæäûé ñòîëáåö ýòîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèÿì:

A(X)f

j

(X) = g

j

(X) +X

t

e

j

(X); (1)

deg f

j

� Æ

j

; deg g

j

< Æ

j

; deg e

j

� L+ Æ

j

� t (2)

(çäåñü è äàëåå íèæíèé èíäåêñ

j

îáîçíà÷àåò ñòîëáåö). Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì

âûïîëíåíèÿ åùå îäíîãî óñëîâèÿ:

rank([X

0

℄e

j

) = m; (3)

ãäå [X

k

℄P îáîçíà÷àåò êîý��èöèåíò ïðè X

k

â ìíîãî÷ëåíå P .

Èíèöèàëèçàöèÿ àëãîðèòìà. Ïîëîæèì t

0

= d

m

n

e. Âñå Æ

j

ïîëîæèì ðàâ-

íûìè t

0

. Ïåðâûå m ñòîëáöîâ ìàòðèöû f çàïîëíÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî

ñòîëáöû [X

t

0

℄(Af

j

) äëÿ âñåõ 1 � j � m ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ýòî ïî÷òè

âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü). Îñòàâøàÿñÿ n � n ïîäìàòðèöà èíèöèàëèçèðóåòñÿ

òîæäåñòâåííîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà n. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ (1)�(3)

âûïîëíåíû.

Èòåðàöèÿ àëãîðèòìà. Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèè ìû ñòðåìèìñÿ îáíó-

ëèòü [X

0

℄e. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ìîäè�èêàöèåé àëãîðèòìà �àóññà. Ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. [2, Theorem 2.2℄ Åñëè óñëîâèÿ (1)�(3) âûïîëíÿþòñÿ íà øà-

ãå t, òîãäà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ALGO1, êîòîðûé ïî èçâåñòíûì [X

0

℄e

(t)

è Æ

(t)

1

; : : : ; Æ

(t)

m+n

âû÷èñëÿåò ìàòðèöó P

(t)

ðàçìåðíîñòè (m+ n)� (m+ n) è

÷èñëà Æ

(t+1)

1

; : : : ; Æ

(t+1)

m+n

, òàêèå, ÷òî

f

(t+1)

= f

(t)

P

(t)

;

g

(t+1)

= g

(t)

P

(t)

;

e

(t+1)

= e

(t)

P

(t)

1

X

;

è ÷èñëà Æ

(t+1)

1

; : : : ; Æ

(t+1)

m+n

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1)�(3) íà øàãå t + 1.

Êðîìå òîãî, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

X

j

Æ

(t+1)

j

�

X

j

Æ

(t)

j

= m:
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ êîíñòðóêòèâíî ñ ÿâíûì îïèñàíèåì

àëãîðèòìà èç ðàáîòû [1℄. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ALGO1 â êîëè÷åñòâå ïðî-

öåññîðíûõ îïåðàöèé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïîëå

GF (2), à ðàçìåðû ìàòðèö m;n ìåíüøå äëèíû ðåãèñòðà, ìîæíî îöåíèòü êàê

C

ALGO1

=

1

2

(m+ n)

2

+ 14m(m+ n) + 3(m+ n) +m:

Àëãîðèòì Êîïïåðñìèòà âûïîëíÿåò íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòì ALGO1

äî íàñòóïëåíèÿ óñëîâèÿ t >

N

m

+

N

n

+t

0

. Àëãîðèòì Êîïïåðñìèòà èìååò êâàä-

ðàòè÷íóþ (îò L) ñëîæíîñòü èç-çà íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ [X

t

℄(Af) íà

êàæäîì øàãå. Ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Ý. Òîìå â [3℄ ïðåäëîæèë ìîäè�èêà-

öèþ àëãîðèòìà Êîïïåðñìèòà, èìåþùóþ ñóáêâàäðàòè÷íóþ ñëîæíîñòü.

Àëãîðèòì Êîïïåðñìèòà�Òîìå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìàòðèöà e

(t)

(X)

èçâåñòíà äî ñòåïåíè k, òî ìîæíî âû÷èñëèòü ìàòðèöû P

(t)

: : : P

(t+k�1)

íå

âû÷èñëÿÿ f(X). Áóäåì íàçûâàòü k-êîíòåêñòîì ïàðó âèäà E = (e(X);�),

ãäå � = (Æ

(t)

j

) è e(X) èçâåñòíà äî ñòåïåíè k � 1 âêëþ÷èòåëüíî. Ïóñòü E

� êîíòåêñò, ñîîòâåòñòâóþùèé øàãó àëãîðèòìà ñ íîìåðîì t. Îáîçíà÷èì

÷åðåç �

(a;b)

E

ìàòðèöó P

(t+a)

� � �P

(t+b�1)

. Òîãäà èñõîäíàÿ çàäà÷à âû÷èñëå-

íèÿ ëèíåéíîãî ãåíåðàòîðà ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íàõîæäåíèÿ �

(0;L�t

0

)

E

(t

0

)

, ãäå

E

(t

0

)

= (e

(t

0

)

;�

(t

0

)

) � íà÷àëüíûé êîíòåêñò. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è Òîìå

ïðåäëîæèë ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì, äåéñòâóþùèé ïî ïðèíöèïó ¾ðàçäåëÿé è

âëàñòâóé¿.

Àëãîðèòì MSLGDC (matrix sequen
es linear generator by divide and 
onquer).

Âõîä: b-êîíòåêñò E = (e(X);�)

Âûõîä: ìàòðèöà �

(0;b)

E

{

if(b == 0) return I

m+n

if(b == 1) return ALGO1(e;�)

(e

L

;�

L

) = ((e mod X

b

b

2




);�)

�

L

= MSLGDC(e

L

;�

L

)

(e

R

;�

R

) = (((e�

L

mod X

b

) div X

b

b

2




);��

L

)

�

R

= MSLGDC(e

R

;�

R

)

� = �

L

� �

R

return �

}

Òåîðåìà 2. [2, Theorem 3.4℄ Åñëè ïîëå K ïîääåðæèâàåò áûñòðîå ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå (FFT)[4℄, òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà MSGDC ìîæíî îöå-

íèòü êàê

M

1

m(m+ n)b log

2

b+ 3M

1

m(m+ n)

2

b log b+O((m + n)

2

b log b);
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ãäå M

1

� ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå K.

Ê ñîæàëåíèþ, â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå K = GF (2) (âîçíèêàþùåìó,

íàïðèìåð, â àëãîðèòìàõ �àêòîðèçàöèè áîëüøèõ öåëûõ ÷èñåë) óòâåðæäåíèå

òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèòü íåëüçÿ, ïîòîìó ÷òî ïîëå GF (2) íå ïîä-

äåðæèâàåò FFT. Îäíàêî ìîæíî ìîäè�èöèðîâàòü àëãîðèòì Òîìå äëÿ ýòîãî

ñëó÷àÿ.

Ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìà Òîìå äëÿ ñëó÷àÿ ïîëÿ GF (2). �àññìîò-

ðèì àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èç GF (2)[x℄:

1. �àññìàòðèâàåì ìíîãî÷ëåíû èç GF (2)[x℄ êàê ìíîãî÷ëåíû èç Z[x℄

2. Èñïîëüçóåì ý��åêòèâíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ â Z[x℄

3. Â ïîëó÷èâøåìñÿ ìíîãî÷ëåíå ïðèâîäèì êîý��èöèåíòû ïî ìîäóëþ 2

4. �àññìàòðèâàåì ïðèâåäåííûé ìíîãî÷ëåí êàê ìíîãî÷ëåí íàä GF (2)

Ëåãêî ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïèñàííîãî àëãîðèòìà. Åãî ñëîæíîñòü ìîæ-

íî îöåíèòü êàê M

Z

(n) +O(n), ãäå M

Z

(n) îáîçíà÷àåò ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ

äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ èç Z[x℄ ñòåïåíè ìåíüøå n.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåí èç Z[x℄ êàê ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë C [x℄. Êàê èçâåñòíî, ïîëå êîìïëåêñíûõ C ÷èñåë ïîääåðæè-

âàåò FFT, òî åñòü äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â C [x℄ ìîæíî èñïîëüçîâàòü

áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî îöåíêè, óêàçàííûå â òåîðåìå 2, ñïðàâåäëèâû, ïðè óñëîâèè, ÷òî M

1

îáîçíà÷àåò ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â ïîëå C . �àñøèðåíèå ìîäåëè ïðèâåäåò ê

ïîÿâëåíèþ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà

O((m+ n)

2

b) / O((m + n)

2

b log b);

êîòîðûìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðè àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå. Îòìåòèì, ÷òî

óêàçàííûå îöåíêè ëèíåéíû ïî ÷èñëó óìíîæåíèé â ïîëå è ñóáêâàäðàòè÷íû

ïî ñòåïåíè ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïðè ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ îïåðàöèè íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ðåàëèçó-

þòñÿ êàê îïåðàöèè íàä ïàðàìè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïðè ýòîì îïåðàöèè íàä

âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè âûïîëíÿþòñÿ ïðèáëèæåííî. Ïðè èñïîëüçîâàíèè

âûñîêîé òî÷íîñòè ñëîæíîñòü îïåðàöèé áóäóò çàâèñåòü îò áèòîâîé äëèíû

÷èñåë è, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, îò ñòåïåíè ïåðåìíîæàåìûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ. Ïðè ðåàëèçàöèè íàäî îáåñïå÷èòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ, äîñòàòî÷íóþ

äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðè îáðàòíîì ïåðåõîäå èç

C [x℄ â GF (2)[x℄. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ

ñòåïåíè íå âûøå b äîñòàòî÷íî îáåñïå÷èòü òî÷íîñòü

" <

�

b

3

(3 log

2

b+ 4)

�

�1

:
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Ïðè ýòîì äëèíà öåëîé ÷àñòè ÷èñåë, íàä êîòîðûìè ïðîèçâîäÿòñÿ îïåðàöèè

íå ïðåâûñèò 3 log

2

b è ñëåäîâàòåëüíî îáùåå ÷èñëî äâîè÷íûõ çíàêîâ äîëæíî

áûòü íå ìåíüøå

l(b) = 3 log

2

b+ log

2

" = 6 log

2

b+ log

2

(3 log

2

b+ 4):

Âåðíåìñÿ ê îöåíêå âåëè÷èíû M

1

äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå b.

Åñëè èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ÷èñåë, êâàäðàòè÷íûé

ïî äëèíå âõîäà, òî ñëîæíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ â C ìîæíî îöåíèòü êàê

M

1

(b) = 4l(b)

2

+ 2l(b); à ñëîæíîñòü ñëîæåíèÿ êàê M

2

(b) = 2l(b) áèíàðíûõ

îïåðàöèé. Êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðíûõ îïåðàöèé áóäåò ñîâïàäàòü ñ óêàçàííû-

ìè îöåíêàìè ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, îïðåäåëåííîãî ðàç-

ðÿäíîñòüþ ïðîöåññîðà.

Îöåíèì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Êîïïåðñìèòà�Òîìå âû÷èñëåíèÿ �

(0;L)

E

. Áó-

äåì èñïîëüçîâàòü àðè�ìåòèêó ñ �èêñèðîâàííîé äëèíîé: äëÿ ëþáîé ãëó-

áèíû ðåêóðñèè àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè áóäóò ïðîâîäèòñÿ íàä ÷èñëàìè

äëèíû l(L). Íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü èìåþò îïåðàöèè � = �

L

� �

R

è

e

R

=

�

�

e�

L

mod X

b

�

div X

b

b

2




�

:

Äëÿ èõ ðåàëèçàöèè âîñïîëüçóåìñÿ áûñòðûì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç C(b) ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Êîïïåðñìèòà-Òîìå. Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò ðåêóðñèâíîìó ðàâåíñòâó:

C(b) = 2C

�

b

2

�

+ 2m(m+ n)(M

1

b

2

log b+M

2

b log b)

+ 3(m+ n)

2

�

M

1

b

2

log b+M

2

b log b

�

+ (m+ n)

2

(M

1

+M

2

)b

+m(m+ n)

2

(M

1

+M

2

)b+ (m+ n)

3

(M

1

+M

2

)b+ 3m(m+ n);

C(1) = C

ALGO1

(m;n):

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èíòåðåñóþùåå íàñ çíà÷åíèå L = 2

t

, òî C(L) îöå-

íèâàåòñÿ âåëè÷èíîé:

1

2

F

1

L log

2

L+

�

F

2

�

1

2

F

1

�

L logL+ (C

ALGO1

(m;n) + 3(m+ n)m)L;

ãäå

F

1

=

�

1

2

M

1

(L) +M

2

(L)

�

(m+ n)(4m+ 3n);

F

2

= (M

1

(L) +M

2

(L))(m+ n)

2

(2m+ n+ 1):
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Èëè àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå ãðóáî, ñ ó÷åòîì âñåõ îáîçíà÷åíèé:

C(L) � O

�

(m+ n)

2

L log

4

L+ (m+ n)

3

L log

3

L

�

:

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà

Êîïïåðñìèòà�Òîìå âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíîãî ãåíåðàòîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ìàòðèö íàä êîíå÷íûì ïîëåì äëÿ ñëó÷àÿ ïîëÿ GF (2) ñ ñîõðàíåíèåì àñèìï-

òîòè÷åñêîé ñóáêâàäðàòè÷íîé îöåíêè ñëîæíîñòè.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà äîâîëüíî òî÷íàÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü àëãîðèò-

ìû MSLGDC ñ FFT è MSLGDC ñ îáû÷íûì àëãîðèòìîì óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ,

èìåþùèì ñëîæíîñòü O(b

2

), íî ñ ìàëåíüêîé êîíñòàíòîé â O(�). Ñðàâíåíèå

ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ 128-ðàçðÿäíîãî (íàïðèìåð, âåêòîðíîãî) ïðîöåññîðà è

ðàçìåðîâ áëîêîâ m = n = 128 àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåèìóùåñòâî ïðîÿâëÿåòñÿ

ïðè ðàçìåðàõ ñèñòåìû ïîðÿäêà 6 � 10

5

. Íà ïðàêòèêå, íàïðèìåð, â àëãîðèò-

ìàõ �àêòîðèçàöèè áîëüøèõ öåëûõ ÷èñåë, ðàçìåðû ñèñòåì ìîãóò äîñòèãàòü

ïîðÿäêà 10

6

� 10

8

. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà MSLGDC ñ FFT

îïðàâäàíî è áóäåò äàâàòü âûèãðûø ïî âðåìåíè â íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ.
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È.Ñ.Ñåðãååâ (Ìîñêâà)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ñõåì èç �óíê-

öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ ìíîãîêðàòíîå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå

÷èñåë ñ íåáîëüøîé ãëóáèíîé. Îáçîðíàÿ ëåêöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ ìèíèìèçàöèè
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ãëóáèíû òàêèõ ñõåì, áûëà ïðî÷èòàíà À. Â. ×àøêèíûì íà îäíîé èç ïðåäûäó-

ùèõ øêîë ýòîé ñåðèè [6℄. Ñõåìû ñòðîÿòñÿ íàä áàçèñîì èç âñåõ äâóõâõîäîâûõ

ýëåìåíòîâ. Ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè è ãëóáèíû ñõåì èçëîæåíû â [3℄.

Â íà÷àëå 60-õ ãã. Þ. Ï. Î�ìàí [2℄ è ðÿä çàðóáåæíûõ àâòîðîâ (ñì. [8℄)

ïðåäëîæèëè ñïîñîá ðåàëèçàöèè óìíîæåíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë ñõåìîé ãëó-

áèíû O(logn). Â ýòîì ñïîñîáå óìíîæåíèå ñâîäèòñÿ ê n-êðàòíîìó ñëîæåíèþ

(êàê â øêîëüíîì ìåòîäå), êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó

ñëîæåíèþ ïðè ïîìîùè ñõåìû êîìïðåññîðîâ.

g g

g g

g

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

^

^

x

i

y

i

z

i

v

i

u

i+1

�èñ. 1

Ïîä (p; q)-êîìïðåññîðîì, ãäå q < p, ïîíèìàåòñÿ ñõåìà, ïî íàáîðó èç p ÷è-

ñåë âû÷èñëÿþùàÿ q íîâûõ ÷èñåë ñ ñîõðàíåíèåì ñóììû, è

èìåþùàÿ ãëóáèíó, íå çàâèñÿùóþ îò ðàçðÿäíîñòè ñëàãà-

åìûõ. Ñàìûì ïðîñòûì è íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ÿâëÿåò-

ñÿ (3,2)-êîìïðåññîð. Îí ïðåîáðàçóåò íàáîð èç òðåõ ÷èñåë

X = [x

k�1

; : : : ; x

0

℄, Y = [y

k�1

; : : : ; y

0

℄, Z = [z

k�1

; : : : ; z

0

℄

â ïàðó ÷èñåë U = [u

k

; : : : ; u

1

; 0℄ è V = [v

k�1

; : : : ; v

0

℄, òà-

êèõ, ÷òî U + V = X + Y + Z. Ïàðà ðàçðÿäîâ (u

i+1

; v

i

)

âû÷èñëÿåòñÿ ïîäñõåìîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1. Òàêèì

îáðàçîì, k-ðàçðÿäíûé (3,2)-êîìïðåññîð èìååò ñëîæíîñòü

5k è ãëóáèíó 3.

Ïðè îïòèìèçàöèè ãëóáèíû ñõåì èç (3,2)-êîìïðåññîðîâ ñóùåñòâåííî èñ-

ïîëüçóåòñÿ íåñèììåòðè÷íîñòü ãëóáèí âûõîäîâ êîìïðåññîðà îòíîñèòåëüíî

ãëóáèí âõîäîâ. Â ñòàíäàðòíîì ñïîñîáå èç äâóõ (3,2)-êîìïðåññîðîâ ñòðîèòñÿ

(4,2)-êîìïðåññîð, èñïîëüçóÿ êîòîðûé íåñëîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ñâåäåíèÿ

n-êðàòíîãî ñëîæåíèÿ ê îáû÷íîìó ñ ãëóáèíîé 4dlog

2

ne � 3 (ýòà êîíñòðóê-

öèÿ îïèñàíà â [6℄ äëÿ äðóãîé èíòåðïðåòàöèè âõîäîâ è ñ ìåíåå àêêóðàòíîé

îöåíêîé ãëóáèíû).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(n) ãëóáèíó ìèíèìàëüíîé ðåàëèçàöèè ñâåäåíèÿ n-

êðàòíîãî ñëîæåíèÿ ê îáû÷íîìó ñõåìîé èç (3,2)-êîìïðåññîðîâ. Â äàëüíåé-

øåì äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ, ïîä âõîäàìè è âûõîäàìè êîìïðåññîðà áó-

äóò ïîíèìàòüñÿ ÷èñëà-ñëàãàåìûå, ãëóáèíó ÷èñëà îïðåäåëÿåò ðàçðÿä ñ íàè-

áîëüøåé ãëóáèíîé. Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íàÿ îöåíêà âåëè÷èíû D(n) áûëà

ïîëó÷åíà â [8℄. Ïóñòü � = 1; 205 : : : � åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü

óðàâíåíèÿ �

3

+ �

2

� �� 2 = 0. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. [8℄ log

�

n� 3; 3 < D(n) < log

�

n+O(1):

Îòìåòèì, ÷òî log

�

n � 3; 71 log

2

n. Íèæíÿÿ îöåíêà ñëåäóåò èç ñîîòíîøå-

íèÿ �

D(n)

+ �

D(n)�1

� n, êîòîðîå âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ïðîñòîé ëåììû.

Ëåììà 1. Ïóñòü a, b, 
 � ãëóáèíû âõîäîâ (3; 2)-êîìïðåññîðà; d è d�1 �

ãëóáèíû âûõîäîâ, òîãäà �

d

+ �

d�1

� �

a

+ �

b

+ �




:

Âåðõíÿÿ îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ â [8℄ îáùèì, íî ïðàêòè÷åñêè íå ý��åê-

òèâíûì ìåòîäîì. Êîíñòàíòà, êîòîðàÿ ñêðûâàåòñÿ çà îáîçíà÷åíèåì O(1),
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äîñòàòî÷íî âåëèêà; êðîìå òîãî, ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì [8℄ ñõåìà ñîäåðæèò

ïðèìåðíî â øåñòü ðàç áîëüøå êîìïðåññîðîâ, ÷åì íåîáõîäèìî. Íà ñàìîì äå-

ëå, âåðíà

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî n > 3 âûïîëíåíî: D(n) > log

�

n � 2; 7. Êðîìå

òîãî, ñóùåñòâóåò ñõåìà � ñâåäåíèÿ n-êðàòíîãî ñëîæåíèÿ ê îáû÷íîìó,

ñîñòîÿùàÿ èç n�2 êîìïðåññîðîâ, ãëóáèíà êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò log

�

n�

0; 8, à ñëîæíîñòü � 5(nk + 4n � 2k), ãäå k � ðàçðÿäíîñòü ñóììèðóåìûõ

÷èñåë.

Ïåðåä òåì, êàê äàòü ïîÿñíåíèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó, ââåäåì íåêîòîðûå ïî-

íÿòèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü êîìïðåññîð ðàñïîëîæåííûì íà ãëóáèíå d, åñëè åãî

âûõîäû èìåþò ãëóáèíû d + 2 è d + 3. Ïóñòü T � N [ f0g. Ïîëîæèì

�(T ) =

P

t2T

�

t

. ×åðåç S

r

îáîçíà÷èì ñõåìó, îáðàçîâàííóþ êîìïðåññîðàìè

ñõåìû S, ðàñïîëîæåííûìè íà ãëóáèíàõ, ìåíüøèõ r. ×åðåç T (S

r

) îáîçíà÷èì

ìíîæåñòâî ãëóáèí âûõîäîâ ñõåìû S

r

, â êîòîðîì ÷èñëà, ìåíüøèå r, çàìåíåíû

íà r. Ïîëîæèì �(S

r

) = �(T (S

r

)). Èç ëåììû 1 î÷åâèäíî, ÷òî

n = �(S

0

) � �(S

1

) � : : : � �(S

d�2

) = �

d

+ �

d�1

; (1)

ãäå n � ÷èñëî âõîäîâ, à d � ãëóáèíà ñõåìû S.

Íèæíÿÿ îöåíêà òåîðåìû 2 ñëåäóåò èç (1) è íåðàâåíñòâ

�(S

1

)� �(S

0

) � n(�� 1)=3; �(S

d�2

)� �(S

d�6

) � �

d�5

(�� 1);

ñïðàâåäëèâûõ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñõåìû S.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âåðõíåé îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ î÷åâèäíûé ìåòîä ïî-

ñëåäîâàòåëüíîãî äîáàâëåíèÿ êîìïðåññîðîâ â ñõåìó, â êîòîðîì êàæäûé î÷å-

ðåäíîé êîìïðåññîð ðàñïîëàãàåòñÿ íà âîçìîæíî ìåíüøåé ãëóáèíå. Ïðè îöåí-

êå ãëóáèíû ïîñòðîåííîé ñõåìû � êëþ÷åâîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà,

êîòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè.

Ëåììà 2. Ïóñòü r > 0, à m

0

, m

1

è m

2

� ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâî

÷èñåë r, r + 1 è r + 2 âî ìíîæåñòâå T (�

r

). Òîãäà âûïîëíåíî:

m

0

� 2m

1

+ 2; m

1

� 1; 5m

0

+ 2m

2

; m

2

� m

1

:

Îáîçíà÷èì �

r

= �(�

r+1

) � �(�

r

). Ïî ïîñòðîåíèþ, �

r

= a

r

(� � 1)�

r

,

a

r

2 Z. Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ëåììû ñëåäóåò, ÷òî a

r

� 2. Ïðè ýòîì, åñëè

a

r

= 2, òî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, a

r+1

= 0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå a

d�4

� 1

è a

d�3

= 0 (ãäå d � ãëóáèíà �), ïîëó÷àåì

�(�

d�2

)� �(�

1

) � (�� 1)

d�4

X

i=1

�

i

;
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÷òî, ñ ó÷åòîì �

0

� (� � 1)(2 + n=3), ïðèâîäèò ê îêîí÷àòåëüíîé îöåíêå

d < log

�

n� 0; 8.

Îöåíêà ñëîæíîñòè ñõåìû � ñêëàäûâàåòñÿ èç âåëè÷èíû 5k(n � 2), îò-

âå÷àþùåé ÷èñëó êîìïðåññîðîâ, è äîáàâî÷íîãî ÷ëåíà, îòâå÷àþùåãî óäëè-

íåíèþ ÷èñåë-ñëàãàåìûõ ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû. Ïîñëåäíèé îöåíèâàåòñÿ

âåëè÷èíîé 20n, ÷òî âûâîäèòñÿ èç ñëåäóþùèõ ëåãêî ïðîâåðÿåìûõ �àêòîâ:

(1) êîëè÷åñòâî êîìïðåññîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãëóáèíå r íå ïðåâîñõîäèò

(�+1)�

d�r�1

=(�+2) è (2) âûõîä íåêîòîðîãî êîìïðåññîðà, èìåþùèé ãëóáèíó

r, ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì (k + br=3
)-ðàçðÿäíûì ÷èñëîì.

Íèæíÿÿ îöåíêà òåîðåìû 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ãëóáèíà ïîñòðåííîé ñõåìû

íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîé. Ñõåìà, ïîñòðîåííàÿ

ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, èìååò õóäøóþ ãëóáèíó äëÿ âñåõ n, êðîìå 4, 8, 16,

32, äëÿ êîòîðûõ îáà ìåòîäà äàþò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò.

Äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ñóììû âûõîäû ñõåìû êîìïðåññîðîâ ïî-

äàþòñÿ íà âõîäû ñóììàòîðà. Ñóììàòîð n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë, ïîñòðîåííûé

ìåòîäîì Â. Ì. Õðàï÷åíêî [4℄, èìååò àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíóþ ãëóáèíó

(1 + o(1)) log

2

n. Äëÿ n â ïðåäåëàõ íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ âûãîäíåå èñïîëüçî-

âàòü äðóãèå ìåòîäû, íàïðèìåð, ìåòîä Ì. È. �ðèí÷óêà ñ âåðõíåé îöåíêîé

ãëóáèíû 2 log

3

(16bn=2
) (ñì. [1℄). Òàê, äëÿ óìíîæåíèÿ ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 1. Ñóùåñòâóåò ñõåìà óìíîæåíèÿ äâóõ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë

ñëîæíîñòè O(n

2

) è ãëóáèíû íå áîëåå 5(log

2

n+ 1):

Äëÿ ñðàâíåíèÿ, âàðèàíòîì ìåòîäà À. À. Êàðàöóáû [2℄ ìîæíî ïîñòðîèòü

ñõåìó ñ àñèìïòîòè÷åñêè ìåíüøèì ïîðÿäêîì ñëîæíîñòè n

log

2

3

, íî ñ ãëóáè-

íîé (11 + o(1)) log

2

n (ñì. [6℄, íî òàì ïðèâîäèòñÿ ìåíåå àêêóðàòíàÿ îöåíêà

ãëóáèíû). Ìåòîä Êàðàöóáû îáû÷íî íå ïðèìåíÿåòñÿ ïðè n < 300. Âàðèàíò

ìåòîäà Ø�åíõàãå�Øòðàññåíà [10℄ èìååò ñëîæíîñòü O(n logn log logn) è ãëó-

áèíó (9 + o(1)) log

2

n, îäíàêî ïî÷òè íå èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå.

Îòìåòèì, ÷òî êîìïðåññîðû óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèé ïî ìî-

äóëþ 2

k

� 1 (ïåðåíîñÿ k-å ðàçðÿäû ïðîìåæóòî÷íûõ ñëàãàåìûõ íà ìåñòî

ìëàäøèõ). Â öåëÿõ ìèíèìèçàöèè ãëóáèíû äëÿ ðåàëèçàöèè çàêëþ÷èòåëü-

íîãî ìîäóëÿðíîãî ñëîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë ìîæíî èñïîëüçîâàòü 2k-ðàçðÿäíûé

ñóììàòîð.

Â çàêëþ÷åíèå � íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î ïðèìåíåíèè áîëåå ñëîæíûõ êîì-

ïðåññîðîâ. Ïðèìåðû êîìïðåññîðîâ, àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå ý��åêòèâíûõ,

÷åì (3,2)-êîìïðåññîð, ïðèâîäèëèñü â ðàáîòàõ [5℄ (äëÿ áàçèñà f^;_; �g) è [8℄.

Èçâåñòíû, íàïðèìåð, (5,3)-êîìïðåññîð è (6,3)-êîìïðåññîð, èç êîòîðûõ ìåòî-

äîì [8℄ ñòðîÿòñÿ ñõåìû ñâåäåíèÿ n-êðàòíîãî ñëîæåíèÿ ê îáû÷íîìó ñ ãëóáè-

íîé àñèìïòîòè÷åñêè 3; 65 log

2

n è 3; 57 log

2

n ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî òàêæå

ïîñòðîèòü (11,5)-êîìïðåññîð ñ ïîêàçàòåëåì ý��åêòèâíîñòè 3; 55 log

2

n. Äëÿ

ïîëó÷åíèÿ íàèëó÷øåé èçâåñòíîé àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè 3; 44 log

2

n [7℄ èñ-

ïîëüçóþòñÿ ñõåìû èç ò. í. ïîëóêîìïðåññîðîâ [9℄.
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Ìåòîäû [7�9℄ ñóãóáî òåîðåòè÷åñêèå, îäíàêî ïðåäëîæåííûå êîìïðåññî-

ðû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ñõåì íåáîëüøîé ãëó-

áèíû. Èñïîëüçóÿ (5,3) è (6,3)-êîìïðåññîðû íàðÿäó ñ (3,2)-êîìïðåññîðàìè,

ìîæíî ñòðîèòü ñõåìû ìåíüøåé ãëóáèíû, ÷åì îïèñàíî âûøå, óæå ïðè ìà-

ëûõ n, â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 32. Ñïåöèàëüíûé (7,3)-êîìïðåññîð ïîçâîëÿåò

ðåàëèçîâàòü óìíîæåíèå ïî ìåòîäó Êàðàöóáû ñ ãëóáèíîé (10 + o(1)) log

2

n.

Óìåíüøåíèå ãëóáèíû âî âñåõ ñëó÷àÿõ äîñòèãàåòñÿ öåíîé íåêîòîðîãî óâåëè-

÷åíèÿ ñëîæíîñòè: êàæåòñÿ, íåèçâåñòíû (p; q)-êîìïðåññîðû, ó êîòîðûõ îòíî-

øåíèå ñëîæíîñòè ê p� q ìåíüøå, ÷åì 5k, ãäå k �ðàçðÿäíîñòü ñëàãàåìûõ.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ñ. Á. �àøêîâó çà ïîñòàíîâêó

çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 05�01�

00994), ïðîãðàììû ¾Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû¿ (ïðîåêò ÍØ�5400.2006.1)

è ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê �ÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êè-

áåðíåòèêè¿ (ïðîåêò ¾Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿).
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Î ÑÒ�ÎÅÍÈÈ ÊËÀÑÑÎÂ ÏÎÄÎÁÈß ÌÀÒ�ÈÖ

ÂÒÎ�Î�Î È Ò�ÅÒÜÅ�Î ÏÎ�ßÄÊÎÂ ÍÀÄ Z

Ñ.Â.Ñèäîðîâ (Íèæíèé Íîâãîðîä)

1. Ââåäåíèå

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î ïîäîáèè ìàòðèö íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Q (ñì., íàïðèìåð, [1℄) åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà êîëüöî öåëûõ

÷èñåë Z: Êâàäðàòíûå ìàòðèöû A è B ñ êîý��èöèåíòàìè èç ïîëÿ Q íàçû-

âàþòñÿ ïîäîáíûìè íàä Q, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà

S ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, ÷òî AS = SB (ïîäîáèå íàä Q áóäåì

îáîçíà÷àòü A � B).

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà B2Z

n�n

ïîäîáíà ìàòðè-

öå A2Z

n�n

íàä êîëüöîì Z, åñëè ñóùåñòâóåò S2Z

n�n

òàêàÿ, ÷òî AS = SB

è detS 2 f1;�1g è îáîçíà÷àòü ýòî A�B. Ìàòðèöà S íàçûâàåòñÿ òðàíñ-

�îðìèðóþùåé B â A ìàòðèöåé.

Çàäà÷à î ïîäîáèè ìàòðèö íàä Z ðàññìàòðèâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè

(ñì., íàïðèìåð, [3,4,5℄). Õîòÿ â [3℄ ïîëó÷åí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ïîäîáèÿ

ìàòðèö íàä Z â îáùåì ñëó÷àå, ñòðîåíèå êëàññîâ ïîäîáèÿ èçó÷åíî ìàëî.

Îòíîøåíèå ïîäîáèÿ åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíî-

æåñòâî Z

n�n

ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ïîäîáíûõ ìàòðèö. Ïðè ýòîì ýòî ðàçáèå-

íèå ðàçëè÷íî äëÿ îòíîøåíèÿ ïîäîáèÿ íàä ïîëåì Q è íàä êîëüöîì Z: ßñíî,

÷òî ïîäîáèå ìàòðèö íàä Q ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ïîäîáèÿ

íàä Z; íî íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äàæå äëÿ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà (ñì.

êîíòðïðèìåðû â [2℄). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êëàññ K

Q

(A) ìàòðèö, ïîäîáíûõ

A íàä Q; ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäêëàññû ìàòðèö, ïîäîáíûõ íàä Z: Îáîçíà÷èì

K

Z

(A) = fB 2 Z

n�n

jB � Ag. Òîãäà K

Q

(A) =

S

i2I

K

Z

(A

i

): Åñëè ìàòðèöû ïî-

äîáíû (íàä Z èëè íàä Q), òî îíè èìåþò îäèí è òîò æå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí d(�). Öåëü ðàáîòû � ïîêàçàòü ðàçáèåíèå êëàññîâ ïîäîáèÿ äëÿ

ìàòðèö âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû êî-

òîðûõ ðàñêëàäûâàþòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä Q. Â êàæäîì èç òàêèõ

êëàññîâ íàéäåíà êàíîíè÷åñêàÿ ìàòðèöà, õàðàêòåðèçóþùàÿ êëàññ.
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2. Ñëó÷àé ìàòðèö 2� 2

Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà d(�) ìàòðèöû A2Z

2�2

âîçìîæíû

ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

1) d(�) = (���)

2

; 2) d(�) = (���)(���); 3) d(�) = �

2

+u�+v íåïðèâîäèì

íàä Z.

Â ïåðâîì ñëó÷àå A ïîäîáíà íàä Q îäíîé èç æîðäàíîâûõ ìàòðèö:

J

1

(�) =

�

� 0

0 �

�

, J

2

(�) =

�

� 1

0 �

�

:

Âî âòîðîì ñëó÷àå A ïîäîáíà íàä Q ìàòðèöå

J

3

(�; �) =

�

� 0

0 �

�

:

Â òðåòüåì ñëó÷àå A ïîäîáíà íàä Q ìàòðèöå Ôðîáåíèóñà

F

1

=

�

�u �v

1 0

�

Òåîðåìà 1. Åñëè d(�) = (�� �)

2

, ãäå � 2 Z, òî

1. K

Q

(J

1

(�)) = K

Z

(J

1

(�)) = fJ

1

(�)g,

2. K

Q

(J

2

(�)) =

S

s�1

K

Z

(R

s

(�)), ãäå

R

s

(�) =

�

� s

0 �

�

, s � 1 � êàíîíè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 2. Åñëè d(�) = (���)(���), �; � 2 Z, � > �, òî K

Q

(J

3

(�; �)) =

b

���

2




S

s=0

K

Z

(R

s

(�; �)), ãäå

R

s

(�; �) =

�

� s

0 �

�

; 0 � s � b

���

2


 � êàíîíè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 3. Êëàññ K

Q

(F

1

) ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ öåëî-

÷èñëåííî ïîäîáíûõ ìàòðèö.

3. Ñëó÷àé ìàòðèö 3� 3

Ïóñòü ìàòðèöà A2Z

3�3

èìååò ïðèâîäèìûé íàä Z õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí d(�). Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû: 1) âñå êîðíè d(�) ëåæàò

â Z; 2) d(�) = (�� �)(�

2

+ u�+ v), ïðè÷åì �

2

+ u�+ v íåïðèâîäèì íàä Z.

Â ïåðâîì ñëó÷àå A ïîäîáíà íàä Q îäíîé èç æîðäàíîâûõ ìàòðèö:

a) åñëè d(�) = (� � �)

3

, òî A ïîäîáíà íàä Q îäíîé èç ìàòðèö J

4

(�) =

0

�

� 0 0

0 � 0

0 0 �

1

A

, J

5

(�) =

0

�

� 0 0

0 � 1

0 0 �

1

A

, J

6

(�) =

0

�

� 1 0

0 � 1

0 0 �

1

A

.

b) åñëè d(�) = (� � �)(� � �)

2

, òî A ïîäîáíà íàä Q ëèáî J

7

(�; �) =
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0

�

� 0 0

0 � 0

0 0 �

1

A

, ëèáî J

8

(�; �) =

0

�

� 0 0

0 � 1

0 0 �

1

A

.


) åñëè d(�) = (� � �)(� � �)(� � 
), òî A ïîäîáíà íàä Q ìàòðèöå

J(�; �; 
) =

0

�

� 0 0

0 � 0

0 0 


1

A

.

Âî âòîðîì ñëó÷àå A ïîäîáíà íàä Q ìàòðèöå Ôðîáåíèóñà

F

2

=

0

�

� 0 0

0 �u �v

0 1 0

1

A

:

Òåîðåìà 4. Ïóñòü d(�) = (�� �)

3

; � 2 Z. Òîãäà

1. K

Q

(J

4

(�)) = K

Z

(J

4

(�)) = fJ

4

(�)g,

2. K

Q

(J

5

(�)) =

S

K

Z

(S

d

(�)), S

d

(�) =

0

�

� 0 0

0 � d

0 0 �

1

A

, d � 1

3. K

Q

(J

6

(�)) =

S

K

Z

(S

a;b;r

(�)),

S

a;b;r

(�) =

0

�

� a r

0 � b

0 0 �

1

A

, a; b � 1, 0 � r < ÍÎÄ(a; b).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü d(�) = (�� �)(� � �)

2

; �; � 2 Z. Òîãäà

1. K

Q

(J

7

(�; �)) =

S

K

Z

(S

d

(�; �)),

S

d

(�; �) =

0

�

� d 0

0 � 0

0 0 �

1

A

, d = 0 èëè d � ïîëîæèòåëüíûé äåëèòåëü j���j

(íå ðàâíûé j� � �j)

2. K

Q

(J

8

(�; �)) =

S

K

Z

(S

a

1

;a

2

;a

3

(�; �)),

S

a

1

;a

2

;a

3

(�; �) =

0

�

� a

1

a

2

0 � a

3

0 0 �

1

A

;

ãäå a

1

; a

2

; a

3

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

I) a

3

� 1, 0 � a

2

� b

j���j

2


, a

1

= 0

IIa) åñëè j� � �j � íå÷åòíîå, òî

a

3

� 1, 1 � a

1

� b

j���j

2


, 0 � a

2

< d, ãäå d = ÍÎÄ(j� � �j; a

1

)

IIb) åñëè j� � �j � ÷åòíîå, òî

1) 1 � a

1

�

j���j

2

� 1, a

3

� 1, 0 � a

2

< d

2) a

1

=

j���j

2

, a

3

� 1,

åñëè � � � > 0, òî �b

a

1

�r

2


 � a

2

� b

r

2


,
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åñëè � � � < 0, òî �b

r

2


 � a

2

� b

a

1

�r

2


,

ãäå r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ a

3

íà a

1

.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü d(�) = (� � �)(� � �)(� � 
); �; �; 
 2 Z; � < � < 
.

Òîãäà K

Q

(J(�; �; 
)) =

S

K

Z

(S

a

1

;a

2

;a

3

(�; �; 
)),

S

a

1

;a

2

;a

3

(�; �; 
) =

0

�

� a

1

a

2

0 � a

3

0 0 


1

A

;

ãäå a

1

; a

2

; a

3

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

I) a

1

= 0, 0 � a

2

� b


��

2


; 0 � a

3

� b


��

2




IIa) åñëè 
 � � � íå÷åòíîå, òî

1 � a

1

� b

���

2


, 0 � a

2

< 
 � �; 0 � a

3

� b


��

2




IIb) åñëè 
 � � � ÷åòíîå, òî

1) 1 � a

1

� b

���

2


, 0 � a

2

< 
 � �; 0 � a

3

�


��

2

� 1

2) 1 � a

1

� b

���

2


, �b

a

1

2


 � a

2

� b


���a

1

2


, a

3

=


��

2

.

Òåîðåìà 7. Êëàññ K

Q

(F

2

) ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ öåëî-

÷èñëåííî ïîäîáíûõ ìàòðèö.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ. Êîä

ïðîåêòà 05-01-00552-à.
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Î Ñ�ÅÄÍÅÉ ÌÎÙÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ ÈÇ

ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

Ï.Ñ.Ñòåïàíîâ (Ìîñêâà)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü äàíà ñõåìà A èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ n âõîäàìè è îäíèì

âûõîäîì â áàçèñå B, ðåàëèçóþùàÿ �óíêöèþ F . Ïóñòü áóëåâû íàáîðû ~�

i

ïîäàþòñÿ íà âõîäû ñõåìû ñ íåêîòîðûìè âåðîÿòíîñòÿìè p

~�

i

. Äîïóñêàåòñÿ

ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå fp

~�

g

~�2B

n

, ãäå p

~�

> 0 è

P

~�2B

n

p

~�

= 1.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü f

e

� �óíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ íà ýëåìåíòå e ñõåìû

A. Âåëè÷èíó S(e) =

P

p

~�

f

e

(~�), ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì ~�, áóäåì

íàçûâàòü ñðåäíåé ìîùíîñòüþ ýëåìåíòà e.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü L(A) � ñëîæíîñòü (÷èñëî ýëåìåíòîâ) ñõåìû A,

(e

1

; : : : ; e

L(A)

) - ýëåìåíòû ñõåìû A. Âåëè÷èíà S(A), îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíî-

øåíèåì S(A) =

L(A)

P

i=1

S(e

i

), íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé ìîùíîñòüþ ñõåìû A.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñõåìû, ðåàëèçóþùèå îäèíàêîâûå �óíêöèè, íàçûâà-

þòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñõåìà, èìåþùàÿ íàèìåíüøóþ ñðåäíþþ ìîùíîñòü ñðå-

äè âñåõ ýêâèâàëåíòíûõ åé ñõåì, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ñõåìû ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé îïòèìàëü-

íàÿ ñõåìà.

Ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ïîÿâëåíèè

íà âûõîäå ýëåìåíòà ñõåìû åäèíèöû, ýòîò ýëåìåíò èìååò åäèíè÷íóþ òåïëî-

âóþ ìîùíîñòü, ò.å. âûäåëÿåò åäèíèöó òåïëà â åäèíèöó âðåìåíè, òî ñðåäíÿÿ

ìîùíîñòü ñõåìû õàðàêòåðèçóåò ñðåäíåå òåïëîâûäåëåíèå ñõåìû. Òàêèì îá-

ðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñõåìû ñ íàèìåíüøèì òåïëîâûäåëåíèåì

ïî ïðîèçâîëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé âõîäíûõ íàáîðîâ, ðåàëèçó-

þùåé çàäàííóþ �óíêöèþ.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è, êî-

ãäà B = f&g, à ðåàëèçóåìàÿ �óíêöèÿ F åñòü êîíúþíêöèÿ n ïåðåìåííûõ,

F = x

1

& : : :&x

n

.

Ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîé ñõåìû

Îïðåäåëåíèå 5. Ñõåìà A íàçûâàåòñÿ áåñïîâòîðíîé, åñëè êàæäûé âõîä

ñõåìû è âûõîä êàæäîãî ýëåìåíòà ñõåìû ñîåäèíåí íå áîëåå, ÷åì ñ îäíèì

âõîäîì íå áîëåå, ÷åì îäíîãî ýëåìåíòà ñõåìû èëè âûõîäîì ñõåìû.
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Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ fp

~�

g íàéäåòñÿ áåñïîâòîðíàÿ îï-

òèìàëüíàÿ ñõåìà.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñõåìà èìååò âèä öåïè, åñëè åå

âõîäû è ýëåìåíòû ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî âõîäû ïåðâîãî

ýëåìåíòà áóäóò ñîåäèíåíû ñ äâóìÿ ïåðâûìè âõîäàìè ñõåìû, à âõîäû i-ãî

ýëåìåíòà áóäóò ñîåäèíåíû ñ âûõîäîì (i� 1)-ãî ýëåìåíòà è (i+ 1)-ì âõîäîì

ñõåìû äëÿ âñåõ i = 2; : : : ; n� 1.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé fp

~�

g âõîäíûõ íà-

áîðîâ äëèíû n, ñðåäè ñõåì, ðåàëèçóþùèõ êîíúþíêöèþ n ïåðåìåííûõ â áà-

çèñå f&g, íàéäåòñÿ îïòèìàëüíàÿ ñõåìà, èìåþùàÿ âèä öåïè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê îïòèìàëüíîé ñõåìû äîñòàòî÷íî ïðîèçâîäèòü òîëü-

êî ñðåäè ñõåì, èìåþùèõ âèä öåïè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è âîñïîëü-

çóåìñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.

�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

�àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïîÿâëåíèÿ íàáîðîâ äëèíû n íà âõîäàõ ñõå-

ìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê òî÷êó â 2

n

-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî íå äëÿ âñåõ òî÷åê ïðî-

ñòðàíñòâà, à òîëüêî äëÿ òåõ, êîîðäèíàòû êîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíû è â ñóì-

ìå äàþò åäèíèöó. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðûì ìîæíî ïî-

ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé âõîäíûõ íà-

áîðîâ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèìïëåêñ, íàòÿíóòûé íà òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè

(0; : : : ; 1; : : : ; 0), ãäå åäèíèöà çàíèìåàåò i-þ ïîçèöèþ, i = 1; : : : ; 2

n

. Îáîçíà-

÷èì åãî ÷åðåç T

0

. �àçìåðíîñòü ñèìïëåêñà T

0

ðàâíà 2

n

� 1.

Îïðåäåëåíèå 7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñõåìà A îïòèìàëüíà â òî÷êå P

ñèìïëåêñà T

0

, åñëè îíà îïòèìàëüíà ïðè ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé âõîä-

íûõ íàáîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùåì òî÷êå P .

Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ñèìïëåêñà T

0

, â êîòîðûõ ñõåìà

A îïòèìàëüíà íàçîâåì îáëàñòüþ îïòèìàëüíîñòè ñõåìû A.

Ìîäè�èöèðóåì çàäà÷ó: âìåñòî òîãî, ÷òîáû èñêàòü îïòèìàëüíóþ ñõåìó

ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé âõîäíûõ íàáîðîâ, áóäåì èñêàòü

äëÿ êàæäîé ñõåìû åå îáëàñòü îïòèìàëüíîñòè.

Îñè êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðàì, óïîðÿäî÷èì ïî âîçðàñòàíèþ

êîëè÷åñòâà åäèíèö â íàáîðàõ, ïðè÷åì ïîðÿäîê îñåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàáî-

ðàì ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì åäèíèö, âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé. Äðóãèìè ñëîâà-

ìè, ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ñîîòâåòñòâóåò íàáîðó èç îäíèõ íóëåé, ñëåäóþùèå n

êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóþò íàáîðàì ñ îäíîé åäèíèöåé è òàê äàëåå. Ïîñëåäíÿÿ

êîîðäèíàòà ñîîòâåòñòâóåò íàáîðó èç îäíèõ åäèíèö.

Çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòè íåêîòîðûõ íàáîðîâ íå âëèÿþò íà îïòèìàëü-

íîñòü ñõåìû. Ê òàêèì íàáîðàì îòíîñÿòñÿ:
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1. Íàáîðû, ñîäåðæàùèå ìåíåå äâóõ åäèíèö. Ìîùíîñòü ñõåìû íà òàêèõ

íàáîðàõ áóäåò ðàâíà íóëþ. Òàêèõ íàáîðîâ n+ 1.

2. Íàáîð èç îäíèõ åäèíèö. Ìîùíîñòü ñõåìû íà òàêîì íàáîðå ðàâíà ñëîæ-

íîñòè ñõåìû, íî òàê êàê âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñõåìû èìåþò îäèíàêî-

âóþ ñëîæíîñòü, òî âêëàä òàêîãî íàáîðà â ñðåäíþþ ìîùíîñòü ñõåìû

áóäåò îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ ñõåì.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîé ñõåìû, âåðîÿòíîñòè ïî-

ÿâëåíèÿ óêàçàííûõ íàáîðîâ ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Òàêèì îáðàçîì, áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ñóììó âåðîÿòíîñòåé íàáîðîâ, óêàçàííûõ

â ïóíêòàõ 1 è 2 ðàâíîé íóëþ, ò. å. âìåñòî âñåãî ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðè-

âàòü åãî ñå÷åíèå ãèïåðïëîñêîñòüþ. Îãðàíè÷åíèå ñèìïëåêñà T

0

íà ïîëó÷åí-

íîå ñå÷åíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç T

1

. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî T

1

òîæå ñèìïëåêñ.

Äàëåå, ìîæíî îòáðîñèòü îñè êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùèå íåñóùåñòâåííûì

íàáîðàì, óìåíüøèâ òåì ñàìûì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà äî (2

n

� n � 2).

Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç E

n

. Òàêîå ñóæåíèå ïðîñòðàí-

ñòâà èçáàâëÿåò íàñ îò íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü âåðîÿòíîñòè íåñóùåñòâåí-

íûõ íàáîðîâ, à òàêæå äàåò âîçìîæíîñòü íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ïðîñòðàí-

ñòâî ðàñïðåäåëåíèé ïðè n = 3, ò. ê. åãî ðàçìåðíîñòü óìåíüøèòñÿ ñ 8 äî 3.

Ïðîåêöèþ ñèìïëåêñà T

1

íà E

n

îáîçíà÷èì ÷åðåç T

2

.

Î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè ìû áóäåì çíàòü, êàê óñòðîåíû îáëàñòè îïòèìàëü-

íîñòè ñõåì â ñèìïëåêñå T

2

, òî ìû áóäåì çíàòü, êàê óñòðîåíû îáëàñòè îïòè-

ìàëüíîñòè ñõåì íå òîëüêî â ñèìïëåêñå T

1

, íî è â ñèìïëåêñå T

0

, ò. å. âî âñåì

ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé âõîäíûõ íàáîðîâ.

Èòàê, ïóñòü îáëàñòü Z åñòü ïåðåñå÷åíèå îáëàñòåé îïòèìàëüíîñòè âñåõ

ñõåì â ñèìïëåêñå T

2

.

�àññìîòðèì ñëåäóþùèå n� 2 òî÷êè ïðîñòðàíñòâà E

n

:

P

k

= (0; : : : ; 0

| {z }

N

k

; p

(k)

; : : : p

(k)

| {z }

C

k

n

; 0; : : : ; 0), ãäå p

(k)

=

1

C

k

n

, N

k

=

k�1

P

i=2

C

i

n

, k =

2; : : : ; n� 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðàì,

ñîäåðæàùèì ðîâíî k åäèíèö, ðàâíû p

(k)

, à îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ðàâíû

íóëþ.

Òåîðåìà 2. Îáëàñòü Z èìååò ðàçìåðíîñòü n � 3 è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

âûïóêëóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó òî÷åê P

k

, ãäå k = 2; : : : ; n � 1. À èìåííî,

ëþáóþ òî÷êó M îáëàñòè Z ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå M =

n�1

P

i=2

�

i

P

i

, ãäå

n�1

P

i=2

�

i

= 1, �

i

� 0 ïðè i = 2; : : : ; n� 1.

Ïðèìåð

Äëÿ n = 3 ïðîñòðàíñòâî E

3

èìååò ðàçìåðíîñòü 3, à îñè êîîðäèíàò ñî-
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îòâåòñòâóþò íàáîðàì (0; 1; 1), (1; 0; 1) è (1; 1; 0). Ñèìïëåêñ T

2

ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé òðåóãîëüíèê, âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò êîîðäèíàòû (1; 0; 0), (0; 1; 0) è

(0; 0; 1), à îáëàñòü Z ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (

1

3

;

1

3

;

1

3

).

Äëÿ n = 4 ïðîñòðàíñòâî E

4

èìååò ðàçìåðíîñòü 10, à îñè êîîðäè-

íàò ñîîòâåòñòâóþò íàáîðàì 
 äâóìÿ è òðåìÿ åäèíèöàìè. Îáëàñòü Z â

ýòîì ñëó÷àå èìååò ðàçìåðíîñòü 2 è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê ñ êîíöà-

ìè â òî÷êàõ P

2

= (

1

6

;

1

6

;

1

6

;

1

6

;

1

6

;

1

6

; 0; 0; 0; 0) è P

3

= (0; 0; 0; 0; 0; 0;

1

4

;

1

4

;

1

4

;

1

4

).

Ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü ëþáîé îïòèìàëüíîé ñõåìû A íà ýòîì îòðåçêå â òî÷êå

M = tP

2

+ (1� t)P

3

; t 2 [0; 1℄, áóäåò ðàâíà S(A) =

9�7t

12

.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óí-

äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 05-01-00994), Ïðîãðàììû ïîääåðæêè

âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô è Ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé

Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê �ÀÍ "Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå

ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè"(ïðîåêò "Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâ-

ëÿþùèõ ñèñòåì").
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