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ÈÅ�À�ÕÈß ÊËÀÑÑÎÂ ÁÅÍÒ-ÔÓÍÊÖÈÉ

Ê�ÀÒÍÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÈ

Í.Í.Òîêàðåâà (Íîâîñèáèðñê)

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èåðàðõèÿ ìåð íåëèíåéíîñòè áóëåâûõ �óíêöèé

îò ÷åòíîãî ÷èñëà m ïåðåìåííûõ. Â åå îñíîâå ëåæèò ïîíÿòèå ìàêñèìàëüíî

k-íåëèíåéíîé (k-áåíò) �óíêöèè � �óíêöèè ìàêñèìàëüíî íåëèíåéíîé â k

ðàçëè÷íûõ ñìûñëàõ îäíîâðåìåííî. Îáû÷íûå áåíò-�óíêöèè ïðåäñòàâëÿþò

êëàññ 1-áåíò-�óíêöèé. Äëÿ k > j � 1 êëàññ k-áåíò-�óíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì ïîäêëàññîì êëàññà j-áåíò-�óíêöèé. Äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî k

ïðèâîäÿòñÿ ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ k-áåíò-�óíêöèé è ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêî-

òîðûå èõ ñâîéñòâà; ïðè ýòîì k = 1; : : : ;m=2.

1. Ââåäåíèå. Îäíîé èç âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê áóëåâîé �óíêöèè â

êðèïòîãðà�èè ÿâëÿåòñÿ ìåðà åå íåëèíåéíîñòè. Ëèíåéíîñòü è áëèçêèå ê íåé

ñâîéñòâà áóëåâîé �óíêöèè, êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áîãàòûé èñ-

òî÷íèê èí�îðìàöèè î ìíîãèõ äðóãèõ åå ñâîéñòâàõ, ÷òî â êðèïòîãðà�èè,

áåçóñëîâíî, ÿâëÿåòñÿ íåæåëàòåëüíûì. Ñ öåëüþ ìàêñèìèçèðîâàòü ìåðó íåëè-

íåéíîñòè áóëåâîé �óíêöèè â êðèïòîãðà�èè âûäåëÿþò êëàññ ìàêñèìàëüíî

íåëèíåéíûõ (èëè áåíò-) �óíêöèé � �óíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ êàê �óíêöèè,

óäàëåííûå îò ìíîæåñòâà âñåõ à��èííûõ �óíêöèé íà íàèáîëüøåå âîçìîæ-

íîå ðàññòîÿíèå (ñì. îáçîðû ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ �óíêöèé â [1℄ è [2℄). Â

ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè âåêòîðû çíà÷åíèé âñåõ à��èííûõ áóëåâûõ

�óíêöèé hu;vi�a îòm ïåðåìåííûõ îáðàçóþò äâîè÷íûé ëèíåéíûé êîä Àäà-

ìàðà äëèíû 2

m

, à âåêòîðû çíà÷åíèé áåíò-�óíêöèé óäàëåíû îò ýòîãî êîäà íà

ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ðàññòîÿíèå 2

m�1

� 2

(m=2)�1

. �îâîðÿ íå�îðìàëüíî,

êàæäàÿ �óíêöèÿ f èç êëàññà áåíò-�óíêöèé "ïëîõî" àïïðîêñèìèðóåòñÿ à�-

�èííûìè �óíêöèÿìè. Èìåííî ýòî ñâîéñòâî áóëåâûõ �óíêöèé, èñïîëüçóþ-

ùèõñÿ â áëî÷íûõ øè�ðàõ, ñïîñîáñòâóåò ïðåäåëüíîìó ïîâûøåíèþ ñòîéêîñòè

ýòèõ øè�ðîâ ê ìåòîäàì ëèíåéíîãî è äè��åðåíöèàëüíîãî êðèïòîàíàëèçà,

ñì. íàïðèìåð [3℄.

Îäíàêî, ïðèíàäëåæíîñòü �óíêöèè f êëàññó áåíò-�óíêöèé íå èñêëþ÷à-

åò òîãî, ÷òî f ìîæåò îêàçàòüñÿ "õîðîøî" àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèÿìè

íåêîòîðîãî äðóãîãî êëàññà, ÿâëÿþùèìèñÿ íåëèíåéíûìè, íî îáëàäàþùèìè

ñâîéñòâîì "ñêðûòîé ëèíåéíîñòè� ëèíåéíîñòè â íåêîòîðîì äðóãîì ñìûñëå.

Òîãäà èñïîëüçîâàíèå òàêèõ áåíò-�óíêöèé, íàïðèìåð, â áëî÷íîì øè�ðå ìî-

æåò îáíàðóæèòü åãî ñëàáîñòü ê ñîîòâåòñòâóþùèì ìîäè�èêàöèÿì âûøåóïî-

ìÿíóòûõ ìåòîäîâ êðèïòîàíàëèçà. Ñ öåëüþ èçáåæàòü ïîäîáíûå ñèòóàöèè ìû

ðàññìîòðèì áåíò-�óíêöèè ñ áîëåå ñèëüíûìè ñâîéñòâàìè íåëèíåéíîñòè, à

èìåííî áåíò-�óíêöèè îò m ïåðåìåííûõ ìàêñèìàëüíî íåëèíåéíûå ïðè k

ðàçëè÷íûõ ñìûñëàõ ëèíåéíîñòè îäíîâðåìåííî, ãäå k ìåíÿåòñÿ îò 1 äî m=2.
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Ïîÿñíèì, ÷òî ìû ïîäðàçóìåâàåì ïîä "ñêðûòîé ëèíåéíîñòüþ". Ñ 90-õ ãîäîâ â

òåîðèè êîäèðîâàíèÿ àêòèâíî ñòàëè èññëåäîâàòüñÿ íåëèíåéíûå êîäû, îáðàçû

êîòîðûõ ïîä äåéñòâèåì ïîäõîäÿùèõ (êàê ïðàâèëî, âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ è

èçîìåòðè÷íûõ) îòîáðàæåíèé â äðóãèå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíû

(ñì. [4℄, [5℄, [6℄).Òàêèå "ñêðûòî ëèíåéíûå" êîäû ñðåäè âñåõ êîäîâ ñ íåêî-

òîðûìè �èêñèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè, çà÷àñòóþ, íåìíîãî÷èñëåííû è ïî

ñâîèì ñâîéñòâàì áëèçêè ê ëèíåéíûì.

�àññìîòðèì Z

2

- è Z

4

-ëèíåéíûå êîäû Àäàìàðà. Èçâåñòíî, ÷òî Z

2

-ëèíåé-

íûé (ò. å. ïðîñòî ëèíåéíûé) äâîè÷íûé êîä Àäàìàðà äëèíû 2

m

åäèíñòâåí

ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè. Ä. Ñ. Êðîòîâûì [7℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

ñóùåñòâóþò â òî÷íîñòè bm=2
 ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ Z

4

-ëèíåéíûõ êî-

äîâ Àäàìàðà äëèíû 2

m+1

ïðè m � 3. Îïèðàÿñü íà äàííóþ Ä. Ñ. Êðîòîâûì

[7℄ êëàññè�èêàöèþ âñåõ òàêèõ êîäîâ, ðàññìîòðèì ñåðèþ íåêîòîðûõ "ñêðû-

òî ëèíåéíûõ" äâîè÷íûõ êîäîâ Àäàìàðà A

k

m

, 1 � k � bm=2
 äëèíû 2

m

.

Ìíîæåñòâî áóëåâûõ �óíêöèé, âåêòîðàìè çíà÷åíèé êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êî-

äîâûå âåêòîðû êîäà A

k

m

, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àíàëîã ìíîæåñòâà à��èííûõ

�óíêöèé � ýòî �óíêöèè âèäà hu;vi

k

� a, ãäå îïåðàöèÿ h; i

k

èãðàåò ðîëü

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîé ñåðèè êîäîâ êàæäûé êîä A

k

m

ïîëó÷àåòñÿ èç ëèíåéíîãî ÷åòâåðè÷íîãî êîäà A

k

m

çàìåíîé ýëåìåíòîâ 0; 1 íà

0 è ýëåìåíòîâ 2; 3 íà 1 â êàæäîé êîîðäèíàòå, ãäå A

k

m

� ïîäêîä ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ëèíåéíîãî ÷åòâåðè÷íîãî êîäà Àäàìàðà òèïà 4

k

2

m�2k

, ñîñòîÿùèé èç

âñåõ êîäîâûõ âåêòîðîâ, èìåþùèõ â ïåðâîé êîîðäèíàòå òîëüêî 0 èëè 2. Ïðè

ýòîì êîä A

1

m

ëèíååí, è âñå êîäû A

1

m

; : : : ; A

bm=2


m

ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíû.

Òàêèå "ñêðûòî ëèíåéíûå" êîäû Àäàìàðà âûáðàíû äëÿ òîãî, ÷òîáû âîçíè-

êàþùèå íîâûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ h; i

k

îáëàäàëè ìíîãèìè ñâîéñòâà-

ìè îáû÷íîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. óòâåðæäåíèå 1) è íà èõ îñíîâå

îêàçàëèñü âîçìîæíûìè êîíñòðóêòèâíûå ïîñòðîåíèÿ. Áóëåâó �óíêöèþ f îò

÷åòíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ m íàçîâåì ìàêñèìàëüíî k-íåëèíåéíîé (k-áåíò)

�óíêöèåé, 1 � k � m=2, åñëè âåêòîð çíà÷åíèé �óíêöèè f óäàëåí íà íàè-

áîëüøåå âîçìîæíîå ðàññòîÿíèå 2

m�1

� 2

(m=2)�1

îò êàæäîãî êîäà Àäàìàðà

A

i

m

, i = 1; : : : ; k. Îáû÷íûå áåíò-�óíêöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êëàññ 1-áåíò-

�óíêöèé B

1

m

. Äëÿ k > j � 1 êëàññ k-áåíò-�óíêöèé B

k

m

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-

íûì ïîäêëàññîì êëàññà j-áåíò-�óíêöèéB

j

m

. Äëÿ êàæäîãî k, k = 1; : : : ;m=2,

â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ k-áåíò-�óíêöèé è ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà.

2. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü hu;vi � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå äâîè÷íûõ âåêòîðîâ u è v. Ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé

îò m ïåðåìåííûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç F

m

. ×åðåç A

m

îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ à�-

�èííûõ áóëåâûõ �óíêöèé îò m ïåðåìåííûõ. Êàæäîé áóëåâîé �óíêöèè f 2

F

m

ñîîòâåòñòâóåò äâîè÷íûé âåêòîð f åå çíà÷åíèé äëèíû 2

m

. Âñþäó äàëåå

âåêòîðû, â îòëè÷èå îò �óíêöèé, áóäåì âûäåëÿòü ïîëóæèðíûì øðè�òîì.

Âåñ Õýììèíãà è ðàññòîÿíèå Õýììèíãà îáîçíà÷èì ÷åðåç wt

H

(�) è d

H

(�; �) ñîîò-
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âåòñòâåííî. Ïîä ðàññòîÿíèåì dist(�; �) ìåæäó áóëåâûìè �óíêöèÿìè ïîíèìà-

åòñÿ ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðàìè çíà÷åíèé.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ �óíêöèè f 2 F

m

öåëî÷èñëåííàÿ �óíêöèÿW

f

, çàäàííàÿ

íà ìíîæåñòâå Z

m

2

ðàâåíñòâîì W

f

(v) =

P

u2Z

m

2

(�1)

hu;vi�f(u)

; íàçûâàåòñÿ

ïðåîáðàçîâàíèåì Óîëøà�Àäàìàðà (èëè äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôó-

ðüå) �óíêöèè f . Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

P

v2Z

m

2

(W

f

(v))

2

= 2

2m

;

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî max

v2Z

m

2

jW

f

(v)j � 2

m=2

. Ïîä íåëèíåéíîñòüþ N

f

áó-

ëåâîé �óíêöèè f ïîíèìàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò äàííîé �óíêöèè äî ìíîæåñòâà

A

m

, ò. å. N

f

= dist(f;A

m

) = 2

m�1

�

1

2

max

v2Z

m

2

jW

f

(v)j: Ôóíêöèÿ f 2 F

m

íàçû-

âàåòñÿ ìàêñèìàëüíî íåëèíåéíîé (m ëþáîå), åñëè ïàðàìåòð N

f

ïðèíèìàåò

íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå, è áåíò-�óíêöèåé (m ÷åòíîå), åñëè äëÿ

ëþáîãî v 2 Z

m

2

ñïðàâåäëèâî W

f

(v) = �2

m=2

. Ïðè ÷åòíîì m ýòè îïðåäåëå-

íèÿ ñîâïàäàþò.

Ïóñòü hZ

n

2

; d

H

i� ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íà ìíîæåñòâå äâîè÷íûõ âåê-

òîðîâ äëèíû n ñ ìåòðèêîé Õýììèíãà. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî C � Z

n

2

ìîù-

íîñòè M ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì d ìåæäó åãî ðàçëè÷íûìè ýëåìåí-

òàìè íàçûâàåòñÿ äâîè÷íûì (n;M; d)

2

-êîäîì, à åãî ýëåìåíòû � êîäîâûìè

ñëîâàìè. Ïàðàìåòðû n è d íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äëèíîé è êîäîâûì

ðàññòîÿíèåì êîäà. Êîä íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îí îáðàçóåò ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî â Z

n

2

. Ïóñòü �; 
 : Z

4

! Z

2

� îòîáðàæåíèÿ òàêèå, ÷òî:

�(0) = �(1) = 0, �(2) = �(3) = 1 è 
(0) = 
(3) = 0, 
(1) = 
(2) = 1.

Ïóñòü � : Z

4

! Z

2

2

� îòîáðàæåíèå �ðåÿ: �(
) = (�(
); 
(
)) äëÿ 
 2 Z

4

.

Îòîáðàæåíèÿ �; 
 è � ïîêîîðäèíàòíî ïðîäîëæàþòñÿ äî îòîáðàæåíèé �; 
 :

Z

i

4

! Z

i

2

è � : Z

i

4

! Z

2i

2

äëÿ ëþáîãî öåëîãî i. Íàïîìíèì, ÷òî � ñî-

ãëàñíî [5℄ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé, ò. å. äëÿ ëþáûõ x;y 2 Z

i

4

âûïîëíÿåòñÿ

d

L

(x;y) = d

H

(�(x); �(y)): ×åòâåðè÷íûé êîä äëèíû n ëèíååí, åñëè îí ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû Z

n

4

. Äâîè÷íûé êîä C íàçûâàåòñÿ Z

4

-ëèíåéíûì,

åñëè êîä �

�1

(C) ëèíååí. Ïóñòü m; k ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì

0 � k � m=2. ßäðîì äâîè÷íîãî êîäà C, ñîäåðæàùåãî íóëåâîé âåêòîð, íàçû-

âàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ëèíåéíûé ïîäêîä Ker(C) êîäà C òàêîé, ÷òî âûïîë-

íÿåòñÿ x� C = C äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x 2 Ker(C).

3. Êîäû Àäàìàðà A

k

m

. Âñþäó äàëåå ïóñòü n = 2

m

. Ïóñòü G

k

m

� ÷åò-

âåðè÷íàÿ (m � k) � n � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ëåêñèêîãðà�è÷åñêè óïîðÿ-

äî÷åííûõ ñòîëáöîâ z

T

, ãäå z 2 f0; 1; 2; 3g

k

� f0; 2g

m�2k

. Íàïðèìåð,

G

0

1

=

�

02

�

;G

1

2

=

�

0123

�

;G

0

2

=

�

0022

0202

�

;G

1

3

=

�

00112233

02020202

�

:

Ìàòðèöû òàêîãî âèäà âïåðâûå ðàññìàòðèâàëèñü Ä. Ñ. Êðîòîâûì â ðàáîòàõ

[8℄ è [7℄ äëÿ ïîñòðîåíèÿ Z

4

-ëèíåéíûõ êîäîâ Àäàìàðà äëèíû 2n è ïîëó÷åíèÿ

èõ ïîëíîé êëàññè�èêàöèè. Îïðåäåëèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
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�

k

: Z

k

4

�Z

m�2k

2

! Z

m

2

ïî ïðàâèëó:

�

k

: (u

0

;u

00

)! (�(u

0

);u

00

) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u

0

2 Z

k

4

;u

00

2 Z

m�2k

2

:

Àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [6℄ îïðåäåëèì áèíàðíóþ îïåðàöèþ

? : Z

m

2

�Z

m

2

! Z

m

2

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u ? v = �

k

(�

�1

k

(u) + �

�1

k

(v)) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u 2 Z

m

2

;v 2 Z

m

2

:

Ïóñòü C

k

m

= (


k

u;v

), u;v 2 Z

m

2

, � ÷åòâåðè÷íàÿ n� n-ìàòðèöà, ñòðîêàìè êî-

òîðîé ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå âåêòîðû h

u

= �

�1

k

(u) �G

k

m

; ðàñïîëîæåííûå â

ïîðÿäêå ëåêñèêîãðà�è÷åñêîãî âîçðàñòàíèÿ âåêòîðîâ �

�1

k

(u). Ñ÷èòàåì, ÷òî

íóìåðàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû C

k

m

òàêæå ïðîèçâîäèòñÿ â ïîðÿäêå ëåêñèêî-

ãðà�è÷åñêîãî âîçðàñòàíèÿ âåêòîðîâ �

�1

k

(v). Íàïðèìåð,

C

0

1

=

�

00

02

�

;C

0

2

=

0

B

B

�

0000

0202

0022

0220

1

C

C

A

;C

1

2

=

0

B

B

�

0000

0123

0202

0321

1

C

C

A

;C

0

3

=

0

B

B

�

00000000

02020202

00220022

02200220

00002222

02022020

00222200

02202002

1

C

C

A

;C

1

3

=

0

B

B

�

00000000

02020202

00112233

02132031

00220022

02200220

00332211

02312013

1

C

C

A

:

Ïóñòü ÷åòâåðè÷íûé ëèíåéíûé êîä A

k

m

ñîñòîèò èç âåêòîðîâ h

u

è h

u

+ 2,

ãäå h

u

� ñòðîêà ìàòðèöû C

k

m

. Îïðåäåëèì äâîè÷íûé êîä A

k

m

= �(A

k

m

).

Îòìåòèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå A

k

m

îòîáðàæåíèå � îáðàòèìî, ÷òî, âîîáùå

ãîâîðÿ, íåâåðíî íà âñ¼ì ìíîæåñòâå Z

n

2

. Îïðåäåëèì áèíàðíóþ îïåðàöèþ

� : A

k

m

�A

k

m

! A

k

m

, ñîãëàñîâàííóþ ñ îïåðàöèåé + íà A

k

m

:

x � y = �(�

�1

(x) + �

�1

(y)) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x;y 2 A

k

m

:

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (A

k

m

; �) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé.

Òåîðåìà 1. Ïðè ëþáîì k, 0 � k � m=2, äâîè÷íûé êîä A

k

m

ñ çàäàííîé

íà íåì ãðóïïîâîé îïåðàöèåé � ÿâëÿåòñÿ (n; 2n; n=2)

2

-êîäîì Àäàìàðà. Êîäû

A

0

m

, A

1

m

ëèíåéíû, ïðè k � 2 êîä A

k

m

íåëèíååí, ïðè÷åì ðàçìåðíîñòü ÿäðà

êîäà A

k

m

ðàâíà m� k + 1.

4. Àíàëîã ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ h�; �i

k

. Äëÿ ëþáîãî k, 0 � k �

m=2, îïðåäåëèì áèíàðíóþ îïåðàöèþ h; i

k

: Z

m

2

�Z

m

2

! Z

2

(àíàëîã ñêàëÿðíî-

ãî ïðîèçâåäåíèÿ) ñëåäóþùèì îáðàçîì: hu;vi

k

= �(


k

u;v

) äëÿ ëþáûõ u;v 2

Z

m

2

: Îïåðàöèÿ h; i

0

ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ò. å.

hu;vi

0

= hu;vi. Ïóñòü �

k

îáîçíà÷àåò ïîäñòàíîâêó (1; 2)(3; 4) : : : (2k � 1; 2k)

íà m ýëåìåíòàõ, ïðåäñòàâëåííóþ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü m � 0; k � öåëûå, 0 � k � m=2. Äëÿ ëþáûõ

âåêòîðîâ u;v 2 Z

m

2

âûïîëíÿåòñÿ:

(i) hu;vi

k

= hv;ui

k

;
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(ii) hau;vi

k

= ahu;vi

k

äëÿ ëþáîãî a 2 Z

2

;

(iii)

P

w2Z

m

2

(�1)

hu;wi

k

�hv;wi

k

=

�

2

m

; åñëè u = v;

0; èíà÷å:

(iv) h(u; a); (v; b)i

k

= hu;vi

k

� ab äëÿ ëþáûõ a; b 2 Z

2

;

(v) h(a; a

0

); (b; b

0

)i

1

= h(a

0

; a); (b; b

0

)i

0

äëÿ ëþáûõ a; a

0

; b; b

0

2 Z

2

;

(vi) h(a; a

0

;u); (b; b

0

;v)i

k+1

= h(a; a

0

); (b; b

0

)i

"

�hu;vi

k

; äëÿ ëþáûõ a; a

0

; b; b

0

2

Z

2

, ãäå ïàðàìåòð " 2 Z

2

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì " = hu;vi

k

�h�

k

(u);vi

k

�

1;

(vii) hu;wi

k

� hv;wi

k

= hu ? v;wi

k

�

�

hu;wi

k

� h�

k

(u);wi

k

��

hv;wi

k

�

h�

k

(v);wi

k

�

.

Äëÿ êàæäîãî k, 0 � k � m=2, öåëî÷èñëåííóþ �óíêöèþW

k

f

, çàäàííóþ íà

ìíîæåñòâå Z

m

2

ðàâåíñòâîì W

k

f

(v) =

P

u2Z

m

2

(�1)

hu;vi

k

�f(u)

äëÿ ëþáîãî v 2

Z

m

2

; íàçîâåì k-ïðåîáðàçîâàíèåì Óîëøà � Àäàìàðà áóëåâîé �óíêöèè f 2

F

m

. Çàìåòèì, ÷òî W

0

f

ñîâïàäàåò ñ W

f

. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ W

k

f

èìå-

åò ìåñòî àíàëîã ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ, èç êîòîðîãî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

max

v2Z

m

2

jW

k

f

(v)j � 2

m=2

. Ïóñòü êàæäîìó âåêòîðó g êîäà A

k

m

îòâå÷àåò �óíê-

öèÿ g 2 F

m

, äëÿ êîòîðîé âåêòîð g ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì çíà÷åíèé, ïðè÷åì

g(v) = hu;vi

k

� a äëÿ íåêîòîðûõ u 2 Z

m

2

, a 2 Z

2

è ïðîèçâîëüíîãî v 2 Z

m

2

.

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ �óíêöèé îò m ïåðåìåííûõ íàçîâåì ìíîæåñòâîì

k-à��èííûõ �óíêöèé è îáîçíà÷èì ÷åðåç A

k

m

. �àññòîÿíèå ìåæäó áóëåâîé

�óíêöèåé f 2 F

m

è ìíîæåñòâîì �óíêöèé A

k

m

íàçîâåì k-íåëèíåéíîñòüþ

�óíêöèè f è îáîçíà÷èì ÷åðåç N

k

f

. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî N

k

f

= 2

m�1

�

1

2

max

v2Z

m

2

jW

k

f

(v)j. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k, 1 � k � m=2,

áóëåâó �óíêöèþ f 2 F

m

íàçîâåì ìàêñèìàëüíî k-íåëèíåéíîé, åñëè êàæäûé

ïàðàìåòð N

j

f

, j = 1; : : : ; k, ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå; è k-

áåíò-�óíêöèåé, åñëè âñå êîý��èöèåíòû W

j

f

(v), j = 1; : : : ; k, ðàâíû �2

m=2

(m ÷åòíî). Â ñëó÷àå ÷åòíîãî m ýòè îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. Íàèáîëüøåå

÷èñëî k, äëÿ êîòîðîãî áåíò-�óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ k-áåíò-�óíêöèåé, íàçîâåì

êðàòíîñòüþ íåëèíåéíîñòè ýòîé �óíêöèè. Êëàññ âñåõ k-áåíò-�óíêöèé îò

m ïåðåìåííûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç B

k

m

. Èç óòâåðæäåíèÿ 1 íåñëîæíî ñëåäóåò,

÷òî êëàññ B

1

m

ÿâëÿåòñÿ êëàññîì îáû÷íûõ áåíò-�óíêöèé B

m

.

5. Ïîñòðîåíèå k-áåíò-�óíêöèé è èõ ñâîéñòâà. Ñ ïîìîùüþ êîì-

ïüþòåðà íàìè áûëî ïðîâåðåíî, ÷òî jB

1

4

j = 448; jB

2

4

j = 192: Ôóíêöèÿ

�(u

1

; u

2

; u

3

; u

4

) = u

1

u

2

� u

2

u

3

� u

3

u

4

ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåð �óíêöèè èç

B

1

4

nB

2

4

.

Ïóñòü F

1

2

� ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ �óíêöèé îò äâóõ ïåðåìåí-

íûõ. Ïðèâåäåì èíäóêòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ k-áåíò-�óíêöèé.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü m; r 2 N ÷åòíû, k; j 2 N � ëþáûå, ïðè÷åì 1 � k �

m=2. Ïóñòü �óíêöèÿ f 2 F

2j+m+r

ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(a

1

; a

0

1

; : : : ; a

j

; a

0

j

;u

0

;u

00

) =

 

j

M

i=1

s

i

(a

i

; a

0

i

)

!

� p(u

0

)� q(u

00

);

ãäå s

1

; : : : ; s

j

2 F

1

2

; p 2 F

m

è q 2 F

r

� �óíêöèè ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíî-

æåñòâàìè ïåðåìåííûõ. Òîãäà f ïðèíàäëåæèò êëàññó B

j+k

2j+m+r

òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà s

1

; : : : ; s

j

2 B

1

2

, p 2 B

k

m

è q 2 B

1

r

.

Ñëåäñòâèå 1. Ñïðàâåäëèâî B

k

m

6= ; äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m � 2 è ëþáîãî

k � m=2.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ÷åòíîãî m � 2 ñïðàâåäëèâî B

1

m

� B

2

m

� � � � � B

m=2

m

:

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ âçàèìîñâÿçü k-áåíò-�óíêöèé ñ îáû÷íûìè áåíò-

�óíêöèÿìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S

k

m

ïîäãðóïïó ãðóïïû S

m

ïîäñòàíîâîê íà m

êîîðäèíàòàõ, ïîðîæäåííóþ k òðàíñïîçèöèÿìè: (1; 2); (3; 4); : : : ; (2k � 1; 2k).

Ïóñòü F

k

m

îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé f 2 F

m

, ïîñòîÿííûõ íà êàæ-

äîé îðáèòå ìíîæåñòâà Z

m

2

ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû S

k

m

. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü,

÷òî jF

k

m

j = 2

2

m�k log

4

3

, ãäå log îáîçíà÷àåò log

2

.

Òåîðåìà 3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî F

k

m

\ B

k

m

= F

k

m

\ B

1

m

äëÿ ÷åòíîãî

m � 2 è ëþáîãî k, 1 � k � m=2.

Îäíàêî, �óíêöèÿìè èç F

k

m

\B

1

m

âåñü êëàññ B

k

m

íå èñ÷åðïûâàåòñÿ. Èíòå-

ðåñíûì äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîïðîñ: êàêèå çíà÷å-

íèÿ ïðèíèìàåò êðàòíîñòü íåëèíåéíîñòè äëÿ �óíêöèé èç èçâåñòíûõ êëàññîâ

áåíò-�óíêöèé?

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà

ÑÎ �ÀÍ � 35 ¾Äðåâîâèäíûé êàòàëîã ìàòåìàòè÷åñêèõ Èíòåðíåò-ðåñóðñîâ¿

è �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 07-01-00248).
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Î ÂÅ�ÕÍÅÉ ÎÖÅÍÊÅ ×ÈÑËÀ �ÀÂÍÎÌÅ�ÍÎ

ÓÏÀÊÎÂÀÍÍÛÕ ÄÂÎÈ×ÍÛÕ ÊÎÄÎÂ

Í. Í. Òîêàðåâà (Íîâîñèáèðñê)

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàâíîìåðíî óïàêîâàííûå (â øèðîêîì ñìûñ-

ëå) äâîè÷íûå êîäû äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d è ðàäèóñîì ïîêðûòèÿ

�. Ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîé òàêîé êîä îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñâî-

èõ êîäîâûõ ñëîâ âåñîâ d

n

2

e � �; : : : ; b

n

2


 + �, è â ñëó÷àå íå÷¼òíîãî d ÷èñëî

ðàçëè÷íûõ òàêèõ êîäîâ íå ïðåâûøàåò ÷èñëà 2

2

n�

d

2

log

2

n+o(log

2

n)

:

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü E

n

� ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íà ìíîæåñòâå äâî-

è÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n ñ ìåòðèêîé Õåììèíãà d(�; �) (ðàññòîÿíèå ìåæäó

äâóìÿ âåêòîðàìè ðàâíî ÷èñëó êîîðäèíàò, â êîòîðûõ âåêòîðû ðàçëè÷àþòñÿ).

Âåñ Õåììèíãà wt(�) âåêòîðà èç E

n

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî åãî íåíóëåâûõ

êîîðäèíàò (ò. å. êàê ðàññòîÿíèå äî íóëåâîãî âåêòîðà 0). Íåïóñòîå ïîäìíî-

æåñòâî C â ïðîñòðàíñòâå E

n

ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì d ìåæäó åãî ðàç-

ëè÷íûìè ýëåìåíòàìè íàçûâàåòñÿ äâîè÷íûì (n; d)-êîäîì, ãäå n � äëèíà, à d

� êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà. �àäèóñîì ïîêðûòèÿ � äâîè÷íîãî êîäà C äëè-

íû n íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ìîæåò áûòü óäàë¼í

îò êîäà C äâîè÷íûé âåêòîð äëèíû n, ò. å. � = max

x2E

n

d(x;C). Ñîãëàñ-

íî ðàáîòå Ë. À. Áàññàëûãî, �. Â. Çàéöåâà è Â. À. Çèíîâüåâà [2℄ äâîè÷íûé

(n; d)-êîä C ñ ðàäèóñîì ïîêðûòèÿ � íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî óïàêîâàííûì â

øèðîêîì ñìûñëå, åñëè ñóùåñòâóþò äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà �

0

; �

1

; : : : ; �

�

òà-

êèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî âåêòîðà x äëèíû n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P

�

i=0

�

i

f

i

(x) = 1; ãäå f

i

(x) � ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ êîäà C, íàõîäÿùèõñÿ íà

ðàññòîÿíèè i îò âåêòîðà x, i = 0; 1; : : : ; �. Ïóñòü d = 2t+1. Äàëåå ïîä òåðìè-

íîì "ðàâíîìåðíî óïàêîâàííûé" áóäåì ïîíèìàòü "ðàâíîìåðíî óïàêîâàííûé
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â øèðîêîì ñìûñëå". Ñ. Â. Àâãóñòèíîâè÷åì [1℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé

äâîè÷íûé ñîâåðøåííûé êîä äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3 îäíîçíà÷-

íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñâîèõ êîäîâûõ ñëîâ âåñà (n� 1)=2. Èñïîëüçóÿ

ýòî ñâîéñòâî, â [1℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñîâåðøåííûõ äâî-

è÷íûõ êîäîâ íå ïðåâîñõîäèò 2

2

n�

3

2

logn+o(logn)

(çäåñü è äàëåå log îáîçíà÷àåò

ëîãàðè�ì ïî îñíîâàíèþ 2).

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàññ L(n; d; �;�

0

; : : : ; �

�

) äâîè÷íûõ ðàâíî-

ìåðíî óïàêîâàííûõ (â øèðîêîì ñìûñëå) (n; d)-êîäîâ ñ ðàäèóñîì ïîêðû-

òèÿ � è ïàðàìåòðàìè ðàâíîìåðíîé óïàêîâêè �

0

; : : : ; �

�

. Ñ÷èòàåì, ÷òî d è

� � êîíñòàíòû. ×èñëî ðàçëè÷íûõ êîäîâ â êëàññå L(n; d; �;�

0

; : : : ; �

�

) îáî-

çíà÷èì ÷åðåç L

n;d

. Èñïîëüçóÿ ãðàíèöó ñ�åðè÷åñêîé óïàêîâêè äëÿ ìîù-

íîñòè (n; d)-êîäà, íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ òðèâèàëüíóþ îöåíêó:

L

n;d

� 2

2

n�

d�1

2

logn+o(logn)

: Îáîáùàÿ ìåòîä ðàáîòû [1℄, ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé

êîä èç êëàññà L(n; d; �;�

0

; : : : ; �

�

) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñâî-

èõ êîäîâûõ ñëîâ âåñîâ dn=2e��; : : : ; bn=2
+�, è â ñëó÷àå íå÷¼òíîãî d èìååò

ìåñòî îöåíêà:

L

n;d

� 2

2

n�

d

2

logn+o(logn)

:

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû � è �

0

; : : : ; �

�

â ïîëó÷åííóþ îöåíêó íå âõîäÿò.

2. Íåîáõîäèìûå óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü x; y � ëþáûå äâîè÷íûå âåêòî-

ðû äëèíû n, è ïóñòü d(x; y) = k. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [4, ãë. 21℄), ÷òî

÷èñëî âåêòîðîâ z 2 E

n

òàêèõ, ÷òî d(x; z) = i è d(y; z) = j, íå çàâèñèò îò

âûáîðà âåêòîðîâ x è y, à çàâèñèò ëèøü îò ÷èñåë i; j; k; n. Îáîçíà÷èì ýòî

÷èñëî ÷åðåç p

ijk

(ïîäðàçóìåâàÿ òàêæå çàâèñèìîñòü ýòîãî ïàðàìåòðà îò n).

ßñíî, ÷òî p

ijk

= (

k

(i� j + k)=2

)(

n � k

(i+ j � k)=2

), åñëè ÷èñëî i+ j � k � ÷¼òíîå.

Â ñëó÷àå íå÷¼òíîãî i + j � k èìååì p

ijk

= 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð

p

ijk

îïðåäåë¼í äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé i; j è k, 0 � i; j; k � n, è ðàâåí íóëþ,

åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ z ïóñòî.

Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíûé êîä èç êëàññà ðàâíîìåðíî óïàêîâàííûõ

êîäîâ L(n; d; �;�

0

; : : : ; �

�

). Îáîçíà÷èì ÷åðåç C

i

è E

i

ìíîæåñòâà âåêòîðîâ

âåñà i êîäà C è ïðîñòðàíñòâà E

n

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå i = 0; 1; : : : ; n. Ïóñòü

�

i

C

� ìîùíîñòü ìíîæåñòâà C

i

. Íàáîð �(C) = f�

0

C

; �

1

C

; : : : ; �

n

C

g íàçûâàåòñÿ

âåñîâûì ñïåêòðîì êîäà C, à ÷èñëà �

i

C

, i = 0; 1; : : : ; n, � ñïåêòðàëüíûìè

çíà÷åíèÿìè êîäà. Â ðàáîòå [2℄ ïðèâåäåíà �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåñî-

âîãî ñïåêòðà (áîëåå òî÷íî: âåñîâîé �óíêöèè) ïðîèçâîëüíîãî ðàâíîìåðíî

óïàêîâàííîãî êîäà, ñîäåðæàùàÿ � íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ýòèõ êîíñòàíò òðåáóåòñÿ çíàòü ëþáûå � ñïåêòðàëüíûõ çíà÷åíèé êîäà, ïðè

êîòîðûõ âîçìîæíî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(ñì. ïîäðîáíåå [2℄).
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Ëåììà 1. Âåñîâîé ñïåêòð ïðîèçâîëüíîãî êîäà C èç êëàññà ðàâíîìåðíî

óïàêîâàííûõ êîäîâ L(n; d; �;�

0

; : : : ; �

�

) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿ-

ìè �

0

C

; : : : �

��1

C

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì êàê ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ çíà÷åíèé �

0

C

; : : : ;

�

j+��1

C

ïðè ëþáîì j = 0; 1; : : : ; n�� âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå �

j+�

C

. Ïðè ëþáîì

i = 0; 1; : : : ; � èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

X

x2E

j

f

i

(x) =

j+i

X

k=maxf0;j�ig

p

ijk

�

k

C

: (1)

Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé êîäîâûé âåêòîð âåñà k íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè i

â òî÷íîñòè îò p

ijk

äâîè÷íûõ âåêòîðîâ âåñà j. Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì ñîîò-

íîøåíèè (1) ïðè i = 0; 1; : : : ; ��1 ó÷àñòâóþò ëèøü èçâåñòíûå ñïåêòðàëüíûå

çíà÷åíèÿ �

maxf0;j��+1g

C

; : : : ; �

j+��1

C

, à ïðè i = � åäèíñòâåííûì íåèçâåñòíûì

ñïåêòðàëüíûì çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ �

j+�

C

, ïðè÷¼ì îíî âõîäèò â ýòî ðàâåíñòâî

ñ íåíóëåâûì êîý��èöèåíòîì. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé óïàêîâàííîñòè êîäà C

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P

x2E

j

P

�

i=0

�

i

f

i

(x) =

�

n

j

�

: Ìåíÿÿ ìåñòàìè çíàêè

ñóììèðîâàíèÿ â ýòîì ðàâåíñòâå è ïîëüçóÿñü (1), ïîëó÷àåì

�

X

i=0

�

i

j+i

X

k=maxf0;j�ig

p

ijk

�

k

C

=

�

n

j

�

:

Îòñþäà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå �

j+�

C

. Òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâà-

òåëüíî âîññòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ �

�

C

; : : : ; �

n

C

.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îäíîãî ñâîéñòâà ñîâåðøåííûõ

äâîè÷íûõ êîäîâ, ïðèâåä¼ííîãî â ðàáîòå [1℄.

Ëåììà 2. Ìíîæåñòâî X = C

dn=2e��

[ � � � [C

bn=2
+�

îäíîçíà÷íî îïðåäå-

ëÿåò êîä C èç êëàññà ðàâíîìåðíî óïàêîâàííûõ êîäîâ L(n; d; �;�

0

; : : : ; �

�

).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êîäà C îáîçíà÷èì ÷åðåç A è B ñëåäóþùèå ìíîæå-

ñòâà:A = C

0

[� � �[C

dn=2e���1

è B = C

bn=2
+�+1

[� � �[C

n

: Òîãäà C = A[X[B:

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B íå ìåíüøå

2�+1 è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíüøå d. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãîé

êîä C

0

= A

0

[X [ B

0

èç êëàññà L(n; d; �;�

0

; : : : ; �

�

), è ïóñòü B 6= B

0

. Òîãäà

êîä C

00

, ïîëó÷åííûé èç C çàìåíîé ìíîæåñòâà B íà B

0

, òàêæå èìååò êîäîâîå

ðàññòîÿíèå d. Ïîêàæåì, ÷òî C

00

ïðèíàäëåæèò êëàññó L(n; d; �;�

0

; : : : ; �

�

),

ò. å. ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî óïàêîâàííûì êîäîì ñ ïàðàìåòðàìè �

0

; : : : ; �

�

.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x 2 E

n

ðàññìîòðèì ñóììó

�

X

i=0

�

i

f

i

(x); (2)
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ãäå f

i

(x) � ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ êîäà C

00

, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè i îò

âåêòîðà x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T

D

�

(x) ìíîæåñòâî âñåõ êîäîâûõ ñëîâ ïðîèçâîëü-

íîãî êîäà D äëèíû n, ñîäåðæàùèõñÿ â øàðå ðàäèóñà � ñ öåíòðîì â âåðøèíå

x, ò. å. T

D

�

(x) = f y 2 D j d(x; y) � � g: Ïî ïîñòðîåíèþ êîäà C

00

èìååì

T

C

00

�

(x) =

8

<

:

T

C

�

(x); åñëè wt(x) � bn=2
;

T

C

0

�

(x); åñëè wt(x) � dn=2e:

Òàê êàê êîäû C è C

0

ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî óïàêîâàííûìè ñ ïàðàìåòðà-

ìè �

0

; : : : ; �

�

, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x 2 E

n

ñóììà (2) ðàâíà 1. Òà-

êèì îáðàçîì, êîä C

00

ïðèíàäëåæèò êëàññó ðàâíîìåðíî óïàêîâàííûõ êîäîâ

L(n; d; �;�

0

; : : : ; �

�

).

Ïîñêîëüêó B 6= B

0

, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàé-

ä¼òñÿ âåêòîð y 2 E

n

òàêîé, ÷òî y 2 B è y =2 B

0

. Ïóñòü z = y � 1, ãäå 1 �

âåêòîð ñî âñåìè êîîðäèíàòàìè, ðàâíûìè 1, è � îáîçíà÷àåò ïîêîîðäèíàòíîå

ñëîæåíèå âåêòîðîâ ïî ìîäóëþ 2. Òîãäà, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, âûïîëíÿåò-

ñÿ íåðàâåíñòâî wt(z) � dn=2e � �� 1, ïîýòîìó

T

C

�

(z) = T

C

00

�

(z):

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàâíîìåðíî óïàêîâàííûõ êîäîâ z � C è z � C

00

(ñäâèãîâ êîäîâ C è C

00

ñîîòâåòñòâåííî íà âåêòîð z) ïåðâûå �+1 ñïåêòðàëü-

íûõ çíà÷åíèé îäèíàêîâû, ò. å.

�

0

z�C

= �

0

z�C

00

; : : : ; �

�

z�C

= �

�

z�C

00

:

Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 1 êîäû z � C è z � C

00

èìåþò îäèíàêîâûå âåñîâûå

ñïåêòðû. Íî ïîñêîëüêó 1 2 z � C è 1 =2 z � C

00

, èìååì �

n

z�C

6= �

n

z�C

00

.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî êîäà C äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì

d = 2t+1 ïðè ëþáîì i = t; : : : ; n� t ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî jC

i

j �

2

t

t!

n

t

�

n

i

�

:

3. Âåðõíÿÿ îöåíêà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Äëÿ ÷èñëà L

n;d

ðàçëè÷íûõ êîäîâ èç êëàññà ðàâíîìåðíî óïà-

êîâàííûõ êîäîâ L(n; d; �;�

0

; : : : ; �

�

) ïðè íå÷¼òíîì d ñïðàâåäëèâà îöåíêà

L

n;d

< 2

2

n�

d

2

logn+o(logn)

:

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

L

n;d

�

�

jE

dn=2e��

j+ � � �+ jE

bn=2
+�

j

jC

dn=2e��

j+ � � �+ jC

bn=2
+�

j

�

: (3)
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Èìååì jE

dn=2e��

j+ � � �+ jE

bn=2
+�

j � (2�+ 1)

�

n

bn=2


�

: Ïî ëåììå 3 äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî äâîè÷íîãî êîäà C äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî jC

dn=2e��

j+ � � �+ jC

bn=2
+�

j �

�

n

t

�

n

bn=2


�

; ãäå � = (2�+1) � 2

t

� t! è

t = (d�1)=2. Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Ñòèðëèíãà ïîëó÷àåì

�

n

bn=2


�

� 2

n�

1

2

log n+2

.

Òîãäà â ñèëó (3) èìååì

L

n;d

<

�

2

n�

1

2

logn+(2+log(2�+1))

2

n�

d

2

logn+(2+log �)

�

:

Ïîñêîëüêó d è � � êîíñòàíòû, îòñþäà è èç íåðàâåíñòâ

�

a

b

�

<

�

3a

b

�

b

è 
! �

�


+1

2

�




äëÿ ëþáûõ a > b > 1, 
 � 1, âûòåêàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû êëàññîâ äâîè÷íûõ êîäîâ, ê êîòîðûì ïðèìåíèìà òåî-

ðåìà 1.

1) Äâîè÷íûå ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû n = 2

m

� 1 (m � 2), ìîùíîñòè

2

n�log(n+1)

ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d = 3 è ïàðàìåòðàìè ðàâíîìåðíîé óïà-

êîâêè �

0

= �

1

= 1 (ñì. [5℄). Ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 1 áûë äîêàçàí â

[1℄. Äðóãèå ïðèìåðû ðàâíîìåðíî óïàêîâàííûõ êîäîâ ñ d = 3 ìîæíî íàéòè

â [7℄ (ñì. òàêæå [2℄ è [8℄).

2) Äâîè÷íûå êîäû Ïðåïàðàòû äëèíû n = 2

m

�1 (m � 4 ÷¼òíî), ìîùíîñòè

2

n�2 log(n+1)+1

ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d = 5 è ïàðàìåòðàìè óïàêîâêè

�

0

= �

1

= 1; �

2

= �

3

= 3=n

(ñì. [5℄ è [2℄).

Ñëåäñòâèå 1. ×èñëî ðàçëè÷íûõ äâîè÷íûõ êîäîâ Ïðåïàðàòû äëèíû n ñ

êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 5 íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 2

2

n�

5

2

log n+o(logn)

:

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÷èñëà êîäîâ îäíîãî ñïåöèàëüíîãî ïîäêëàññà êîäîâ

Ïðåïàðàòû èìååò ìåñòî áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà. À èìåííî, ñîãëàñíî [6, ñëåä-

ñòâèå 2℄, ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ÷åòâåðè÷íûõ ëèíåéíûõ êîäîâ Ïðåïàðàòû

äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 6 íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 2

n logn

.

3) Äâîè÷íûå ïðèìèòèâíûå êîäû òèïà Á×Õ äëèíû n = 2

m

� 1 (m � 5

íå÷¼òíî), ìîùíîñòè 2

n�2 log(n+1)

ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d = 5, ðàäèóñîì

ïîêðûòèÿ � = 3 è ïàðàìåòðàìè

�

0

= �

1

= 1; �

2

= �

3

=

6

n� 1

(ñì. [2℄).

4) Äâîè÷íûå êîäû �åòàëñà (èëè êîäû òèïà �åòàëñà) äëèíû n = 2

m

� 1

(m � 4 ÷¼òíî), ìîùíîñòè 2

n�3 log(n+1)+2

ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d = 7,
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ðàäèóñîì ïîêðûòèÿ � = 5 è ïàðàìåòðàìè óïàêîâêè

�

0

= �

1

= 1; �

2

= �

3

=

15

2n

; �

4

= �

5

=

30

n(n� 3)

(ñì. [7℄ è [3℄).

Ñëåäñòâèå 2. ×èñëî ðàçëè÷íûõ äâîè÷íûõ êîäîâ �åòàëñà äëèíû n ñ êî-

äîâûì ðàññòîÿíèåì 7 íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 2

2

n�

7

2

logn+o(logn)

:

5) Äâîè÷íûå ïðèìèòèâíûå êîäû òèïà Á×Õ äëèíû n = 2

m

� 1 (m � 5

íå÷¼òíî) ìîùíîñòè 2

n�3 log(n+1)

ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d = 7, ðàäèóñîì

ïîêðûòèÿ � = 5 è ïàðàìåòðàìè óïàêîâêè

�

0

= �

1

= 1;��

2

= ��

3

= �

4

= �

5

=

120

(n� 1)(n� 7)

(ñì. [7℄).
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ÑËÎÆÍÎÑÒÜ Ï�ÎÁËÅÌÛ ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÈ

ÄËß ÎÄÍÎ�Î ßÇÛÊÀ

Ñ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÌÈ ÁÓËÅÂÛÌÈ

ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÌÈ

Â.Ñ.Ôåäîðîâà (Ìîñêâà)

Ïóñòü X = fx

1

; x

2

; : : :g � ìíîæåñòâî èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ, F =

ff

(n

1

)

1

; f

(n

2

)

2

; : : :g, ãäå n

i

, i = 1; 2; : : : ; � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, åñòü ìíîæåñòâî

�óíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, C = f&;_;:g � ìíîæåñòâî �óíêöèîíàëü-

íûõ êîíñòàíò. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÿçûê L, ñîäåðæàùèé èíäèâèäíûå ïå-

ðåìåííûå X , �óíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå F , �óíêöèîíàëüíûå êîíñòàíòû

C, ñêîáêè è çàïÿòóþ.

Îïðåäåëèì ñèíòàêñèñ ÿçûêà L. Íàçîâåì òåðìîì âñÿêîå ñëîâî â ÿçûêå L,

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Åñëè x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ X , òî x

ÿâëÿåòñÿ òåðìîì.

2. Åñëè f

(n)

i

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó �óíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ F ,

à t

1

; t

2

; : : : ; t

n

� òåðìû, òî f

(n)

i

(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) ÿâëÿåòñÿ òåðìîì.

3. Åñëè t

1

; t

2

� òåðìû, òî t

1

&t

2

, t

1

_ t

2

, t

1

� òàêæå òåðìû.

Åñëè t

1

; t

2

� òåðìû, òî t

1

= t

2

åñòü ðàâåíñòâî. Ïóñòü T � êîíå÷íàÿ ñèñòå-

ìà ðàâåíñòâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííûå çíà÷åíèÿ âñåõ �óíêöèîíàëüíûõ

ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó T , âûïîëíÿþò ýòó ñèñòåìó, åñëè âñå ðà-

âåíñòâà ñèñòåìû âåðíû ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ �óíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ è

âñåõ çíà÷åíèÿõ èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó T . Êîíå÷íàÿ

ñèñòåìà ðàâåíñòâ T âûïîëíèìà, åñëè íà ìíîæåñòâå âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé

P

2

ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ âñåõ �óíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âû-

ïîëíÿþò ñèñòåìó T .

Äëÿ ÿçûêà L ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó: ïî ïðîèç-

âîëüíîé êîíå÷íîé ñèñòåìå ðàâåíñòâ T âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè T âûïîëíèìîé.

Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè âðåìåííîé ñëîæíîñòè

ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû.

Ïîëó÷èì âåðõíþþ îöåíêó.

Óñëîâèìñÿ, ÷òî âñå èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå, ó÷àñòâóþùèå â ñèñòåìå ðà-

âåíñòâ T , çàíóìåðîâàíû ïî âîçðàñòàíèþ áåç ïðîïóñêîâ, òî åñòü åñëè â ñèñòå-

ìå T èñïîëüçóåòñÿ èíäèâèäíàÿ ïåðåìåííàÿ x

i

, òî â T íàéäåòñÿ è ïåðåìåííàÿ

x

j

, ãäå 1 6 j < i.

Ïóñòü ñèñòåìà T ñîñòîèò èç t ðàâåíñòâ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò m ðàçëè÷-

íûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ

f

(n

1

)

1

; f

(n

2

)

2

; : : : ; f

(n

m

)

m

:
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Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé âûïîëíèìîñòü ñè-

ñòåìû T çà âðåìÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåå ïî ïîðÿäêó

t � l

3

� 2

l

� (2

2

l

)

m

;

ãäå l � äëèíà âõîäà äàííîãî àëãîðèòìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì òàêîé àëãîðèòì â êëàññå îäíîëåíòî÷íûõ

ìàøèí Òüþðèíãà ñ àë�àâèòîì 	 = f0; 1; �;#; e; f;�g. Ïðåäñòàâèì ñèñòå-

ìó ðàâåíñòâ T êàê ñëîâî äëèíû l â àë�àâèòå 	. Äëÿ ýòîãî çàêîäèðóåì

èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå x

i

, i = 1; 2; : : :, èõ íîìåðàìè i â äâîè÷íîé ñèñòåìå

ñ÷èñëåíèÿ; �óíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå � ðàâíîìåðíûì äâîè÷íûì êîäîì

äëèíû [log

2

m℄ + 1 ñ äîáàâëåíèåì â íà÷àëî êàæäîãî êîäà ñèìâîëà f 2 	;

�óíêöèîíàëüíûå êîíñòàíòû &;_;: � ñîîòâåòñòâåííî íàáîðàìè ñèìâîëîâ

#;##;###; âñå çàïÿòûå è çàêðûâàþùèåñÿ ñêîáêè � ñèìâîëîì �; ñèìâîë

= çàìåíèì e, à ìåæäó ðàçëè÷íûìè ðàâåíñòâàìè ñèñòåìû T ïîñòàâèì ee.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ ñòðîãî ìåíüøå

l.

Èñêîìàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ïåðåáèðàåò âñå âîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ (âîç-

ìîæíî, ñ ïîâòîðåíèÿìè) èç m áóëåâûõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî

îò n

1

; n

2

; : : : ; n

m

ïåðåìåííûõ, è äëÿ êàæäîãî òàêîãî íàáîðà � âñå âîçìîæ-

íûå 2

l

çíà÷åíèé èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ (â õóäøåì ñëó÷àå). Òåïåðü äëÿ

òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü êàæäîå èç t ðàâåíñòâ ñèñòåìû T , ìàøèíà Òüþðèíãà

êîïèðóåò êîä ñèñòåìû T ïðàâåå íà ëåíòó (ýòî çàéìåò ïîðÿäêà l

2

òàêòîâ) è

íà÷èíàåò âû÷èñëåíèå, çàìåíÿÿ êîäû èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ èõ çàïîìíåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè è ñäâèãàÿ ïîñëå êàæäîé òàêîé çàìåíû ïðàâûé îñòàòîê

êîäà âëåâî çà ëèíåéíîå ïî l ÷èñëî òàêòîâ, ÷òîáû èçáåæàòü ðàçðûâîâ êî-

äà. Âñåãî çàìåí ìîæåò áûòü íå áîëüøå l. Ïðè ýòîì, åñëè âñå àðãóìåíòû

�óíêöèè ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, òî åå êîä çàìåíÿåòñÿ íà åå çíà÷åíèå. Äëÿ

âû÷èñëåíèÿ âñåõ ïðàâûõ è ëåâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ ñèñòåìû T ïîòðåáóåòñÿ íå

áîëüøå l ïðîõîäîâ ïî ñêîïèðîâàííîìó êîäó. Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ðàáîòû

ìàøèíû Òüþðèíãà íå ïðåâîñõîäèò ïî ïîðÿäêó

(2

2

l

)

m

� 2

l

� (l

2

+ t � l

3

);

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè âðåìåííîé ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâ-

ëåííîé ïðîáëåìû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ êîíå÷íûå îäíîðîäíûå ñòðóêòóðû.

Ïî ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé îäíîðîäíîé ñòðóêòóðå (äàëåå � ÎÑ) áóäåò ïî-

ñòðîåíà ñèñòåìà ðàâåíñòâ, ïðèíàäëåæàùàÿ îïèñàííîìó âûøå êëàññó. Òîãäà

âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ïðîâåðêè ýòîé ñèñòåìû ðàâåíñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ÎÑ è áóäåò ÿâëÿòüñÿ èñêîìîé íèæíåé îöåíêîé.
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Ââåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü A = (Q; q) � êîíå÷íûé àâòî-

ìàò ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Q = fq

0

; q

1

; : : : ; q

k�1

g è �óíêöèåé ïåðåõîäîâ

g : Q

3

! Q (àâòîìàò A èìååò äâà âõîäà è äâà âûõîäà). Äëÿ ëþáîãî íà-

òóðàëüíîãî ÷èñëà m ÷åðåç M

m

îáîçíà÷èì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èç m êîïèé A

1

; A

2

; : : : ; A

m

àâòîìàòà A, â êîòîðîé êàæäûé

àâòîìàò A

i

, 1 < i < m, ñâÿçàí ñ àâòîìàòàìè A

i�1

è A

i+1

. Àâòîìàòû A

1

è

A

m

ñâÿçàíû ñîîòâåòñòâåííî òîëüêî ñ àâòîìàòàìè A

2

è A

m�1

. ÎÑ M

m

ðà-

áîòàåò â äèñêðåòíîì âðåìåíè t = 1; 2; : : : Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t + 1

ñîñòîÿíèå àâòîìàòà A

i

, 1 < i < m, îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè g

ñîñòîÿíèÿìè àâòîìàòîâ A

i�1

, A

i

, A

i+1

â ìîìåíò âðåìåíè t. Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñîñòîÿíèé àâòîìàòîâ A

1

è A

m

âìåñòî ñîîòâåòñòâåííî

ïåðâîãî è òðåòüåãî àðãóìåíòîâ â �óíêöèþ g âñåãäà ïîäñòàâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ

q

1

è q

2

èç Q ñîîòâåòñòâåííî.

Ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì îïðåäåëåíèÿì �óíêöèîíèðîâàíèå ÎÑM

m

ïðîèñ-

õîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè àâòîìàòû A

1

; A

2

;

: : : ; A

m

óñòàíàâëèâàþòñÿ â íåêîòîðûå ñîñòîÿíèÿ q

i

1

; q

i

2

; : : : ; q

i

m

. Íàçîâåì

ýòîò íàáîð ñîñòîÿíèé èíèöèàëüíûì. Â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè âåêòîð-

ñîñòîÿíèåì (èëè êîí�èãóðàöèåé) ÎÑ M

m

áóäåò íàáîð

(g(q

1

; q

i

1

; q

i

2

); g(q

i

1

; q

i

2

; q

i

3

); : : : ;

g(q

i

m�2

; q

i

m�1

; q

i

m

); g(q

i

m�1

; q

i

m

; q

2

)):

Çàòåì ê ïîëó÷åííûì ñîñòîÿíèÿì âíîâü ïðèìåíÿåòñÿ �óíêöèÿ g è òàê äàëåå.

Âûäåëèì ñîñòîÿíèå q

0

2 Q è íàçîâåì åãî çàêëþ÷èòåëüíûì. Òàêæå íàëî-

æèì îãðàíè÷åíèÿ íà �óíêöèþ ïåðåõîäîâ g: g(q

0

; q

i

; q

j

) = q

0

, g(q

i

; q

0

; q

j

) = q

0

,

g(q

i

; q

j

; q

0

) = q

0

, ãäå q

i

; q

j

2 Q. Òîãäà åñëè âñå àâòîìàòû ÎÑ M

m

ïðèäóò â

çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå q

0

, òî â äàëüíåéøåì ñ òå÷åíèåì âðåìåíè êîí�è-

ãóðàöèÿ ÎÑ M

m

íå ïîìåíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÎÑ M

m

çàêîí÷èëà ðàáîòó, à òàêóþ êîí�èãóðàöèþ íàçîâåì çàêëþ÷èòåëüíîé.

Íàçîâåì �óíêöèîíèðîâàíèå ÎÑ M

m

ïðè çàäàííîì èíèöèàëüíîì íàáîðå

ñîñòîÿíèé q

i

1

; q

i

2

; : : : ; q

i

m

ïðàâèëüíûì, åñëè ÎÑ ïðåîáðàçîâûâàåò ýòîò íà-

áîð ñîñòîÿíèé â çàêëþ÷èòåëüíóþ êîí�èãóðàöèþ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òîãî,

÷òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè �óíêöèîíèðîâàíèå äàííîé ÎÑ ïðè çàäàííîì

èíèöèàëüíîì íàáîðå ñîñòîÿíèé ïðàâèëüíûì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ëèøü

ïåðâûå k

m

òàêòîâ.

Ïóñòü Q

I

= (q

i

1

; q

i

2

; : : : ; q

i

m

), q

i

j

2 Q, j = 1; 2; : : : ;m, � ïðîèçâîëüíîå

èíèöèàëüíîå âåêòîð-ñîñòîÿíèå ÎÑM

m

. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �(A;m;Q

I

) ñëåäó-

þùóþ ïðîáëåìó: �óíêöèîíèðóåò ëè ÎÑ, ñîñòàâëåííàÿ èç m êîïèé àâòîìàòà

A, ïðàâèëüíî ïðè èíèöèàëüíîé êîí�èãóðàöèè Q

I

.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ñâîäÿùèé ïðîáëåìó �(A;m;Q

I

) ê

ïðîáëåìå âûïîëíèìîñòè íåêîòîðîé ñèñòåìû ðàâåíñòâ T çà âðåìÿ ïîðÿäêà

m

2

òàê, ÷òî ñèñòåìà ðàâåíñòâ T âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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ÎÑ, ñîñòàâëåííàÿ èç m êîïèé àâòîìàòà A, �óíêöèîíèðóåò ïðàâèëüíî ïðè

èíèöèàëüíîì âåêòîð-ñîñòîÿíèè Q

I

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàêîäèðóåì ñîñòîÿíèÿ q

0

; q

1

; : : : ; q

k�1

àâòîìàòà A äâî-

è÷íûìè íàáîðàìè äëèíû l = [log

2

k℄+1 òàê, ÷òîáû êîä çàêëþ÷èòåëüíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ q

0

ÿâëÿëñÿ åäèíè÷íûì áóëåâûì âåêòîðîì, è ïîñòðîèì ïî �óíêöèè

ïåðåõîäîâ g ñîîòâåòñòâóþùèå áóëåâû (2l; l)� è (3l; l)�îïåðàòîðû G

1

; G

2

; G

3

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Åñëè íàáîðû (a

1

; a

2

; : : : ; a

l

), (b

1

; b

2

; : : : ; b

l

), (


1

; 


2

; : : : ; 


l

) ñóòü êîäû ñî-

ñòîÿíèé q

a

; q

b

; q




àâòîìàòà A, g(q

a

; q

b

; q




) = q

d

è íàáîð (d

1

; d

2

; : : : ; d

l

) ÿâëÿ-

åòñÿ êîäîì ñîñòîÿíèÿ q

d

, òî ïîëîæèì

G

2

(a

1

; a

2

; : : : ; a

l

; b

1

; b

2

; : : : ; b

l

; 


1

; 


2

; : : : ; 


l

) =

= (d

1

; d

2

; : : : ; d

l

):

Íà îñòàëüíûõ äâîè÷íûõ íàáîðàõ äëèíû 3l (åñëè îíè åñòü) îïåðàòîð G

2

îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

2. Åñëè íàáîð (e

1

; e

2

; : : : ; e

l

) êîäèðóåò ñîñòîÿíèå q

1

, òî â ñîîòâåòñòâèè

ñ ñîãëàøåíèåì î �óíêöèîíèðîâàíèè àâòîìàòà A

1

â ÎÑ M

m

îïåðàòîð G

1

çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G

1

(x

1

; x

2

; : : : ; x

2l

) = G

2

(e

1

; e

2

; : : : ; e

l

; x

1

; x

2

; : : : ; x

2l

):

3. Åñëè íàáîð (e

0

1

; e

0

2

; : : : ; e

0

l

) êîäèðóåò ñîñòîÿíèå q

2

, òî àíàëîãè÷íî ïîëó-

÷àåì

G

3

(x

1

; x

2

; : : : ; x

2l

) = G

2

(x

1

; x

2

; : : : ; x

2l

; e

0

1

; e

0

2

; : : : ; e

0

l

):

Íàçîâåì îáúåäèíåíèå êîäîâ m ñîñòîÿíèé àâòîìàòîâ A

1

; A

2

; : : : ; A

m

êî-

äîì ñîîòâåòñòâóþùåé êîí�èãóðàöèè ÎÑM

m

. Ïóñòü B

1

� áóëåâ âåêòîð äëè-

íû lm, êîäèðóþùèé íåêîòîðûé èíèöèàëüíûé íàáîð ñîñòîÿíèé. Òîãäà ïðè

�óíêöèîíèðîâàíèè ÎÑ M

m

ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðîâ G

1

; G

2

; G

3

âåêòîð

B

1

áóäåò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè â âåêòîðà B

2

; B

3

; : : : ; B

2

lm .

Ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ âåêòîðîâ äëèíû lm ðîâíî 2

lm

, äàëüíåéøèå

ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäóò ïîâòîðåíèåì ïðèâåäåííûõ âûøå âåêòîðîâ èëè èõ ÷à-

ñòè. Îáúåäèíèì âåêòîðà B

1

; B

2

; : : : ; B

2

lm â îäèí âåêòîð B äëèíû lm � 2

lm

.

Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ïóñòü ÷èñëà l è m ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè äâîé-

êè: l = 2

l

1

, m = 2

m

1

, ãäå l

1

, m

1

� öåëûå. Â ýòîì ñëó÷àå äëèíà âåêòîðà B

åñòü lm � 2

lm

= 2

lm+l

1

+m

1

, è åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð-ñòîëáåö

çíà÷åíèé íåêîòîðîé áóëåâîé �óíêöèè f , çàâèñÿùåé îò n = lm + l

1

+ m

1

ïåðåìåííûõ.

Ïîñòðîèì ñèñòåìó ðàâåíñòâ, îïèñûâàþùóþ âû÷èñëåíèå âñåõ çíà÷åíèé

�óíêöèè f :

1. Âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç ïåðâûõ lm çíà÷åíèé �óíêöèè f , ðàñïîëîæåííûõ

â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå, åñòü â òî÷íîñòè âåêòîð B

1

.
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2. Ïîäåëèì âåêòîð çíà÷åíèé �óíêöèè f íà áëîêè äëèíû lm. Òîãäà ëþáûå

äâà ñîñåäíèõ áëîêà ñóòü êîäû äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êîí�èãóðàöèé ÎÑ

M

m

.

3. Ïîñëåäíèé áëîê âåêòîðà çíà÷åíèé �óíêöèè f åñòü â òî÷íîñòè êîä

çàêëþ÷èòåëüíîé êîí�èãóðàöèè ÎÑ M

m

.

Âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâà. Çäåñü I

l

i

(x

1

; x

2

; : : : ; x

l

) = x

i

� ñå-

ëåêòîðíàÿ �óíêöèÿ, 1 6 i 6 l, êîä çàêëþ÷èòåëüíîé êîí�èãóðàöèè Q

0

åñòü

åäèíè÷íûé áóëåâ âåêòîð. Òàêæå âî âñåõ ðàâåíñòâàõ íåîáõîäèìî çàìåíèòü

êîíñòàíòû 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî íà òåðìû x

1

&x

1

è x

1

_ x

1

, à �óíêöèþ ýê-

âèâàëåíòíîñòè x � y è èìïëèêàöèþ x ! y ðàçëîæèòü ïî ñèñòåìå �óíê-

öèîíàëüíûõ êîíñòàíò f&;_;:g ñëåäóþùèì îáðàçîì: x � y = x&y _ x&y,

x! y = x&y _ x.

1: f(0; 0; : : : ; 0; 0) = I

lm

1

(B

1

)

f(0; 0; : : : ; 0; 1) = I

lm

2

(B

1

)

� � �

f(0; : : : ; 0; 1; : : : ; 1

| {z }

l

1

+m

1

) = I

lm

lm

(B

1

)

3: f(1; : : : ; 1; 0; : : : ; 0; 0

| {z }

l

1

+m

1

) = 1

f(1; : : : ; 1; 0; : : : ; 0; 1

| {z }

l

1

+m

1

) = 1

� � �

f(1; 1; : : : ; 1) = 1

2: Ïóñòü íàáîðû èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ (x

1

; x

2

; : : : ; x

lm

) è (y

1

; y

2

; : : : ; y

lm

)

çàäàþò íîìåðà êîí�èãóðàöèé ÎÑ M

m

, ïðè÷åì (x

1

; x

2

; : : : ; x

lm

)

2

åñòü íîìåð

íå çàêëþ÷èòåëüíîé êîí�èãóðàöèè. Ýòî óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ òåð-

ìîì

T

1

= (x

1

&x

2

& � � �&x

lm

) � 0:

Òàêæå ïóñòü (y

1

; y

2

; : : : ; y

lm

)

2

� íîìåð êîí�èãóðàöèè, íåïîñðåäñòâåííî ñëå-

äóþùèé çà íîìåðîì êîí�èãóðàöèè (x

1

; x

2

; : : : ; x

lm

)

2

, ò. å. (y

1

; y

2

; : : : ; y

lm

)

2

=

(x

1

; x

2

; : : : ; x

lm

)

2

� 1 (ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2). Ýòî îïèñûâàåò òåðì

T

2

=

�

y

lm

� x

lm

�

& � � �&

�

y

i

� (x

i

&x

i+1

& � � �&x

lm

_ x

i

&x

i+1

& � � �&x

lm

)

�

&

& � � �&

�

y

1

� (x

1

&x

2

& � � �&x

lm

_ x

1

&x

2

& � � �&x

lm

)

�

:

Òîãäà êîä ñîñòîÿíèÿ êðàéíåãî ëåâîãî àâòîìàòà A

1

ÎÑ M

m

åñòü çíà÷åíèå

áóëåâà (2l; l)-îïåðàòîðà G

1

, âçÿòîå îò êîäîâ ñîñòîÿíèé àâòîìàòîâ A

1

è A

2

â

ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè.

T

3

=

�

f(y

1

; : : : ; y

lm

; 0; : : : ; 0

| {z }

l

1

+m

1

) �
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� I

l

1

(G

1

(f(x

1

; : : : ; x

lm

; 0; : : : ; 0

| {z }

l

1

+m

1

); : : : ; f(x

1

; : : : ; x

lm

; 0; : : : ; 0; 1

| {z }

m

1

; 1; : : : ; 1

| {z }

l

1

)))

�

&

& � � �&

�

f(y

1

; : : : ; y

lm

; 0; : : : ; 0

| {z }

m

1

; 1; : : : ; 1

| {z }

l

1

) �

� I

l

l

(G

1

(f(x

1

; : : : ; x

lm

; 0; : : : ; 0

| {z }

l

1

+m

1

); : : : ; f(x

1

; : : : ; x

lm

; 0; : : : ; 0; 1

| {z }

m

1

; 1; : : : ; 1

| {z }

l

1

)))

�

:

Àíàëîãè÷íî äëÿ êðàéíåãî ïðàâîãî àâòîìàòà A

m

ÎÑ M

m

:

T

4

=

�

f(y

1

; : : : ; y

lm

; 1; : : : ; 1

| {z }

m

1

; 0; : : : ; 0

| {z }

l

1

) �

� I

l

1

(G

3

(f(x

1

; : : : ; x

lm

; 1; : : : ; 1; 0

| {z }

m

1

; 0; : : : ; 0

| {z }

l

1

); : : : ; f(x

1

; : : : ; x

lm

; 1; : : : ; 1

| {z }

l

1

+m

1

)))

�

&

& � � �&

�

f(y

1

; : : : ; y

lm

; 1; : : : ; 1

| {z }

l

1

+m

1

) �

� I

l

l

(G

3

(f(x

1

; : : : ; x

lm

; 1; : : : ; 1; 0

| {z }

m

1

; 0; : : : ; 0

| {z }

l

1

); : : : ; f(x

1

; : : : ; x

lm

; 1; : : : ; 1

| {z }

l

1

+m

1

)))

�

:

Âûøåñêàçàííîå ñóììèðóåò ðàâåíñòâî

(T

1

&T

2

)! (T

3

&T

4

) = 1:

Äëÿ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ (z

1

1

; : : : ; z

1

m

1

), (z

2

1

; : : : ; z

2

m

1

) è (z

3

1

; : : : ; z

3

m

1

) àíà-

ëîãè÷íûì îáðàçîì âûïèñûâàþòñÿ òåðìû T

5

è T

6

, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî

(z

2

1

; : : : ; z

2

m

1

)

2

= (z

1

1

; : : : ; z

1

m

1

)

2

� 1; (z

3

1

; : : : ; z

3

m

1

)

2

= (z

2

1

; : : : ; z

2

m

1

)

2

� 1:

Òîãäà òåðì T

7

, óòâåðæäàþùèé, ÷òî â êîí�èãóðàöèè ñ íîìåðîì (y

1

; :::; y

lm

)

êîä ëþáîãî íå êðàéíåãî àâòîìàòà ïîëó÷àåòñÿ èç êîäîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ

òðåõ àâòîìàòîâ â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè ïðèìåíåíèåì (3l; l)-îïåðàòî-

ðà G

2

, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T

7

=

�

f(y

1

; : : : ; y

lm

; z

2

1

; : : : ; z

2

m

1

; 0; : : : ; 0

| {z }

l

1

) �

� I

l

1

(G

2

(f(x

1

; : : : ; x

lm

; z

1

1

; : : : ; z

1

m

1

; 0; : : : ; 0

| {z }

l

1

); : : : ;

: : : ; f(x

1

; : : : ; x

lm

; z

3

1

; : : : ; z

3

m

1

; 1; : : : ; 1

| {z }

l

1

)))

�

&
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& � � �&

�

f(y

1

; : : : ; y

lm

; z

2

1

; : : : ; z

2

m

1

; 1; : : : ; 1

| {z }

l

1

) �

� I

l

l

(G

2

(f(x

1

; : : : ; x

lm

; z

1

1

; : : : ; z

1

m

1

; 0; : : : ; 0

| {z }

l

1

); : : : ;

: : : ; f(x

1

; : : : ; x

lm

; z

3

1

; : : : ; z

3

m

1

; 1; : : : ; 1

| {z }

l

1

)))

�

:

Îáúåäèíÿÿ, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(T

1

&T

2

&T

5

&T

6

)! T

7

= 1:

Íàçîâåì ñèñòåìîé ðàâåíñòâ T îáúåäèíåíèå 2lm+ 2 ðàâåíñòâ èç ïóíêòîâ 1,

2, 3.

Äëèíà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ðàâåíñòâ T (÷èñëî âñåõ ñèìâîëîâ) åñòüm

2

ïî

ïîðÿäêó. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ñâîäèò ïðîáëåìó �(A;m;Q

I

) ê ïðîáëåìå

âûïîëíèìîñòè ñèñòåìû T çà âðåìÿ ïîðÿäêà m

2

, ïîñêîëüêó ðàâíîìåðíîå

êîäèðîâàíèå ñîñòîÿíèé àâòîìàòà A ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ý��åêòèâíî

ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ.

Ñëåäñòâèå 1. Íèæíÿÿ îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ ïðîáëå-

ìû âûïîëíèìîñòè ñèñòåìû ðàâåíñòâ äëèíû l ïî ïîðÿäêó íå ìåíüøå d

p

l

,

d > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû �(A;m;Q

I

) ïî ïîðÿä-

êó ëîãàðè�ìà ñîâïàäàåò ñî ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèé íà îäíîëåí-

òî÷íûõ ìàøèíàõ Òüþðèíãà, ðàáîòàþùèõ ñ ëèíåéíîé çîíîé [3℄. Òàêèì îá-

ðàçîì, ïðîáëåìó �(A;m;Q

I

) íåëüçÿ ðåøèòü çà âðåìÿ, ïî ïîðÿäêó ìåíüøåå,

÷åì d

m

, d > 1, òî åñòü ñóùåñòâåííî ïðîùå íåïîñðåäñòâåííîãî ïåðåáîðà.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
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êîâñêîãî Óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 15. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è êèáåðíå-
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Ï�ÅÄÑÒÀÂÈÌÎÑÒÜ ßÇÛÊÎÂ

ÄÂÓÕÑÒÎ�ÎÍÍÈÌÈ ÀÂÒÎÌÀÒÀÌÈ

Ê. �. Õàäèåâ (Êàçàíü)

1. Îïèñàíèå òåõíèêè

Îïèøåì òåõíèêó íàõîæäåíèÿ êîëè÷åñòâà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ

âåðîÿòíîñòíûõ àâòîìàòîâ, îïèñàííóþ â ñòàòüå Anne Condon, Bounded Error

Probabilisti
 Finite State Automata. Äàëåå ðàñïðîñòðàíèì åå íà äðóãèå âèäû

àâòîìàòîâ, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè èëè ðàñøèðåíèÿ âåðîÿò-

íîñòíûõ. �ðà�, ñâÿçàííûé ñ àâòîìàòîì. �àññìîòðèì äâóñòîðîííèé âå-

ðîÿòíîñòíûé àâòîìàò A, êîòîðûé ðàáîòàåò íà ñëîâå xy è èìååò 
 ñîñòîÿíèé.

Ñåé÷àñ ìû ïðîèçâîëüíî ðàçáèâàåì ñëîâî íà äâå ÷àñòè, îäíàêî â ïîñëåäñòâèè

ýòî ðàçáèåíèå áóäåò ñîçíàòåëüíûì. Îïèøåì ïîâåäåíèå àâòîìàòà íà ãðàíèöå

ìåæäó ñëîâàìè x è y. Äëÿ ýòîãî ñêîíñòðóèðóåì ãðà� ñïåöèàëüíîãî âèäà.

�àññìîòðèì ãðà�, îáîçíà÷èì åãî M [x℄, � äâóäîëüíûé, â ïåðâóþ äîëþ

ïîìåñòèì âåðøèíû òèïà (q; 1), êîòîðûå áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü êîí�èãóðà-

öèÿì àâòîìàòà A, êîãäà îí íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q è ÷èòàþùàÿ ãîëîâêà

ñ÷èòûâàåò ïîñëåäíèé ñèìâîë ñëîâà x. Âî âòîðóþ äîëþ ïîìåñòèì âåðøè-

íû òèïà (q

0

; 2), êîòîðûå áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü êîí�èãóðàöèÿì àâòîìàòà A,

êîãäà îí íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q

0

è ÷èòàþùàÿ ãîëîâêà ñ÷èòûâàåò ïåðâûé

ñèìâîë ñëîâà y. Äîáàâèì äóãè èç âåðøèí ïåðâîé äîëè â âåðøèíû âòîðîé

äîëè. Íà äóãå, âåäóùåé èç âåðøèíû (q; 1) â âåðøèíó (q

0

; 2) íàïèøåì âåñ

p, åñëè p � ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåòåðìèíèðîâàíî íà÷èíàÿ ðàáîòó èç

ñîñòîÿíèÿ q è îáîçðåâàÿ ïîñëåäíèé ñèìâîë ñëîâà x, àâòîìàò áóäåò êàê-òî

äâèãàòüñÿ ëèøü ïî ñëîâó x è ïðè ïåðâîì ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû îí îêàæåòñÿ

èìåííî â ñîñòîÿíèè q

0

, à çíà÷èò â êîí�èãóðàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå

(q

0

; 2). Äîáàâèì â ïåðâóþ äîëþ Âåðøèíó Init, ñîîòâåòñòâóþùóþ íà÷àëüíîé

êîí�èãóðàöèè àâòîìàòà A. Èç íåå áóäóò èñõîäèòü äóãè âî âòîðóþ äîëþ

ïî òîìó æå ïðèíöèïó: íà äóãå â âåðøèíó (q

0

; 2) íàïèøåì âåñ p, åñëè p �

ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåòåðìèíèðîâàíî íà÷èíàÿ ðàáîòó èç íà÷àëüíîé

êîí�èãóðàöèè, àâòîìàò áóäåò êàê-òî äâèãàòüñÿ ëèøü ïî ñëîâó x è ïðè ïåð-

âîì ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû îí îêàæåòñÿ èìåííî â ñîñòîÿíèè q

0

. Çàìåòèì, ÷òî

âñå äóãè ýòîãî ãðà�à çàâèñÿò ëèøü îò ñëîâà x, ò. ê. îïèñûâàþò ïîâåäåíèÿ

àâòîìàòà èìåííî íà ýòîé ÷àñòè âõîäíîãî ñëîâà.

�àññìîòðèì åùå îäèí ãðà� ïîñòðîåííûé àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, îáîçíà-

÷èì åãî ÷åðåç M [y℄. Â ïåðâóþ äîëþ ïîìåñòèì âåðøèíû òèïà (q; 1), êîòîðûå

áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü êîí�èãóðàöèÿì àâòîìàòà A, êîãäà îí íàõîäèòñÿ â

ñîñòîÿíèè q è ÷èòàþùàÿ ãîëîâêà ñ÷èòûâàåò ïîñëåäíèé ñèìâîë ñëîâà x. Âî
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âòîðóþ äîëþ ïîìåñòèì âåðøèíû òèïà (q

0

; 2), êîòîðûå áóäóò ñîîòâåòñòâî-

âàòü êîí�èãóðàöèÿì àâòîìàòà A, êîãäà îí íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q

0

è ÷èòà-

þùàÿ ãîëîâêà ñ÷èòûâàåò ïåðâûé ñèìâîë ñëîâà y. Äîáàâèì äóãè èç âåðøèí

âòîðîé äîëè â âåðøèíû âèäà (�; 1) ïåðâîé äîëè. Íà äóãå, âåäóùåé èç âåð-

øèíû (q

0

; 2) â âåðøèíó (q; 1) íàïèøåì âåñ p, åñëè p � ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî äåòåðìèíèðîâàíî íà÷èíàÿ ðàáîòó èç ñîñòîÿíèÿ q

0

è îáîçðåâàÿ ïåðâûé

ñèìâîë ñëîâà y, àâòîìàò áóäåò êàê-òî äâèãàòüñÿ ëèøü ïî ñëîâó y è ïðè

ïåðâîì ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû îí îêàæåòñÿ èìåííî â ñîñòîÿíèè q, à çíà÷èò

â êîí�èãóðàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå (q; 1). Äîáàâèì â ïåðâóþ äîëþ

âåðøèíû A

ept è Reje
t, ñîîòâåòñòâóþùèå êîí�èãóðàöèÿì ïðèíÿòèÿ è îò-

âåðæåíèÿ àâòîìàòà A, ñîîòâåòñòâåííî. Â íèõ áóäóò âõîäèòü äóãè èç âòîðîé

äîëè ïî òîìó æå ïðèíöèïó: íà äóãå èç âåðøèíó (q

0

; 2), íàïðèìåð, â âåðøèíó

A

ept íàïèøåì âåñ p, åñëè p � ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåòåðìèíèðîâàíî

íà÷èíàÿ ðàáîòó, îáîçðåâàÿ ïåðâûé ñèìâîë y è íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè q

0

, àâ-

òîìàò äîñòèãíåò ïðèíèìàþùåé êîí�èãóðàöèè, äâèãàÿñü ëèøü ïî ñëîâó y.

Äëÿ Reje
t àíàëîãè÷íî. Òàêæå äëÿ âåðøèí A

ept è Reje
t äîáàâèì ïåòëè

ñ âåñîì 1. Çàìåòèì, ÷òî âñå äóãè ýòîãî ãðà�à çàâèñÿò ëèøü îò ñëîâà y, ò. ê.

îïèñûâàþò ïîâåäåíèÿ àâòîìàòà èìåííî íà ýòîé ÷àñòè âõîäíîãî ñëîâà.

Îáúåäèíèì ýòè äâà ãðà�à â ãðà�M [x; y℄. Ïîëó÷åííûé ãðà� áóäåò èìåòü

2 � 
 + 3 âåðøèí: â ïåðâîé äîëå 
 âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó èç

ñîñòîÿíèé, à òàêæå âåðøèíû Init, A

ept è Reje
t, âî âòîðîé äîëå 
, äëÿ

êàæäîãî èç ñîñòîÿíèé. Ìíîæåñòâî äóã ãðà�àM [x; y℄ � ýòî îáúåäèíåíèå äóã

ãðà�îâM [x℄ è M [y℄. Òàêîé ãðà� ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò ïîâåäåíèå àâòîìàòà

íà ñëîâå xy. Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû îò 1 äî 2
+ 3, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé äîëè

è ïðîäîëæàÿ âòîðîé è ñîñòàâèì ìàòðèöó âåñîâ M äëÿ ãðà�à M [x; y℄, îíà

áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

�

0 x

y 0

�

:

×àñòü ìàòðèöû, ïîìå÷åííàÿ áóêâîé x çàâèñèò ëèøü îò ñëîâà x, ÷àñòü y

� îò y. Êàæäàÿ èç ñòðîê ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

ïåðåõîäà èç äàííîé êîí�èãóðàöèè â âî âñå îñòàëüíûå (ïðåäñòàâëåííûå â

ãðà�å).

2. Öåïü Ìàðêîâà

Åñëè ìû çàïèøåì â ðÿä òå âåðøèíû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êîí�èãó-

ðàöèÿì, ïîñåùåííûì àâòîìàòîì ïðè ÷òåíèè ñëîâà xy, òî ýòî áóäåò ñëåä

âû÷èñëåíèé K

0

K

1

K

2

:::K

M

, ãäå K

0

=Init, à K

M

� ýòî òåðìèíàëüíàÿ êîí�è-

ãóðàöèÿ, à èìåííî A

ept èëè Reje
t. Ïðè÷åì Êàæäàÿ K

i

� ýòî ñëó÷àéíàÿ
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âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îòK

i�1

. Ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà. Ïî-

âåäåíèå öåïè Ìàðêîâà çàäàåò ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðà�àM [x; y℄. Îáîçíà÷èì

çà a(xy) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü Ìàðêîâà îêîí÷èòñÿ ïðèíèìàþùèì ñî-

ñòîÿíèåì, ò. å. K

M

=A

ept.

Î ìåðå áëèçîñòè. Îáû÷íàÿ ìåðà áëèçîñòè íå ïîäîéäåò äëÿ äâóñòîðîí-

íèõ àâòîìàòîâ, çäåñü ââåäåì íîâóþ ìåðó.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì äâà ÷èñëà p è p

0

�-áëèçêèìè, äëÿ � � 1, åñëè

äëÿ íèõ âûïîëíèòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:p = p

0

= 0 èëè p 6= 0,

p

0

6= 0 è �

�1

�

p

p

0

� � èëè, ÷òî òî æå ñàìîå j log(p)� log(p

0

)j � �

Îïðåäåëèì àíàëîãè÷íóþ ìåðó áëèçîñòè äëÿ ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì äâå ìàòðèöû [p

ij

℄ è [p

0

ij

℄ �-áëèçêèìè, ïðè � � 1,

äëÿ êàæäîãî i è j p

ij

è p

0

ij

�-áëèçêè.

Èç òåîðèè öåïåé Ìàðêîâà èçâåñòíî, ÷òî åñëè ìàòðèöû âåñîâ äëÿ ãðà�îâ

M [x; y℄ è M [x

0

; y℄ �-áëèçêè è èìåþò ïî m âåðøèí, òî âåëè÷èíû a(x

0

y) è

a(xy) �

2m

-áëèçêè.

3. Äâóñòîðîííèå êîíå÷íûå äåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû ìîãóò

ðàñïîçíàòü ëèøü ðåãóëÿðíûå ÿçûêè

�àññìîòðèì ñëîâî xy åìó ñîîòâåòñòâóåò öåïü Ìàðêîâà M ñ ìàòðèöåé

âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ [p

ij

℄. Åñëè ýòà ìàòðèöà ñòðîèòñÿ äëÿ 2-ÊÄÀ, òî

ýëåìåíòàìè ìàòðèöû ìîãóò áûòü ëèøü 0 èëè 1. Â êàæäîé ñòðîêå ñóììà

ýëåìåíòîâ äîëæíà áûòü ðàâíà 1, çíà÷èò â êàæäîé ñòðîêå íàõîäèòüñÿ îäíà

è òîëüêî îäíà 1.

Ëåììà 1. Åñëè äâà ñëîâà x è x

0

� "-áëèçêè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìàòðèöû âåñîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ãðà�îâ M [x℄ è M [x

0

℄, ïîñòðîåííûõ

ïî 2-ÊÄÀ, ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå. Êëàññ ÿçûêîâ 2DFA ýòî âñå ÿçûêè, äëÿ êîòîðûõ ñóùå-

ñòâóåò 2-õ ñòîðîííèé ÊÄÀ (2-ÊÄÀ) èõ ðàñïîçíàþùèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü åñòü P � 2-ÊÄÀ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò

íåêîòîðûé ÿçûê L(P ). Äâà ñëîâà x è x

0

, áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíû-

ìè îòíîñèòåëüíî ÿçûêà L(P ), åñëè äëÿ ëþáîãî ñëîâà y P ïðèíèìàåò xy,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðèíèìàåò ñëîâî x

0

y.

Òåîðåìà 1. 2DFA = Reg.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì äâà ñëîâà x è x

0

, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì

M [x℄ è M [x

0

℄. Åñëè ìû âîçüìåì ëþáîå ñëîâî y, òî ïîâåäåíèå àâòîìàòà íà

ñëîâàõ xy è x

0

y ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöàìè ñìåæíîñòè M [x; y℄ è
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M [x

0

; y℄. Åñëè îíè ñîâïàäàþò, òî x è x

0

ýêâèâàëåíòíû. çíà÷èò êîëè÷åñòâî

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæåò áûòü íå áîëüøå êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ ìàò-

ðèö ñìåæíîñòè M [x℄(âåäü èìåííî ýòîò ãðà� îïðåäåëÿåò ýëåìåíòû, ãðà�à

M [x; y℄, çàâèñÿùèå îò x). Òàêèõ ìàòðèö êîíå÷íîå ÷èñëî, âåäü â êàæäîé

ÿ÷åéêå ìîãóò ñòîÿòü ëèøü 0 èëè 1, è ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû êîíå÷íà.

�àç êîëè÷åñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè êîíå÷íî, òî ÿçûê, îïðåäåëÿå-

ìûé êàæäûì èç 2-ÊÄÀ ðåãóëÿðåí.

Ñâîéñòâî. Åñëè 
 � êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé 2-ÊÄÀ, òî 



+1

� êîëè÷å-

ñòâî ñîñòîÿíèé 1-ÊÄÀ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû âåñîâ ãðà�à M [x℄ ñòîèò

òîëüêî îäíà 1. Åå âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé âñåãî 
, ò. ê. ñòîëüêî âåðøèí âî

âòîðîé äîëè, à ñëîâîì x îïðåäåëÿþòñÿ äóãè, êîòîðûå èäóò èìåííî â ýòó

äîëþ. Äóãè èç 
+1 âåðøèí îïðåäåëÿþòñÿ ñëîâîì x(Init è 
� êîí�èãóðàöèè

íà êîíöå ñëîâà x), çíà÷èò ðàçëè÷íûõ ìàòðèö, ìîæåò áûòü âñåãî 



+1

.

4. Äâóñòîðîííèå êîíå÷íûå íåäåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû

ìîãóò ðàñïîçíàòü ëèøü ðåãóëÿðíûå ÿçûêè

Îïðåäåëåíèå. Êëàññ ÿçûêîâ 2NFA � ýòî âñå ÿçûêè, äëÿ êîòîðûõ ñó-

ùåñòâóåò 2-õ ñòîðîííèé ÊÍÀ (2-ÊÍÀ) èõ ðàñïîçíàþùèé.

Îïðåäåëåíèå. Êëàññ ÿçûêîâ 2PFA

0

� ýòî âñå ÿçûêè, äëÿ êîòîðûõ

ñóùåñòâóåò 2-õ ñòîðîííèé ÊÂÀ ñ òî÷êîé ñå÷åíèÿ 0 (2-ÊÂÀ

0

) èõ ðàñïî-

çíàþùèé.

Ëåììà 2. 2NFA = 2PFA

0

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñëîâî x è 2-ÊÄÀ A. Ïî A ïî-

ñòðîèì 2-ÊÂÀ

0

A

0

, ïðîñòî íà êàæäîì øàãå âûáèðàÿ ïóòü ñ ïîìîùüþ äàò-

÷èêà ñëó÷àéíûõ ñèìâîëîâ. Åñëè ñëîâî x ïðèíèìàåòñÿ àâòîìàòîì A, çíà÷èò

åñòü ïóòü â ñîñòîÿíèå ïðèíÿòèÿ, ñëåäîâàòåëüíî âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ñëîâà

x àâòîìàòîì A

0

P

A

ept

(x) > 0 è îíî ïðèìåòñÿ àâòîìàòîì A

0

.

Åñëè ñëîâî x íå ïðèíèìàåòñÿ àâòîìàòîì A, çíà÷èò íåò ïóòè â ñîñòîÿ-

íèå ïðèíÿòèÿ, ñëåäîâàòåëüíî âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ñëîâà x àâòîìàòîì A

0

P

A

ept

(x) = 0 è îíî íå ïðèìåòñÿ àâòîìàòîì A

0

. È íàîáîðîò.

Òåîðåìà 2. 2NFA = Reg.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî 2PFA

0

= Reg, òîãäà èç ëåììû áóäåò

ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òî, ÷òî Reg 2 2PFA

0

î÷åâèäíî, ò.ê.2-ÊÄÀ

� ÷àñòíûé ñëó÷àé 2-ÊÂÀ

0

. Äîêàæåì, ÷òî 2PFA

0

2 Reg.

Âñå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ëåæàò â èíòåðâàëå [2

�
n

; 1℄, à çíà÷èò ëîãà-

ðè�ìû îò âåðîÿòíîñòåé â èíòåðâàëå [�
n; 0℄. �àçîáüåì îòðåçîê [�
n; 0℄ íà
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ïîäèíòåðâàëû äëèííû ". Äâà ñëîâà x è x

0

"-áëèçêè, åñëè 2

"

-áëèçêè ñîîò-

âåòñòâóþùèå M [x℄ è M [x

0

℄, à çíà÷èò ëîãàðè�ìû èõ âåðîÿòíîñòåé log(p) è

log(p

0

) ïîïàäàþò â îäèí ïîäèíòåðâàë. Òîãäà 2

"

-áëèçêè M [x; y℄ è M [x

0

; y℄, à

âåðîÿòíîñòè äîñòèæåíèÿ âåðøèíû ïðèíÿòèÿ a(xy) è a(x

0

y) 2

2(2+3)"

-áëèçêè.

Ýòî îçíà÷àåò ÷òî,

a(xy)

a(x

0

y)

� 2

�2(2+3)"

:

Åñëè x

0

y ïðèíèìàåòñÿ, òî a(x

0

y) > 0, çíà÷èò

a(xy) � 2

�2(2
+3)"

a(x

0

y) > 0;

ïðè÷åì ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ". Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþ-

áûå äâà ñëîâà x è x

0

òàêèå, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì M [x℄ è M [x

0

℄

ëîãàðè�ìû èõ âåðîÿòíîñòåé log(p) è log(p

0

) èç [�
n; 0℄, òî ýòè ñëîâà ýêâè-

âàëåíòíû. Çíà÷èò íå ýêâèâàëåíòíûìè ìîãóò áûòü òîëüêî " íå ñðàâíèìûå

ñëîâà, ó êîòîðûõ ìàòðèöû âåñîâ ãðà�îâM [x℄ èM [x

0

℄ íå ñîâïàäàþò ïî ïîçè-

öèÿì íóëåâûõ êîìïîíåíò, à òàêèõ ðàçëè÷íûõ ìàòðèö êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî,

ââèäó êîíå÷íîñòè ðàçìåðîâ ìàòðèöû âåñîâ.

Ñâîéñòâî. Åñëè 
 � êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé 2-ÊÍÀ, òî 2


(
+1)

� êîëè-

÷åñòâî ñîñòîÿíèé 1-ÊÄÀ, à çíà÷èò ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

íå ìîæåò ïðåâûøàòü ýòî ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû âåñîâ ãðà�à M [x℄ ìîãóò

ñòîÿòü 1 èëè 0. èõ ìîæíî ðàñïîëîæèòü 2




ñïîñîáàìè, ò.ê. ñòîëüêî âåðøèí

âî âòîðîé äîëè, à ñëîâîì x îïðåäåëÿþòñÿ äóãè, êîòîðûå èäóò èìåííî â ýòó

äîëþ. Äóãè èç +1 âåðøèí îïðåäåëÿþòñÿ ñëîâîì x(Init è 
 � êîí�èãóðàöèè

íà êîíöå ñëîâà x), çíà÷èò ðàçëè÷íûõ ìàòðèö, ìîæåò áûòü âñåãî (2


+1

)




=

2


(
+1)

.

5. Äâóñòîðîííèå êîíå÷íûå âåðîÿòíîñòíûå àâòîìàòû ìîãóò

ðàñïîçíàòü íåðåãóëÿðíûå ÿçûêè

Áîëåå ïîäðîáíî ìîæíî ïîñìîòðåòü èí�îðìàöèþ â ñòàòüå Anne Condon,

Bounded Error Probabilisti
 Finite State Automata. Ïðèâåäåì ëèøü ðåçóëü-

òàòû.

Êîëè÷åñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàñòåò êàê ïîëèíîì n

k

, ãäå n �

äëèíà ñëîâà x, à k � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò 
 � êîëè÷åñòâà ñîñòî-

ÿíèé àâòîìàòà è Æ � íà ñêîëüêî èçîëèðîâàíà òî÷êà ñå÷åíèÿ.

ßçûêè, êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè êîòîðûõ ðàñòóò áûñòðåå, íå ðàñïîçíà-

þòñÿ 2-ÊÂÀ. Íàïðèìåð, íå ðàñïîçíàþòñÿ ÿçûêè ñ ñóïåðïîëèíîìèàëüíûì

n

logn

ðîñòîì ÷èñëà êëàññîâ.
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6. Äâóñòîðîííèå êîíå÷íûå êâàíòîâûå àâòîìàòû

�àññìîòðèì ìîäåëü 2-qfa(2-ÊÊÀ), ñ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ñå÷åíèÿ. Îñî-

áåííîñòü ýòîé ìîäåëè â òîì, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé çàâèñèò

îò n � äëèííû ñëîâà. Ïóñòü 
 = dn, ãäå d = 
onst. Â âåðîÿòíîñòíîì ñëó÷àå

i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû, çàäàþùåé ïîâåäåíèå àâòîìàòà, áûëà ðàñïðåäåëåíèåì

âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùóþ êîí�èãóðàöèþ èç i-é. Çäåñü

âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùóþ êîí�èãóðàöèþ � ýòî âåêòîð èç

êâàäðàòîâ àìïëèòóä, êîòîðûå áóäóò äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ïåðåñå÷å-

íèè ãðàíèöû. À çíà÷èò, ãîâîðÿ î áëèçîñòè ñëîâ, íàäî ãîâîðèòü î áëèçîñòè

ìàòðèö, ñîñòàâëåííûõ èç êâàäðàòîâ àìïëèòóä.

Îïðåäåëèì â êàêèõ ïðèäåëàõ ëåæàò ýëåìåíòû ïîëó÷åííîé ìàòðèöû.

Ëþáîé äâóõñòîðîííèé âåðîÿòíîñòíûé àâòîìàò ñ ðàöèîíàëüíûìè âåðîÿòíî-

ñòÿìè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå àâòîìàòà, âñå âåðîÿòíîñòè â êîòîðîì èç

ìíîæåñòâà f0; 0:5; 1g. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì âåðîÿòíîñòè â äâî-

è÷íîì âèäå è èñïîëüçóÿ ýòî îðãàíèçóþòñÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ. Çäåñü

ìîæíî ïðèìåíèòü òîò æå ñïîñîá. Êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû ïåðåõîäîâ â

êâàíòîâîì àâòîìàòå ïðåäñòàâèì â äâîè÷íîì âèäå. À òàê êàê 2

�1

= (

p

2)

�2

,

2

�2

= (

p

2)

�4

, 2

�3

= (

p

2)

�6

è ò. ä., òî êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî

ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì

p

2, ò. å. ìîæíî ðàññìàòðèâàòü àâòîìàò, ýëåìåíòû

ìàòðèöû ïåðåõîäîâ êîòîðîãî èç f�1;�

1

p

2

; 0;

1

p

2

; 1g. Òîãäà ìèíèìàëüíîå çíà-

÷åíèå àìïëèòóäû ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ áóäåò, 2

�n
=2

, à êâàäðàòà àì-

ïëèòóäû 2

�n


. Çíà÷èò ëîãàðè�ìû âñåõ íå íóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö êâàä-

ðàòîâ ñíèçó îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé �n
, ò. å. log p 2 [�n
; 0℄, òîãäà äëèííà

òàêîãî îòðåçêà dn

2

. Ìàòðèöû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò èçìåðåíèÿì, íå ìî-

ãóò óâåëè÷èòü ýòîò îòðåçîê, ò. ê. ïîñëå èõ ïðèìåíåíèÿ, îäíè èç àìïëèòóä

óâåëè÷èâàþòñÿ, à äðóãèå ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè 0.

Òåîðåìà 3. Êîëè÷åñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè â ÿçûêàõ, ðàñïîçíà-

âàåìûõ 2-ÊÊÀ, ðàñòåò êàê (

d

2

n

3




+ 1)

dn(dn+1)

, ãäå 
 � êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àçîáüåì îòðåçîê [�
n; 0℄ íà ïîäèíòåðâàëû äëèííû ".

Äâà ñëîâà x è x

0

"-áëèçêè, åñëè 2

"

-áëèçêè ñîîòâåòñòâóþùèå M [x℄ è M [x

0

℄,

à çíà÷èò ëîãàðè�ìû èõ âåðîÿòíîñòåé log(p) è log(p

0

) ïîïàäàþò â îäèí ïî-

äèíòåðâàë. Òîãäà 2

"

-áëèçêè M [x; y℄ è M [x

0

; y℄, à âåðîÿòíîñòè äîñòèæåíèÿ

âåðøèíû ïðèíÿòèÿ a(xy) è a(x

0

y) 2

2(2+3)"

-áëèçêè. Ýòî îçíà÷àåò ÷òî,

a(xy)

a(x

0

y)

� 2

�2(2+3)"

:

Åñëè x

0

y ïðèíèìàåòñÿ, òî a(x

0

y) >

1

2

+ Æ, çíà÷èò è a(x

0

y) >

1

2

+ Æ + Æ

1

äëÿ

íåêîòîðîãî íå íóëåâîãî Æ

1

, òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

a(xy) � 2

�2(2
+3)"

a(x

0

y) > 2

�2(2
+3)"

(

1

2

+ Æ + Æ

1

):
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Ïîäáåðåì " òàê, ÷òîáû ñëîâî xy ïðèíèìàëîñü, ò. å. a(xy) >

1

2

+ Æ. Òîãäà

2

�2(2
+3)"

(

1

2

+ Æ + Æ

1

) >

1

2

+ Æ:

Îòêóäà

" < � log

2

1

2

+ Æ

1

2

+ Æ + Æ

1

.

2(2
+ 3):

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè " <







.

Çàìåíèì â ìàòðèöàõ ãðà�îâ M [x℄ è M [x

0

℄ íå íóëåâûå âåðîÿòíîñòè íà

íîìåðà "-èíòåðâàëîâ, â êîòîðûå îíè ïîïàäàþò, òîãäà "-áëèçîñòü ñëîâ ýê-

âèâàëåíòíî ðàâåíñòâó òàêèõ ìàòðèö. Â êàæäîé ÿ÷åéêè ìîãóò áûòü ÷èñ-

ëà îò 0 äî 
n=", òàêèõ ïîçèöèé 
(
 + 1), à çíà÷èò ðàçëè÷íûõ ìàòðèö

(

d

2

n

3




+ 1)

dn(dn+1)

= 2

dn(dn+1)(3 logn+


1

)

.

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âðåìÿ ðàáîòû àâòîìàòà îãðàíè÷èâàåòñÿ ïîëè-

íîìîì t(n). Â ýòîì ñëó÷àå âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû âåñîâ ãðà�àM[x℄, ìåíüøèå

t(n)

�2

ìîæíî çàìåíèòü íà 0. Â õóäøåì ñëó÷àå ÷åðåç ãðàíèöó àâòîìàò ïðîé-

äåò t(n) ðàç, à çíà÷èò â âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ òàêèå ýëåìåíòû âíåñóò âêëàä

íå áîëüøå, ÷åì t(n)

�1

, íà ýòî ÷èñëî ìîæíî óìåíüøèòü îøèáêó è òîãäà îíè

íå áóäóò íè êàê âëèÿòü íà ïðèíèìàåìîñòü ñëîâà.

Òàêèì îáðàçîì âñå ýëåìåíòû p ìàòðèöû âåñîâ ãðà�à M [x℄ íàõîäÿòñÿ â

èíòåðâàëå [t(n)

�2

; 1℄, à èõ ëîãàðè�ìû â èíòåðâàëå [�2 log(t(n)); 0℄. Òîãäà

êîëè÷åñòâî "-èíòåðâàëîâ ðàâíî

2 log(t(n))

"

=

2 log(t(n))





=

2 log(t(n))dn




, à çíà÷èò

êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

(

2 log(t(n))dn




+ 1)

dn(dn+1)

= 2

dn(dn+1)(log(n)+log(log(t(n)))+


1

)

:

Ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàñïîçíàâàòü òàêèå ÿçûêè êàê ýêâèâàëåíòíîñòü

èëè ïàëèíäðîì.

Î �ÀÑØÈ�ÅÍÈÈ ÒÈÏÎÂ È��ÎÂÎ�Î

ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß Â ßÇÛÊÅ È��ÎÂÛÕ

Ï�Î��ÀÌÌ

�.Â.Õåëåìåíäèê (Ìîñêâà)

Èãðîâàÿ ïðîãðàììà (ÈÏ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíûé ãðà�, êîòî-

ðûé îïèñûâàåò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ ïðè âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ñòîðîí.

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ÈÏ äëÿ çàäàííûõ óñëîâèé: íà÷àëüíûõ çíà-

÷åíèé ïåðåìåííûõ, íàáîðà �óíêöèé (�õîäîâ�), òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ è öåëè,
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çàïèñûâàåìîé �îðìóëîé ëîãèêè âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè. Ïðè ýòîì ñòðàòåãèÿ,

îïèñûâàåìàÿ ÈÏ (â ñëó÷àå å�å ñóùåñòâîâàíèÿ), ñ÷èòàåòñÿ âûèãðûøíîé, åñëè

äëÿ ýòîé ÈÏ âûïîëíåíû âñå êîìïîíåíòû çà�èêñèðîâàííîãî óñëîâèÿ.

Ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà î âûðàçèòåëüíûõ âîçìîæíîñòÿõ ÿçûêîâ ÈÏ

(ñì. [1℄) è ëîãèêè âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè (ñì. [2℄) âûÿñíèëîñü, ÷òî ïåðâûé

ÿçûê ñëàáåå âòîðîãî. À èìåííî: íå äëÿ âñÿêîé âûïîëíèìîé �îðìóëû, ÿâ-

ëÿþùåéñÿ öåëüþ â óñëîâèè âçàèìîäåéñòâèÿ, ìîæíî ïîäîáðàòü íà÷àëüíûå

çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, èãðîâîå âçàèìîäåéñòâèå è õîäû ñòîðîí, ÷òîáû ñóùå-

ñòâîâàëà ÈÏ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óñëîâèþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â íàñòîÿùåé

ðàáîòå äëÿ ÿçûêà ÈÏ ââåäåíî ðàñøèðåíèå òèïîâ èãðîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

(ââåäåíû òèï �ìàêñèìàëüíîãî âûáîðà� è �âåðøèíà-âûáèðàòåëü�) è óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî ïðè òàêîì ðàñøèðåíèè âûðàçèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ÿçûêîâ ÈÏ

è ëîãèêè âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè ýêâèâàëåíòíû.

Èãðîâûå ïðàâèëà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y = fy

1

; : : : ; y

n

g, n � 4, êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðå-

ìåííûõ, y =< y

1

; : : : ; y

n

> � íàáîð ïåðåìåííûõ y

1

; : : : ; y

n

; A = f0; : : : ; k �

1g [ f2; 3g, k � 2, � êîíå÷íóþ îáëàñòü çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èç ìíîæå-

ñòâà Y , �

Æ

=< �

Æ

1

; : : : ; �

Æ

n

> � íàáîð çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ, 0 � �

Æ

1

� 2,

0 � �

Æ

j

� 3, 2 � j � 3, 0 � �

Æ

j

� k�1, 4 � j � n;W, B � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà

÷àñòè÷íûõ n-ìåðíûõ �óíêöèé íàçûâàåìûõ, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâàìè

õîäîâ áåëûõ è ÷�åðíûõ. ×åðåç F

w

Æ

(F

b

Æ

) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî �óíêöèé èç W

(B), îïðåäåë�åííûõ íà íàáîðå �

Æ

. Âûäåëåííûé íàáîð �

Æ

0

íàçîâåì íà÷àëü-

íûì. Ïÿò�åðêó R = hY;A; �

Æ

0

;W;Bi áóäåì íàçûâàòü èãðîâûìè ïðàâèëàìè

èëè R-ïðàâèëàìè.

Èãðîâîå âçàèìîäåéñòâèå

Èãðîâîå âçàèìîäåéñòâèå õàðàêòåðèçóåò êëàññ ÈÏ ñîãëàñíî èõ ñòðóêòó-

ðå. Ïåðåìåííàÿ y

1

óïðàâëÿåò î÷åðåäíîñòüþ õîäîâ áåëûõ è ÷�åðíûõ. Åñëè

y

1

= 0 (y

1

= 1), òî õîä áåëûõ (÷�åðíûõ), à åñëè y

1

= 2, òî ìîæåò áûòü êàê

õîä áåëûõ, òàê è õîä ÷�åðíûõ. Ïåðåìåííàÿ y

2

(y

3

) îïðåäåëÿåò íàøè âçàè-

ìîòíîøåíèÿ ñ âûáîðîì õîäîâ áåëûõ (÷�åðíûõ). Åñëè y

2

= 0 (y

3

= 0), òî

ýòî îòíîøåíèå �äîâåðèÿ�, êîãäà ìû ìîæåì âûáðàòü íàèáîëåå óäîáíûé õîä

áåëûõ (÷�åðíûõ) ñ òî÷êè çðåíèÿ äîñòèæåíèÿ öåëè (ñì. íèæå). Åñëè y

2

= 1

(y

3

= 1), òî ýòî îòíîøåíèå �ïðîñ÷èòûâàíèÿ�, êîãäà äëÿ äîñòèæåíèÿ íàøåé

öåëè ïðèä�åòñÿ ïðåäóñìîòðåòü êàæäûé èç âîçìîæíûõ õîäîâ áåëûõ (÷�åðíûõ).

Åñëè y

2

= 2 (y

3

= 2), òî ýòî îòíîøåíèå "ìàêñèìàëüíîãî âûáîðà", êîãäà ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî âîçìîæíûõ õîäîâ áåëûõ (÷�åðíûõ), ïðè-

÷�åì êàæäûé õîä èç ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæåò áûòü ïðîäóáëèðîâàí êîíå÷íîå

÷èñëî ðàç. Åñëè y

2

= 3 (y

3

= 3), òî âîçìîæåí ëþáîé èç ýòèõ âàðèàíòîâ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåìåííûõ y

1

; y

2

; y

3

òåïåðü ìîæíî çàäàâàòü èãðîâûìè

ïðàâèëàìè ïðîèçâîëüíûé òèï âçàèìîäåéñòâèÿ, â òîì ÷èñëå è òàêèå òèïû,

êîòîðûå óïðàâëÿþòñÿ õîäàìè ñòîðîí.
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Èãðîâàÿ ïðîãðàììà

Èãðîâàÿ ïðîãðàììà (ÈÏ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ R-ïðàâèëàì, åñòü ñâÿçíûé

êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðà� P ñ âåðøèíàìè ñëåäóþùèõ âèäîâ: ïðå-

îáðàçîâàòåëÿìè, âåòâèòåëÿìè, âûáèðàòåëÿìè è �èíàëüíûìè âåðøèíàìè.

Êàæäàÿ íå �èíàëüíàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàòåëåì (âåòâèòåëåì,

âûáèðàòåëåì) áåëûõ, ëèáî ÷�åðíûõ.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå ÈÏ îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè. Äëÿ êàæäîé âåðøè-

íû v

�

Æ

;x

r

r

ýòîãî ãðà�à íèæíèé èíäåêñ óíèêàëåí, �

Æ

åñòü íàáîð çíà÷åíèé

ïåðåìåííûõ â ýòîé âåðøèíå, à x

r

ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñëåäóþùèõ âûðàæå-

íèé, îïðåäåëÿþùèõ âèä äàííîé âåðøèíû.

� x

r

åñòü 
. Òîãäà âåðøèíà v

�

Æ

;


r

�èíàëüíàÿ. Îíà íå èìååò âûõîäÿùèõ äóã.

� x

r

åñòü f

w

t

(f

b

t

), ãäå f

w

t

2 F

w

Æ

� W (f

b

t

2 F

b

Æ

� B). Òîãäà âåðøèíà

v

�

Æ

;f

w

t

r

(v

�

Æ

;f

b

t

r

) íàçûâàåòñÿ áåëûì (÷�åðíûì) ïðåîáðàçîâàòåëåì. Èç ýòîãî ïðå-

îáðàçîâàòåëÿ âûõîäèò åäèíñòâåííàÿ äóãà, ïîìå÷åííàÿ ñèìâîëîì f

w

t

(f

b

t

), è

ýòà äóãà âõîäèò â íåêîòîðóþ âåðøèíó v

�

Æ

0

t

;x

r

0

t

r

0

t

ñî çíà÷åíèåì �

Æ

0

t

= f

w

t

(�

Æ

)

(�

Æ

0

t

= f

b

t

(�

Æ

)). Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå jF

w

Æ

j > 1 (jF

b

Æ

j > 1) â êà÷åñòâå �óíê-

öèè f

w

t

(f

b

t

) äîïóñêàåòñÿ ëþáîé ýëåìåíò F

w

Æ

(F

b

Æ

).

� x

r

åñòü F

w

Æ

(F

b

Æ

), è jF

w

Æ

j � 1 (jF

b

Æ

j � 1). Òîãäà âåðøèíà v

�

Æ

;F

w

Æ

r

(v

�

Æ

;F

b

Æ

r

)

íàçûâàåòñÿ áåëûì (÷�åðíûì) âåòâèòåëåì. Òîãäà èç ýòîé âåðøèíû âûõîäèò

h = jF

w

Æ

j (h = jF

b

Æ

j) äóã, ïîìå÷åííûõ ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëàìè f

w

t

(f

b

t

), ãäå

f

w

t

2 F

w

Æ

�W (f

b

t

2 F

b

Æ

� B), è ýòè äóãè âõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî â âåðøèíû

v

�

Æ

0

t

;x

r

0

t

r

0

t

ñî çíà÷åíèÿìè �

Æ

0

t

= f

w

t

(�

Æ

) (�

Æ

0

t

= f

b

t

(�

Æ

)).

� x

r

åñòü F

w

�

(F

b

�

), è F

w

�

� F

w

Æ

, jF

w

�

j � 1 (F

b

�

� F

b

Æ

, jF

b

�

j � 1). Òîãäà âåð-

øèíà v

�

Æ

;F

w

�

r

(v

�

Æ

;F

b

�

r

) íàçûâàåòñÿ áåëûì (÷�åðíûì) âûáèðàòåëåì. Òîãäà èç

ýòîé âåðøèíû âûõîäèò h = jF

w

�

j (h = jF

b

�

j) âèäîâ äóã, ïîìå÷åííûõ ñîîò-

âåòñòâåííî ñèìâîëàìè f

w

t

(f

b

t

), ãäå f

w

t

2 F

w

Æ

� W (f

b

t

2 F

b

Æ

� B), è ýòè

äóãè âõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî â âåðøèíû v

�

Æ

0

t

;x

r

0

t

r

0

t

ñî çíà÷åíèÿìè �

Æ

0

t

= f

w

t

(�

Æ

)

(�

Æ

0

t

= f

b

t

(�

Æ

)). Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç h âèäîâ äóã f

w

t

(f

b

t

) ìîæåò áûòü ïðî-

äóáëèðîâàíà êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç è âåñòè êàê â óæå èìåþùóþñÿ, òàê è â

íîâóþ âåðøèíó, çíà÷åíèåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ �

Æ

0

t

.

Åñëè �

Æ

1

= 0 è F

w

Æ

= ;, èëè �

Æ

1

= 1 è F

b

Æ

= ;, èëè �

Æ

1

= 2 è F

w

Æ

[ F

w

Æ

= ;,

òî âåðøèíà ñ íàáîðîì �

Æ

ÿâëÿåòñÿ �èíàëüíîé: v

�

Æ

;


r

.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåðøèíà v

�

Æ

;


x

r

�èíàëüíîé íå ÿâëÿåòñÿ, è âîçìîæ-

íûé åå âèä (èíäåêñ x

r

) íàõîäèòñÿ ïî òàáëèöå 1, îõâàòûâàþùåé âñå âîçìîæ-

íûå êîìáèíàöèè çíà÷åíèé �

Æ

1

, �

Æ

2

, �

Æ

3

.
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Öåëü â ÈÏ

Öåëü â ÈÏ åñòü �îðìóëà �

�

ëîãèêè âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè (ñì. [2℄), â

êîòîðîé ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ âèäà

(y

j

= l), ãäå y

j

2 Y , j � 4, l � (k � 1).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñèíòåçà ÈÏ

Ïóñòü U = hR;�

�

i. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÈÏ P

U

óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ U , åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò R-ïðàâèëàì è â íåé èñòèííà �îðìóëà �

�

.

Ñóùåñòâóåò ëè ÈÏ P

U

, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ U? Åñëè ñóùåñòâóåò, òî

íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü õîòÿ áû îäíó ÈÏ.

Òàáëèöà 1

�

Æ

1

�

Æ

2

�

Æ

3

x

r

0 0 0,1,2,3 f

w

t

1 0,1,2,3 0 f

b

t

0 1 0,1,2,3 F

w

Æ

1 0,1,2,3 1 F

b

Æ

0 2 0,1,2,3 F

w

�

1 0,1,2,3 2 F

b

�

0 3 0,1,2,3 f

w

t

èëè F

w

Æ

èëè F

w

�

1 0,1,2,3 3 f

b

t

èëè F

b

Æ

èëè F

b

�

2 0 0 f

w

t

èëè f

b

t

2 0 1 f

w

t

èëè F

b

Æ

2 0 2 f

w

t

èëè F

b

�

�

Æ

1

�

Æ

2

�

Æ

3

x

r

2 1 0 F

w

Æ

èëè f

b

t

2 1 1 F

w

Æ

èëè F

b

Æ

2 1 2 F

w

Æ

èëè F

b

�

2 2 0 F

w

�

èëè f

b

t

2 2 1 F

w

�

èëè F

b

Æ

2 2 2 F

w

�

èëè F

b

�

2 0 3 f

w

t

èëè f

b

t

èëè F

b

Æ

èëè F

b

�

2 1 3 F

w

Æ

èëè f

b

t

èëè F

b

Æ

èëè F

b

�

2 2 3 F

w

�

èëè f

b

t

èëè F

b

Æ

èëè F

b

�

2 3 0 f

w

t

èëè F

w

Æ

èëè F

w

�

èëè f

b

t

2 3 1 f

w

t

èëè F

w

Æ

èëè F

w

�

èëè F

b

Æ

2 3 2 f

w

t

èëè F

w

Æ

èëè F

w

�

èëè F

b

�

2 3 3 f

w

t

èëè F

w

Æ

èëè F

w

�

èëè f

b

t

èëè F

b

Æ

èëè F

b

�
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Òåîðåìû î ñîîòâåòñòâèè

Ïóñòü çàäàíî óñëîâèå U = hR;�

�

i, m = dlog

2

ke. Ââåä�åì m(n� 3) ïðîïî-

çèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ p

1

; : : : ; p

m(n�3)

. Çàìåíèì â �îðìóëå �

�

êàæäîå

óòâåðæäåíèå (y

j

= l) íà êîíúþíêöèþ m ìíîæèòåëåé p

�

j;l;i

m(j�4)+i

, 1 � i � m,

ãäå p

�

j;l;i

m(j�4)+i

åñòü p

m(j�4)+i

, åñëè â äâîè÷íîé çàïèñèm ðàçðÿäàìè ÷èñëà l íà

i-ì ìåñòå ñòîèò 1 (â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííóþ p

m(j�4)+i

áóäåì íàçûâàòü ïî-

ëîæèòåëüíî âõîäÿùåé äëÿ óòâåðæäåíèÿ y

j

= l), è p

�

j;l;i

m(j�4)+i

åñòü :p

m(j�4)+i

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîëó÷åííóþ �îðìóëó � ëîãèêè âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè

íàçîâ�åì �îðìóëîé, ñîîòâåòñòâóþùåé �

�

.

Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ÈÏ P

U

, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ U =

hR;�

�

i, òî �îðìóëà �, ñîîòâåòñòâóþùàÿ �

�

, âûïîëíèìà.

Ïóñòü äàíà �îðìóëà ëîãèêè âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè �, è p

1

; : : : ; p

m

- âñå

âñòðå÷àþùèåñÿ â íåé ðàçëè÷íûå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå. Ïîëîæèì

Y = hy

1

; : : : ; y

n

i, n = m + 3, A = f0; 1; 2; 3g, k = 2. Çàìåíèì êàæäóþ ïîä-

�îðìóëó �îðìóëû � ñ ÷�åòíûì (â ÷àñòíîñòè, íóëåâûì) ÷èñëîì îòðèöàíèé,

íåïîñðåäñòâåííî ñòîÿùèõ ïåðåä ïåðåìåííîé p

j

, íà ïîä�îðìóëó (y

j+3

= 1),

à êàæäóþ ïîä�îðìóëó ñ íå÷�åòíûì ÷èñëîì îòðèöàíèé, íåïîñðåäñòâåííî ñòî-

ÿùèõ ïåðåä ïåðåìåííîé p

j

� íà ïîä�îðìóëó (y

j+3

= 0). Ïîëó÷åííóþ �îð-

ìóëó îáîçíà÷èì ÷åðåç �

�

. Â óñëîâèè U = hR;�

�

i òðîéêó K = hY;A;�

�

i ñ

çà�èêñèðîâàííûìè è îïðåäåëå�ííûìè âûøå êîìïîíåíòàìè íàçîâ�åì êàðêà-

ñîì (óñëîâèÿ U), ñîîòâåòñòâóþùèì �îðìóëå �.

Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíèìîé �îðìóëå � ñîîòâåòñòâóåò êàðêàñ K =

hY;A;�

�

i óñëîâèÿ U , òî âîçìîæíî òàêîå äîîïðåäåëåíèå óñëîâèÿ U , ÷òî

ñóùåñòâóåò ÈÏ P

U

, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óñëîâèþ.

Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî òåïåðü â ÿçûêàõ ÈÏ è ëîãèêè âåòâÿùåãîñÿ

âðåìåíè ìîãóò áûòü ðåøåíû îäíè è òå æå çàäà÷è. Â òî æå âðåìÿ ÿçûê ÈÏ

ïðåäîñòàâëÿåò áîëåå øèðîêèå ñðåäñòâà äëÿ ñòðóêòóðèçàöèè çàïèñè çàäà÷è

â ðàìêàõ ñëåäóþùåãî ïîäõîäà: óêàçàíèå íà÷àëüíîé ñèòóàöèè; îïðåäåëåíèå

ïðàâèë å�å èçìåíåíèÿ è òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ; ïîñòàíîâêà öåëè.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû �óíäàìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê �ÀÍ �Àëãåáðàè÷å-

ñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè� (ïðîåêò �Îï-

òèìàëüíûé ñèíòåç óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì�).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Õåëåìåíäèê �. Â. Î ðàñøèðåíèè ëîãè÷åñêîãî ÿçûêà èãðîâûõ ïðîãðàìì

è ðåøåíèè çàäà÷è ñèíòåçà. // Ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêà ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì:

Ìàòåðèàëû ðîññèéñêîé øêîëû-ñåìèíàðà. � Èðêóòñê, Èçäàòåëüñòâî �ÎÓ
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ÂÏÎ �Èðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò�, 2006. Ñ.

108�112.

2. Õåëåìåíäèê �. Â. Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ �îðìóë ëîãèêè âåòâÿ-

ùåãîñÿ âðåìåíè è ý��åêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âûâîäîâ îáùåçíà-

÷èìûõ �îðìóë èç àêñèîì. // Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè. Âûï.

15: Ñáîðíèê ñòàòåé / Ïîä ðåä. Î.Á.Ëóïàíîâà. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2006. Ñ.

217�266.

Î ÌÍÎ�Îß�ÓÑÍÛÕ ÔÎ�ÌÓËÀÕ

Ä.Þ.×åðóõèí (Ìîñêâà)

�àññìàòðèâàþòñÿ áóëåâû ñõåìû èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÑÔÝ,

[1℄). Âåòâëåíèåì âåðøèíû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ð¼áåð, èñõîäÿùèõ èç ýòîé âåð-

øèíû; â ÷àñòíîñòè, â âåòâëåíèè ó÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî âûõîäîâ, êîòîðûì ñî-

îòâåòñòâóåò ýòà âåðøèíà (íà êîòîðûå "ïîäà¼òñÿ ñèãíàë"èç ýòîé âåðøèíû).

Íàïðèìåð, åñëè èç âåðøèíû âûõîäèò 2 ðåáðà, âåäóùèõ â äðóãèå âåðøèíû

ñõåìû è, êðîìå òîãî, âåðøèíà ñîîòâåòñòâóåò òð¼ì âûõîäàì ñõåìû, òî å¼

âåòâëåíèå ðàâíî 5.

Âåðøèíà íàçûâàåòñÿ óçëîâîé, åñëè ëèáî îíà ÿâëÿåòñÿ âõîäîì ñõåìû, ëè-

áî å¼ âåòâëåíèå áîëüøå åäèíèöû. ÑÔÝ S íàçûâàåòñÿ k-ÿðóñíîé �îðìóëîé,

åñëè â ëþáîì îðèåíòèðîâàííîì ïóòè â S ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå k óçëîâûõ

âåðøèí. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè óçëîâûå âåðøèíû ìîæíî ðàçáèòü íà k ÿðó-

ñîâ òàê, ÷òî âíóòðè êàæäîãî ÿðóñà âåðøèíû ïîïàðíî íåñðàâíèìû â ñìûñëå

åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà â îðèåíòèðîâàííîì ãðà�å.

Îäíîÿðóñíûå �îðìóëû ñîîòâåòñòâóþò îáû÷íûì �îðìóëàì, ò. å. ñõåìàì

áåç âåòâëåíèÿ (ìîãóò âåòâèòüñÿ òîëüêî âõîäû). Ñëîæíîñòüþ k-ÿðóñíîé �îð-

ìóëû ÿâëÿåòñÿ ñóììà âåòâëåíèé óçëîâûõ âåðøèí. Òàêàÿ ìåðà ñëîæíîñòè

åñòåñòâåííà äëÿ �îðìóë; â ñëó÷àå k = 1 îíà ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì âõîæäåíèé

ïåðåìåííûõ â �îðìóëó. Ïóñòü L

k

B

� ìåðà ñëîæíîñòè �óíêöèé (îïåðàòîðîâ)

â êëàññå k-ÿðóñíûõ �îðìóë â êîíå÷íîì áàçèñå B, L

k

B

� ñîîòâåòñòâóþùàÿ

�óíêöèÿ Øåííîíà [1℄.

Òåîðåìà 1. Â ëþáîì áàçèñå B ïðè k > 2

L

k

B

(n) �

2

n

n

:

Òåîðåìà 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî íà÷èíàÿ ñ 2-õ ÿðóñîâ �óíêöèÿ Øåííîíà

àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íîé �óíêöèåé äëÿ ÑÔÝ (ÑÔÝ ìîæíî
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ðàññìàòðèâàòü êàê �îðìóëó ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ÿðóñîâ). Çàìåòèì,

÷òî [1℄

L

1

B

(n) �

2

n

log

2

n

:

Ïóñòü F = (f

1

; : : : ; f

m

) � îïåðàòîð, çàâèñÿùèé îò äâóõ íàáîðîâ ïåðåìåí-

íûõ: X = (x

1

; : : : ; x

k

) è Y = (y

1

; : : : ; y

l

). �àçëîæèì f

j

â ïîëèíîì Æåãàëêè-

íà [8℄ ïî ïåðåìåííûì X :

f

j

= f

0

j

� f

1

j

x

1

� : : :� f

k

j

x

k

� f

0

j

;

ãäå êàæäàÿ èç �óíêöèé f

i

j

çàâèñèò òîëüêî îò Y , f

0

j

� íåëèíåéíàÿ ïî X

÷àñòü.

Ïóñòü M

1

; : : : ;M

k

, M

1

; : : : ;M

m

� ìíîæåñòâà �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò

ïåðåìåííûõ Y è îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì: êàæäàÿ �óíêöèÿ f

i

j

âû÷èñëèìà

÷åðåç �óíêöèè èç ìíîæåñòâàM

i

[M

j

, ò. å. ïðåäñòàâèìà â âèäå h(g

1

; : : : ; g

t

),

ãäå fg

1

; : : : ; g

t

g � M

i

[M

j

, h 2 P

2

. Òîãäà íàáîð (M

1

; : : : ;M

k

; M

1

; : : : ;M

m

)

íàçîâ¼ì F -òàáëèöåé. ×åðåç L

0

(F ) îáîçíà÷èì ìèíèìóì ïî âñåì F -òàáëèöàì

ñóììû

P

i

jM

i

j+

P

j

jM

j

j.

Òåîðåìà 2. Â ëþáîì áàçèñå B

L

2

B

(F ) > L

0

(F ):

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü F

n

� ëþáîé èç îïåðàòîðîâ: óìíîæåíèå ìàòðèö,

óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ, öèêëè÷åñêàÿ ñâ¼ðòêà; n � ÷èñëî åãî âõîäîâ. Òîãäà

â ëþáîì áàçèñå B

L

2

B

(F

n

) = 
(n

3=2

):

Òåîðåìà 2 ìîæåò áûòü îáîáùåíà [5, 6℄ íà êëàññ ÑÔÝ ãëóáèíû 2 â áàçèñå

èç âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé. Èçâåñòíûå äëÿ ýòîãî êëàññà íèæíèå îöåíêè âèäà


(n

ln

2

n

ln lnn

) ñëåäóþò èç ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ãðà�îâ [10℄.

Ïóñòü F = (F

1

; : : : ; F

k

) � áóëåâ îïåðàòîð, ðàçáèòûé íà k îïåðàòîðîâ è

çàâèñÿùèé îò íàáîðà ïåðåìåííûõ X = (X

1

; : : : ; X

k

), ðàçáèòîãî íà k íàáî-

ðîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(F

i

; X

j

) ìíîæåñòâî ïîäîïåðàòîðîâ, ïîëó÷åííûõ èç

F

i

ïðè âñåâîçìîæíûõ ïîäñòàíîâêàõ êîíñòàíò âìåñòî âñåõ ïåðåìåííûõ, íå

âõîäÿùèõ â íàáîð X

j

.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî áàçèñà B ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà 


0

B

òàêàÿ,

÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà F , ñóùåñòâåííî çàâÿñÿùåãî îò âñåõ ïåðåìåííûõ

èç X

L

2

B

(F ) > 


0

B

k

X

i=1

log

2

jD(F

i

; X

i

)j:
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Òåîðåìà 3 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà Íå÷èïîðóêà äëÿ �îðìóë [2℄. Îíà

ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè âèäà 
(

n

2

logn

), íàïðèìåð, äëÿ

îïåðàòîðà, ñîñòîÿùåãî èç îäèíàêîâûõ �óíêöèé Íå÷èïîðóêà (÷èñëî �óíê-

öèé ðàâíî ÷èñëó ïåðåìåííûõ).

Îáîçíà÷èì �

n

= x

1

� : : :� x

n

. Äëÿ ëþáîãî k > 1 ââåä¼ì �óíêöèþ

'

k

(x) =

1

1� (1� 1=x)

k

:

Òåîðåìà 4. [7℄ Ïóñòü B � áàçèñ, 
 > 1. Òîãäà:

à) åñëè

L

1

B

(�

n

) = O(n




);

òî äëÿ ëþáîãî k

L

k

B

(�

n

) = O(n

'

k

(
)

):

á) åñëè áàçèñ B îáëàäàåò ýêñïîíåíòîé ñæàòèÿ (shrinkage exponent)

[7; 9℄ 
, òî äëÿ ëþáîãî k

L

k

B

(�

n

) = 
(n

'

k

(
)

):

Òåîðåìà 4 óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó íèæíèìè è âåðõíèìè îöåíêàìè

ñëîæíîñòè �óíêöèè �

n

â êëàññå �îðìóë è ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêàìè

â êëàññå ìíîãîÿðóñíûõ �îðìóë. Çàìåòèì, ÷òî íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè

�óíêöèè �

n

â êëàññå �îðìóë òðàäèöèîííî ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòî-

äà Ñóááîòîâñêîé [3,4℄ è èç ïîäîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà îáû÷íî èçâëåêàåòñÿ

èí�îðìàöèÿ î íèæíåé îöåíêå ýêñïîíåíòû ñæàòèÿ.

Ïóñòü M

�

� ìíîæåñòâî áóëåâûõ �óíêöèé, âîçðàñòàþùèõ èëè óáûâàþ-

ùèõ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Äëÿ ìåð ñëîæíîñòè �

1

, �

2

îáîçíà÷èì ÷åðåç

�

1

6 �

2

îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà �

1

= O(�

2

) (ò. å. 8f 2 P

2

�

1

(f) =

O(�

2

(f))).

Òåîðåìà 5. [7℄ à) Äëÿ ëþáîãî áàçèñà B � M

�

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü k

1

; k

2

; : : : òàêàÿ, ÷òî

L

k

1

B

> L

k

2

B

> : : :

á) Äëÿ áàçèñà B

0

= f&;_;:g

L

1

B

0

> L

2

B

0

> : : :

â) Äëÿ êàæäîãî k ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàçèñîâ B

1

; B

2

: : :

òàêàÿ, ÷òî

L

k

B

1

> L

k

B

2

> : : :
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Òåîðåìà 5 ñëåäóåò èç òåîðåìû 4 è èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ îá ýêñïîíåíòå

ñæàòèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ [3,9℄.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîãî áàçèñà B è ëþáûõ k; l

L

k

B

= (L

l

B

)

O(1)

:

Îáîçíà÷èì ln

(s)

(x) = ln ln : : : ln(x), ãäå ÷èñëî ëîãàðè�ìîâ ðàâíî s, s > 0.

Ñêàæåì, ÷òî ìåðû ñëîæíîñòè �

1

è �

2

s-ýêâèâàëåíòíû, åñëè

9C 8f 2 P

2

j ln

(s)

(�

1

(f))� ln

(s)

(�

2

(f))j 6 C:

Ñêàæåì, ÷òî ìåðû ñëàáî ýêâèâàëåíòíû, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî s îíè s-ýêâè-

âàëåíòíû.

Çàìåòèì, ÷òî 1-ýêâèâàëåíòíîñòü åñòü ñîâïàäåíèå ïî ïîðÿäêó (ýòî îòíî-

øåíèå èññëåäóåòñÿ â òåîðåìå 5), 2-ýêâèâàëåíòíîñòü åñòü ïîëèíîìèàëüíàÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü (êàê â òåîðåìå 6). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìåðû ñëîæíîñòè

ìíîãîÿðóñíûõ �îðìóë è êîíòàêòíî-âåíòèëüíûõ ñõåì (à òàêæå èõ îãðàíè÷å-

íèé � êîíòàêòíûõ ñõåì, âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì è ò. ä.) 3-ýêâèâàëåíòíû. Â

òî æå âðåìÿ, âîïðîñ î ñëàáîé ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ ìåð ñ ìåðîé ñëîæíîñòè

ÑÔÝ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 05�01�

00994), ïðîãðàììû "Óíèâåðñèòåòû �îññèè"(ïðîåêò Ó�.04.02.528) è ïðî-

ãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô (ïðîåêò ÍØ�1807.2003.1).
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Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÔÓÍÊÖÈÉ Ñ "ÌÀËÛÌ ×ÈÑËÎÌ

ÅÄÈÍÈÖ" Â ÊËÀÑÑÅ ÊÍÔ

Ñ.Å.×åðóõèíà (Ìîñêâà)

Â ðàáîòå [1℄ äëÿ �óíêöèé f(x

1

; : : : ; x

n

) èç ñåìåéñòâà R

n;k

(îáðàùàþùèõ-

ñÿ â åäèíèöó íà k íàáîðàõ) áûëî äîêàçàíî, ÷òî â êëàññå �îðìóë â áàçèñå

f&;_;:g èõ ñëîæíîñòü íå ïðåâîñõîäèò 2n+ k2

k�1

. Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ

àâòîðà ðàáîòû [1℄, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â êëàññå ÊÍÔ ñëîæíîñòü áóäåò

îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé 2n+ 2

k�2

2

2

k�1

.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä, ðàññìîòðåííûé â [2℄, âåðõíÿÿ îöåíêà ñóùåñòâåííî ïî-

íèæàåòñÿ äî 2n+
k

2

2

k

+k2

k�1

. Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ �óíêöèîíàëà L(n; k) =

maxL(f) (ïî âñåì �óíêöèÿì èç R

n;k

) ñëåäóåò èç äîêàçûâàåìîé äàëåå òåî-

ðåìû.

Òîãäà äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé k (òî÷íåå, äëÿ k 6 log n +

1

2

log logn)

âåðíî

2n+ 


1

2

k

p

k

6 L(n; k) 6 2n+ 


2

k

2

2

k

:

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ k 6 logn� 2 log logn�  (n);  (n)!1; n!1, âåðíî

L(n; k) � 2n:

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðóþ áóëåâó �óíêöèþ f(x

1

; : : : ; x

n

), ïðè-

íèìàþùóþ çíà÷åíèå 1 íà k + 2 íàáîðàõ. Ýòè íàáîðû ñîñòàâëÿþò ìàòðèöó

M �óíêöèè f . Îöåíèì ñíèçó ñëîæíîñòü òàêîé �óíêöèè �îðìóëàìè âèäà

ÊÍÔ.

Äëÿ óäîáñòâà äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå ñàìó �óíêöèþ f ,

à åå îòðèöàíèå �

�

f è ðåàëèçàöèþ

�

f �îðìóëàìè ÄÍÔ. Ïðè ýòîì ìàòðèöà

M ñîäåðæèò íàáîðû, íà êîòîðûõ

�

f ðàâíà íóëþ.

Îïðåäåëåíèå. Äâà ñòîëáöà ìàòðèöû M íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæå-

íèè, åñëè â ñòðîêàõ ïîäìàòðèöû, èìè ñîñòàâëÿåìîé, âñòðå÷àþòñÿ âñå

÷åòûðå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè èç 0 è 1.
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Ëåììà 1. Ïóñòü x

i

� ïåðåìåííàÿ �óíêöèè

�

f(x

1

; : : : ; x

n

); n > 2, à

òàêæå:

a) ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñòðîêàìè ìàòðèöûM íå ìåíüøå

2;

á) ñòîëáåö, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåìåííîé x

i

, íàõîäèòñÿ â îáùåì ïî-

ëîæåíèè ñ ëþáûì äðóãèì ñòîëáöîì èç M .

Òîãäà â ëþáîé ÄÍÔ äëÿ

�

f êàê ïåðåìåííàÿ x

i

, òàê è åå îòðèöàíèå âñòðå-

÷àþòñÿ íå ìåíåå äâóõ ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå ïî îäíîìó ðàçó x

i

è �x

i

âñòðå÷àþòñÿ â ëþáîé ÄÍÔ, ðåàëèçóþùåé

�

f . Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ï. á),

�óíêöèÿ

�

f ðàâíà 0 íà íåêîòîðîì íàáîðå ~� ñ �

i

= 1. Íà íàáîðå

~

�, îòëè÷àþ-

ùåìñÿ îò íàáîðà ~� òîëüêî i-é êîîðäèíàòîé (�

i

= 0), â ñèëó ï. à),

�

f(

~

�) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ

�

f íå âîçðàñòàåò ïî ïåðåìåííîé x

i

, à çíà÷èò, �x

i

ñîäåðæèòñÿ â ëþáîé ÄÍÔ äëÿ

�

f . Àíàëîãè÷íî ñóùåñòâóþò íàáîðû ~� ñ êîîð-

äèíàòîé �

i

= 0 è

~

� ñ êîîðäèíàòîé �

i

= 1, �(~�;

~

�) = 1, íà êîòîðûõ

�

f(~�) = 0

è

�

f(

~

�) = 1, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî x

i

òàêæå äîëæíî ïðèñóòñòâîâàòü â ëþáîé

ÄÍÔ äëÿ

�

f .

Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

x

i

âõîäèò â ÄÍÔ äëÿ

�

f ðîâíî 1 ðàç: (1)

Ïóñòü K � êîíúþíêöèÿ, ñîäåðæàùàÿ x

i

. �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1) K = x

i

. Òîãäà ïðè x

i

= 1 �óíêöèÿ

�

f îáðàùàåòñÿ â 1, ñëåäîâàòåëüíî,

ìàòðèöàM äîëæíà ñîäåðæàòü íóëåâîé ñòîëáåö, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåìåí-

íîé x

i

, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ï. á) óñëîâèÿ ëåììû.

2) K = x

i

x

�

j

� � � (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî � = 1).

Ïóñòü ~� � ëþáîé íàáîð òàêîé, ÷òî �

i

= �

j

= 0. Ïîêàæåì, ÷òî

�

f(~�) = 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

�

f(~�) = 0. �àññìîòðèì íàáîð

~

� òàêîé, ÷òî �(~�;

~

�) = 1,

�

i

= 1; �

j

= 0. Òîãäà

�

f(

~

�) = 1, ò. ê. èç ï. à) ñëåäóåò, ÷òî ñîñåäíèõ íóëåé ó

�

f íåò. Íàáîð

~

� äîëæåí áûòü íàêðûò íåêîòîðîé êîíúþíêöèåé K

0

, ïðè÷åì

K

0

6= K, ïîñêîëüêó K(

~

�) = 0. Êîíúþíêöèÿ K

0

äîëæíà ñîäåðæàòü x

i

, ò. ê.

K

0

íå óáûâàåò ïî x

i

(K

0

(~�) = 0;K

0

(

~

�) = 1). Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ (1) K �

åäèíñòâåííàÿ êîíúþíêöèÿ, ñîäåðæàùàÿ x

i

. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,

�

f(~�) = 1. Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî íàáîðà ~�, ó êîòîðîãî �

i

= �

j

= 0, ïîýòîìó

â ìàòðèöåM îòñóòñòâóþò ñòðîêè, â i-ì è j-ì ñòîëáöàõ êîòîðûõ ñòîÿò îäíî-

âðåìåííî 0, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî i-ûé è j-ûé ñòîëáöû íàõîäÿòñÿ â

îáùåì ïîëîæåíèè (ï. á)). Èòàê, x

i

âõîäèò â ÄÍÔ, êàê ìèíèìóì, äâà ðàçà.

Ñëó÷àé �x

i

àíàëîãè÷åí.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè â ìàòðèöå M �óíêöèè f â ñòîëáöå, ñîîòâåò-

ñòâóþùåì ïåðåìåííîé x

i

, åñòü 0 è 1 è ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ

ñòðîêàìè íå ìåíüøå 2, òî ïåðåìåííàÿ x

i

è åå îòðèöàíèå âõîäÿò â ëþáóþ

ÊÍÔ �óíêöèè f ïî êðàéíåé ìåðå ïî îäíîìó ðàçó.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ëåììû.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ n; k; k > 4, n > C

bk=2


k

, íàéäåòñÿ �óíêöèÿ îò n

ïåðåìåííûõ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1 íà k + 2 íàáîðàõ, òàêàÿ, ÷òî

L(f) > 2n+ 2C

bk=2


k

� 2:

Äîêàçàòåëüñòâî. ÌàòðèöàM �óíêöèè

�

f áóäåò óñòðîåíà ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. �àññìîòðèì C

bk=2


k

ñòîëáöîâ, ïðåäñòàâëÿþùèå èç ñåáÿ âñåâîçìîæíûå

íàáîðû äëèíû k, ñîäåðæàùèå ðîâíî bk=2
 åäèíèö; èç íèõ ñîñòàâèì ìàòðèöó

A. Ïîñëåäíèé (íàïðèìåð) ñòîëáåö ìàòðèöû A ïðîäóáëèðóåì n�C

bk=2


k

ðàç.

Ýòè îäèíàêîâûå ñòîëáöû îáðàçóþò ìàòðèöó B. Òàêæå äîáàâèì ê ìàòðèöàì

A è B ïî äâå ñòðîêè: "íóëåâóþ"è "åäèíè÷íóþ", âìåñòå ñ êîòîðûìè îáðà-

çóþòñÿ íîâûå ìàòðèöû A

0

è B

0

. Íàêîíåö, M = (A

0

jB

0

). Òîãäà ëþáûå äâà

ñòîëáöà èç A

0

íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè (ò. ê. ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòî-

ðû èç A íåñðàâíèìû). È ëþáîé ñòîëáåö èç A

0

, êðîìå ïîñëåäíåãî, íàõîäèòñÿ

â îáùåì ïîëîæåíèè ñ ëþáûì äðóãèì ñòîëáöîì èç M . �àññòîÿíèå ìåæäó

ëþáûìè äâóìÿ ñòðîêàìè èç M íå ìåíüøå äâóõ; ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â

ìàòðèöå M , êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ ñòðîê, â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ èìåþòñÿ âñå

âàðèàíòû íàáîðîâ äëèíû k, ñîäåðæàùèå bk=2
 åäèíèö. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ

ñòîëáöîâ èç A

0

, êðîìå ïîñëåäíåãî, ïðèìåíèìà ëåììà, à äëÿ îñòàëüíûõ �

óòâåðæäåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî,

L(f) > 4(C

bk=2


k

� 1) + 2(n� C

bk=2


k

+ 1) = 2n+ 2C

bk=2


k

� 2:

Çàìå÷àíèå. Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé k, à èìåííî, äëÿ k òàêèõ, ÷òî n 6

C

bk=2


k

è k 6 2

n�1

ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî L(n; k) > 4n.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. ÔèíèêîâÁ.È. Îá îäíîì ñåìåéñòâå êëàññîâ �óíêöèé àëãåáðû ëîãèêè

è èõ ðåàëèçàöèè â êëàññå �-ñõåì. ÄÀÍ ÑÑÑ� 115, 2, 1957, ñ. 247�248.

2. ×åðóõèíàÑ.Å. Î ñëîæíîñòè �óíêöèé ñ ìàëûì ÷èñëîì åäèíèö. Òðóäû

6 Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè "Äèñêðåòíûå ìîäåëè â òåîðèè óïðàâëÿþ-
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ÎÁ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÉ �ÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÔÓÍÊÖÈÉ,

ÏÎÑÒ�ÎÅÍÍÛÕ ÏÎ �ÅÊÓ�ÑÈÂÍÎÉ

ÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈÈ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎ�Î ÂÈÄÀ

Ñ. �.Øèïóíîâ (Ìîñêâà)

Ââåäåíèå

Þ.Â. Òàðàííèêîâûì áûëà ðàçðàáîòàíà ðåêóðñèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ, ïîç-

âîëÿþùàÿ ñòðîèòüm-óñòîé÷èâûå �óíêöèè ñ íåëèíåéíîñòüþ áëèçêîé ê ìàê-

ñèìàëüíî âîçìîæíîé äëÿ äàííîãî êëàññà �óíêöèé. Îäíàêî, îñíîâíîé ïðî-

áëåìîé îãðàíè÷èâàþùåé âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ äàííîé êîíñòðóêöèè ïðè

ñîçäàíèè ïîòîêîâûõ øè�ðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíàÿ â îáùåì ñëó÷àå

ðåàëèçàöèÿ �óíêöèè, ïîðîæäåííûõ ýòîé êîíñòðóêöèåé. Â äàííîé ðàáîòå

áóäåò ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ý��åêòèâíî ðåàëèçîâûâàòü ýòè

�óíêöèè.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè ïðèâîäÿòñÿ áà-

çîâûå îïðåäåëåíèÿ è àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé êîíñòðóêöèè.

Âî âòîðîé ÷àñòè ïðèâîäèòñÿ ðàçðàáîòàííûé íàìè àëãîðèòì ý��åêòèâíîé

ðåàëèçàöèè â îáùåì ñëó÷àå.

1. Áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

�àññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî F

2

n

íàáîðîâ äëèíû n ñ êîìïîíåíòà-

ìè èç F

2

� êîíå÷íîãî ïîëÿ èç äâóõ ýëåìåíòîâ 0 è 1, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è

óìíîæåíèÿ â êîòîðîì ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-

íèÿ ïî ìîäóëþ 2.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áóëåâà �óíêöèÿ

f = f(x

1

; x

2

; :::; x

n

)

çàâèñèò îò ïàðû ïåðåìåííûõ (x

i

; x

j

) êâàçèëèíåéíî, åñëè f(X

0

) 6= f(X

00

) äëÿ

ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ X

0

è X

00

, ðàçëè÷àþùèõñÿ òîëüêî â i-é è j-é êîìïîíåí-

òàõ. Ïàðà (x

i

; x

j

) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïàðîé êâàçèëèíåéíûõ ïåðåìåí-

íûõ. Â [1℄ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïàðà (x

i

; x

j

) ÿâëÿåòñÿ ïàðîé êâàçèëèíåéíûõ

ïåðåìåííûõ â áóëåâîé �óíêöèè

f = f(x

1

; x

2

; :::; x

n

)

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà f ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f = g(x

1

; :::; x

j�1

; x

j+1

; :::; x

i�1

; x

i+1

; :::; x

n

; x

i

� x

j

)� x

j

.
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Êîíñòðóêöèÿ 1. Ïóñòü f

0

; :::; f

2

k

�1

áóëåâû �óíêöèè íà F

2

n

. Ïóñòü

�

1

; :::; �

k

� äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå r.Ïóñòü C = (


1

; :::; 


k

) ïðîèçâîëüíûé

äâîè÷íûé íàáîð. Îáîçíà÷èì s =

P

i=k

i=1




i

. Ââåäåì ìíîæåñòâà

X = fx

i

ji = 1; :::; ng; Y = fy

i

ji = 1; :::; kg; Z = fz

i

ji = 1; :::; kg.

Îïðåäåëèì

F (X;Y; Z) =

j=2

k

�1

M

j=1

f

�

1

;:::;�

k

(X)(y

1

� 


1

z

1

� �

1

) : : :

: : : (y

k

� 


k

z

k

)� 


1

z

1

� : : :� 


k

z

k

:

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà B

k

0

;k;p;t

= b

ij

ðàçìåðà 2

k

� p, ñîñòîÿùàÿ èç

(�; 1; 2), íàçûâàåòñÿ ïîäõîäÿùåé, åñëè:

1) Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñòðîê i

1

; i

2

ñóùåñòâóåò òàêîé ñòîëáåö j, ÷òî

b

i

1

;j

= 1, b

i

2

;j

= 2 èëè b

i

1

;j

= 2, b

i

2

;j

= 1;

2) ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ â ëþáîé ñòðîêå íå ïðåâîñõîäèò t, * ñ÷èòàåòñÿ

êàê 0;

3) ÷èñëî åäèíèö â ëþáîé ñòðîêå íå ïðåâîñõîäèò k

0

.

Îáîçíà÷èì S

n;m;k

ìíîæåñòâî áóëåâûõ �óíêöèé, òàêîå ÷òî äëÿ êàæäîãî

s; 0 � s � k, ìíîæåñòâî S

n;m;k

ñîäåðæèò (m + s) -óñòîé÷èâóþ �óíêöèþ íà

F

n+s

2

, êîòîðàÿ èìååò s íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàð êâàçèëèíåéíûõ ïåðåìåííûõ.

Áûëè ââåäåíû âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, òåïåðü ïðèâåäåì òåîðåìó

Þ. Â. Òàðàííèêîâà, ïîçâîëÿþùóþ ñòðîèòü m-óñòîé÷èâûå �óíêöèè, äëÿ

ñêîëüêî óãîäíî áîëüøèõ m.

Òåîðåìà 1. Ïðè 2p� t � n, ïî ñèñòåìå �óíêöèé S

n;m;k

0

è ïîäõîäÿùåé

ìàòðèöå B

k

0

;k;p;t

ìîæíî ïîñòðîèòü ñèñòåìó �óíêöèé S

n+k+t;m+t;k

0

.

Ïðèâåäåì òîëüêî êîíñòðóêòèâíóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà. Åå ìîæíî ðàç-

áèòü íà òðè ÷àñòè.

1) �àññìîòðèì êàæäóþ ñòðîêó ìàòðèöû B

k

0

;k;p;t

. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåì

i-þ ñòðîêó è ïóñòü â íåé s åäèíèö. Èç ñèñòåìû �óíêöèé S

n;m;k

0

âîçüìåì

(m+ s)-óñòîé÷èâóþ �óíêöèþ ñ s ïàðàìè íåïåðñåêàþùèõñÿ êâàçèëèíåéíûõ

ïåðåìåííûõ. Äîáàâèì ê íåé t � s ëèíåéíûõ ïåðåìåííûõ. È îáîçíà÷èì ðå-

çóëüòàò f

0

i

.

2) Ïåðåèìåíóåì ïåðåìåííûå â f

0

i

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñòîÿùåé â ìàò-

ðèöå B

k

0

;k;p;t

â i-é ñòðîêå íà j ìåñòå åäèíèöå ñîîòâåòñòâîâàëà ïàðà êâàçèëå-

íåéíûõ ïåðåìåííûõ (x

2j�1

; x

2j

), à äâîéêå ñîîòâåòñòâîâàëà ïàðà ëèíåéíûõ

ïåðåìåííûõ (x

2j�1

; x

2j

). Ïîëó÷èì �óíêöèþ f

00

i

.

3) Ê ïîëó÷åííûì �óíêöèÿì ïðèìåíèì êîíñòðóêöèþ 1 äëÿ âñåõ C; 0 �

wt(C) � k, è ïîëó÷èì èñêîìóþ ñèñòåìó �óíêöèé S

n+k+t;m+t;k

0

.
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Âàæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðèâåäåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ðåêóðñèâíàÿ, òî åñòü

ïî ñèñòåìå S

n;m;k

0

ïîñëå íåîäíîêðàòíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ

òåîðåìû ñ ðàçëè÷íûìè ïîäõîäÿùèìè ìàòðèöàìè B

k

i

0

;k

i

;p

i

;t

i

, ìîæíî ïîëó-

÷èòü �óíêöèè ñî ñêîëüêî óãîäíî âûñîêîé óñòîé÷èâîñòüþ, à ïðè ïðàâèëüíîì

ïîäáîðå ïàðàìåòðîâ k

0

; k; p; t, è ñî ñêîëüêî óãîäíî áëèçêîé ê ìàêñèìàëüíî

âîçìîæíîé íåëèíåéíîñòüþ. Íî ïåðåñòàíîâêà íà âòîðîì øàãå ÷ðåçâû÷àéíî

óñëîæíÿåò ðåàëèçàöèþ �óíêöèé èç ñèñòåìû, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äàííîé òåîðåìû äëÿ ïðîèçâîëüíîé �èêñèðî-

âàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäõîäÿùèõ ìàòðèö B

k

i

0

;k

i

;p

i

;t

i

; 0 � i � n. Äàëåå

áóäåò ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé îáîéòè ýòó ïðîáëåìó.

2. Îá ý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè êîíñòðóêöèè

Ïóñòü åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

B

k

i

0

;k

i

;p

i

;t

i

; 0 � i � N;

ñ óñëîâèåì k

n

0

� k

n�1

, è ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà S

n;m;k

0

0

. Ïîñòðîèì ñ ïîìîùüþ

ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1 ñèñòåìó

S
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P

i=N

i=1

k

i

+

P
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i=1

t

i

;m+

P

i=N

i=1

t

i
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N

:

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì s

N

; 0 � s

N

� k

N

. �àññìîòðèì ïðèìå-

íåíèå òðåòüåãî øàãà èç òåîðåìû 1 äëÿ ïîñëåäíåé ìàòðèöû B

k

N

0

;k
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;p
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N

è

ñèñòåìû

S
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P
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Â íåì

f

N

s

(X;Y; Z) =

M

�

1

;:::;�

k

N

f
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�

1

;:::;�

k

N

(X)(y

N

1

� z

N

1
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1

) : : :

: : : (y
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s

� z

N

s

� �
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)(y

N

s+1
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) : : : (y

N

k

N

� �

N

k

N

)�

i=s

M

i=1

z

N

i

:

Çàìåòèì, ÷òî íà ïðîèçâîëüíî çàäàííîì íàáîðå ïåðåìåííûõ Y; Z òîëüêî îäèí

èç ìíîæèòåëåé

(y

N

1

� z

N

1

� �

1

) : : : (y

N

s

� z

N

s

� �

s

)(y

N

s+1

� �

s+1

) : : : (y

N

k

N

� �

N

k

N

)

íå ðàâåí íóëþ, à çíà÷èò ìîæíî îïðåäåëèòü èíäåêñ �

1

; :::; �

k

N
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�óíêöèè f
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À çíà÷èò è íîìåð ñòðîêè ìàòðèöû B
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, ñîãëàñíî êîòîðîé ïðîèñ-

õîäèëà ïåðåñòàíîâêà âî âòîðîì øàãå. Òàê æå ìîæíî âû÷èñëèòü ëèíåéíóþ

ïðèáàâêó
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Ïåðåéäåì òåïåðü êî âòîðîìó øàãó. Ïóñòü â äàííîé ñòðîêå ìàòðèöû
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) è (y

N�1

1

; :::; u

N�1

y

N�1

)

Èç íèõ (z

N�1

i

; y

N�1

i

); 0 � i � s, îáðàçóþò ïàðû êâàçèëèíåéíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïåðåèìåíóåì

(y

N�1

r

1

; z

N�1

r

1

) â (x

N

2j�1

; x

N

2j

).
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3)Ïåðåèìåíîâàíèå îñòàâøèõñÿ ïåðåìåííûõ äîëæíî áûòü ñäåëàíî ïðîèç-

âîëüíûì�èêñèðîâàííûì îáðàçîì. Â ÷àñòíîñòè ïåðåìåííûå (y

N�1

s+1

; :::; y

N�1

k

N�1

),

íå âõîäÿùèå â óïîìÿíóòûå ðàíåå ïàðû êâàçèëèíåéíûõ ïåðåìåííûõ ïåðå-

èìåíîâûâàþòñÿ â êàêèå-òî (X

N

i

1

; :::; x

N

s

k

N�1

�s

).

Ïåðåèìåíîâàíèå ïåðåìåííûõ åñòü âñåãî ëèøü ïîäñòàíîâêà âìåñòî

U = (u

N

1

; : : : ; u

N

t

N

�s

);

Z = (z

N�1

1

; : : : ; z

N�1

s

);

Y = (y

N�1

1

; : : : ; y

N�1

k

N�1

)

îïðåäåëåííûõ ïåðåìåííûõ èç X . Âàðèàíò òàêîé ïîäñòàíîâêè áûë îïèñàí

ðàíåå, ïîýòîìó ïî íîìåðó ñòðîêè ìîæíî îïðåäåëèòü ïàðàìåòð s( ÷èñëî

ïàð êâàçèëèíåéíûõ ïåðåìåííûõ) è ïîäñòàíîâêó ïåðåìåííûõ âìåñòî íàáîðîâ

U; Y; Z. À çíàÿ ýòî ìîæíî ïåðåéòè ê òðåòüåìó øàãó òåîðåìû 1 äëÿ ñèñòåìû

S

n+

P

i=N�2

i=1

k

i

+

P

i=N�2

i=1

t

i

;m+

P

i=N�2

i=1

t

i

;k

N

è ìàòðèöû

B

k

N�1

0

;k

N�1

;p

N�1

;t

N�1

:

�àññìîòðèì ïåðâûé øàã òåîðåìû. Íà ýòîì øàãå íàì èçâåñòíû çíà÷åíèÿ

ïåðåìåííûõ

U = (u

N

1

; : : : ; u

N

t

N

�s

)

èç âòîðîãî øàãà. Îñòàåòñÿ ëèøü ïðèáàâèòü èõ ê L

N

.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïåðåøëè îò âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè èç

S

n+

P

i=N

i=1

k

i

+

P

i=N

i=1

t

i

;m+

P

i=N

i=1

t

i

;k

N

ê âû÷èñëåíèþ �óíêöèè èç

S

n+

P

i=N�1

i=1

k

i

+

P

i=N�1

i=1

t

i

;m+

P

i=N�1

i=1

t

i

;k

N�1

:

Äàííûé ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæèòü âïëîòü äî S

n;m;k

0

0

. Â èòîãå ìû ïî-

ëó÷èëè àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ý��åêòèâíî âû÷èñëÿòü �óíêöèè, ïîñòðî-

åííûå ïî ïðîèçâîëüíî çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäõîäÿùèõ ìàòðèö

B

k

i

0

;k

i

;p

i

;t

i

; 0 � i � N , ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà âû÷èñëÿåò-

ñÿ âñåãî îäíà �óíêöèÿ èç 2

k

i

âîçìîæíûõ. È äàæå ó ýòîé îäíîé �óíêöèè

âû÷èñëÿåòñÿ ëèøü ëèíåéíàÿ ÷àñòü, à âìåñòî íåëèíåéíîé ÷àñòè ñ÷èòàåòñÿ

íîìåð ïðåäûäóùåé �óíêöèè. Â ñîâîêóïíîñòè ýòî îáåñïå÷èâàeò ëèíåéíóþ

ïðîãðàììíóþ ñêîðîñòü.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. ÒàðàííèêîâÞ.Â. Î êîððåëÿöèîííî-èìóííûõ è óñòîé÷èâûõ áóëåâûõ

�óíêöèÿõ// Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè. Âûï 11.� Ì.: Ôèçìàò-

ëèò, 2002. � Ñ. 91�148.
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ÎÁÙÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê Ï�ÎÁËÅÌÅ

ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ Ï�Î��ÀÌÌ ÍÀ ØÊÀËÀÕ,

ÑÂßÇÀÍÍÛÕ Ñ ÎÁ�ÀÁÎÒÊÎÉ Ï�Å�ÛÂÀÍÈÉ

Â.Ë.Ùåðáèíà (Ìîñêâà)

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîãðàìì íà øêàëàõ � ïîíÿòèå ñóùåñòâåííî áîëåå

ñèëüíîå, ÷åì �óíêöèîíàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü (ïî ñóòè, ýòî ýêâèâàëåíò-

íîñòü íà öåëîì êëàññå ñåìàíòèê). Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî äåëàåò âîçìîæíûì

ñòðîèòü ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû, ñ äðóãîé � âûðàæàòü õàðàêòåðíûå îñî-

áåííîñòè ìîäåëè âû÷èñëåíèé. Ìåòîä êðèòåðèàëüíûõ ñèñòåì, ïîçâîëÿþùèé

óñòàíàâëèâàòü ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ íåêîòîðûõ øêàë, òðåáóåò ÿâíîãî ïî-

ñòðîåíèÿ ïîëóãðóïïû -êðèòåðèàëüíîé ñèñòåìû. Óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ïî-

ñòðîåíèÿ êðèòåðèàëüíîé ñèñòåìû äëÿ ñîñòàâíîé øêàëû, âêëþ÷àþùåé äåé-

ñòâèÿ îñíîâíîé ïðîãðàììû è äåéñòâèÿ ïî îáðàáîòêå ïðåðûâàíèé, íå èçâå-

ñòåí. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, áàçèðóþùèéñÿ íà ìåòîäå êðè-

òåðèàëüíûõ ñèñòåì, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü ïðîáëåìó ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ

øèðîêîãî êëàññà øêàë çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Èäåÿ åãî ñîñòîèò â òîì,

÷òîáû ðàññìàòðèâàòü ñåðèè îáúåäèí¼ííûõ îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì îïåðàòî-

ðîâ êàê åäèíè÷íûå êîìàíäû.

�àññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

~

A, êîòîðîå íàçîâåì àë�àâèòîì äåé-

ñòâèé. Îïåðàòîðíîé öåïî÷êîé íàçûâàåòñÿ ñëîâî â àë�àâèòå

~

A. Äëÿ ïóñòîé

îïåðàòîðíîé öåïî÷êè áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå �.

�àññìîòðèì òàêæå íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî C, ýëåìåíòàìè êîòîðî-

ãî îáîçíà÷àþòñÿ âñåâîçìîæíûå êîìáèíàöèè çíà÷åíèé ëîãè÷åñêèõ óñëîâèé,

ðàçëè÷àåìûõ â îïèñûâàåìîé ìîäåëè ïðîãðàìì.

Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ îïåðàòîðíàÿ ïðîãðàììà ñèãíàòóðû (

~

A; C) çàäàåòñÿ

ñèñòåìîé ïåðåõîäîâ hV;âõîä;âûõîä; òóïèê; B; T i, ãäå V � êîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî âåðøèí-ïðåîáðàçîâàòåëåé, âõîä � íà÷àëüíàÿ âåðøèíà, âûõîä �

çàêëþ÷èòåëüíàÿ âåðøèíà, òóïèê � âåðøèíà ïóñòîãî öèêëà, B : V !

~

A �

�óíêöèÿ ïðèâÿçêè, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ïðåîáðàçîâàòåëþ ïðîãðàììû

íåêîòîðûé îïåðàòîð, T : (V [ fâõîäg)�C ! (V [ fâûõîä; òóïèêg). �àçìå-

ðîì j�j ïðîãðàììû � íàçîâåì ÷èñëî âåðøèí-ïðåîáðàçîâàòåëåé â íåé.

Äåòåðìèíèðîâàííîé äèíàìè÷åñêîé øêàëîé (èëè ïðîñòî øêàëîé) ñèãíà-

òóðû

~

A íàçîâåì òðîéêó F = hS; s

0

; Ri, ñîñòîÿùóþ èç íåïóñòîãî ìíîæåñòâà

ñîñòîÿíèé S, íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ s

0

; s

0

2 S, è �óíêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ

R : S �

~

A ! S.

Íàçîâåì øêàëó óïîðÿäî÷åííîé, åñëè îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè ñîñòîÿ-

íèé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íà S.

Äëÿ êàæäîé îïåðàòîðíîé öåïî÷êè îáîçíà÷èì ÷åðåç [h℄ ñîñòîÿíèå s =

R

�

(s

0

; h), ãäå R

�

� åñòåñòâåííîå ðàñøèðåíèå �óíêöèè R íà ìíîæåñòâî êî-

íå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïåðàòîðîâ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
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òîëüêî òàêèõ øêàë, â êîòîðûõ êàæäîå ñîñòîÿíèå äîñòèæèìî èç íà÷àëüíî-

ãî. Åñëè äëÿ ëþáîé ÷åòâåðêè îïåðàòîðíûõ öåïî÷åê h

1

, h

2

, h

3

, h

4

ðàâåíñòâà

[h

1

℄ = [h

3

℄, [h

2

℄ = [h

4

℄ âëåêóò [h

1

h

2

℄ = [h

3

h

4

℄, òî øêàëà íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóï-

ïîâîé. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü åå êàê ïîëóãðóïïó (S; �), â êîòîðîé îïåðàöèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [h

1

℄ � [h

2

℄ = [h

1

h

2

℄.

Äåòåðìèíèðîâàííîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëüþ (èëè ïðîñòî ìîäåëüþ) M

ñèãíàòóðû (

~

A; C) íàçîâåì ïàðó hF ; �i, â êîòîðîé F = hS; s

0

; Ri � øêàëà

ñèãíàòóðû

~

A, à � : S ! C � îçíà÷èâàíèå ëîãè÷åñêèõ óñëîâèé.

Ïóñòü � = hV;âõîä;âûõîä; òóïèê; B; T i � íåêîòîðîÿ ïðîïîçèöèîíàëü-

íàÿ îïåðàòîðíàÿ ïðîãðàììà, è M = hF ; �i � ìîäåëü, áàçèðóþùàÿñÿ íà

øêàëå F = hS; s

0

; Ri. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åòâåðîê (êîíå÷íàÿ èëè

áåñêîíå÷íàÿ)

r = (v

0

; a

0

; s

0

; Æ

0

); (v

1

; a

1

; s

1

; Æ

1

); : : : ; (v

m

; a

m

; s

m

; Æ

m

); : : :

íàçûâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì ïðîãðàììû � íà ìîäåëè M , åñëè îíà óäîâëåòâî-

ðÿåò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1) v

0

= âõîä; a

0

= �; s

0

� íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, Æ

0

= �(s

0

);

2) êàæäàÿ ÷åòâåðêà (v

i

; a

i

; s

i

; Æ

i

); i > 1, ñîñòîèò èçâåðøèíû ïðåîáðàçîâà-

òåëÿ v

i

(ñîñòîÿíèÿ ïðîãðàììû), îïåðàòîðà a

i

, ñîñòîÿíèÿ äàííûõ s

i

è

ëîãè÷åñêîãî óñëîâèÿ Æ

i

;

3) äëÿ êàæäîãî i, i > 1, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ v

i

= T (v

i�1

; Æ

i�1

),

a

i

= B(v

i

), s

i

= R(s

i�1

; a

i

), Æ

i

= �(s

i

);

4) ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêàí÷èâàåòñÿ ÷åòâåðêîé (v

m

; a

m

; s

m

; Æ

m

) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà v

m

2 fâûõîä; òóïèêg.

Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííîå âû÷èñëåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü r(�;M). Åñëè

r(�;M) îêàí÷èâàåòñÿ ÷åòâåðêîé (âûõîä; a

m

; s

m

; Æ

m

), òî áóäåì íàçûâàòü ýòî

âû÷èñëåíèå òåðìèíàëüíûì, à ñîñòîÿíèå s

m

� åãî ðåçóëüòàòîì, êîòîðûé

áóäåì îáîçíà÷àòü [r(�;M)℄. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëåíèå ñ÷èòàåòñÿ áåç-

ðåçóëüòàòíûì, è çíà÷åíèå [r(�;M)℄ ïîëàãàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì.

Ïðîãðàììû �

0

è �

00

íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè íà øêàëå F (è îáîçíà÷èì

ýòîò �àêò �

00

�

F

�

00

), åñëè äëÿ âñÿêîé ìîäåëè M = hF ; �i âûïîëíÿåòñÿ

[r(�

0

;M)℄ = [r(�

00

;M)℄.

Ïóñòü �èêñèðîâàíû 2 øêàëû: F

A

= hS

A

; s

A0

; R

A

i ñèãíàòóðû A è F

B

=

hS

B

; s

B0

; R

B

i ñèãíàòóðû B, A \ B = ;. Øêàëó intr(F

A

;F

B

) = hS; s

0

; Ri ñèã-

íàòóðû

~

A = A [ B, ãäå S = S

A

� S

B

, s

0

= (s

A0

; s

B0

),

R((s

A

; s

B

); a) =

(

(s

A

; R

B

(s

B

; a)); a 2 B;

(R(s

A

; a); s

B0

); a 2 A;
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íàçîâ¼ì øêàëîé îñíîâíûõ äåéñòâèé F

A

ñ ïðåðûâàíèÿìè F

B

.

Âûáîð òàêîãî îïðåäåëåíèÿ îáóñëîâëåí èçó÷àåìûì ñâîéñòâîì îáðàáîò÷è-

êîâ ïðåðûâàíèé � íåçàìåòíîñòüþ èõ äåéñòâèé äëÿ ïðèêëàäíîé ïðîãðàììû.

�àññìîòðèì âûïîëíåíèå ïðîãðàììû, ðàáîòàþùåé â âû÷èñëèòåëüíîé ñðå-

äå, â êîòîðîé âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå ïðåðûâàíèé (êàê çàñ÷åò ãåíåðàöèè

èõ ñàìîé ïðîãðàììîé, òàê è âñëåäñòâèå âíåøíèõ ïðè÷èí). Íà âðåìÿ îáðà-

áîòêè ïðåðûâàíèÿ âûïîëíåíèå îñíîâíîé ïðîãðàììû ïðèîñòàíàâëèâàåòñÿ.

Êàê ïðàâèëî, â ïðîöåññå ýòîé îáðàáîòêè âûïîëíÿþòñÿ ñëóæåáíûå äåéñòâèÿ

(ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïàìÿòè, óïðàâëåíèå óñòðîéñòâàìè), íå âëÿþùèå ñóùå-

ñòâåííî íà îñíîâíîå âû÷èñëåíèå. Ýòî ñëó÷àé óñïåøíîé îáðàáîòêè ïðåðûâà-

íèÿ. Íî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáðàáîòêè ïðåðûâàíèÿ

óïðàâëåíèå íå âîçâðàùàåòñÿ â îñíîâíóþ ïðîãðàììó (íàïðèìåð, ïðè âîç-

íèêíîâåíèè àâàðèéíîé ñèòóàöèè, ïîñëåäñòâèÿ êîòîðîé íåâîçìîæíî èñïðà-

âèòü, íåõâàòêå ðåñóðñîâ, è ò.ä.). Òîãäà ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ

äåéñòâèÿìè, âûïîëíåííûìè îñíîâíîé ïðîãðàììîé è äåéñòâèÿìè ïîñëåäíåãî

öèêëà îáðàáîòêè ïðåðûâàíèé.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîáëåìû ýêâèâàëåíò-

íîñòè íà óïîðÿäî÷åííûõ øêàëàõ ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì êðèòåðèàëüíûõ

ñèñòåì ñ òåìè èëè èíûìè ìîäè�èêàöèÿìè. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì,

÷òîáû îòñëåæèâàòü âñåâîçìîæíûå ñîâìåñòíûå (íà îäíîé ìîäåëè) âû÷èñ-

ëåíèÿ ïàðû ïðîãðàìì, ïðåäñòàâëÿÿ ðàçëè÷èå â èõ ñîñòîÿíèÿõ äàííûõ â

ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ êàê ýëåìåíò îñîáîé ñòðóêòóðû. Äëÿ ó÷¼òà ïîâòîðÿ-

þùèõñÿ �ðàãìåíòîâ âû÷èñëåíèÿ â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ñòðîèòñÿ

ãðà�, êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðîãî âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå÷åíà âåðøèíàìè-

ïðåîáðàçîâàòåëÿìè ïðîãðàìì è ýëåìåíòîì êðèòåðèàëüíîé ñèñòåìû. Ïóòè

â òàêîì ãðà�å îòâå÷àþò ñîâìåñòíûì âû÷èñëåíèÿì. Î íåýêâèâàëåíòíîñòè

ïðîãðàìì ñâèäåòåëüñòâóåò äîñòèæèìîñòü èç íà÷àëüíîé âåðøèíû âåðøèíû,

â êîòîðîé îáå ïðîãðàììû çàâåðøèëè âû÷èñëåíèå ñ ðàçëè÷íûìè ñîñòîÿíè-

ÿìè äàííûõ. Ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåë¼ííûõ òðåáîâàíèé ìîæíî èçáåæàòü

ðàññìîòðåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé âî âñåâîçìîæíûõ ìîäå-

ëÿõ.

Ïóñòü F = hS; s

0

; Ri � óïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóãðóïïîâàÿ øêàëà, è � �

íåêîòîðîå îòíîøåíèå ñòðîãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà S, îòíîøåíèå äîñòè-

æèìîñòè. �àññìîòðèì íåêîòîðóþ ïîëóãðóïïó W ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé Æ è

åäèíèöåé e, â êîòîðîé âûäåëåíà ïîäïîëóãðóïïà U è ïàðà ýëåìåíòîâ w

+

, w

�

.

Ïÿòåðêó K = hW;U;w

+

; w

�

; 'i, ãäå ' � ãîìîìîð�èçì ïîëóãðóïïû F �F â

ïîëóãðóïïó U íàçîâåì k

0

-êðèòåðèàëüíîé ñèñòåìîé äëÿ øêàëû F , åñëè K

è F óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1) äëÿ âñÿêîé ïàðû ñîñòîÿíèé s

0

, s

00

èç S âûïîëíÿåòñÿ

s

0

= s

00

, w

+

Æ '(hs

0

; s

00

i) Æ w

�

= e;
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2) äëÿ ëþáûõ ñîñòîÿíèé s

1

; s

2

; s

3

; s

4

2 S òàêèõ, ÷òî w

+

Æ '(hs

1

; s

2

i) =

w

+

Æ '(hs

3

; s

4

i), âûïîëíÿåòñÿ

s

1

� s

2

, s

3

� s

4

; s

1

� s

2

, s

3

� s

4

;

3) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà u

00

2 U Æ w

�

ñóùåñòâóåò íå áîëåå k

0

ðàçëè÷íûõ

ýëåìåíòîâ u

0

2 w

+

Æ U òàêèõ, ÷òî u

0

Æ u

00

= e

Îáîñíîâàíèå è ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êðèòåðèàëüíûõ ñèñòåì òà-

êîãî òèïà ìîæíî íàéòè â [1℄. Ìîäè�èêàöèè ìåòîäà îïèñàíû â [2, 3℄.

Èäåÿ îáùåãî àëãîðèòìà ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè íà øêàëàõ ñ ïðåðû-

âàíèÿìè áàçèðóåòñÿ íà òîì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äåéñòâèÿ ïî îáðà-

áîòêå ïðåðûâàíèé íå èãðàþò íèêàêîé ðîëè, ò.ê. ïîãëîùàþòñÿ îñíîâíûìè

äåéñòâèÿìè. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçáèòü çàäà÷ó íà äâå ñëàáî ñâÿçàííûå ìåæäó

ñîáîé ÷àñòè. Ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè ðåøàåòñÿ äëÿ ïðîãðàìì, ïîëó÷à-

þùèõñÿ èç èñõîäíûõ âûêèäûâàíèåì äåéñòâèé ïî îáðàáîòêå ïðåðûâàíèé (ñ

ó÷¼òîì âîçìîæíîñòè íàëè÷èÿ ñåðèè íåïîãëîù¼ííûõ îïåðàòîðîâ îáðàáîòêè

ïðåðûâàíèé â êîíöå). Äëÿ êîððåêòíîãî ïîñòðîåíèÿ ïåðåõîäîâ â òàêèõ ïðî-

ãðàììàõ íåîáõîäèìî ðåøàòü ïðîáëåìó äîñòèæèìîñòè èëè ñîâìåñòíîé äî-

ñòèæèìîñòè äëÿ �ðàãìåíòîâ èñõîäíûõ ïðîãðàìì, ñîäåðæàùèõ òîëüêî äåé-

ñòâèÿ ïî îáðàáîòêå ïðåðûâàíèé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ó ïðîãðàììû � = hV;âõîä;âûõîä; òóïèê; B; T i

ñèãíàòóðû (

~

A; C) çàäàíû �èíàëû �óíêöèåé f , åñëè êàæäîìó ðåáðó îòâå-

÷àþùåé ýòîé ïðîãðàììå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ, âåäóùåìó â âåðøèíó âûõîä,

ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà (ìíîæåñòâà �è-

íàëîâ) � ò.å. �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå f(v; Æ) j v 2 fâõîäg[V; Æ 2

C; T (v; Æ) = âûõîäg.

Ôèíàëîì ðåçóëüòàòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîãðàììû � íà ìîäåëè M íà-

çîâ¼ì ýëåìåíò ìíîæåñòâà �èíàëîâ, îòâå÷àþùèé ïîñëåäíåìó øàãó äàííîãî

âû÷èñëåíèÿ (îáîçíà÷èì fin(�; v;M)).

Çàäà÷à ïîèñêà �èíàëîâ �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äà-

íà ïðîãðàììà � = hV;âõîä;âûõîä; òóïèê; B; T i ñèãíàòóðû (

~

A; C), ó êî-

òîðîé çàäàíû �èíàëû è âûáðàíà íåêîòîðàÿ âåðøèíà v

0

2 fâõîäg [ V .

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî finals(�; v

0

) =

S

�

ffin(�; v

0

; hF ; �i)g, ãäå

� ïðîáåãàåò ïî âñåì �óíêöèÿì îçíà÷èâàíèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì

finals(�; òóïèê) = fòóïèêg.

Çàäà÷à ïîèñêà ñîâìåñòíûõ �èíàëîâ �îðìóëèðóåòñÿ òàê. Ïóñòü äàíû 2

ïðîãðàììû �

i

= hV

i

;âõîä;âûõîä; òóïèê; B

i

; T

i

i ; i = 1; 2 ñèãíàòóðû (

~

A; C),

ó êîòîðûõ çàäàíû �èíàëû (ïðè÷åì ìíîæåñòâà �èíàëîâ ìîãóò ñîäåðæàòü

ýëåìåíò âûõîä � åìó ïðèäàåòñÿ îñîáûé ñòàòóñ) è âûáðàíû íåêîòîðûå âåð-

øèíû v

i0

2 fâõîäg [ V

i

. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî

S

�

ft(�)g, ãäå �

50



ïðîáåãàåò ïî âñåì �óíêöèÿì îçíà÷èâàíèÿ, à

t(�) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

(âûõîä;âûõîä; 1);

fin(�

1

;v

10

;hF ;�i)=fin(�

2

;v

20

;hF ;�i)=âûõîä;

[r(�

1

;v

10

;hF ;�i)℄=[r(�

2

;v

20

;hF;�i)℄;

(âûõîä;âûõîä; 0);

fin(�

1

;v

10

;hF ;�i)=fin(�

2

;v

20

;hF ;�i)=âûõîä;

[r(�

1

;v

10

;hF ;�i)℄ 6=[r(�

2

;v

20

;hF;�i)℄;

(fin(�

1

; v

10

; hF ; �i);

fin(�

2

; v

20

; hF ; �i)); èíà÷å:

Òåîðåìà 1. Çàäà÷è ïîèñêà �èíàëîâ è ïîèñêà ñîâìåñòíûõ �èíàëîâ ðàç-

ðåøèìû íà óïîðÿäî÷åííîé ïîëóãðóïïîâîé øêàëå, äëÿ êîòîðîé èìååòñÿ

k

0

� êðèòåðèàëüíàÿ ñèñòåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü �èêñèðîâàíû 2 øêàëû: F

B

ñèãíàòóðû B è ïîëóãðóï-

ïîâàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ øêàëà F

A

ñèãíàòóðû A. Ïóñòü ñóùåñòâóåò àëãî-

ðèòìû, ðåøàþùèå çàäà÷è ïîèñêà �èíàëîâ è ïîèñêà ñîâìåñòíûõ �èíàëîâ

äëÿ øêàëû F

B

ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(f(n)), ãäå n � ðàçìåð âõîäíûõ

ïðîãðàìì. Òîãäà ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè íà øêàëå intr(F

A

;F

B

) ðàçðå-

øèìà çà âðåìÿ O(n

2

f(n)).

Ýòî ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî ïðîâåðÿòü ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîãðàìì íà ñî-

ñòàâíûõ øêàëàõ, äëÿ êîòîðûõ íå ïîñòðîåíî êðèòåðèàëüíûõ ñèñòåì, åñ-

ëè êðèòåðèàëüíûå ñèñòåìû èìåþòñÿ äëÿ êîìïîíåíò òàêèõ øêàë. Íàïðè-

ìåð, äëÿ øêàëû íà áàçå ïîëóãðóïïû, ïîðîæäåííîé òîæäåñòâàìè ïîãëîùå-

íèÿ [ba℄ = [a℄, a 2 A, b 2 B è òîæäåñòâàìè ïåðåñòàíîâî÷íîñòè [a

1

a

2

℄ =

[a

2

a

1

℄; (a

1

; a

2

) 2 Comm, ãäå Comm � (A � A) [ (B � B), ïðåäëîæåííûé

àëãîðèòì èìååò ñëîæíîñòü O(n

4

), ãäå n � ðàçìåð âõîäíûõ ïðîãðàìì.
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ÍÅÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÄÂÎÈ×ÍÛÕ ÊÎÄÎÂ,

�ÀÂÍÎÌÅ�ÍÎ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÕ ÏÎ ØÀ�ÀÌ

ÏÎ×ÒÈ ÂÑÅÕ ÌÎÙÍÎÑÒÅÉ

Ì.Ñ.ßðûêèíà (Ìîñêâà)

Äâîè÷íûå êîäû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ïî ïîäêóáàì, èçó÷àëèñü â

íåñêîëüêèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è â ïðèëîæåíèÿõ, íàïðèìåð, äâîè÷íûå

êîäû ñ íàèáîëüøèì äóàëüíûì ðàññòîÿíèåì, êîððåëÿöèîííî-èììóííûå è

óñòîé÷èâûå �óíêöèè, îðòîãîíàëüíûå ìàññèâû. Òàêèå êîäû èñïîëüçóþòñÿ

äëÿ ãåíåðàöèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êðèïòîãðà�èè è

ò. ä. �àâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå äâîè÷íûõ íàáîðîâ ïî øàðàì íå èçó÷àëîñü

ðàíåå ðàáîòû [1℄, õîòÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî êîäû, äâîè÷íûå íàáîðû êîòî-

ðûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî ñ�åðàì, ìîãóò èìåòü íåêîòîðûå ïîëåç-

íûå ïðèëîæåíèÿ. Íàïðèìåð, òàêèå êîäû ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå

õåøèðóþùåé �óíêöèè, à òàêæå êîãäà ìû õîòèì, ÷òîáû âñå ñëîâà íà âûõîäå

ñâÿçè èìåëè ïðèìåðíî îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü äåêîäèðîâàíèÿ.

Êîäîì C (ìíîæåñòâîì äâîè÷íûõ íàáîðîâ) íàçîâåì ïðîèçâîëüíîå ïîä-

ìíîæåñòâî áóëåâîãî êóáà ðàçìåðíîñòè n. Ìîùíîñòüþ jCj íàçûâàåòñÿ ÷èñ-

ëî äâîè÷íûõ íàáîðîâ â íåì. �àññòîÿíèåì d(x; y) ìåæäó äâóìÿ íàáîðà-

ìè x è y íàçûâàåòñÿ ÷èñëî êîìïîíåíò, â êîòîðûõ ýòè íàáîðû ðàçëè÷à-

þòñÿ. Øàðîì S

r

(x) ñ öåíòðîì x 2 V

n

ðàäèóñà r íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

S

r

(x) = fy 2 V

n

j d(x; y) 6 rg: Âåñîì wt(S

r

(x); C) øàðà S

r

(x) äëÿ êîäà C

íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà S

r

(x) \ C:

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü l � íàòóðàëüíîå. Êîä C � V

n

íàçûâàåòñÿ ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì ïî øàðàì ñî ñòåïåíüþ l(èëè l-��Ø êîäîì), åñëè

äëÿ ëþáûõ x; y 2 V

n

; 0 6 r 6 n; âûïîëíÿåòñÿ

jwt((S

r

(x); C) � wt((S

r

(y); C)j 6 l:

Ïîëíîå îïèñàíèå 1-��Ø êîäîâ áûëî äàíî â [1℄, â ò. ÷. áûëî ïîëó÷åíî

êîëè÷åñòâî 1-��Ø êîäîâ äëÿ ëþáîãî n.

Óòâåðæäåíèå 1. [1℄ Ïóñòü C � V

n

, jCj 6 2

n�1

. Åñëè C� 1-��Ø êîä,

òî âûïîëíÿåòñÿ îäèí èç ñëó÷àåâ:

1) jCj 6 2; 2) n 6 4; 3) n = 6; jCj = 4:

Òåîðåìà 1. (Êîäû ìàëîé ìîùíîñòè) Ïóñòü l 2 N è m = m(n) > 2l+1.

Òîãäà, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n íå ñóùåñòâóåò l-��Ø êîäîâ ìîùíîñòè

m ïðè

m

p

ne

n

4

l+1

�!

n!1

0.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ ïðèâåäåíî â [2℄. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå øàðîâ

ðàäèóñà R âåñà 0 è âåñà íå ìåíåå l + 1, ãäå R = �(n)n è �(n)! 1=2�0.

Òåîðåìà 2. (Êîäû ñðåäíåé ìîùíîñòè) Ïóñòü l � �èêñèðîâàííîå íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå k

0

(l) òàêîå, ÷òî ïðè äî-

ñòàòî÷íî áîëüøèõ n íå ñóùåñòâóåò êîäîâ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî

øàðàì ñî ñòåïåíüþ l, ìîùíîñòè m, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâàì:

8nl < m <

2

n

k

0

(l)

P

i=0

�

n

i

�

:

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå l = 2 èìååì k

0

= 52.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 1. Ïóñòü âñå øàðû ðàäèóñà k èìåþò âåñ íå áîëåå, ÷åì l. Òîãäà

ñóùåñòâóåò øàð ðàäèóñà

j

2

l

2

l

�1

k

k

èìåþùèé âåñ íå áîëåå, ÷åì l.

Ëåììà 2. Ïóñòü l � �èêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà íàéäåò-

ñÿ òàêîå k

0

, ÷òî ïðè k > k

0

, n > 2

2

l

2

l

�1

k + 2

l

+ 2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

b

2

l

2

l

�1

k


X

i=0

�

n

i

�

> 2l

k+1

X

i=0

�

n

i

�

:

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå l = 2 èìååì k

0

= 52.

Ëåììà 3. Áóëåâ êóá ðàçìåðíîñòè n ìîæíî ïîêðûòü (íå áîëåå, ÷åì) 4n

øàðàìè ðàäèóñà R =

n

2

� 2

l

� 1 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l-��Ø êîä (â áóëåâîì

êóáå ðàçìåðíîñòè n) âåñàm ñóùåñòâóåò. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

øàð ðàäèóñà k = k

0

âåñà 0. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ñóùåñòâóåò øàð

ðàäèóñà k + 1 âåñà 0. Áàçà èíäóêöèè: k = k

0

.

Øàã èíäóêöèè. Åñëè ñóùåñòâóåò øàð ðàäèóñà k âåñà 0, òî ïî ëåììå 1,

ñóùåñòâóåò øàð ðàäèóñà R >

j

2

l

2

l

�1

k

k

âåñà íå áîëåå, ÷åì l, ïîýòîìó ëþáîé

øàð ðàäèóñà R èìååò âåñ íå áîëüøå, ÷åì 2l.

Åñëè n < 2 �

2

l

2

l

�1

k + 2

l

+ 2, òî ïî ëåììå 3 âåñü áóëåâ êóá ïîêðûâàåì

4n øàðàìè ðàäèóñà R. Çíà÷èò, âåñ êîäà íå ïðåâîñõîäèò 2l+ l2(4n� 1), ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Åñëè n > 2 �

2

l

2

l

�1

k + 2

l

+ 2, òî ïî ëåììå 2

53



ñðåäíèé âåñ øàðà ðàäèóñà k + 1 ìåíüøå, ÷åì

1

2l

ñðåäíåãî âåñà R

2

l

2

l

�1

k

C

øàðà

ðàäèóñà íå ìåíåå

2

l

2

l

�1

k. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò øàð ðàäèóñà k + 1 âåñà 0.

Ïîñêîëüêó k ðàñòåò, à n �èêñèðîâàííî, êîãäà-íèáóäü âûïîëíèòñÿ óñëî-

âèå n < 2 �

2

l

2

l

�1

k + 2

l

+ 2, òî åñòü íà êàêîì-òî øàãå èíäóêöèè ìû ïðèäåì

ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êîäû áîëüøîé ìîùíîñòè. Â ñëó÷àå êîäîâ áîëüøîé ìîùíîñòè ìû

âûäåëèì äâà ñåìåéñòâà ìîùíîñòåé. Äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà ìîùíîñòåé ó

íàñ áóäåò ñâîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 3. (Ïåðâîå 
åìåéñòâî) Ïóñòü l 2 N, s 2 N, u > 1, 


s

� íåêî-

òîðàÿ êîíñòàíòà (ñâîÿ äëÿ êàæäîãî s) è m òàêîå ÷òî

ul

2

4

2

n

s

P

i=0

�

n

i

�

6m 6

�

n

s

2

+ 


s

�

2

n

s

P

i=0

�

n

i

�

; äëÿ s > 2;

ul

2

4

�

2

n

n+ 1

6m 6 2

n�1

; äëÿ s = 1:

Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n íå ñóùåñòâóåò l-��Ø êîäîâ ìîùíîñòè

m. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå s = 1 íå ñóùåñòâóåò l-��Ø êîäîâ äëÿ n, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

n >

u

u� 1

�

3l+ 1 +

ul

2

4

�

; n > 6l+ 3 +

ul

2

2

:

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â [2℄. Çàìåòèì, ÷òî êîäû ìîùíîñòè

m, óäîâëåòîðÿþùèå ñëó÷àþ s = 1 � ýòî ïî÷òè âñå äâîè÷íûå êîäû ðàçìåð-

íîñò n. Óðàâíîâåøåííûå êîäû òàêæå îòíîñÿòñÿ ê ýòîìó ñëó÷àþ.

Ëåììà 4. Ïóñòü x

1

, : : :, x

k

� ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå,

÷òî x

1

+ � � �+ x

k

= S > 0 è maxfx

i

g �minfx

i

g 6 l. Òîãäà

S

2

k

6 x

2

1

+ � � �+ x

2

k

6

S

2

k

+

kl

2

4

:

Òåîðåìà 4. (Âòîðîå 
åìåéñòâî) Ïóñòü l 2 N, s 2 N, �

1

, �

2

� íåêîòî-

ðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è m òàêîå ÷òî

�

1

2

n

s

P

i=0

�

n

i

�

6 m 6 �

2

2

n

s

P

i=0

�

n

i

�

Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n íå ñóùåñòâóåò l-��Ø êîäîâ ìîùíîñòè

m.
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Çàìå÷àíèå. ×èñëà �

1

è �

2

âûáèðàåò òàê, ÷òîáû ïåðâîå è âòîðîå ñåìåé-

ñòâà ìîùíîñòåé ïåðåñåêàëèñü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C � l-��Ø êîä ðàçìåðíîñòè n, ìîùíîñòü êî-

òîðîãî ðàâíà m. Îöåíèì ÷èñëî ïàð êîäîâûõ ñëîâ âî âñåõ øàðàõ ðàäèóñà s

äâóìÿ ñïîñîáàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V

k

îáúåì øàðà ðàäèóñà k.

Ïåðâûé ñïîñîá. Îáîçíà÷èì x

1

, x

2

, : : :, x

2

n

� âåñà øàðîâ ðàäèóñà s. Òàê

êàê êàæäîå êîäîâîå ñëîâî ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â V

s

=

s

P

i=0

�

n

i

�

øàðàõ ðàäèóñà

s, òî S :=

2

n

P

i=0

x

i

= mV

s

. ×èñëî ïàð êîäîâûõ ñëîâ â øàðå ðàäèóñà s âåñà

x

i

ðàâíî

x

i

(x

i

�1)

2

, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî ïàð êîäîâûõ ñëîâ âî âñåõ øàðàõ

ðàäèóñà s ðàâíî N =

2

n

P

i=0

x

i

(x

i

�1)

2

=

1

2

2

n

P

i=0

x

2

i

�

1

2

2

n

P

i=0

x

i

.

Ïîñêîëüêó C ÿâëÿåòñÿ l-��Ø êîäîì, òî maxfx

i

g�minfx

i

g 6 l. Çíà÷èò,

ïî ëåììå 1 è âûðàæàÿ S

2

÷åðåç m, n è s ïîëó÷àåì:

N 6

m

2

2 � 2

n

�

1

(s!)

2

�

n

2s

+ (3s� s

2

)n

2s�1

+O(n

2s�2

)

�

�

�

m

2

�

1

s!

�

n

s

+

3s� s

2

2

n

s�1

+O(n

s�2

)

�

+

2

n

l

2

8

:

Âòîðîé ñïîñîá. Â øàðàõ ðàäèóñà s ñîäåðæàòñÿ ïàðû êîäîâûõ ñëîâ íà

ðàññòîÿíèè îò 1 äî 2s. Ìû ðàññìîòðèì øàðû ðàäèóñà 2s ñ öåíòðîì â êî-

äîâûõ ñëîâàõ. �àçîáüåì ýòè øàðû íà ñ�åðû ðàäèóñîì îò 1 äî 2s, îöåíèì

âåñ êàæäîé ñ�åðû, è ñîîòâåòñòâåííî, îöåíèì ÷èñëî ïàð êîäîâûõ ñëîâ íà

ðàññòîÿíèè 1, 2 è òàê äàëåå äî 2s îòäåëüíî.

Â äàëüíåéøåì, äëÿ áîëåå êîìïàêòíîé çàïèñè âûêëàäîê, ìû áóäåì ïèñàòü

t = x� 2l âìåñòî äâîéíîãî íåðàâåíñòâà x� 2l 6 t 6 x+ 2l.

Cðåäíèé âåñ øàðà ðàäèóñà k ðàâåí P

k

=

mV

k

2

n

, âåñ ïðîèçâîëüíîãî øà-

ðà S

k

(x) ðàâåí wt(S

k

(x)) =

mV

k

2

n

� l, à âåñ ïðîèçâîëüíîé ñ�åðû �

k

ðàâåí

wt(�

k

) =

mV

k

2

n

�

mV

k�1

2

n

� 2l.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N

k

÷èñëî ïàð äâîè÷íûõ íàáîðîâ êîäà C íà ðàññòîÿíèè

k, à p

k

� ÷èñëî øàðîâ ðàäèóñà s, â êîòîðûõ îäíîâðåìåííî ñîäåðæèòñÿ ïàðà

äâîè÷íûõ íàáîðîâ íà ðàññòîÿíèè k. Èñêîìîå ÷èñëî N ïàð êîäîâûõ ñëîâ â

ñóììå âî âñåõ øàðàõ ðàäèóñà s ðàâíî

N=

2s

X

k=1

N

k

p

k

=

m

2

2�2

n

�

1

(s!)

2

�

n

2s

+

�

3s�s

2

�

n

2s�1

+O(n

2s�2

)

�

�

m

2

2�2

n

�2l�O(n

s�1

):

�àññìîòðèì ñëó÷àé m = � �

2

n

n

s�1

� (s�1)!: Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îöåí-

êè N = N

0

, ïîëó÷åííàÿ ïåðâûì ñïîñîáîì è N = N

00

, ïîëó÷åííàÿ âòîðûì

ñïîñîáîì, èìåþò âèä
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N 6 N

0

=

�

2

� 2

n

2s

2

�

n

2

+ (3s� s

2

)n�

s

�

n+O(1)

�

;

N = N

00

=

�

2

� 2

n

2s

2

�

n

2

+

�

3s�s

2

�

n+O(1)

�

:

Ïîñêîëüêó îäíà îöåíêà îòëè÷àåòñÿ îò äðóãîé íàëè÷èåì ñëàãàåìîãî �

s

�

n,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n ìû ïîëó÷èì, ÷òî îöåíêà N

0

ìåíüøå îöåíêè N

00

.

Ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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