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О СЛОЖНОСТИ ФУНКЦИЙ
МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ

В БЕСКОНЕЧНО-ПОРОЖДЕННЫХ КЛАССАХ

А. А. Андреев (Москва)

Рассматривается задача получения высоких нижних оценок различных
мер сложности реализации функций многозначной логики из замкнутых клас-
сов над бесконечными базисами, порождающими эти классы. Под базисом
понимается любая порождающая система, не обязательно полная и не обяза-
тельно минимальная по включению. Бесконечным базисом называется базис,
содержащий функции, существенно зависящие от сколь угодно большого чис-
ла переменных.

В качестве основных модельных классов управляющих систем рассматри-
ваются формулы [1] и схемы из функциональных элементов [2]. В качестве
мер сложности рассматриваются глубина и собственно сложность. В работе
переменные и константы для удобства также будем считать формулами (та-
кие формулы будем называть тривиальными). Под сложностью формулы по-
нимается количество символов переменных и констант, входящих в формулу,
под сложностью схемы из функциональных элементов (далее просто схемы) —
число функциональных элементов в ней. Понятие глубины 𝐷(𝐹 ) формулы 𝐹
определим индуктивно. Если формула 𝐹 тривиальная, то 𝐷(𝐹 ) = 0, а если
𝐹 = 𝐺(𝐹1, . . . , 𝐹𝑚) (где 𝐺— некоторая функция), то 𝐷(𝐹 ) = max𝐷(𝐹𝑖)+1, где
максимум берется по всем 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Сложностью 𝐿Ф

B(𝑓) функции 𝑓 при
реализации формулами над базисом B называется минимальная сложность
формулы над базисом B, реализующей эту функцию. Аналогично определя-
ются сложность 𝐿СФЭ

B (𝑓) функции 𝑓 при реализации схемами над базисом B
и глубина функции 𝐷B(𝑓) (понятие глубины функции не отличается для слу-
чаев реализации схемами и формулами). Функцией Шеннона 𝐿Ф

B(𝑛) назовем
максимальную сложность реализации формулами над базисом B функций
от 𝑛 переменных из замыкания [B] базиса B. Аналогично определим функ-
цию Шеннона 𝐿СФЭ

B (𝑛) сложности реализации функций из класса [B] схемами
над базисом B и функцию Шеннона глубины 𝐷B(𝑛) реализации функций из
класса [B] над базисом B.

Асимптотика роста функций Шеннона 𝐿СФЭ
B (𝑛), 𝐿Ф

B(𝑛) и 𝐷B(𝑛) над произ-
вольным полным конечным базисом булевых функций установлена О. Б. Лу-
пановым [3–5]. Для всякого конечного полного базиса B функция Шенно-
на 𝐿СФЭ

B (𝑛) сложности реализации булевых функций схемами над этим бази-
сом при 𝑛 → ∞ растет по порядку как 2𝑛/𝑛, сложности реализации форму-
лами 𝐿Ф

B(𝑛) — как 2𝑛/log 𝑛, а функция Шеннона глубины 𝐷B(𝑛) — как 𝑛.
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При переходе от конечного полного базиса к бесконечному полному бази-
су булевых функций порядки роста введенных функций Шеннона понижают-
ся. Из результатов О. Б. Лупанова непосредственно следует, что для любых
полных базисов B1 и B2, где B1 — конечный, а B2 — бесконечный, справед-
ливы соотношения 𝐿СФЭ

B2
(𝑛) = 𝑜(𝐿СФЭ

B1
(𝑛)), 𝐿Ф

B2
(𝑛) = 𝑜(𝐿Ф

B1
(𝑛)), 𝐷B2

(𝑛) =
= 𝑜(𝐷B1

(𝑛)). На самом деле О. М. Касим-Заде установлено [6, 7], что при
переходе от конечных к бесконечным полным базисам булевых функций по-
рядок роста функций Шеннона 𝐿СФЭ

B (𝑛) и 𝐷B(𝑛) меняется качественно: в слу-
чае бесконечных базисов 𝐿СФЭ

B (𝑛) растет по порядку как 2𝑛/2 или медленнее,
а 𝐷B(𝑛) имеет порядок роста не больше log 𝑛. В случае реализации функций
𝑘-значной логики при 𝑘 > 3 для функции Шеннона глубины при переходе
от конечных полных к бесконечным полным базисам имеет место аналогич-
ное понижение порядка роста. Для любого конечного базиса B функций 𝑘-
значной логики (𝑘 > 3) функция Шеннона глубины 𝐷B(𝑛) при 𝑛→∞ растет
по порядку как линейная функция (для этого случая также известна асимп-
тотика [8]). Для бесконечных базисов многозначной логики известно [9], что
функция Шеннона глубины 𝐷B(𝑛) растет по порядку не быстрее, чем log 𝑛.
Стоит отметить, что при переходе от конечных базисов, порождающих за-
мкнутые классы булевых функций, к бесконечным может также иметь ме-
сто аналогичный эффект понижения порядков роста соответствующих функ-
ций Шеннона (см., например, [10]). Однако, к примеру, для класса линейных
функций и в случае конечного, и в случае бесконечного базиса, порождающе-
го этот класс, функция Шеннона сложности реализации формулами растет
по порядку как 𝑛.

В связи с этим возникает вопрос о возможности получения высоких ниж-
них оценок сложности (для всех трех мер) над бесконечными базисами, ана-
логичных известным [11–13] высоким нижним оценкам сложности в конечных
неполных базисах функций 𝑘-значной логики, 𝑘 > 3.

Стоит отметить, что в случае булевых функций все замкнутые классы
конечно-порожденные. Это значит, что любой бесконечный базис будет избы-
точным, и из него можно выделить конечную подсистему, порождающую тот
же замкнутый класс. Следовательно, порядок роста при переходе от конечно-
го базиса булевых функций к бесконечному не может увеличиться. В случае
же функций многозначной логики ситуация иная. Существуют примеры замк-
нутых классов, не имеющих конечного базиса [14], что дает дополнительные
возможности для получения высоких нижних оценок в бесконечных базисах
по сравнению с оценками в конечных базисах.

Построим замкнутые классы функций многозначной логики, не являю-
щиеся конечно-порожденными, в которых для всех типов рассматриваемых
функций Шеннона при соответствующем выборе базиса (бесконечного непол-
ного) будут справедливы нижние оценки с более высоким порядком роста,
чем у известных [11–13] соответствующих нижних оценок в случае конечно-
порожденных классов.
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Пусть 𝜙(𝑥) — функция трехзначной логики, принимающая значение 1 при
𝑥 = 2 и значение 0 в остальных случаях. Пусть Ω(�̃�) — отображение из 𝐸𝑛

3

в 𝐸𝑛
2 , которое набору (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) сопоставляет набор (𝜙(𝑥1), . . . , 𝜙(𝑥𝑛)). Пусть

�̃�— набор из 𝐸𝑛
2 . Определим функцию 𝜆3

�̃�(𝑦, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) из 𝑃3 следующим об-
разом.

𝜆3
�̃�(𝑦, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

{︃
0, если 𝑦 = 0 и Ω(�̃�) ̸= �̃�, или если 𝑦 = 2,

1, если 𝑦 = 1, или если 𝑦 = 0 и Ω(�̃�) = �̃�;

Определим функции трехзначной логики 𝜁3𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑛 > 1, следующим
образом. Функция 𝜁3𝑛 принимает значение 0, если среди ее аргументов четное
количество двоек, и значение 1, если нечетное. Пусть 𝑅2 =

⋃︀
𝑛∈N

𝐸𝑛
2 . Рассмот-

рим неполный бесконечный базис A = {0} ∪ {𝜆3
�̃� | �̃� ∈ 𝑅2}. Справедливо

следующее утверждение.

Теорема 1. Для функции трехзначной логики 𝜁3𝑛, 𝑛 > 1, выполняется
равенство

𝐷A(𝜁3𝑛) = 2𝑛−1.

Заметим также, что сложность реализации функции схемами над некото-
рым базисом не меньше глубины этой функции над этим базисом. Поэтому
приведенная выше формула доставляет пример минимальной схемы над ба-
зисом A для функции 𝜁3𝑛, т. е.

𝐿СФЭ
A (𝜁3𝑛) = 2𝑛−1,

причем полученное значение сложности превосходит максимальные нижние
оценки, известные [11] для случая конечных базисов.

Покажем теперь как на основе этого примера построить бесконечный базис
в 𝑃4 и последовательность функций, сложность реализации которых форму-
лами над этим базисом растет сверхэкспоненциально (и быстрее известных
рекордных высоких оценок для случая конечно-порожденных классов 𝑃4).

Пусть 𝜙(𝑥) — функция четырехзначной логики, принимающая значение 1
при 𝑥 = 2 и значение 0 в остальных случаях. Пусть Ω(�̃�) — отображение из 𝐸𝑛

4

в 𝐸𝑛
2 , которое набору (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) сопоставляет набор (𝜙(𝑥1), . . . , 𝜙(𝑥𝑛)). Пусть

�̃�— набор из 𝐸𝑛
2 . Определим функции 𝜆4

�̃�(𝑦, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) и 𝜇�̃�(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+2) из 𝑃4

следующим образом:

𝜆4
�̃�(𝑦, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

{︃
𝜆3
�̃�(𝑦, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), если (𝑦, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐸𝑛

3

3, иначе;

𝜇�̃�(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+2) =

⎧⎪⎨⎪⎩
3, если 𝑥𝑖 = 3 для некоторого
𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛 + 2}, или если 𝑥1 ̸= 𝑥2,

𝜆4
�̃�(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛+2), иначе.
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Определим последовательность функций четырехзначной логики 𝜁4𝑛(𝑥1, . . .
. . . , 𝑥𝑛), 𝑛 > 1, следующим образом. Если среди аргументов функции есть хотя
бы одна тройка, то она принимает значение 3. Если же нет, то функция 𝜁4𝑛
принимает значение 0, если среди ее аргументов четное количество двоек, и
значение 1, если нечетное. Рассмотрим неполный бесконечный базис A =
= {0} ∪ {𝜇�̃� | �̃� ∈ 𝑅2}. Имеет место следующее утверждение.

Теорема 2. Для функции четырехзначной логики 𝜁4𝑛, 𝑛 > 1, верно равен-
ство

𝐿Ф
A (𝜁4𝑛) = 22

𝑛−1

− 1.

Отметим, что установленный в теореме 2 рост сложности реализации по-
следовательности функций 𝜁4𝑛 формулами над бесконечным базисом A, порож-
дающий замкнутый класс в 𝑃4, не имеющий конечного базиса, превосходит
известную [12] рекордную оценку сложности реализации последовательности
функций над конечным базисом в 𝑃4, имеющую вид

2𝐶
[𝑛/2]
𝑛 ([𝑛/2] + 1)− [𝑛/2].

Конструкции из доказательств теоремы 1 (для функций трехзначной логи-
ки) и теоремы 2 (для функций четырехзначной логики) могут быть обобщены
на случай функций 𝑘-значной логики для бо́льших значений 𝑘, и результа-
ты такого обобщения превосходят рекордные результаты в случае конечно-
порожденных классов [13]. Справедливы следующие утверждения.

Теорема 3. Пусть 𝑟, 𝑛 — произвольные натуральные числа, такие что
𝑟 > 2. Тогда существует натуральное число 𝑘 = 𝑘(𝑟) = 𝑟 + 1, замкнутый
класс функций 𝑘-значной логики, не имеющий конечного базиса, и лежащая в
нем функция от 𝑛 переменных, глубина (и сложность реализации схемами)
которой над некоторым бесконечным базисом, порождающим этот класс,
равна 𝑟𝑛−1.

Теорема 4. Пусть 𝑟,𝑚 — произвольные натуральные числа, такие что
𝑟 > 2. Тогда существует натуральное число 𝑘 = 𝑘(𝑟) = 𝑟 + 2, замкнутый
класс функций 𝑘-значной логики, не имеющий конечного базиса, и лежащая в
нем последовательность функций от 𝑛 переменных, сложность реализации
формулами которых над некоторым бесконечным базисом, порождающим
этот класс, равна по порядку 𝑚𝑟𝑛−1

.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 14-01-00598-а) и про-
граммы фундаментальных исследований ОМН РАН «Алгебраические и ком-
бинаторные методы математической кибернетики и информационные систе-
мы нового поколения» (проект «Задачи оптимального синтеза управляющих
систем»).
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СВИТЧИНГОВАЯ РАЗДЕЛИМОСТЬ ГРАФОВ
ПО МОДУЛЮ 𝑄

Е. А. Беспалов (Новосибирск)

Введение

Рассматриваются неориентированные графы, ребра которых помечены
элементами из множества {1, . . . , 𝑞 − 1}, 𝑞 > 2 — натуральное, которые будем
называть весом ребра (вес можно также трактовать как кратность). Метку 0
будем ассоциировать с отсутствием ребра, т. е. пару несмежных вершин будем
считать ребром веса 0 (что тем не менее не позволяет считать эти вершины
соседними). Таким образом, реберно помеченный граф удобно представлять
парой (𝑉,𝐸), где 𝑉 — множество вершин, а 𝐸 : 𝑉 2 → {0, 1, . . . , 𝑞 − 1}— сим-
метричное отображение, равное нулю везде на диагонали {(𝑣, 𝑣)|𝑣 ∈ 𝑉 }. Под
подграфом графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) будем подразумевать граф 𝐺𝑊 = (𝑊, 𝐼), по-
рожденный множеством вершин 𝑊 ⊂ 𝑉 и унаследовавший от 𝐺 веса ребер:
𝐼(𝑣, 𝑤) = 𝐸(𝑣, 𝑤), для любых 𝑣, 𝑤 ∈𝑊 . Результатом сложения двух графов 𝐺1

и 𝐺2 с общим множеством вершин будет граф 𝐺 на том же множестве вершин,
определенный следующим образом: вес любого ребра графа 𝐺 равен сумме
по модулю 𝑞 весов соответствующих ребер в графах 𝐺1 и 𝐺2. Граф будем
называть аддитивным, если каждую его вершину можно пометить числами
от 0 до 𝑞 − 1 таким образом, что вес каждого ребра будет равен сумме по
модулю 𝑞 меток двух вершин ребра. Далее определим свитчинг графа 𝐺,
как результат сложения графа 𝐺 с некотором аддитивным графом на том же
множестве вершин. Множество вершин 𝑊 графа 𝐺 назовем отделимым, если
некоторый свитчинг графа 𝐺 не содержит ребер (ненулевого веса) между 𝑊
и 𝑉 ∖𝑊 . Легко видеть, что любое множество вершин мощности 0, 1, 𝑛−1 или 𝑛
в графе порядка 𝑛 является отделимым. Любые другие отделимые множества
назовем нетривиальными. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) назовем свитчингово раздели-
мым (далее в тексте — просто разделимым), если существует нетривиальное
отделимое множество его вершин.

Исследуется, для каких 𝑘 верно следующее утверждение (признак разде-
лимости): если в графе 𝐺 порядка 𝑛 все подграфы порядка 𝑘 разделимы, то
и сам граф 𝐺 разделим.

В случае 𝑘 = 𝑛−1 этот вопрос оказывается важным с точки зрения изуче-
ния другого класса комбинаторных объектов — 𝑛-арных квазигрупп, в комби-
наторике известных также как латинские гиперкубы. Под 𝑛-арной квазигруп-
пой конечного порядка 𝑞 понимается 𝑛-местная операция Σ𝑛 → Σ, обратимая
по каждому аргументу, где Σ — некоторое множество мощности 𝑞 (носитель
квазигруппы). Будем называть 𝑛-арную квазигруппу разделимой, если она
представима в виде бесповторной суперпозиции квазигрупп меньшей арности.
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В случае 𝑞 = 2 в статье [1] была построена серия примеров нераздели-
мых графов нечетного порядка 𝑛, у которых все подграфы порядка 𝑛 − 1
разделимы, а также описан способ построений по этим графам неразделимых
квазигрупп, у которых все ретракты, полученные фиксированием одной пе-
ременной, разделимы. Позже эти результаты были использованы в статье [2]
при характеризации квазигрупп порядка 4. В статье [3] было показано, что
других графов с такими свойствами не существует. Настоящая работа содер-
жит обобщение результатов про свитчинговую разделимость графов на слу-
чай произвольного 𝑞.

Признаки свитчинговой разделимости графов по модулю 𝑞

Сумма двух аддитивных графов также является аддитивным графом. По-
этому отношение «граф 𝐺— свитчинг графа 𝐻» является эквивалентностью.
Если множество отделимо в графе, то оно отделимо и в каждом его свитчин-
ге. Таким образом, в вопросах разделимости мы всегда можем рассматривать
наиболее удобный свитчинг графа. Имеет место следующая

Лемма. Если в графе 𝐺 порядка 𝑛 все подграфы порядков 𝑛 − 1 и 𝑛 − 2
разделимы, то и граф 𝐺 разделим.

Для формулировки основных результатов при четном 𝑞 определим семей-
ство графов 𝐺𝑛,𝛾 , 𝛾 ∈ {0, . . . , 𝑞 − 1}, 𝑛 = 2𝑘 + 1 > 5. Множество вершин гра-
фа — {𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘}, вершина 𝑎0 изолирована, веса остальных ребер
определяются следующим образом:

∙ для любых 𝑙,𝑚 вес ребра {𝑎𝑙, 𝑏𝑚} равен 𝛾, если 𝑙 < 𝑚, и 𝛾 + 𝑞/2(mod 𝑞),
если 𝑙 > 𝑚;

∙ для любых различных 𝑙,𝑚 ребра {𝑎𝑙, 𝑎𝑚} и {𝑏𝑙, 𝑏𝑚} имеют вес 𝛾.

Граф 𝐺𝑛,0 изображен на рис. 1.
Получены следующие результаты:

Теорема 1. Если в графе 𝐺 порядка 𝑛 все подграфы порядка 𝑛 − 1 раз-
делимы, то либо граф 𝐺 разделим, либо 𝑞 — четно, 𝑛— нечетно и граф 𝐺
изоморфен некоторому свитчингу графа 𝐺𝑛,𝛾 .

Теорема 2. Если в графе 𝐺 порядка 𝑛 > 9 все подграфы порядка 𝑛 − 2
разделимы, то и граф 𝐺 разделим.

Теорема 3. Если в графе 𝐺 порядка 𝑛 > 9 все подграфы порядка 𝑘 > 7 раз-
делимы, то либо граф 𝐺 разделим, либо 𝑞, 𝑘 — четны, 𝑛— нечетно и граф 𝐺
изоморфен некоторому свитчингу графа 𝐺𝑛,𝛾 .

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект №14-11-00555).
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Рис. 1: Граф 𝐺𝑛,0.
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МИНИМАЛЬНЫЕ НОСИТЕЛИ
СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ

НЕКОТОРЫХ ГРАФОВ ХЭММИНГА

А. А. Валюженич (Новосибирск)

Расстоянием Хэмминга 𝑑(𝑥, 𝑦) между словами 𝑥, 𝑦 ∈ {0, 1, . . . , 𝑞 − 1}𝑛
называется число позиций, в которых 𝑥 и 𝑦 различны. Графом Хэммин-
га называется граф, вершины которого — это все слова длины 𝑛 над алфа-
витом {0, 1, . . . , 𝑞 − 1}, а ребрами графа соединяются вершины на расстоя-
нии Хэмминга 1. Обозначим граф Хэмминга через 𝐻(𝑛, 𝑞). Хорошо известно,
что множество собственных значений матрицы смежности графа 𝐻(𝑛, 𝑞) есть
{𝜆𝑚 = 𝑛(𝑞 − 1) − 𝑞𝑚|𝑚 = 0, 1, . . . , 𝑛}. Функция 𝑓 : 𝐻(𝑛, 𝑞) −→ R называется
собственной функцией графа 𝐻(𝑛, 𝑞), отвечающей собственному значению 𝜆,
если 𝐴𝑓 = 𝜆𝑓 , где 𝐴— матрица смежности 𝐻(𝑛, 𝑞). Собственную функцию
графа 𝐻(𝑛, 𝑞), отвечающую собственному значению 𝜆𝑚, обозначим через 𝑓𝑚.
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Пусть 𝑓 : 𝐻(𝑛, 𝑞) −→ R. Множество 𝑆(𝑓) = {𝑥 ∈ 𝐻(𝑛, 𝑞)|𝑓(𝑥) ̸= 0)} назы-
вается носителем функции 𝑓 . Для носителя собственной функции известна
следующая нижняя оценка:

Теорема 1 [2]. Пусть 𝑓𝑚 : 𝐻(𝑛, 𝑞) −→ R и 𝑓𝑚 ̸≡ 0. Тогда |𝑆(𝑓𝑚)| >
> 2𝑚(𝑞 − 2)𝑛−𝑚 для 𝑚𝑞2

2𝑛(𝑞−1) > 2 и |𝑆(𝑓𝑚)| > 𝑞𝑛( 1
𝑞−1 )𝑚/2( 𝑚

𝑛−𝑚 )𝑚/2(1− 𝑚
𝑛 )𝑛/2

для 𝑚𝑞2

2𝑛(𝑞−1) 6 2.

Из результатов работы [3] следует, что для мощности носителя собственной
функции 𝑓 : 𝐻(𝑛, 𝑞) −→ {−1, 0, 1}, отвечающей собственному значению 𝜆 =
= 𝑞(𝑛−𝑚)− 𝑛, выполнена нижняя оценка |𝑆(𝑓)| > 2𝑚.

Функцию 𝑓 : 𝐻(2, 𝑞) −→ R, для которой 𝑓(𝑥) = 1 при 𝑥 = (𝑘, 𝑗) для
всех 𝑘 ̸= 𝑖 и 𝑓(𝑥) = −1 при 𝑥 = (𝑖, 𝑡) для всех 𝑡 ̸= 𝑗, и 𝑓(𝑥) = 0 для остальных 𝑥,
обозначим через 𝑎𝑖,𝑗(𝑞).

Основной результат работы состоит в нахождении минимального носителя
собственной функции графа Хэмминга 𝐻(2, 𝑞) с собственным значением 𝑞−2, а
также минимального носителя собственной функции графа Хэмминга 𝐻(3, 𝑞)
с собственным значением 𝑞 − 3. Кроме того, найдена полная характеризация
соотвествующих собственных функций с минимально возможным носителем.

Теорема 2. Пусть 𝑓𝑞−2 : 𝐻(2, 𝑞) −→ R и 𝑓𝑞−2 ̸≡ 0. Тогда |𝑆(𝑓𝑞−2)| >
> 2(𝑞 − 1). Более того, если |𝑆(𝑓𝑞−2)| = 2(𝑞 − 1), то 𝑓𝑞−2 с точностью до
умножения на константу совпадает с функцией 𝑎𝑖,𝑗(𝑞) для некоторых 𝑖 и 𝑗.

Теорема 3. Пусть 𝑓𝑞−3 : 𝐻(3, 𝑞) −→ R и 𝑓𝑞−3 ̸≡ 0. Тогда |𝑆(𝑓𝑞−3)| >
> 4(𝑞 − 1). Более того, если |𝑆(𝑓𝑞−3)| = 4(𝑞 − 1), то существуют числа 𝑡1, 𝑡2,
𝑖 и 𝑗 такие, что 𝑓𝑞−3 с точностью до умножения на константу и переста-
новки координат равна 𝑎𝑖,𝑗(𝑞) для 𝑥 = (𝑎, 𝑏, 𝑡1), равна −𝑎𝑖,𝑗(𝑞) для 𝑥 = (𝑎, 𝑏, 𝑡2)
и равна 0 в остальных случаях.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект №14-11-00555).
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О ЦИРКУЛЯНТАХ ДЕЗА

А. Л. Гаврилюк1, С. В. Горяинов1,2, Л.В. Шалагинов2

(1Екатеринбург, 2Челябинск)

Введение

В 1998 году в работе [1] впервые было рассмотрено естественное обобще-
ние понятия сильно регулярного графа — графы Деза. Граф Деза называет-
ся точным графом Деза, если не является сильно регулярным и имеет диа-
метр 2. Авторы указали на базовые соотношения в графах Деза и предложили
несколько конструкций.

В ряде исследований было выяснено, что графы Деза наследуют некоторые
свойства сильно регулярных графов. Например, в [2] показано, что вершинная
связность графа Деза, полученного из сильно регулярного графа с помощью
инволюции, совпадает с валентностью.

Однако, данное обобщение приводит и к потере части свойств. Например,
в [3] было показано, что существует граф Деза, имеющий сколь угодно боль-
шое число различных собственных значений.

Изучение некоторых классов графов, которые также являются графами
Кэли, — популярная тема на стыке теории графов и теории групп. Например,
одним из направлений исследования сильно регулярных графов является изу-
чение сильно регулярных графов, являющихся графами Кэли. В [4], [5] и [6]
независимо была получена классификация сильно регулярных графов Кэли
над циклическими группами. В [7] была получена классификация сильно ре-
гулярных графов Кэли над Z𝑝𝑛

⨁︀
Z𝑝𝑛 . В [8] и [9] были классифицированы

дистанционно регулярные графы Кэли над циклическими и диэдральными
группами.

Для графов Деза, как для графов, «родственных» сильно регулярным,
представляет интерес постановка аналогичных вопросов.

Проблемой, на решение которой направлена данная работа, является по-
лучение классификации точных графов Деза, являющихся графами Кэли.

Первые результаты по точным графам, которые являются графами Кэ-
ли, с помощью компьютерного перебора были получены в [10]. В статье для
каждой конечной группы, имеющей порядок менее 60, приводится классифи-
кация с точностью до изоморфизма точных графов Деза, которые являются
графами Кэли данной группы. Предметом дальнейших исследований явля-
ется изучение вопроса о том, могут ли найденные графы быть вложены в
серии.

В данной работе приводятся промежуточные результаты для класса точ-
ных графов Деза, которые являются графами Кэли циклических групп. Авто-
рами доклада с помощью компьютерного перебора была получена классифи-
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кация точных графов Деза, являющихся графами Кэли циклических групп и
имеющих не более 95 вершин. За исключением двух графов, имеющих 8 и 9
вершин, каждый точный граф Деза, являющийся графом Кэли циклической
группы и имеющий не более 95 вершин, является представителем одной из
шести серий, две из которых являются новыми.

1. Основные определения и обозначения

Мы рассматриваем неориентированные графы без петель и кратных ребер.
Для графа Γ и его произвольной вершины 𝑥 определим окрестность Γ(𝑥)

вершины 𝑥 как множество Γ(𝑥) := {𝑦 | 𝑦 ∈ 𝑉 (Γ), 𝑦 ∼ 𝑥}.
Граф Γ называется регулярным валентности 𝑘, если для любой верши-

ны 𝑥 ∈ Γ выполняется |Γ(𝑥)| = 𝑘.
Граф Γ называется сильно регулярным с параметрами (𝑣, 𝑘, 𝜆, 𝜇), если Γ

имеет 𝑣 вершин, регулярен валентности 𝑘 и для любой пары различных вер-
шин 𝑥, 𝑦 ∈ Γ выполняется:

|Γ(𝑥) ∩ Γ(𝑦)| =
{︂

𝜆, если 𝑥 ∼ 𝑦,
𝜇, если 𝑥 � 𝑦.

Граф Γ называется графом Деза с параметрами (𝑣, 𝑘, 𝑏, 𝑎) (обычно прини-
мается, что 𝑏 > 𝑎), если Γ имеет 𝑣 вершин, регулярен валентности 𝑘 и любые
две различные вершины 𝑥, 𝑦 ∈ Γ имеют либо 𝑎, либо 𝑏 общих соседей.

Граф Деза называется точным графом Деза, если не является сильно ре-
гулярным и имеет диаметр 2.

Пусть 𝐺— конечная группа. Пусть 𝑆 — непустое подмножество в 𝐺, не со-
держащее нейтральный элемент группы и замкнутое относительно операции
обращения (т. е. 1𝐺 /∈ 𝑆 и ∀𝑠 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑠−1 ∈ 𝑆). Граф 𝐶𝑎𝑦(𝐺,𝑆), построенный
на элементах группы 𝐺 с правилом смежности

𝑥 ∼ 𝑦 ⇔ 𝑥𝑦−1 ∈ 𝑆, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺,

называется графом Кэли группы 𝐺 с системой образующих 𝑆.
Граф Кэли циклической группы называется циркулянтом.
Проблема: Классифицировать точные циркулянты Деза.
Пусть Γ1 = (𝑉1, 𝐸1) и Γ2 = (𝑉2, 𝐸2) графы. Композицией Γ1[Γ2] графов Γ1

и Γ2 называется граф с множеством вершин 𝑉1 × 𝑉2 и правилом смежности

(𝑥1, 𝑥2) ∼ (𝑦1, 𝑦2)⇔ (𝑥1 ∼ 𝑦1 ИЛИ (𝑥1 = 𝑦1 И 𝑥2 ∼ 𝑦2)).

Пусть Γ1 = (𝑉1, 𝐸1) и Γ2 = (𝑉2, 𝐸2) графы. Прямым произведением Γ1×Γ2

графов Γ1 и Γ2 называется граф с множеством вершин 𝑉1 × 𝑉2 и правилом
смежности

(𝑥1, 𝑥2) ∼ (𝑦1, 𝑦2)⇔ ((𝑥2 = 𝑦2 И 𝑥1 ∼ 𝑦1) ИЛИ (𝑥1 = 𝑦2 И 𝑥2 ∼ 𝑦2)).
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Матрица 𝐻 размера 𝑚×𝑚 с элементами из множества {1,−1} называется
матрицей Адамара, если 𝐻𝐻𝑇 = 𝑚𝐼𝑚, где 𝐼𝑚 — единичная матрица разме-
ра 𝑚×𝑚.

Пусть 𝐹𝑞 — конечное поле и 𝑞 ≡ 1(4). Пусть 𝑆𝑞 := {𝑥2 | 𝑥 ∈ 𝐹 *
𝑞 }. Графом

Пэли 𝑃𝑎𝑙𝑒𝑦(𝑞) называется граф 𝐶𝑎𝑦(𝐹+
𝑞 , 𝑆𝑞).

Пусть 𝑉 — множество мощности 𝑣. Пусть ℛ— разбиение множества 𝑉 ×𝑉
на 𝑑 + 1 бинарных отношений 𝑅0, 𝑅1, . . . , 𝑅𝑑 со свойствами:

∙ 𝑅0 = {(𝑥, 𝑥) | 𝑥 ∈ 𝑉 },

∙ ∀𝑖: 𝑅⊤
𝑖 = {(𝑦, 𝑥) | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅𝑖} является элементом разбиения ℛ,

∙ если (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅𝑘, то число элементов 𝑧, таких, что (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑅𝑖 и (𝑧, 𝑦) ∈ 𝑅𝑗

является константой 𝑝𝑘𝑖𝑗 .

Тогда ℛ называется схемой отношений с 𝑑 классами.
Пусть 𝑞 — нечетная степень простого, и 𝑒— делитель 𝑞− 1. Пусть 𝛼— при-

митивный элемент поля 𝐹𝑞. Пусть ⟨𝛼𝑒⟩ подгруппа индекса 𝑒 в F*𝑞 , 𝛼𝑖⟨𝛼𝑒⟩,
(0 6 𝑖 6 𝑒 − 1) — соответствующие смежные классы. Определим 𝑅0 =
= {(𝑥, 𝑥) | 𝑥 ∈ F𝑞} и 𝑅𝑖 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝛼𝑖⟨𝛼𝑒⟩, 𝑥, 𝑦 ∈ F𝑞} (1 6 𝑖 6 𝑒).
Тогда (𝑉,ℛ) = (F𝑞, {𝑅𝑖}𝑒𝑖=0) образуют схему отношений, которая называется
циклотомической с 𝑒 классами над F𝑞.

2. Результаты

В данном разделе в теоремах 1–6 приводятся конструкции серий точных
циркулянтов Деза. Теорема 7 соотносит результаты перечисления с помощью
компьютера точных циркулянтов Деза, имеющих не более 95 вершин с при-
веденными конструкциями.

Теорема 1. Пусть 𝐾𝑥 — клика размера 𝑥 > 2 и 𝑦𝐾2 — граф, являющий-
ся объединением 𝑦 > 2 изолированных ребер. Тогда граф 𝐾𝑥[𝑦𝐾2] является
точным циркулянтом Деза.

Теорема 2. Пусть 𝐾𝑛 — клика размера 𝑛 > 3 и 𝑛— нечетно. Тогда граф
𝐾𝑛 ×𝐾4 является точным циркулянтом Деза.

Теорема 3. Пусть 𝐻 :=

⎡⎢⎢⎣
−1 −1 −1 1
−1 −1 1 −1
−1 1 −1 −1

1 −1 −1 −1

⎤⎥⎥⎦— матрица Адамара.

Пусть 𝑛 > 3 — нечетное число. Пусть 𝐼𝑛 — единичная матрица разме-
ра 𝑛×𝑛 и 𝐼𝑛 := 𝐽𝑛−𝐼𝑛, где 𝐽𝑛 — матрица размера 𝑛×𝑛, состоящая из единиц.
Пусть Γ𝑛 — граф, матрица смежности которого получается из матрицы 𝐻
заменой 1 на 𝐼𝑛 и −1 на 𝐼𝑛. Тогда граф Γ𝑛 является точным циркулянтом
Деза.

16



Теорема 4. Пусть Γ — точный циркулянт Деза, имеющий 2𝑝 вершин,
где 𝑝— простое, тогда Γ изоморфен 𝑃𝑎𝑙𝑒𝑦(𝑝)[𝐾2], при этом 𝑝 ≡ 1(4).

Теорема 5. Пусть 𝑞 — степень простого, и 𝒮 — циклотомическая схема
с 3-мя классами над F𝑞. Пусть 𝐹 ⊂ {1, 2, 3}.

Граф с матрицей смежности 𝐴𝐹 =
∑︀

𝑓∈𝐹 𝐴𝑓 является точным цирку-
лянтом Деза тогда и только тогда 𝑞, когда 𝑞 — простое и выполняется один
из следующих случаев:

∙ |𝐹 | = 1 и 𝑞 = 𝑥2 + 3 для некоторого целого 𝑥,

∙ |𝐹 | = 2 и 𝑞 = 𝑥2 + 12 для некоторого целого 𝑥.

Теорема 6 (совместно с Г. С. Исаковой). Пусть 𝑞1, 𝑞2 — нечетные про-
стые и 𝑞2 − 𝑞1 = 4. Пусть

∙ 𝑆𝑞1 := {𝑥2 | 𝑥 ∈ F*𝑞1} и, аналогично, 𝑆𝑞2 ,

∙ 𝑆𝑞1 = F*𝑞1 ∖ 𝑆𝑞1 и, аналогично, 𝑆𝑞2 .

Пусть 𝑆0 = {(0, 𝑥) | 𝑥 ∈ F*𝑞2}, 𝑆1 = 𝑆𝑞1 × 𝑆𝑞2 , 𝑆2 = 𝑆𝑞1 × 𝑆𝑞2 . Тогда
𝐶𝑎𝑦(F+𝑞1 × F

+
𝑞2 , 𝑆0 ∪ 𝑆1 ∪ 𝑆2) — точный циркулянт Деза.

Теорема 7. Пусть Γ — точный циркулянт Деза, имеющий не более 95
вершин, тогда Γ изоморфен либо 𝐶𝑎𝑦(Z8, {±1,±2}), либо 𝐶𝑎𝑦(Z9, {±1,±2}),
либо графу из шести описанных серий.
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О ПОВЕДЕНИИ ФУНКЦИИ ШЕННОНА
ДЛЯ ОБОБЩЕННОЙ ГЛУБИНЫ СХЕМ В МОДЕЛИ,

ГДЕ ГЛУБИНА МЕЖЭЛЕМЕНТНОГО
СОЕДИНЕНИЯ ОПРЕДЕЛЯЕТСЯ НАДСХЕМОЙ

ОГРАНИЧЕННОГО РАЗМЕРА

Б.Р. Данилов (Москва)

В настоящей работе рассматривается массовая задача синтеза асимптоти-
чески оптимальных по глубине в худшем случае схем из функциональных эле-
ментов (далее СФЭ или просто схем) над конечным полным базисом Б, состо-
ящим из функциональных элементов (ФЭ) ℰ1, . . . , ℰ𝑏, которые реализуют соот-
ветственно функции алгебры логики (ФАЛ) 𝜙1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘1

), . . . , 𝜙𝑏(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘𝑏
),

существенно зависящие при 𝑘𝑖 > 2, 1 6 𝑖 6 𝑏, от всех своих булевых перемен-
ных. Рассматривается одно из возможных обобщений понятия глубины схем
рассматриваемого класса. Получены асимптотические оценки функции Шен-
нона 𝐷Б(𝑛) для обобщенной глубины функций из класса 𝑃2(𝑛) ФАЛ, зави-
сящих от переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, при их реализации схемами над базисом Б
и обобщенной глубины 𝐷Б(𝜇𝑛) мультиплексорной1 функций 𝜇𝑛 порядка 𝑛,
в некоторых случаях имеющие так называемую высокую степень точности.
При этом под глубиной 𝐷Б(𝑓) ФАЛ 𝑓 при ее реализации схемами над бази-
сом Б традиционно понимается глубина наименьшей по глубине такой схемы
ее реализующей.

Классическое понятие глубины СФЭ — наибольшее количество ФЭ на ори-
ентированных путях графа схемы, начинающихся от входов и заканчиваю-
щихся ее выходами. Одно из первых обобщений понятия глубины предло-
жил О. Б. Лупанов в работе [1], где глубина каждого ФЭ базиса задавалась

1Мультиплексорной функцией порядка 𝑛 называется ФАЛ с 𝑛 адресными и 2𝑛 информа-
ционными переменными, равная той информационной переменной, номер которой задается
в двоичной системе счисления набором значений адресных переменных.
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положительным действительным числом. О. Б. Лупанов изучал только так
называемые правильные схемы, но если рассматривать вариант обобщенной
глубины [1], не принимая во внимание правильность схем и определять глу-
бину геометрическим образом, подобно тому как это сделано в [2], то для так
определенной глубины из работы [1] вытекают асимптотические соотношения:

𝐷Б(𝑛) = 𝜏Б𝑛±𝑂(log 𝑛), (1)
𝐷Б(𝜇𝑛) = 𝜏Б𝑛±𝑂(log 𝑛), (2)

где 𝜏Б — константа, определяемая характеристиками ФЭ базиса Б. В работе [2]
установлены оценки высокой степени точности вида:

𝐷Б(𝑛) = 𝜏Б(𝑛− log2 log2 𝑛)±𝑂(1), (3)
𝐷Б(𝜇𝑛) = 𝜏Б𝑛±𝑂(1). (4)

Различные способы обобщения понятия глубины нам удобно называть моде-
лями глубины СФЭ. В работе [3] была рассмотрена одна из таких моделей,
продолжающая понятие глубины [2], где для рассматриваемой там обобщен-
ной глубины установлено асимптотическое поведение функций 𝐷Б(𝑛), 𝐷Б(𝜇𝑛)
вида 𝜏Б𝑛, а константа 𝜏Б по-прежнему определяется характеристиками эле-
ментов базиса и совпадает с одноименной величиной определенной выше, ко-
гда базис Б является базисом типа [2]. При этом в [3] для равномерных по
глубине базисов, глубины которых удовлетворяют некоторым ограничениям,
установлены асимптотические оценки высокой степени точности вида (3), (4).
Если в модели [3] ограничиться рассмотрением целочисленных значений глу-
бин, то из результатов работы [4] без каких-либо дополнительных ограничений
на эти величины следуют оценки (1), (2).

Рассматриваемый в настоящей работе вариант модели обобщенной глуби-
ны СФЭ продолжает обобщения [1, 2, 3]. Заметим, что для задания модели
глубины СФЭ типа моделей, рассматриваемых в работах [2, 3], достаточно
указать способ, который позволяет каждому входу каждого ФЭ любой схемы
приписать положительное число — его глубину. После этого глубина схемы в
заданной таким образом модели определяется через глубину ее инициальных
цепей — одновыходных подсхем без висячих вершин, в которых у каждого ФЭ
выделен ровно один вход, а соединения элементов осуществляются только че-
рез выделенные входы. Под глубиной инициальной цепи мы понимаем сумму
глубин, приписанных ее выделенным входам, а глубина схемы — это наиболь-
шая глубина ее инициальных цепей. Например, если в любой схеме входам
ФЭ приписать число 1, то мы придем к классической модели глубины схем.
Глубину в такой классической модели будем также называть структурной
глубиной схемы, чтобы отделить это понятие от различных его обобщений.

Назовем формулу абсолютной, если каждая ее переменная входит в эту
формулу ровно один раз. Две формулы назовем конгруэнтными, если они по-
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лучаются друг из друга переименованием вхождений переменных. Рассмот-
рим класс ℱ всех абсолютных конгруэнтных друг другу формул над бази-
сом Б, структурная глубина которых не превосходит константы 𝑐. Будем назы-
вать ℱ типом всех тех (одновыходных) схем, которые приводятся поднятием
ветвлений выходов ФЭ к (не обязательно абсолютной) формуле конгруэнтной
формулам этого класса. Будем говорить, что к ФЭ 𝐸 в содержащей его схе-
ме Σ по выделенному входу подключена надсхема типа ℱ , если наибольшая
по включению одновыходная подсхема схемы Σ без висячих вершин, выход
которой поступает в схеме Σ на выделенный вход элемента 𝐸, а структурная
глубина которой не превосходит 𝑐, имеет тип ℱ .

Если теперь зафиксировать величину 𝑐 и, подобно количеству 𝑏 элементов
базиса Б, считать эту константу неотъемлемой характеристикой базиса, то
указанных выше типов одновыходных схем будет конечное число. Для каж-
дого такого типа ℱ и ФЭ ℰ𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑏, мы обозначим через 𝐷𝑖,𝑗,ℱ положи-
тельное число — обобщенную глубину указанного ФЭ по входу с номером 𝑗,
1 6 𝑗 6 𝑘𝑖, когда к этому входу подключена надсхема типа ℱ . Набор всех
таких чисел 𝐷𝑖,𝑗,ℱ полностью определяет глубину каждого входа каждого
ФЭ в любой схеме и таким образом задает модель обобщенной глубины СФЭ
над базисом Б. Указанный набор чисел мы традиционно включаем в опре-
деление базиса Б, считая два базиса различными не только когда они отли-
чаются наборами своих ФЭ, но и тогда когда они различны лишь по своим
сложносным характеристикам. При ссылке на модель глубины рассматрива-
емого типа (также как и на связанный с ней базис) будем иногда в качестве
уточнения называть ее моделью (соответственно базисом), в которой глубина
межэлементного соединения определяется надсхемой ограниченного размера.
Заметим, что модели глубины [2, 3] можно рассматривать как частный случай
описанной здесь конструкции: для базисов типа [3] константа 𝑐 равна едини-
це, а для базисов типа [2] — нулю, кроме того в последнем случае глубины ФЭ
не зависят от номеров входов. При этом понятие равномерного по глубине
базиса из [3] переносится на описанную здесь модель следующим образом:
базис Б — равномерный, когда для любых указанных выше типа ℱ и числа 𝑖
выполняются соотношения 𝐷𝑖,1,ℱ = · · · = 𝐷𝑖,𝑘𝑖,ℱ .

Результатом настоящей работы являются теоремы 1, 2, в которых констан-
та 𝜏Б однозначно задается набором глубин базиса Б и для базисов вида [2] или
вида [3] совпадает с одноименными величинами упоминавшимися ранее.

Теорема 1. Для любого (конечного, полного) базиса Б с целочисленны-
ми глубинами, в котором глубина межэлементного соединения определяет-
ся надсхемой ограниченного размера, выполняются асимптотические оцен-
ки (1), (2).

Теорема 2. Для равномерного по глубине (конечного, полного) базиса Б
с действительными глубинами, в котором глубина межэлементного соеди-
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нения определяется надсхемой ограниченного размера, выполняются асимп-
тотические оценки высокой степени точности (3), (4).

Заметим, что в рассматриваемой здесь модели обобщенной глубины под-
нятие ветвлений выходов ФЭ к входам схемы не изменяет глубины схем и
поэтому достаточно ограничиться изучением схем формульного типа (фор-
мул) в базисе Б. Ранг формулы — это количество дуг, исходящих из входов,
при ее схемном представлении. Путь к нахождению асимптотических оценок
для 𝐷Б(𝑛), 𝐷Б(𝜇𝑛) лежит через получение оценок для так называемой ранго-
вой функции 𝑅Б(𝑡) базиса Б действительного аргумента, равной наибольшему
рангу формул над Б глубины, не превосходящей 𝑡. При этом величина 𝜏Б, ко-
торая традиционно называется приведенной глубиной базиса Б, задается через
ранговую функцию базиса Б соотношением:

𝜏Б = lim
𝑡→+∞

𝑡

log𝑅Б(𝑡)
. (5)

В работе [4] для модели глубины [3] с целочисленными глубинами получена
асимптотическая оценка следующего вида:

𝑅Б(𝑡) = ℎ(𝑡)2
𝑡

𝜏Б + 𝑜
(︀
2

𝑡
𝜏Б
)︀
, (6)

где ℎ(𝑡) = 𝑂(𝑡𝑞) для некоторой целочисленной неотрицательной константы 𝑞
которая зависит от базиса Б. Соотношение (6) позволяет в рассматриваемом
случае с использованием мощностного метода и методов [2] подобно тому как
это сделано в [3] получить необходимые нижние и верхние оценки (1), (2).
Если в асимптотической оценке (6) ℎ(𝑡) = 𝑂(1), как это имеет место для
равномерных по глубине базисов из работы [3], то использование указанных
выше методов приводит нас к асимптотическим оценкам высокой степени точ-
ности (3), (4). Следующая лемма позволяет аналогичным образом доказать
теоремы 1, 2.

Лемма 1. Пусть в (конечном, полном) базисе Б глубина межэлемент-
ного соединения определяется надсхемой ограниченного размера. Тогда если
глубины базиса Б являются целыми числами, то для ранговой функции 𝑅Б(𝑡)
базиса Б выполняются соотношения (6), в которых для некоторого целого
неотрицательного числа 𝑞 справедливо ℎ(𝑡) = 𝑂(𝑡𝑞). Если же базис Б равно-
мерен по глубине, то независимо от целочисленности его глубин в соотно-
шениях (6) ℎ(𝑡) = 𝑂(1).

Для доказательства леммы 1 используется подход [3] к определению анало-
гичных (6) асимптотических оценок ранговой функции подмножеств множе-
ства всех формул над Б определенного вида, которыми описывается множе-
ство формул последовательности, определяющей значение предела (5). Ран-
говая функция 𝑅S(𝑡) множества S формул над Б определяется аналогич-
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но 𝑅Б(𝑡) за тем уточнением, что указанные в ее определении формулы про-
бегают лишь множество S. Само множество формул S совпадает с множе-
ством корневых поддеревьев бесконечного информационного (ориентирован-
ного корневого) дерева, узлами которого являются ФЭ базиса Б. Указанное
информационное дерево упрощается при помощи операции отождествления
эквивалентных вершин до конечного или бесконечного ориентированного упо-
рядоченного графа 𝒮, который мы называем шаблоном подключений. Когда
шаблон подключений конечен, его можно тарктовать как СФЭ с обратны-
ми связями над базисом Б. В случае, когда количество вершин 𝑟 шаблона 𝒮
конечно, он называется однородным. Вершины шаблона 𝒮 нумеруются нату-
ральными числами так, чтобы корню информационного дерева соответствова-
ла вершина с номером один. Выделяя в 𝒮 вершину с номером 𝑖 мы порождаем
множество формул S𝑖, причем S = S1. Функции 𝑅S1

(𝑡), 𝑅S2
(𝑡), . . . связаны

между собой системой линейных однородных конечноразностных уравнений

𝑅S𝑖
(𝑡) =

𝑘𝑖∑︁
𝑗=1

𝑟∑︁
𝑠=1

𝜀
(𝑠)
𝑖𝑗 𝑅S𝑠

(︀
𝑡−𝐷𝜂𝑖,𝑗,ℱ𝑠

)︀
(𝑡 > max

𝑖,𝑗,ℱ
𝐷𝑖,𝑗,ℱ ), (7)

где 𝜂𝑖 — тип ФЭ приписанного в шаблоне 𝒮 вершине номер 𝑖, ℱ𝑠 — тип макси-
мальной по включению подсхемы шаблона 𝒮, структурная глубина которой
не превосходит 𝑐 и выходом которой является выход ФЭ, связанного в 𝒮 с вер-
шиной номер 𝑠, а 𝜀

(𝑠)
𝑖𝑗 = 1, если в 𝒮 дуга с номером 𝑗 ведет из вершины номер 𝑖

в вершину номер 𝑠, и 𝜀
(𝑠)
𝑖𝑗 = 0 иначе. Для однородных шаблонов подключений

асимптотическое поведение решения системы (7) находится [3] при помощи
спектральной теории Перрона неотрицательных матриц. Для неоднородно-
го шаблона 𝒮 в случае целочисленных глубин ФЭ базиса Б асимптотическое
поведение решений системы (7) находится с использованием обобщений [5, 6]
теории неотрицательных матриц.
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СИНТЕЗ И СЛОЖНОСТЬ ДИЗЪЮНКТИВНЫХ
ДЕШИФРАТОРНЫХ СХЕМ КОНТАКТНОГО ТИПА

Д.И. Добровецкий, С. А. Ложкин (Москва)

Введение

При синтезе контактных схем возникает задача реализации произвольного
(𝑚,𝑛)-дизъюнктивного дешифратора (ДД), т. е. системы из 𝑚 различных эле-
ментарных дизъюнкций, существенно зависящих от переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, с
помощью контактного (1,𝑚)-полюсника, проводимость между единственным
входом и 𝑖-м выходом которого, где 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, равна 𝑖-й дизъюнкции данной
системы. Обозначим через 𝐿∨(𝑚,𝑛) наименьшее число контактов, достаточ-
ное для реализации произвольного (𝑚,𝑛)-ДД, который в случае 𝑚 = 2𝑛 будем
считать полным ДД порядка 𝑛.

Очевидно, что 𝐿∨(𝑚,𝑛) > 𝑚 так как любой связный контактный (1,𝑚)-
полюсник содержит по крайней мере 𝑚 контактов, если он реализует систему
из 𝑚 различных функций алгебры логики (ФАЛ), отличных от констант. Из-
вестно также (см. лемму из п. 1), что 𝐿∨(𝑚,𝑛) > 2𝑚− 𝑚

2𝑛−1 .
Заметим, что для полного ДД порядка 𝑛, согласно [1], справедливо асим-

тотическое равенство1 𝐿∨(2𝑛, 𝑛) ∼ 2𝑛+1. При этом из [1] следует также, что
𝐿∨(𝑚,𝑛) ∼ 2𝑚, если 𝑚 = 𝑚(𝑛) и 2𝑛

𝑛 = 𝑜(𝑚(𝑛)).
К проблеме получения верхних оценок для величины 𝐿∨(𝑚,𝑛) при 𝑚 =

= 𝑂( 2𝑛

𝑛 ), мы подойдем на основе известных верхних оценок аналогичной ве-
личины 𝐿&(𝑚,𝑛) для (𝑚,𝑛)-конъюнктивного дешифратора (КД), которым
посвящено много работ. Впервые задача синтеза схемы для реализации всех
элементарных конъюнкций ранга 𝑛 от 𝑛 переменных была поставлена в 1949 г.
К. Шенноном [2]. В этой работе он получил оценку

𝐿&(2𝑛, 𝑛) 6 2𝑛+1 − 2,

построив искомую схему в виде контактного дерева.
1Асимптотическое неравенство 𝑎(𝑛) 6 𝑏(𝑛) для двух указанных функций натурально-

го аргумента 𝑛 = 1, 2, . . . , понимается как неравенство вида 𝑎(𝑛) 6 𝑏(𝑛) · (1 + 𝜖(𝑛)), где
𝜖(𝑛) → 0 при 𝑛 → ∞. При этом асимптотическое равенство 𝑎(𝑛) ∼ 𝑏(𝑛) означает, что
𝑎(𝑛) 6 𝑏(𝑛) · (1 + 𝜖(𝑛)) и 𝑎(𝑛) > 𝑏(𝑛) · (1 + 𝜖(𝑛)).
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О. Б. Лупанов улучшил эту оценку, показав [3], что

𝐿&(2𝑛, 𝑛) ∼ 2𝑛.

Задача синтеза (𝑚,𝑛)-КД, где 𝑚 < 2𝑛, была впервые рассмотрена в 1969 г.
Э. И. Нечипоруком [4], а затем ее исследовали Н. П. Редькин [5] и другие.

Главный результат, на котором основана первая часть данной работы, был
получен И. А. Вихлянцевым [6]:

𝐿&(𝑚,𝑛) ∼ 𝑚

при 𝑚 > 2log
3
2 𝑛.

В настоящей работе установлено, что при 𝑚 > 2log
3
2 𝑛 справедливо асимп-

тотическое равенство:
𝐿∨(𝑚,𝑛) ∼ 2𝑚.

Установлено также, что сложности полных ДД порядка 2, 3 и 4 равны соот-
ветственно 6, 14 и 34.

Кроме того, во второй части работы рассмотрена сложность 𝐿∨(𝑛, 𝑝, 𝑞),
которая равна минимальному числу контактов, достаточному для реализации
полного ДД порядка 𝑛 в классе контактных схем с 𝑝, 𝑝 > 1, входами и 𝑞, 𝑞 > 2𝑛

𝑝 ,
отличными от них выходами как системы ФАЛ проводимости от входов к
выходам. При этом доказано что

min
𝑝·𝑞>2𝑛

𝐿∨(𝑛, 𝑝, 𝑞) ∼ 2𝑛+1.

Таким образом, при увеличении количества входов асимптотика сложно-
сти полного ДД порядка 𝑛 не изменяется, что существенно отличает его от
универсального контактного многополюсника порядка 𝑛, реализующего как
функции проводимости между своими полюсами все функции от 𝑛 перемен-
ных, или полного КД порядка 𝑛. Действительно, увеличивая число входов КС,
порядок роста сложности первого из них при 𝑛 = 1, 2, . . . можно уменьшить
с 22

𝑛

до 22
𝑛−1

, а второго — с 2𝑛 до 2
𝑛
2

1. Основные понятия1 и нижние оценки сложности реализации
(𝑚,𝑛)-дизъюнктивных дешифраторов в классе

(1,𝑚)-контактных схем

Множество 𝐵𝑛, где 𝐵 = {0; 1} и 𝑛 = 1, 2, . . ., т. е. множество наборов дли-
ны 𝑛 из 0 и 1, будем называть единичным кубом размерности 𝑛, а отображе-
ние 𝑓 : 𝐵𝑛 → 𝐵 — функцией алгебры логики (ФАЛ) от булевых переменных
(БП) {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} = 𝑋(𝑛). При этом множество 𝑁𝑓 наборов 𝛼, 𝛼 ∈ 𝐵𝑛, для
которых 𝑓(𝛼) = 1, считается характеристическим множеством ФАЛ 𝑓 . Мно-
жество всех ФАЛ от БП 𝑋(𝑛) обозначается как 𝑃2(𝑛).

1Те понятия, которые здесь не определены, могут быть найдены, например, в [7].
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Элементарная дизъюнкция (ЭД) ранга 𝑛 от БП 𝑋(𝑛) определяется как
ФАЛ вида

𝐷 = 𝑥𝛼1
1 ∨ . . . ∨ 𝑥𝛼𝑛

𝑛 ,

где 𝛼𝑖 = {0, 1} и 𝑥1
𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑥

0
𝑖 = 𝑥𝑖. Заметим, что характеристическое множество

указнной ЭД равно 𝐵𝑛∖{𝛼}, где 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) и напомним, что система
из 𝑚 различных ЭД ранга 𝑛 от БП 𝑋(𝑛) называется (𝑚,𝑛)-дизъюнктивным
дешифратором (ДД).

Неориентированный граф Σ с 𝑝 входами и 𝑞 отличными от них выходами,
все ребра которого помечены БП 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 или их отрицаниями 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 на-
зывается (𝑝, 𝑞)-контактной схемой (КС). Ребро или дуга КС с пометкой 𝑥𝑖(𝑥𝑖)
называется замыкающим (соответственно, размыкающим) контактом БП 𝑥𝑖.
При этом число контактов называется сложностью КС Σ и обозначается че-
рез 𝐿(Σ). Указанная КС Σ реализует систему (матрицу), составленную из всех
ФАЛ проводимости от входов Σ к ее выходам.

Через 𝐿∨(𝑚,𝑛) мы по-прежнему обозначаем наименьшее число контактов,
достаточное для реализации произвольного (𝑚,𝑛)-ДД в классе (1,𝑚)-контакт-
ных схем. Нижняя оценка данной величины получается, если к произвольному
(𝑚,𝑛)-ДД 𝐽 применить следующее утверждение, доказанное С. А. Ложкиным
в [7]:

Лемма. Если система ФАЛ 𝐹 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑚) состоит из попарно различ-
ных ФАЛ от БП 𝑋(𝑛), отличных от 0 и 1, то для сложности реализующей
ее (1,𝑚)-КС справедливо неравенство:

𝐿(Σ) > 21−𝑛 ·
𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑁𝑓𝑗 |.

Следствие. 𝐿∨(𝑚,𝑛) > 2𝑚− 𝑚
2𝑛−1

Действительно, полагая 𝐹 = 𝐽 и, учитывая, что при этом |𝑁𝑓𝑗 | = 2𝑛 − 1
для всех 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, мы получим 𝐿(Σ) > 21−𝑛𝑚(2𝑛 − 1) = 2𝑚− 𝑚

2𝑛−1 .

2. Каскадные контактные схемы и верхние оценки сложности
реализации (𝑚,𝑛)-дизъюнктивных дешифраторов в классе

(1,𝑚)-контактных схем

Определим, далее, (см. [7]) каскадную контактную схему (ККС) как при-
веденную КС без изолированных полюсов, которая может быть получена из
системы тождественных вершин в результате ряда операций присоединения
одного или двух противоположных контактов и операций переименования вы-
ходов. ККС считается полной, если она была построена без использования
операции присоединения одного контакта. Вершина ККС, введенная в нее
с помощью операции присоединения одного контакта, называется неполной
вершиной этой ККС. Будем говорить, что ККС Σ

′′
является дополнением
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неполной ККС Σ
′
, если она получается в результате соединения всех непол-

ных вершин Σ
′
отсутствующими в них контактами с новым входом, удаления

всех «старых» входов и перехода к соответствующей приведенной КС. При
этом, очевидно

𝐿(Σ
′′
) 6 2 · 𝐿(Σ

′
).

Было доказано, что построенная в [5] КС, реализующая произволный
(𝑚,𝑛)-КД 𝑄 со сложностью не больше, чем 𝑚 + 𝑜(𝑚), является ККС. Та-
ким образом, построив дополнительную КС к данной ККС, которая будет
реализовывать (𝑚,𝑛)-ДД 𝐽 = 𝑄, мы получим следующую оценку:

𝐿∨(𝑚,𝑛) 6 2 ·𝑚 + 𝑜(𝑚).

Принимая во внимание нижнюю оценку следствия из леммы в п. 1, мы
получаем следующие необходимые оценки сложности КС, реализующей про-
извольный (𝑚,𝑛)-ДД.

Теорема 1. Если 𝑚 > 2log
3
2 𝑛, то

𝐿∨(𝑚,𝑛) ∼ 2𝑚.

Следующая теорема устанавливает точные значения сложности реализа-
ции полных ДД порядка 2, 3 и 4 в классе (1,𝑚)-контактных схем.

Теорема 2. 𝐿∨(4, 2) = 6, 𝐿∨(8, 3) = 14, 𝐿∨(16, 4) = 34.

3. Сложность реализации полных дизъюнктивных дешифраторов
в классе (𝑝, 𝑞)-контактных схем

Опираясь на введенные выше величины 𝐿∨(𝑛, 𝑝, 𝑞), положим:

�̂�∨(𝑛) = min
𝑝·𝑞>2𝑛

𝐿∨(𝑛, 𝑝, 𝑞)

Пусть КС Σ является минимальной КС с 𝑝, 𝑝 > 1, входами и 𝑞, 𝑞 > 2𝑛

𝑝 ,
отличными от них выходами, реализующей полный дизъюнктивный дешиф-
ратор от 𝑛 переменных. Тогда сопоставим ей схему Σ

′
, вершинами которой

являются входные и выходные вершины схемы Σ, а ребрами соединяются те
вход-выходные пары вершин, между которыми в схеме Σ реализуется какая-
то ЭД ранга 𝑛 от БП 𝑋(𝑛). Будем считать, что ребро в схеме Σ

′
проводит

тогда и только тогда, когда сопоставляемая ему дизъюнкция обращается в 1.

Утверждение. В схеме Σ
′
нет циклов.

На основе данного утверждения устанавливается справедливость следую-
щей теоремы.
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Теорема 3. Для полного дизъюнктивного дешифратора от 𝑛 переменных,
𝑛 = 1, 2 . . ., справедлива следующая оценка:

�̂�∨(𝑛) > 2 · 2𝑛 − 2.

Следствие. Так как, согласно [1], 𝐿∨(𝑛, 1, 2𝑛) ∼ 2𝑛+1, то

min
𝑝·𝑞>2𝑛

𝐿∨(𝑛, 𝑝, 𝑞) ∼ 2𝑛+1.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 15-01-07474.
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О МИНИМИЗАЦИИ
ПОЛНОЙ СИСТЕМЫ ТОЖДЕСТВ

ДЛЯ ФОРМУЛ В СТАНДАРТНОМ БАЗИСЕ

В.В. Жуков (Москва)

Введение

В работе рассматривается вопрос построения полной системы тождеств
для формул алгебры логики в стандартном базисе из дизъюнкции (∨), конъ-
юнкции (∧) и отрицания (¬). Такие системы из восьми и пяти тождеств при-
ведены, например, в [2] и [1] соответственно, а также известна полная система,
состоящая всего лишь из трех тождеств. В работе строится полная система из
двух тождеств, а затем она обобщается на случай формул 𝑘-значной алгебры
логики в базисе Россера-Туркетта.
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1. Основные определения

Определение 1. Формулы ℱ1 и ℱ2 называются эквивалентными, если они
реализуют равные функции.

Определение 2. Равенство эквивалентных формул 𝑡 : ℱ1 = ℱ2 называет-
ся тождеством.

Определение 3. Тождество 𝑡′ : ℱ ′
1 = ℱ ′

2 называется подстановкой тожде-
ства 𝑡 : ℱ1 = ℱ2, если оно получено заменой вхождений переменных в фор-
мулы ℱ1 и ℱ2 на некоторые формулы, причем каждое вхождение одной и той
же переменной заменяется на одну и ту же формулу.

Определение 4. Однократным эквивалентным преобразованием форму-
лы 𝒢 с использованием тождества 𝑡 : ℱ1 = ℱ2 называется замена подфор-
мулы ℱ ′

1 формулы 𝒢 на формулу ℱ ′
2, где тождество 𝑡′ : ℱ ′

1 = ℱ ′
2 являет-

ся некоторой подстановкой тождества 𝑡. В результате получается некоторая
формула 𝒢′. Обозначение: 𝒢 𝑡−→ 𝒢′.

Определение 5. Множество тождеств 𝜏 = {𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} называется систе-
мой тождеств.

Определение 6. Тождество 𝑡 : ℱ1 = ℱ2 называется выводимым при по-
мощи системы тождеств 𝜏 , если существует последовательность однократных
эквивалентных преобразований с использованием тождеств из системы 𝜏 , та-
кая что при применении данной последовательности к формуле ℱ1 получается
формула ℱ2.

Определение 7. Система тождеств 𝜏 называется полной, если любое тож-
дество выводимо при помощи 𝜏 .

2. Полная система из двух тождеств

Как известно, существует полная конечная система 𝜏 из шести тождеств
для формул в стандартном базисе (см. [1]). Каждое тождество в 𝜏 имеет вид
ℱ1 = ℱ2. Заметим, что ℱ1 = ℱ2 тогда и только тогда, когда ℱ1ℱ2 ∨ℱ1 ℱ2 = 1.

Приступим к построению полной системы из двух тождеств. Каждое тож-
дество ℱ𝑖1 = ℱ𝑖2 из системы 𝜏 запишем в виде ℱ𝑖1ℱ𝑖2 ∨ ℱ𝑖1 ℱ𝑖2 = 1, и обо-
значим 𝒢𝑖 = ℱ𝑖1ℱ𝑖2 ∨ ℱ𝑖1 ℱ𝑖2 . Введем также тождество ассоциативности 𝑡𝑎:
𝑥1(𝑥2𝑥3) = (𝑥1𝑥2)𝑥3 и соответствующую формулу 𝒢𝑎 = (𝑥1(𝑥2𝑥3))((𝑥1𝑥2)𝑥3)∨
∨ (𝑥1(𝑥2𝑥3)) ((𝑥1𝑥2)𝑥3). Запишем первое тождество:

𝑡1 : 𝑥 = 𝑥(𝒢1(𝒢𝑎(𝒢2 . . . (𝒢𝑛−1𝒢𝑛) . . .)))).

Тождество 𝑡1 верно, т. к. все 𝒢𝑖 = 1, а также 𝒢𝑎 = 1. Запишем второе
тождество системы, справедливость которого также очевидна:

𝑡2 : 𝑥1(𝑥3((𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥1 𝑥2)𝑥4)) = 𝑥2(𝑥3((𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥1 𝑥2)𝑥4)).
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Утверждение. Система тождеств 𝑡1, 𝑡2 является полной для формул
в стандартном базисе.

Доказательство. Для краткости введем обозначения ℱ𝑎1 = 𝑥1(𝑥2𝑥3)
и ℱ𝑎2

= (𝑥1𝑥2)𝑥3 и выведем с помощью тождеств 𝑡1, 𝑡2 тождество ассоци-
ативности 𝑡𝑎:

ℱ𝑎1

𝑡1−→ ℱ𝑎1
(𝒢1(𝒢𝑎(𝒢2 . . . (𝒢𝑛−1𝒢𝑛) . . .))))

𝑡2−→
𝑡2−→ ℱ𝑎2

(𝒢1(𝒢𝑎(𝒢2 . . . (𝒢𝑛−1𝒢𝑛) . . .))))
𝑡1−→ ℱ𝑎2

.

Теперь выведем тождества ℱ𝑖1 = ℱ𝑖2 из системы 𝜏 , применяя тождества 𝑡1,
𝑡2, а также тождество ассоциативности 𝑡𝑎:

ℱ𝑖1
𝑡1−→ ℱ𝑖1(𝒢1(𝒢𝑎(𝒢2 . . . (𝒢𝑛−1𝒢𝑛) . . .))))

𝑡𝑎−→ . . .
𝑡𝑎−→

𝑡𝑎−→ ℱ𝑖1((𝒢1(𝒢𝑎 . . . (𝒢𝑖−2𝒢𝑖−1) . . .))(𝒢𝑖(𝒢𝑖+1 . . . (𝒢𝑛−1𝒢𝑛) . . .))))
𝑡2−→

𝑡2−→ ℱ𝑖2((𝒢1(𝒢𝑎 . . . (𝒢𝑖−2𝒢𝑖−1) . . .))(𝒢𝑖(𝒢𝑖+1 . . . (𝒢𝑛−1𝒢𝑛) . . .))))
𝑡𝑎−→ . . .

𝑡𝑎−→
𝑡𝑎−→ ℱ𝑖2(𝒢1(𝒢𝑎(𝒢2 . . . (𝒢𝑛−1𝒢𝑛) . . .))))

𝑡1−→ ℱ𝑖2 .

Так как из системы тождеств 𝑡1, 𝑡2 выводимы все тождества полной системы
тождеств 𝜏 , то система тождеств 𝑡1, 𝑡2 также является полной.

3. Полные системы тождеств для формул 𝑘-значной логики

Аналогичная задача возникает и для формул, которые реализуют функ-
ции 𝑘-значной алгебры логики. В данном случае формулы строятся в некото-
ром полном базисе, состоящем из элементарных функций 𝜑1, . . . , 𝜑𝑛.

Определение 8. Базис, состоящий из элементарных функций 𝜑1, . . . , 𝜑𝑛,
называется полным, если для любой функции 𝑓 существует формула в данном
базисе, реализующая функцию 𝑓 .

В качестве примера полного базиса можно привести следующую систему
функций Ψ (доказательство полноты см. [2]):

∙ Константы 0, 1, . . . , 𝑘 − 1.

∙ Характеристическая функция 𝐽𝜎(𝑥) =

{︃
0, 𝑥 ̸= 𝜎

𝑘 − 1, 𝑥 = 𝜎
.

∙ Обобщенная конъюнкция min(𝑥1, 𝑥2).

∙ Обобщенная дизъюнкция max(𝑥1, 𝑥2).
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Построим полную систему из двух тождеств таким же образом, как и в
предыдущем параграфе. Для формул 𝑘-значной алгебры логики в полном
базисе 𝜑1, . . . , 𝜑𝑛 существует полная конечная система тождеств 𝜏 (см. [2]).
Выразим через функции 𝜑1, . . . , 𝜑𝑛 полного базиса обобщенную эквиваленцию

𝑥1 ∼ 𝑥2 =

{︃
0, 𝑥1 ̸= 𝑥2

𝑘 − 1, 𝑥1 = 𝑥2

Например, в приведенном базисе Ψ

𝑥1 ∼ 𝑥2 = max(min(𝐽0(𝑥1), 𝐽0(𝑥2)),max(min(𝐽1(𝑥1), 𝐽1(𝑥2), . . . ,

max(min(𝐽𝑘−2(𝑥1), 𝐽𝑘−2(𝑥2)),min(𝐽𝑘−1(𝑥1), 𝐽𝑘−1(𝑥2))) . . .))

Для каждого тождества ℱ𝑖1 = ℱ𝑖2 обозначим 𝒢𝑖 = ℱ𝑖1 ∼ ℱ𝑖2 . Введем тож-
дество ассоциативности для аналога конъюнкции 𝑡𝑎: min(𝑥1,min(𝑥2, 𝑥3)) =
= min(min(𝑥1, 𝑥2), 𝑥3) и для удобства обозначим 𝒢𝑎 = min(𝑥1,min(𝑥2, 𝑥3)) ∼
∼ min(min(𝑥1, 𝑥2), 𝑥3). Теперь запишем два искомых тождества и утвержде-
ние, доказательство которого аналогично доказательству утверждения из
предыдущего пункта:

𝑡1 : 𝑥 = min(𝑥,min(𝒢1,min(𝒢𝑎,min(𝒢2, . . .min(𝒢𝑛−1,𝒢𝑛) . . .))))),

𝑡2 : min(𝑥1,min(𝑥3,min(𝑥1 ∼ 𝑥2, 𝑥4))) = min(𝑥2,min(𝑥3,min(𝑥1 ∼ 𝑥2, 𝑥4))).

Утверждение. Система тождеств 𝑡1, 𝑡2 является полной для формул
в базисе 𝜑1, . . . , 𝜑𝑛.

Замечание. Вообще говоря, аналогичным образом можно построить пол-
ную систему из двух тождеств для формул в любом базисе, в котором реали-
зуема обобщенная конъюнкция и обобщенная эквиваленция, даже если этот
базис не является полным.
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СИНТЕЗ И СЛОЖНОСТЬ
УНИВЕРСАЛЬНЫХ СХЕМ КОНТАКТНОГО ТИПА

С РАЗДЕЛЕННЫМИ ПОЛЮСАМИ

В.С. Зиновьев (Москва)

1. Введение

В работе рассматривается задача о сложности совместной реализации
«больших» систем функций алгебры логики контактными (𝑝, 𝑞)-полюсниками,
т. е. контактными схемами (КС) с 𝑝 входами и 𝑞 отличными от них выходами,
в которых все функции данной системы реализованы как функции проводи-
мости от входов КС к ее выходам. Такие КС будем считать КС с разделенны-
ми полюсами, чтобы выделить их из класса всех КС, допускающих, в общем
случае, частичное или полное совпадение множества своих входов с множе-
ством своих выходов. При этом в случае полного совпадения входов и выходов
будем говорить о КС с неразделенными полюсами. Заметим, что оптимизиро-
вать схему по сложности очень важно, так как это позволяет уменьшить ее
стоимость, размеры или потребляемую мощность СБИС.

Частным случаем указанной задачи является задача о нахождении слож-
ности минимального универсального контактного многополюсника (УКМ),
который вычисляет все функции алгебры логики от заданного количества
переменных. В данной работе вводится и исследуется функция 𝐿𝐾(𝑝, 𝑞, 𝑛)
равная минимальной из сложностей (𝑝, 𝑞)-универсальных контактных мно-
гополюсников, где 𝑝 · 𝑞 > 22

𝑛

, реализующих систему всех функций алгебры
логики (ФАЛ) от 𝑛 переменных. Напомним, что, как известно из [3], слож-
ность 𝐿𝐾(1, 22

𝑛

, 𝑛) асимптотически равна 2 · 22𝑛 .
Эта же задача для класса контактных схем с 1 входом и отдельных систем

ФАЛ рассматривалась в [4–7]. В этих работах были установлены асимптоти-
ческие точные оценки сложности рассматриваемых систем функций в рамках
данной модели. Оказалось, что для подавляющей части «больших» систем
ФАЛ сложность их реализации в классе контактных схем с одним входом
асимптотически равна удвоенному числу функций, входящих в этот класс. В
частности, это верно для класса всех функций, класса всех самодвойственных
функций, функций с фиксированным числом «1», а также для дизъюнктивно-
го дешифратора. Заметим, что система всех элементарных конъюнкций ранга
𝑛 от 𝑛 переменных требует (асимптотически) для своей реализации всего лишь
одного контакта на каждую функцию.

В настоящей работе устанавливается асимптотически точная оценка вида
2·(𝑝+𝑞) для функции 𝐿𝐾(𝑝, 𝑞, 𝑛), где 𝑝 = 2𝑙, 𝑞 = 2𝑡, и 𝑙+𝑡 > 2𝑛. Таким образом,
в оптимальной контактной схеме рассматриваемого вида сложность универ-
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сальной системы функций в исследуемом классе схем по-прежнему асимп-
тотически в 2 раза больше числа полюсов. Путем перебора на компьютере
доказано, что 𝐿𝐾(𝑝, 𝑞, 2) > 10 = 𝐿𝐾(4, 4, 2) и что минимальная сложность
УКМ от двух переменных с неразделенными полюсами равна 8.

2. Основные определения, постановка задачи и формулировка
результатов

Напомним основные определения и введем обозначения, связанные с реа-
лизацией функций алгебры логики контактными схемами. Те понятия, кото-
рые здесь не определены, могут быть найдены, например, в [2, 4].

Определение 1. Пару 𝐺 = (𝑉,𝐸), где 𝐸 — сочетание (с возможными по-
вторениями) над множеством неупорядоченных пар из 𝑉 , будем, как обычно,
называть графом с множеством вершин 𝑉 = 𝑉 (𝐺) и множеством ребер
𝐸 = 𝐸(𝐺).

Определение 2. Набор вида (𝐺,𝑉
′
,𝑉

′′
), где 𝐺— граф,а 𝑉

′
и 𝑉

′′
— выбор-

ки из множества 𝑉 (𝐺) длины 𝑝 и 𝑞 соответственно, причем выборка 𝑉
′

яв-
ляется выборкой без повторения, называется (𝑝, 𝑞)-сетью, или, иначе, сетью
с 𝑝 входами и 𝑞 выходами. Сеть Σ c входами 𝑎

′

1,. . . ,𝑎
′

𝑝 и выходами 𝑎
′′

1 ,. . . ,𝑎
′′

𝑞 ,
в которой все ребра помечены БП 𝑥1,. . . ,𝑥𝑛 или их отрицаниями 𝑥1,. . . ,𝑥𝑛,
называется (𝑝, 𝑞)-контактной схемой (КС) от БП 𝑥1,. . . ,𝑥𝑛. При этом чис-
ло контактов (ребер) КС Σ называется ее сложностью и обозначается 𝐿(Σ).
В том случае, когда множество входов и множество выходов КС Σ не пере-
секаются (совпадают как упорядоченные множества), будем считать ее КС
с разделенными (соответственно неразделенными) полюсами. По умолчанию
будем считать, что (𝑝, 𝑞)-КС является КС с разделенными полюсами.

Определение 3. Пусть Σ — КС от БП 𝑋(𝑛) и 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) — набор
из 𝐵𝑛. Определим сеть Σ|𝛼 как сеть, получающуюся из Σ в результате уда-
ления всех ребер с пометками 𝑥𝛼1

1 ,. . . ,𝑥𝛼𝑛
𝑛 , т. е. ребер, которые не проводят на

наборе 𝛼, и снятия пометок с остальных ребер Σ. Для вершин 𝑢 и 𝑣 КС Σ
введем функции проводимости от вершины 𝑢 к вершине 𝑣 как ФАЛ, которая
равна 1 на наборе 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) тогда и только тогда, когда в сети Σ|𝛼
существует (𝑢− 𝑣)-цепь, т. е. тогда и только тогда, когда в Σ имеется цепь из
проводящих на наборе 𝛼 контактов вида 𝑥𝛼1

1 ,. . . ,𝑥𝛼𝑛
𝑛 , идущая из 𝑣 в 𝑢. Счи-

тается, что (𝑝, 𝑞)-КС Σ с входами 𝑎
′

1,. . . ,𝑎
′

𝑝 и выходами 𝑎
′′

1 ,. . . ,𝑎
′′

𝑞 реализует
матрицу 𝐹 = ||𝑓𝑖𝑗 ||, 1 6 𝑖 6 𝑝, 1 6 𝑗 6 𝑞, где 𝑓𝑖𝑗 — ФАЛ проводимости от
входа 𝑎

′

𝑖 к выходу 𝑎
′′

𝑗 .

Определение 4. Универсальным контактным (𝑝, 𝑞)-полюсником (далее
(𝑝, 𝑞)-УКМ) порядка 𝑛 будем называть (𝑝, 𝑞)-КС, между 𝑝 входами и 𝑞 вы-
ходами которой реализованы все функции от 𝑛 переменных (как функции
проводимости), и при этом, как уже говорилось, ни один вход КС не является
ее выходом.
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Определение 5. Для натуральных чисел 𝑛, 𝑝 и 𝑞 таких, что 𝑝 · 𝑞 > 22
𝑛

,
обозначим через 𝐿𝐾(𝑝, 𝑞, 𝑛) минимальную сложность (𝑝, 𝑞)-УКМ порядка 𝑛, а
затем положим:

𝐿𝐾(𝑛) = min
𝑝·𝑞>22𝑛

𝐿𝐾(𝑝, 𝑞, 𝑛).

Введем, далее, величину �̂�𝐾(𝑛) равную минимальной сложности УКМ поряд-
ка 𝑛 с неразделенными полюсами.

Целью данной работы было исследование поведения функций 𝐿𝐾(𝑝, 𝑞, 𝑛)
и 𝐿𝐾(𝑛) при 𝑛 = 1, 2, 3, . . . и 𝑝 = 𝑝(𝑛), 𝑞 = 𝑞(𝑛). Ее основным результатом
явилось следующее утверждение:

Теорема 1. Пусть для 𝑛 = 1, 2, 3 . . . натуральные последовательности
𝑙 = 𝑙(𝑛), 𝑡 = 𝑡(𝑛), 𝑝 = 𝑝(𝑛) и 𝑞 = 𝑞(𝑛) таковы, что 𝑝 = 2𝑙, 𝑞 = 2𝑡 и 𝑝 · 𝑞 > 22

𝑛

Тогда
𝐿𝐾(𝑝, 𝑞, 𝑛) ∼ 2 · (𝑝 + 𝑞) и 𝐿𝐾(𝑛) ∼ 4 · 22

𝑛

.

Были установлены также значения 𝐿𝐾(2) и �̂�𝐾(2):

Теорема 2.
𝐿𝐾(2) = 10, �̂�𝐾(2) = 8.

Кроме того были найдены все 37 УКМ с разделенными полюсами слож-
ности 8, и все 300 УКМ с разделенными полюсами сложности 10 (без учета
пометок ребер переменными и их отрицаниями).
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ИЕРАРХИЯ ДЛЯ ДВУСТОРОННИХ
ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ,

НЕДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ И ВЕРОЯТНОСТНЫХ
АВТОМАТОВ ПО ШИРИНЕ

Р. Н. Ибрагимов (Казань)

Введение

В данной работе рассматривается известная модель — двусторонние авто-
маты. В частности, двусторонние конечные детерминированные (2КДА) и
недетерминированные (2КНА) автоматы.

Приведем формальное определение. Двусторонним конечным детерми-
нированным автоматом (2КДА) 𝐷, работающим на входном слове 𝑋 =
= (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), с левым ($) и правым ограничителями (#), называется ше-
стерка 𝐷 = (Σ, 𝑆, 𝑠1, 𝛿, 𝑠𝑎, 𝑠𝑟), где Σ — входной алфавит (мы будем рассматри-
вать только алфавит Σ = {0, 1}); 𝑆 — множество состояний автомата, причем
|𝑆| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, количество состояний |𝑆| будем называть размером автомата; 𝑠1 —
начальное состояние, причем 𝑠1 ∈ 𝑆; 𝛿 : 𝑆 × Σ ∪ {$,#} → 𝑆 × {←, ↓,→}, при-
чем 𝛿(𝑠, $) = (𝑠,→), 𝛿(𝑠′,#) = (𝑠′,←), для любого 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑠′ ∈ 𝑆∖{𝑠𝑎, 𝑠𝑟}, где ←
означает, что читающая головка перемещается влево,→— вправо, ↓— остает-
ся на месте; 𝑠𝑎 — принимающее состояние, причем 𝑠𝑎 ∈ 𝑆; 𝑠𝑟 — отвергающее
состояние, причем 𝑠𝑟 ∈ 𝑆.

Опишем работу автомата 𝐷 на слове 𝜈 ∈ Σ𝑛. Первоначально автомат обо-
зревает первую ячейку и находится в состоянии 𝑠1. Затем применяется функ-
ция переходов 𝛿(𝑠1, 𝑥1) = (𝑠′, 𝑑𝑖), где 𝑠′ ∈ 𝑆, 𝑑𝑖 ∈ {←, ↓,→}. Читающая головка
перемещается в соответствии с направлением 𝑑𝑖, при этом автомат переходит
в состояние 𝑠′, и так далее.

Автомат 𝐷 принимает входное слово (выдает результат 1), если попадает
в состояние 𝑠𝑎. Автомат 𝐷 отвергает входной набор (выдает результат 0), ес-
ли попадает в состояние 𝑠𝑟 или попадает в бесконечный цикл. Причем, если
автомат обозревает ячейку c номером 𝑖, где 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛}, и находится в со-
стоянии 𝑠𝑟 или 𝑠𝑎, то автомат переводит читающую головку в конец слова без
изменения состояния и завершает работу.

Аналогично можно определить недетерминированную модель 2КНА.
Также рассмотрим вероятностный аналог 2ВА двустороннего неоднород-

ного детерминированного автомата 2КА, введенного в работе [3]. Его осо-
бенность заключается в наличии различных функций перехода для каждой
позиции читающего устройства на ленте.

Вопрос об отношении классов языков, распознаваемых автоматами разно-
го размера, рассматривался уже давно. К примеру, W. J. Sakoda и M.F. Sipser
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в работе [4] показали, что любой 2КНА может быть смоделирован 2КДА
экспоненциального размера. Кроме того, двусторонние автоматы моделиро-
вались односторонними и лучшие вариант был в работах [1, 2]. В работе [5]
была построена иерархия для 2КДА и 2КНА, в данной работе этот результат
уточняется.

1. Полученные результаты

Определим классы языков, относительно которых будет построена иерар-
хия.

Определение 1. 2DFASIZE(d) — класс языков, распознаваемых двусто-
ронним детерминированным автоматом размера 𝑑.

Определение 2. 2NFASIZE(d) — класс языков, распознаваемых двусто-
ронним недетерминированным автоматом размера 𝑑.

Были получены следующие результаты.

Теорема 1.

2DFASIZE (𝑑) ( 2DFASIZE (⌈32(𝑑 + 3) log (𝑑 + 3)⌉) .

Теорема 2.

2NFASIZE (𝑑) ( 2NFASIZE
(︀⌈︀

32(𝑑2 + 3) log (𝑑2 + 3)
⌉︀)︀

.

Теорема 3. Пусть 𝑑 : N → N отличная от константы функция, такая
что 𝑑2(𝑛) < 𝑛. Тогда

2PSIZE

(︂⌊︂√
(𝑑+9)/13−2

4(8+3 log 𝑡)

⌋︂)︂
( 2PSIZE (𝑑) .

Для доказательства теорем используются свойства булевый функций Shuf-
fled Address Function 2-SAFw [7] и ее модификация —Uniform Shuffled Address
Function 2-USAFw. Сначала представим некоторые верхние оценки.

2. Верхние оценки

Рассмотрим булеву функцию 𝑓 = 𝑓(𝑋) и разбиение 𝜋 = (𝑋𝐴, 𝑋𝐵) пе-
ременных 𝑋. Для каждого фиксированного набора 𝜎 будем рассматривать
отображение 𝜌 : 𝑋𝐴 → 𝜎. Подфункция 𝑓 |𝜌 над переменными из множества 𝑋𝐵

получается из функции 𝑓 фиксированием переменных из множества 𝑋𝐴 в со-
ответствии с отображением 𝜌.

Обозначим за 𝑁𝜋 (𝑓) количество различных подфункций, получаемых при
рассмотрении всех возможных 𝜎.

Рассмотрим множество Θ всех возможных перестановок чисел от 1 до 𝑛.
Для 𝜃 = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑛) обозначим через 𝑋𝜃,𝑢 множество переменных (𝑥𝑗1 , . . . , 𝑥𝑗𝑢).
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Через Π(𝜃) обозначим множество разбиений

Π(𝜃) = {𝜋 : 𝜋 = (𝑋𝜃,𝑢, 𝑋 ∖𝑋𝜃,𝑢)}, 1 6 𝑢 6 𝑛.

Определение 3. Количеством подфункций для порядка 𝜃 ∈ Θ для буле-
вой функции 𝑓 назовем величину

𝑁𝜃(𝑓) = max
𝜋∈Π(𝜃)

𝑁𝜋(𝑓).

Заметим, что если 𝑖𝑑 = (1, . . . , 𝑛) и 𝑓 — характеристическая фукнция язы-
ка 𝐿, то величина 𝑁 𝑖𝑑(𝑓) совпадает с рангом языка 𝐿 (количеством классов
эквивалентности отношения ≡𝐿).

Ранее были получены следующие оценки:

Теорема 4 [5]. Если язык 𝐿 распознается 2КДА 𝐴 размера 𝑑 и булева
функция 𝑓(𝑋) — характеристическая функция языка 𝐿, то

𝑁 𝑖𝑑(𝑓) 6 (𝑑 + 1)(𝑑+1).

Теорема 5 [5]. Если язык 𝐿 распознается 2КНА 𝐴 размера 𝑑 и булева
функция 𝑓(𝑋) — характеристическая функция языка 𝐿, то

𝑁 𝑖𝑑(𝑓) 6 2(𝑑+1)2 .

Аналогичная оценка получена для модели двустороннего неоднородного
вероятностного автомата.

Теорема 6. Если язык 𝐿 распознается 2ВА 𝐴 с 𝜀— изолированной точкой
сечения и математическим ожиданием числа шагов автомата 𝑡, то

𝑁(𝑓) 6

⌈︂
4𝑑 (8 + 3 log 𝑡)

log (1 + 2𝜀) (1 + 𝜀)

⌉︂(𝑑+1)2

.

3. Булевы функции 2-SAFw и 2-USAFw, их свойства

Булева функция 2-SAFw введена в работе [3], для нее получены следующие
результаты.

Лемма 1 [3]. Для целого значения 𝑤 = 𝑤(𝑛), удовлетворяещего неравен-
ству 2𝑤(2𝑤 + ⌈log 2𝑤⌉) < 𝑛, выполняется неравенство

𝑁(2-SAFw) > 𝑤𝑤−2.

Лемма 2 [3]. Существует 2КА 𝐴 размера 13𝑤 + 4, распознающий язык,
характеристической функцией которого является функция 2-SAFw.
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Рассмотрим модификацию булевой функции 2-SAFw. Назовем ее Uniform
Shuffled Address Function и обозначим 2-USAFw. Ее сложностные характери-
стики помогут нам построить иерархию для 2КДА и 2КНА. Булева функ-
ция 2-USAFw определяется следующим образом: 2-USAFw(𝑋) : {0, 1}𝑛 → {0, 1} и
пусть 𝑤 = 𝑤(𝑛) такое целое, что

4𝑤(2𝑤 + ⌈log 2𝑤⌉) < 𝑛. (1)

Разделим входные переменные (символы входного слова) на 2𝑤 блоков.
В каждом блоке по

⌊︀
𝑛
2𝑤

⌋︀
= 𝑎 переменных. Кроме того, разделим переменные

каждого блока на маркерные, адресные и значащие. Все переменные, стоящие
на нечетных позициях, назовем маркерными. Если значение маркерной пе-
ременной равно 1, за ней идет значащая переменная, иначе — адресная. Пер-
вые ⌈log 2𝑤⌉ = 𝑐 переменных блока, стоящих на четных позициях, назовем
адресными и оставшиеся 𝑎

2 − ⌈log 2𝑤⌉ = 𝑏 переменных блока — значащими.
Обозначим через 𝑥𝑝

0, . . . , 𝑥
𝑝
𝑏−1, 𝑦

𝑝
0 , . . . , 𝑦

𝑝
⌈log 2𝑤⌉ и 𝑧𝑝0 , . . . , 𝑧

𝑝
𝑎
2

значащие, адрес-
ные и маркерные переменные 𝑝-го блока соответственно, для 𝑝 ∈ {0, . . . , 2𝑤−1}.

Булева функция 2-USAFw(𝑋) вычисляется на основе следующих пяти функ-
ций:

1. Функция 𝐴𝑑𝑟 : {0, 1}𝑛×{0, . . . , 2𝑤−1} → {0, . . . , 2𝑤−1} вычисляет адрес
блока:

𝐴𝑑𝑟(𝑋, 𝑝) =

𝑐−1∑︁
𝑗=0

𝑦𝑝𝑗 · 2
𝑐−𝑗−1(mod 2𝑤).

2. Функция 𝐼𝑛𝑑 : {0, 1}𝑛 × {0, . . . , 2𝑤 − 1} → {−1, . . . , 2𝑤 − 1} вычисляет
номер блока по адресу:

𝐼𝑛𝑑(𝑋, 𝑖) =

{︃
𝑝, где 𝑝— минимальное число, т. ч. 𝐴𝑑𝑟(𝑋, 𝑝) = 𝑖,

−1, если не нашлось такого 𝑝.

3. Функция 𝑉 𝑎𝑙 : {0, 1}𝑛 × {0, . . . , 2𝑤 − 1} → {−1, . . . , 𝑤 − 1} вычисляет
значение блока с адресом 𝑖:

𝑉 𝑎𝑙(𝑋, 𝑖) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑏−1∑︀
𝑗=0

𝑥𝑝
𝑗 (mod 𝑤), где 𝑝 = 𝐼𝑛𝑑(𝑋, 𝑖) для 𝑝 > 0,

−1, если 𝐼𝑛𝑑(𝑋, 𝑖) < 0.

Для вычисления 2-USAFw(𝑋) производится две итерации. Две функции 𝑆𝑡𝑒𝑝1
и 𝑆𝑡𝑒𝑝2 дают результат 𝑡-й итерации.

4. Функция 𝑆𝑡𝑒𝑝1 : {0, 1}𝑛 × {0, . . . , 1} → {−1, 𝑤 . . . , 2𝑤 − 1} вычисляет
первую часть 𝑡-й итерации:

𝑆𝑡𝑒𝑝1(𝑋, 𝑡) =

{︃
−1, если 𝑆𝑡𝑒𝑝2(𝑋, 𝑡− 1) = −1,

𝑉 𝑎𝑙(𝑋,𝑆𝑡𝑒𝑝2(𝑋, 𝑡− 1)) + 𝑤, иначе.
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5. Функция 𝑆𝑡𝑒𝑝2 : {0, 1}𝑛 × {−1, . . . , 1} → {−1, . . . , 𝑤 − 1} вычисляет вто-
рую часть 𝑡-й итерации:

𝑆𝑡𝑒𝑝2(𝑋, 𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−1, если 𝑆𝑡𝑒𝑝1(𝑋, 𝑡) = −1,

2, если 𝑡 = −1,

𝑉 𝑎𝑙(𝑋,𝑆𝑡𝑒𝑝1(𝑋, 𝑡)), иначе.

Отметим, что адрес текущего блока вычисляется на предыдущем шаге. Функ-
ция 2-USAFw(𝑋) вычисляется следующим образом:

2-USAFw(𝑋) =

{︃
0, если 𝑆𝑡𝑒𝑝2(𝑋, 1) 6 0,

1, иначе.

Лемма 3. Для целого 𝑤 = 𝑤(𝑛), удовлетворяещего неравенству (1), вы-
полняется неравенство

𝑁 𝑖𝑑(2-USAFw) > 𝑤𝑤−2.

Лемма 4. Существует 2КДА 𝐴 размера 23𝑤 + 2(1 + 3𝑤) log𝑤 + 6, рас-
познающий язык, характеристической функцией которого является функ-
ция 2-USAFw.

Используя приведенные верхние оценки, а также свойства функций 2-SAFw
и 2-USAFw, мы можем доказать теоремы 1, 2 и 3.

По лемме 3, лемме 4, и теореме 4 нетрудно показать, что 2-USAFd ∈
∈ 2DFASIZE(⌈32𝑑 log 𝑑⌉) и 2-USAFd /∈ 2DFASIZE(𝑑− 3).

Аналогично, по лемме 3, лемме 4, и теореме 5 имеем, что 2-USAFd ∈
∈ 2NFASIZE(⌈32𝑑 log 𝑑⌉) и 2-USAFd ̸∈ 2NFASIZE

(︀⌊︀√
𝑑− 3

⌋︀)︀
.

По лемме 1, лемме 2 и теореме 6 получаем, что 2-SAFd ∈ 2PSIZE (13𝑑 + 4)

и 2-SAFd ̸∈ 2PSIZE
(︁⌊︁ √

𝑑+1−2
4(8+3 log 𝑡)

⌋︁)︁
.
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СИГМА-ПРЕДСТАВЛЕНИЯ АДДИТИВНОЙ
ГРУППЫ ВЕЩЕСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ НАД HF(R)

Р. М. Короткова (Новосибирск)

Введение

В теории вычислимых моделей обычно изучаются следующие три группы
вопросов:

1. Проблема существования вычислимых представлений;

2. Проблема числа вычислимых представлений;

3. Существование параметризаций для классов вычислимых моделей.

Данная работа относится ко второй группе вопросов, если вместо вычис-
лимости рассматривать одно из ее обобщений. А именно, в работе изучается
число Σ-представлений аддитивной группы вещественных чисел над HF(R).

1. Основные определения

Вычислимость на компьютере, в котором к встроенным типам данных до-
бавлены настоящие вещественные числа (не приближения), хорошо моделиру-
ется в виде Σ-определимости над структурой HF(R), где R— поле веществен-
ных чисел.

Напомним определение этой структуры (см. [1]). Ее основное множество
определяется так:

𝐻𝐹0(R) = R,
𝐻𝐹𝑛+1(R) = 𝐻𝐹𝑛(R) ∪ 𝑆fin(𝐻𝐹𝑛(R)),

𝐻𝐹 (R) =
⋃︁
𝑛∈𝜔

𝐻𝐹𝑛(R).

Такие структуры обычно рассматриваются в сигнатуре

⟨∈, 𝑈,+,×, <, 0, 1,∅⟩,
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где + : {⟨𝑥, 𝑦, 𝑧⟩|𝑥+𝑦 = 𝑧}, × : {⟨𝑥, 𝑦, 𝑧⟩|𝑥×𝑦 = 𝑧}— графики соответствующих
операций на R, 0 : {0}— ноль, 1 : {1}— единица, ∅ : {∅}— пустое множество.

Аналогом вычислимой перечислимости в теории допустимых множеств яв-
ляется понятие Σ-определимости, т. е. определимости с помощью Σ-формул.

Напомним определение Σ-формул. Для начала надо определить ∆0-фор-
мулы.

Определение 1 ([2]). В теории допустимых множеств ∆0-формулы опре-
деляются рекурсивно следующим образом:

1. Любая атомарная формула есть ∆0 формула;

2. Если Φ и Ψ — ∆0-формулы, то ¬Φ, (Φ ∨ Ψ), (Φ ∧ Ψ), (Φ → Ψ) тоже ∆0-
формулы;

3. Если 𝑥— переменная, 𝑡— терм, а Φ — ∆0-формула, то ∃𝑥 ∈ 𝑡Φ, ∀𝑥 ∈ 𝑡Φ
тоже ∆0-формулы;

4. ∆0-формулами являются только формулы, полученные согласно пунк-
там 1–3.

Определение 2 ([2]). С помощью ∆0-формул определим Σ-формулы:

1. Любая ∆0-формула есть Σ-формула;

2. Если Φ и Ψ — Σ-формулы, то (Φ ∨Ψ) и (Φ ∧Ψ) тоже Σ-формулы;

3. Если 𝑥— переменная, 𝑡— терм, а Φ — Σ-формула, то то ∃𝑥 ∈ 𝑡Φ, ∀𝑥 ∈ 𝑡Φ,
∃𝑥Φ тоже Σ-формулы;

4. Других Σ-формул нет.

Ниже через 𝜙[N, 𝑝] обозначено множество {𝑥|N |= 𝜙(𝑥, 𝑝)}, где 𝜙(𝑥, 𝑧) —
формула языка теории допустимых множеств, а 𝑝— кортеж параметров.

Определение 3 ([3]). Будем говорить, что алгебраическая система

A = ⟨𝐴;𝑃𝑚0
0 , . . . , 𝑃

𝑚𝑘−1

𝑘−1 ⟩

Σ-определима над HF(M), если существуют конечный кортеж параметров
𝑝 ∈ HF(A) и Σ-формулы 𝑉 (𝑥, 𝑧), 𝐸+(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝐸−(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑃+

0 (𝑥, 𝑧), 𝑃−
0 (𝑥, 𝑧), . . .

. . . , 𝑃+
𝑘−1(𝑥, 𝑧), 𝑃−

𝑘−1(𝑥, 𝑧), такие что:

1. Множества 𝐸+[HF(M), 𝑝] и 𝐸−[HF(M), 𝑝] образуют разбиение множе-
ства 𝑉 [HF(M), 𝑝]2;

2. Для всех 𝑖 < 𝑘 множества 𝑃+
𝑖 [HF(M), 𝑝] и 𝑃−

𝑖 [HF(M), 𝑝] образуют раз-
биение множества 𝑉 [HF(M), 𝑝]𝑚𝑖 ;
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3. 𝐸(𝑥, 𝑦, 𝑝) определяет конгруэнцию на алгебраической системе

B = ⟨𝑉 [HF(M), 𝑝];𝑃+
0 [HF(M), 𝑝], . . . , 𝑃+

𝑘−1[HF(M), 𝑝]⟩

(обозначаемую в дальнейшем 𝐸), и B/𝐸 ∼= A.

Мы будем отождествлять группы ⟨R𝑛,+⟩, 𝑛 ∈ N с их естественными Σ-
представлениями над HF(R), в которых R𝑛 = {⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑛⟩ | 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ R},
а знак + имеет стандартную интерпретацию: ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑛⟩ + ⟨𝑦1, . . . , 𝑦𝑛⟩ =
= ⟨𝑥1 + 𝑦1, . . . , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛⟩.

Приведем теперь точную формулировку основного результата работы.

2. Основной результат

Теорема 1. Абелевы группы ⟨R𝑛,+⟩ и ⟨R𝑚,+⟩ изоморфны при любых
𝑚,𝑛 ∈ N, но не Σ-изоморфны над HF(R) при 𝑚 ̸= 𝑛.

Следствие 1. Существует по крайней мере 𝜔 попарно не Σ-изоморфных
представлений группы ⟨R,+⟩.

3. Некоторые представления группы ⟨R,+⟩

Попутно с основной теоремой этой работы были доказаны некоторые дру-
гие результаты.

Далее Q— множество рациональных чисел.

Теорема 2. Группа ⟨R; +⟩ изоморфна группе ⟨R⊕Q; +⟩, но не Σ-изоморфна
ей.

4. Заключение

Было показано, что существует счетное количество попарно не Σ-изо-
морфных представлений аддитивной группы ⟨R,+⟩. При этом в доказатель-
стве важную роль играли топологические соображения. Автор выдвигает ги-
потезу, состоящую в том, что:

Гипотеза. Существует континуум попарно не Σ-изоморфных представ-
лений аддитивной группы ⟨R,+⟩.
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ОБ УТОЧНЕНИИ ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИОНАЛА
СЛОЖНОСТИ КОНТАКТНЫХ СХЕМ

ДЛЯ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ
ОТ ПЯТИ ПЕРЕМЕННЫХ

С. А. Ложкин, М. С. Шуплецов, В.А. Коноводов,
Б. Р. Данилов, В.В. Жуков, Н.Ю. Багров (Москва)

Введение

Построение минимальных и близких к ним схем в заданной модели дис-
кретных управляющих систем является актуальной задачей математической
кибернетики. Каталоги или библиотеки таких схем находят свое применение
в различных алгоритмах логического синтеза цифровых схем (см., напри-
мер, [1]). Первых каталоги минимальных контактных схем(КС), реализующих
функции алгебры логики (ФАЛ) от малого числа переменных, появились еще
в 1950-х гг. Так, например, в статье [2], в книге [3] и работе [4] приведены таб-
лицы верхних оценок контактной сложности для всех типовых ФАЛ четырех
переменных (всего 402 функции).

В [5] Г. Н. Поваровым с помощью построения схем было установлено, что
одна ФАЛ из этих 402 требует не более 14 контактов, четыре ФАЛ — не бо-
лее 13 контактов, а остальные — не более 12 контактов. Затем В. Л. ван дер
Пуль [6] построил для первой из этих функций схему с 13 контактами.
Ю. Л. Васильев [4], взяв за основу каталоги из работ Г. Н. Поварова [5],
Игоннэ и Греа [7], указал минимальные значения всех функций от четырех
переменных. Три ФАЛ имели сложность 12, и две — 13. Позднее в работе
В. Ю. Сусова [8] каталог Ю. Л. Васильева был уточнен, и было доказано,
что сложность 13 имеет только одна функция от четырех переменных.

В работе К. Шеннона [9] было доказано, что для реализации любой ФАЛ
от 5 переменных в классе контактных схем достаточно 30 контактов. Позд-
нее, Г. Н. Поваров [10] уточнил эту оценку до 28 контактов, используя метод
каскадов и полученные ранее результаты для ФАЛ от четырех переменных.
В. Ю. Сусовым [8] была найдена ФАЛ от 5 переменных, контактная сложность
которой не меньше 19.

1. Основные определения и формулировка полученных
результатов

Пусть 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, . . .}— счетный алфавит входных переменных, и
пусть 𝑃2(𝑛) — множество всех ФАЛ от переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. Обозначим че-
рез 𝑈К класс (1,1)-КС от переменных из алфавита 𝑋. Сложностью 𝐿(Σ) КС Σ,
Σ ∈ 𝑈𝐾 , называется общее число контактов в этой схеме, а сложностью 𝐿(𝑓)

42



ФАЛ 𝑓 , 𝑓 ∈ 𝑃2(𝑛), называется минимальная сложность КС Σ, реализующей
ФАЛ 𝑓 . Введем обычным образом функцию Шеннона 𝐿(𝑛) для сложности
КС:

𝐿(𝑛) = max
𝑓∈𝑃2(𝑛)

𝐿(𝑓).

Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема 1. Значение функции Шеннона для контактной сложности
ФАЛ от 5 переменных удовлетворяет следующему неравенству :

𝐿(5) 6 22.

Теорема была доказана в результате построения каталога минимальных и
близких к ним КС [11], найденных в результате применения различных алго-
ритмов построения КС. Основные алгоритмы, которые позволили существен-
но понизить верхнюю оценку соответствующей функции Шеннона, описаны в
разделах 2 и 3.

Стоит отметить, что при построения каталога все ФАЛ от пяти перемен-
ных были разбиты на классы эквивалентности относительно операций пере-
становки и инвертирования переменных, так как эти операции не меняют
структуры КС, реализующей указанные ФАЛ и позволяют существенно со-
кратить число рассматриваемых ФАЛ.

2. Алгоритмы построения контактных схем на основе
модификаций метода каскадов

Метод каскадов [12] является довольно простым и в то же время довольно
эффективным методом синтеза КС. Он связан с последовательным разложе-
нием заданных ФАЛ по булевым переменным и рекурсивным построением
схемы, реализующей эти ФАЛ. При этом оригинальный метод каскадов пред-
полагает единый глобальный порядок переменных, который используется при
разложении и рекурсивном построении схемы. В данной работе вводится сле-
дующая модификация метода каскадов. На каждом этапе рекурсивного по-
строения КС для ФАЛ 𝑓 , существенно зависящей от переменных из множе-
ства 𝑋(𝑛) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), переменная, по которой производится разложение,
выбирается в результате решения следующей оптимизационной задачи:

𝑥* = argmin
𝑥∈𝑋(𝑛)

(𝐿 (𝑓 |𝑥) + 𝐿 (𝑓 |𝑥)) ,

где 𝑓 |𝑥 и 𝑓 |𝑥 — остаточные ФАЛ, получаемые в результате подстановки вместо
переменной 𝑥 константы 1 и 0, соответственно.

Данная оптимизационная задача может быть решена полным перебором,
но этот подход неприменим для ФАЛ с большим числом переменных из-за
ее экспоненциальной сложности. В данной работе предлагают две следующих
стратегии для приближенного решения указанной оптимизационной задачи.
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Напомним, что для ФАЛ 𝑓 ее булевой разностью (производной) по пере-
менной 𝑥 называется ФАЛ 𝜕𝑓

𝜕𝑥 = 𝑓 |𝑥⊕𝑓 |𝑥. Назовем булевым градиентом 𝑔(𝑓, 𝑥)
ФАЛ 𝑓 по переменной 𝑥 следующую числовую функцию:

𝑔(𝑓, 𝑥) =
∑︁

̃︀𝜎∈𝐵𝑛−1

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(̃︀𝜎),

где 𝐵𝑛−1 — множество всех наборов из 0 и 1 длины (𝑛 − 1). Таким образом,
на каждом этапе разложения выбирается такая переменная, на которой до-
стигается максимум функции 𝑔(𝑓, 𝑥) (если таких переменных несколько, то
переменная выбирается случайно среди всех переменных, обладающих ука-
занным свойством).

Другая стратегия заключается в том, что функция 𝑔(𝑓, 𝑥) может быть
использована для того, чтобы задать вероятность выбора переменной:

𝑃 (𝑓, 𝑥) =
𝑔(𝑓, 𝑥)∑︀

𝑥∈𝑋

𝑔(𝑓, 𝑥)
.

В этом случае, переменная для разложения выбирается на основе указанной
вероятности.

Экспериментально было показано, что указанные модификации позволяют
для ряда ФАЛ построить КС с меньшим числом контактов, по сравнению со
схемами, которые получаются в результате классического метода каскадов.

3. Алгоритм построения контактных схем на основе
тупиковых ДНФ

Пусть задана ФАЛ 𝑓, 𝑓 ∈ 𝑃2(𝑛), существенно зависящая от 𝑛 переменных
𝑋(𝑛). Характеристическим множеством ФАЛ 𝑓 назовем множество наборов,
на котором данная ФАЛ принимает значение 1. Зафиксируем некоторый по-
рядок переменных 𝑇 = (𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖𝑛) и возьмем такую тупиковую ДНФ A =
= 𝐾1 ∨ . . . ∨ 𝐾𝑚, реализующую ФАЛ 𝑓 , в каждой элементарной конъюнк-
ции 𝐾𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚, которой порядок следования переменных соответствует
заданному порядку 𝑇 . По ДНФ A построим контактное дерево 𝐷 с одним вхо-
дом и 𝑚 выходами с помощью операцию добавления очередной элементарной
конъюнкции 𝐾𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, в уже построенное дерево 𝐷𝑖−1.

Пусть 𝐷0 — тривиальное дерево, состоящее из входа (корня) и пусть в оче-
редной рассматриваемой элементарной конъюнкции 𝐾𝑖 первым вхождением
является вхождение переменой 𝑥𝑘 (или ее отрицания 𝑥𝑘). Если существует
ребро с пометкой 𝑥𝑘 (соответственно 𝑥𝑘), соединяющее корень дерева 𝐷𝑖−1

с некоторым поддеревом 𝐷′
𝑖−1, то результатом операции добавления элемен-

тарной конъюнкции 𝐾𝑖 в дерево 𝐷𝑖−1 является результат операции добавле-
ния элементарной конъюнкции 𝐾 ′, получающейся удалением вхождения пе-
ременной 𝑥𝑘 (переменной с отрицанием 𝑥𝑘) из 𝐾, в поддерево 𝐷′

𝑖−1. Если
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такого ребра не существует, то присоединим к корню дерева 𝐷𝑖−1 цепочку
ребер с пометками, соответствующими вхождениям переменных в элементар-
ную конъюнкция 𝐾𝑖, а концевую вершину этой цепочки объявим 𝑖-ым листом
(выходом) 𝐷. Контактным деревом для тупиковой ДНФ A назовем результат
добавления всех элементарных конъюнкций {𝐾1, . . . ,𝐾𝑚} в дерево 𝐷0.

Если все листья контактного дерева для тупиковой ДНФ 𝑇 объединить
в одну вершину, то получится контактная схема Σ с одним входом и одним
выходом, реализующая функцию 𝑓 . В общем случае сложность полученной
контактной схемы довольно большая, поэтому контактные схемы такого вида
не представляют особого интереса.

Из полученной контактной схемы Σ получим контактную схему Σ′ путем
склеивания одинаковых цепей из контактов, исходящих из выходной верши-
ны схемы Σ, таких что всем внутренним вершинам цепи инцидентны только
контакты из данной цепи. Операция склеивания цепей уменьшает сложность
исходной схемы Σ и при этом результирующая схема Σ′ может реализовы-
вать функцию 𝑓 , если только в ней не образовались дополнительные прово-
дящие цепи. Таким образом, в ряде случаев, перебирая контактные деревья
для всех тупиковых ДНФ заданной ФАЛ 𝑓 и меняя порядок переменных 𝑇 =
= (𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖𝑛), можно получить контактную схему Σ′, реализующую функ-
цию 𝑓 уже с меньшей сложностью.

Если после склеивания цепей схемы Σ получается схема Σ′, которая реали-
зуется ФАЛ 𝑓 ′, отличную от ФАЛ 𝑓 , то значит в схеме Σ′ появились некоторые
дополнительные проводящие цепи и 𝑓 → 𝑓 ′ ≡ 1. В этом случае для построения
искомой КС можно сначала уменьшить число единичных наборов исходной
ФАЛ 𝑓 , добавив одно или несколько вхождений переменных (переменных с
отрицанием) в одну или несколько элементарных конъюнкций ее тупиковой
ДНФ A. Таким образом, после построения контактного дерева и склеивания
цепей может получиться так, что характеристическое множество функции,
которую реализует полученная схема Σ′, совпадет с характеристическим мно-
жество функции 𝑓 , а значит схема Σ′ будет реализовывать функцию 𝑓 .

При построении схемы Σ′ используются цепи, такие что всем ее внутрен-
ним вершинам инцидентны только контакты из данной цепи и никакие другие
контакты схемы Σ. Это позволяло в ряде случаев избежать появления допол-
нительных проводящих цепей. Но при применении выше описанной техники
можно склеивать любые цепи, так как они могут нужным образом расширить
характеристическое множество.

Таким образом основные этапы алгоритма можно описать следующим об-
разом:

1. Переберем все тупиковые ДНФ функции 𝑓 (включая порядок вхождения
переменных в элементарные конъюнкции).

2. Для каждой тупиковой ДНФ переберем всевозможные сужения харак-
теристического множества.
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3. Построим контактное дерево и, объединив его листовые вершины, полу-
чим некоторую КС.

4. Для полученной КС переберем все варианты склеивания цепей.

5. Из всех вариантов выберем КС, реализующую функцию 𝑓 и имеющую
минимальную сложность.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант №15-01-07474.
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ПОСТРОЕНИЕ ЛЕГКО ДЕКОДИРУЕМЫХ
СУБДЕБРЕЙНОВЫХ МАТРИЦ С ОКНОМ 2 × 2

Д.А. Макаров (Москва)

В данной работе рассматриваются алгоритмы построения матриц, в кото-
рых каждая подматрица фиксированного размера отлична от других. В виду
уникальности каждой из подматриц по их содержимому можно однозначно
определить положение подматрицы в исходной матрице.

Основные определения

Определение. Последовательностью де Брейна [1] будем называть пе-
риодическую последовательность над множеством мощности 𝑐, в которой со-
держатся все возможные комбинации из 𝑛 элементов этого множества ровно
один раз за минимальный период.

Любые 𝑛 подряд идущих элементов в последовательности будем называть
окном. Несложно заметить, что минимальный период последовательности де
Брейна для заданных 𝑛 и 𝑐 равен 𝑐𝑛.

Определение. Окном размера 𝑛×𝑚 в матрице размера 𝑁×𝑀 будем на-
зывать любую подматрицу состоящую из 𝑛 подряд идущих строк и 𝑚 подряд
идущих столбцов:⎛⎜⎜⎝

𝑎𝑖,𝑗 𝑎𝑖,𝑗+1 . . . 𝑎𝑖,𝑗+𝑚−1

𝑎𝑖+1,𝑗 𝑎𝑖+1,𝑗+1 . . . . . .
. . . . . . . . . . . .

𝑎𝑖+𝑛−1,𝑗 . . . . . . 𝑎𝑖+𝑛−1,𝑗+𝑚−1

⎞⎟⎟⎠ ,

где 𝑖 6 𝑁 − 𝑛 и 𝑗 6 𝑀 −𝑚.

Определение. Матрицей де Брейна с окном размера 𝑛 ×𝑚 над множе-
ством мощности 𝑐 будем называть матрицу, в которой все окна размера 𝑛×𝑚
различны, а их число в точности равно 𝑐𝑛𝑚.

Для того, чтобы матрица могла быть матрицей де Брейна при заданных 𝑛,
𝑚 и 𝑐 необходимо, чтобы ее размеры удовлетворяли условию:

𝑐𝑛𝑚 = (𝑁 − 𝑛 + 1)(𝑀 −𝑚 + 1). (1)

Из этого равенства следует, что размеры матрицы де Брейна не могут быть
произвольными. Однако, матрица любого размера может быть заполнена так,
что все окна размера 𝑛×𝑚 в ней будут различны.

Определение. Матрицы, в которых все окна размера 𝑛 ×𝑚 уникальны
будем называть субдебрейновыми.
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Обозначим 𝐶(𝐴) — число различных элементов в матрице 𝐴. Любая мат-
рица размера 𝑁 ×𝑀 содержит не более, чем 𝑁𝑀 различных элементов. Зна-
чит 𝐶(𝐴) 6 𝑁𝑀 . С другой стороны равенство (1), позволяет оценить мини-
мальное количество элементов, необходимое для построения субдебрейновой
матрицы. Обозначим 𝐶𝑛,𝑚(𝑁,𝑀) = min𝐶(𝐴), где минимум берется по всем
субдебрейновым матрицам размера 𝑁 ×𝑀 . Тогда

𝐶𝑛,𝑚(𝑁,𝑀) > 𝑛𝑚
√︀

(𝑁 − 𝑛 + 1)(𝑀 −𝑚 + 1).

В данной работе будет рассматриваться алгоритм построения субдебрей-
новых матриц 𝑁×𝑀 с окном размера 2×2, в которых поиск местоположения
по окну осуществляется за число арифметических операций, не зависящее от
размера матрицы.

Субдебрейновы матрицы 𝑁 × 𝑀 с окном 2 × 2

Построим субдебрейнову матрицу над множеством мощности 𝑐 (для удоб-
ства будем считать, что используется множество Z𝑐), с окном размера 2 × 2.
Пусть строки матрицы нумеруются от 0 до 𝑁 − 1, а столбцы от 0 до 𝑀 − 1.
С помощью предлагаемого алгоритма будем получать субдебрейновы матри-
цы размера 2𝑐× 2(𝑐− 1)

2.
Каждому столбцу с четным номером поставим в соответствие одно число

от 0 до (𝑐− 1)
2 и переведем его в двухразрядное число в системе счисления по

основанию 𝑐−1. Запишем эти числа в соответствующие им столбцы так, чтобы
старший разряд числа был в каждой строчке с четным номером, а младший —
с нечетным.

Все столбцы с нечетными номерами будут заполнены одинаково — в каж-
дую строчку с четным номером поместим элемент 𝑐−1, в строчки с нечетными
номерами поместим число от 0 до 𝑐− 1. Пример построенной матрицы:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 𝑐− 1 0 𝑐− 1 . . . 𝑐− 1 𝑐− 2 𝑐− 1
0 0 1 0 . . . 0 𝑐− 2 0
0 𝑐− 1 0 𝑐− 1 . . . 𝑐− 1 𝑐− 2 𝑐− 1
0 1 1 1 . . . 1 𝑐− 2 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 𝑐− 1 0 𝑐− 1 . . . 𝑐− 1 𝑐− 2 𝑐− 1
0 𝑐− 1 1 𝑐− 1 . . . 𝑐− 1 𝑐− 2 𝑐− 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
В любом окне 2× 2 данной матрицы будет присутствовать хотя бы один эле-
мент 𝑐− 1. Столбец с элементом 𝑐− 1 содержит в себе закодированный номер
строки. Так же в любом окне данной матрицы будет находиться столбец без
элемента 𝑐− 1, который отвечает за номер столбца. Поиск местоположения в
субдебрейновой матрице, полученной по данному алгоритму будет занимать
не более 11 арифметических операций и операций сравнения.

Пусть требуется построить субдебрейнову матрицу размера 𝑁×𝑀 . Приме-
ним предложенный алгоритм к множествам Z𝑐1 ,Z𝑐1+1 . . .Z𝑐1+ℎ. Над каждым
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из множеств будет получена своя матрица 𝐴𝑐1 , 𝐴𝑐1+1 . . . 𝐴𝑐1+ℎ. Минимальное
число 𝑐1, необходимое для построения матрицы𝐴𝑐1 , равно:

𝑐1 =
⌈︁√

0.5𝑀
⌉︁

+ 1.

По алгоритму, предложенному в [2], построим матрицу де Брейна 𝑈 раз-
мера 1 × 𝑀 , с окном размера 1 × 2. С помощью формулы 𝑐2 =

⌈︀√
𝑀 − 1

⌉︀
определим размер множества 𝐵 = {1, 2, . . . , 𝑐2}, необходимого для построе-
ния 𝑈 . Чтобы элементы матрицы 𝑈 не пересекались с элементами множества
Z𝑐1+ℎ, к каждому элементу матрицы 𝑈 прибавим число 𝑡 = 𝑐1 + ℎ− 1.

Изначально все матрицы имеют разное количество столбцов. Для заполне-
ния матрицы 𝐴 будем использовать только первые 𝑀 столбцов каждой мат-
рицы. Расположим полученные матрицы в матрице 𝐴 следующим образом:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐴𝑐1

𝑈
𝐴𝑐1+1

𝑈
. . .
𝑈
𝐴𝑡

𝑈

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Вычислим число строк в матрице 𝐴, полученной с помощью матриц 𝐴𝑐1 , . . .
. . . , 𝐴𝑡 и 𝑈 :

𝑡∑︁
𝑘=𝑐1

(2𝑘 + 1).

Каждая единичка в слагаемом соответствует матрице 𝑈 . Преобразовав это
выражение, получим 𝑡(𝑡+2)−𝑐12+1. Наименьшее 𝑡, для которого выполняется
неравенство 𝑡2 − 2𝑡− 𝑐1

2 + 1 > 𝑁 равно −1 +
⌈︀√

𝑐12 + 𝑁
⌉︀
.

Общий размер используемого множества 𝐶(𝐴) = 𝑐2 + 𝑡. Таким образом

𝐶(𝐴) =
⌈︁√

𝑀 − 1
⌉︁

+

⌈︂√︁
(
√

0.5𝑀 + 1)
2

+ 𝑁

⌉︂
− 1.

Согласно нижней оценке 𝐶2,2(𝑁,𝑀) > 4
√︀

(𝑁 − 1)(𝑀 − 1). Пусть 𝑀 и 𝑁 та-
ковы, что для некоторого 𝛼 выполняется условие: 𝑀 = 𝛼𝑁 , тогда при
𝑁 →∞ полученное 𝐶(𝐴) асимптотически равно

(︀√
1 + 0.5𝛼 +

√
𝛼
)︀√

𝑁 , а зна-
чение 𝐶2,2(𝑁,𝛼𝑁) асимптотически не меньше 4

√
𝛼
√
𝑁 . Отсюда следует, что

для матрицы 𝐴 размера 𝑁 × 𝛼𝑁 , заполненной по предложенному алгоритму,
𝐶(𝐴) по порядку равно 𝐶2,2(𝑁,𝛼𝑁).
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ПЕРЕЧИСЛЕНИЕ ПОМЕЧЕННЫХ ГЛАДКИХ
КАКТУСОВ

А. К. Мелешко (Москва)

Кактусом называется связный граф, в котором нет ребер, лежащих более
чем на одном простом цикле [1, c. 93]. Все блоки кактуса — ребра или простые
циклы. Гладкий граф — это связный граф без висячих вершин [2].

Форд и Уленбек перечислили помеченные кактусы с заданным распреде-
лением числа вершин по циклам [3]. Из их результата следует формула для
числа помеченных кактусов с заданным числом вершин, но она содержит сум-
мирование по всем разбиениям целого числа. Более простые формулы получе-
ны в [4] и [5]. Рид перечислил помеченные гладкие графы с заданным числом
вершин [6].

Теорема. Пусть 𝑆𝐺𝑛 — число помеченных гладких кактусов с 𝑛 верши-
нами, тогда при 𝑛 > 3 верна формула

𝑆𝐺𝑛 =

𝑛∑︁
𝑚=3

(−1)𝑛−𝑚𝑛!

(𝑛−𝑚)!

[𝑚−1
2 ]∑︁

𝑟=1

𝑚−2𝑟−1∑︁
𝑘=0

(︂
𝑚− 𝑘 − 𝑟 − 2

𝑟 − 1

)︂
𝑚𝑛−𝑚+𝑘+𝑟−2

𝑘!𝑟!2𝑟
.

Доказательство. Пусть 𝑉𝑛 — число гладких связных графов с 𝑛 помечен-
ными вершинами, а 𝐶𝑛 — число связных графов с 𝑛 помеченными вершинами.
В [7] из работы Рида [6] была получена формула

𝑉𝑛 =

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛−𝑚 𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
𝑚𝑛−𝑚𝐴𝑚,

где 𝐴𝑚 = 𝐶𝑚 −𝑚𝑚−2.
Пусть 𝐶𝑎𝑚 — число помеченных кактусов. В [5] была доказана формула:

𝐶𝑎𝑚 = 𝑚𝑚−2 + (𝑚− 1)!

[𝑚−1
2 ]∑︁

𝑟=1

𝑚−2𝑟−1∑︁
𝑘=0

(︂
𝑚− 𝑘 − 𝑟 − 2

𝑟 − 1

)︂
𝑚𝑘+𝑟−1

𝑘!𝑟!2𝑟
.
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Заметим, что в [5] была допущена опечатка в формуле для числа помечен-
ных кактусов 𝐶𝑎𝑚 : был пропущен биномиальный коэффициент. Подставив в
𝐴𝑚 вместо 𝐶𝑚 выражение для 𝐶𝑎𝑚, получим утверждение теоремы. Теорема
доказана.

Автор благодарит Воблого В. А. за поставленную задачу и ценные заме-
чания.
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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ
ЗАМКНУТЫХ КЛАССОВ,

ПОРОЖДЕННЫХ КВАЗИОДНОСЛОЙНЫМИ
ФУНКЦИЯМИ ТРЕХЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ

А. В. Михайлович (Москва)

Известно [1], что все замкнутые классы булевых функций имеют конечный
базис. В [2] показано, что для функций 𝑘-значной логики при всех 𝑘 > 3 суще-
ствуют как замкнутые классы со счетным базисом, так и классы, не имеющие
базиса. Стоит отметить, что функции в этих примерах принимают только два
значения, например, 0 и 1, причем если набор содержит хотя бы одну нулевую
компоненту, то значение функции на этом наборе равно нулю. Кроме того, эти
функции являются симметрическими. В [3–5] рассмотрены различные семей-
ства классов, порожденных симметрическими функциями. Для этих классов
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получены критерии базируемости и конечной порожденности. В данной ра-
боте рассматривается семейство классов, порожденных квазиоднослойными
функциями принимающими значения из множества {0, 1}. Все необходимые
определения можно найти в [3].

Обозначим через 𝑅 множество всех функций трехзначной логики, прини-
мающих только значения из множества {0, 1} и равных нулю на единичном
наборе и на всех наборах, содержащих хотя бы одну нулевую компоненту.
Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3. Будем обозначать через 𝑁𝑓 множество всех набо-
ров из 𝐸𝑛

3 , на которых функция 𝑓 принимает значение 1. Пусть ̃︀𝛼 ∈ {1, 2}𝑛.
Обозначим через |̃︀𝛼| число единиц в наборе ̃︀𝛼. Пусть ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈ {1, 2}𝑛. Рас-
стоянием 𝜌(̃︀𝛼, ̃︀𝛽) между наборами ̃︀𝛼 и ̃︀𝛽 будем называть число компонент, в
которых эти наборы различаются. Определим квазислой следующим образом
ℒ(̃︀𝛼, 𝑑) =

{︁̃︀𝛽 ∈ {1, 2}𝑛 | 𝜌(̃︀𝛼, ̃︀𝛽) = 𝑑
}︁
. Функцию 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) из множества 𝑅

будем называть квазиоднослойной, если существуют набор ̃︀𝛼 ∈ {1, 2}𝑛 и число
𝑑 6 𝑛, такие, что 𝑁𝑓 = ℒ(̃︀𝛼, 𝑑). Обозначим этот набор и это число через ̃︀𝛼𝑓 и 𝑑𝑓
соответственно. Множество всех квазиоднослойных функций из 𝑅 обозначим
через 𝑄𝑆1.

На множестве попарно неконгруэнтных, т. е. не получающихся друг из дру-
га переименованием переменных без отождествления, функций из 𝑄𝑆1 опре-
делим отношение порядка. Будем говорить, что 𝑓 ⪯ 𝑔, если 𝑓 ∈ [{𝑔}]. Множе-
ство попарно неконгруэнтных функций из 𝑄𝑆1 называется цепью, если лю-
бые два элемента этого множества сравнимы относительно порядка ⪯. Пусть
𝐺— множество попарно неконгруэнтных функций из 𝑄𝑆1, 𝐻 — цепь, 𝐻 ⊆ 𝐺.
Цепь 𝐻 называется максимальной цепью множества 𝐺, если для любой цепи
𝐻1 ⊆ 𝑄𝑆1, такой, что 𝐻 ⊆ 𝐻1, 𝐻 ̸= 𝐻1, цепь 𝐻1 не является подмноже-
ством множества 𝐺. Функция 𝑓 ∈ 𝐻 называется верхней гранью цепи 𝐻, если
для любой функции 𝑔 ∈ 𝐻 выполняется неравенство 𝑔 ⪯ 𝑓 . Цепь называется
ограниченной, если она имеет верхнюю грань.

Будем называть произвольную формулу простой, если у нее нет подфор-
мулы, отличной от переменных.

Лемма 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝑄𝑆1. Тогда каждая простая подформула любой фор-
мулы, реализующей функцию 𝑓 над 𝑄𝑆1, также реализует фукнцию 𝑓.

Доказательство. Пусть простая подформула формулы над 𝑄𝑆1, реализу-
ющей фукцнию 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), в свою очередь реализует функцию ℎ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).
Тогда существует фукнция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) из 𝑄𝑆1, такая, что ℎ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
= 𝑔(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖𝑚). Без ограничения общности будем считать, что имеет место̃︀𝛼𝑓 = (1𝑘𝑓 , 2𝑛−𝑘𝑓 ), ̃︀𝛼𝑔 = (1𝑘𝑔 , 2𝑚−𝑘𝑔 ); среди 𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖𝑘𝑔

переменная 𝑥1 встре-
чается 𝑞1 раз, переменная 𝑥2 — 𝑞2 раза, . . . , переменная 𝑥𝑛 — 𝑞𝑛 раз, среди
𝑥𝑖𝑘𝑔+1

, . . . , 𝑥𝑖𝑚 переменная 𝑥1 встречается 𝑟1 раз, переменная 𝑥2 — 𝑟2 раза, . . . ,
переменная 𝑥𝑛 — 𝑟𝑛 раз, 𝑘𝑓 6 𝑛− 𝑘𝑓 .
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Пусть ̃︀𝛽 ∈ {1, 2}𝑛. Обозначим через ̃︀𝛾(̃︀𝛽) набор (𝛽𝑖1 , . . . , 𝛽𝑖𝑚). Поскольку все
функции из 𝑄𝑆1 равны нулю на наборах, содержащих хотя бы одну нулевую
компоненту, то из соотношения ̃︀𝛽 ∈ 𝑁𝑓 следует, что ̃︀𝛾(̃︀𝛽) ∈ 𝑁𝑔.

Рассмотим пару наборов из 𝑁𝑓 , которые различаются только в 𝑗-й и 𝑘-й
компонентах, 1 6 𝑗 6 𝑛, 1 6 𝑘 6 𝑛. Рассмотрим два случая.

1. Пусть 1 6 𝑗 < 𝑘 6 𝑘𝑓 или 𝑘𝑓 + 1 6 𝑗 < 𝑘 6 𝑛. Рассмотрим набо-
ры ̃︀𝛽1, ̃︀𝛽2 ∈ 𝑁𝑓 , такие, что 𝛽1

𝑖 = 𝛽2
𝑖 при всех 1 6 𝑖 6 𝑛, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖 ̸= 𝑘,

𝛽1
𝑗 = 𝛽2

𝑘 = 1, 𝛽1
𝑘 = 𝛽2

𝑗 = 2. Нетрудно видеть, что 𝜌(̃︀𝛼𝑔, ̃︀𝛾(̃︀𝛽1)) = 𝜌(̃︀𝛼𝑔, ̃︀𝛾(̃︀𝛽2)).
Поэтому 𝑞𝑘 − 𝑞𝑗 = 𝑟𝑘 − 𝑟𝑗 . А значит, 𝑞𝑘 − 𝑟𝑘 = 𝑞𝑗 − 𝑟𝑗 .

2. Пусть теперь 1 6 𝑗 6 𝑘𝑓 и 𝑘𝑓 + 1 6 𝑘 6 𝑛. Рассмотрим наборы ̃︀𝛽1,̃︀𝛽2 ∈ 𝑁𝑓 , такие, что 𝛽1
𝑖 = 𝛽2

𝑖 при всех 1 6 𝑖 6 𝑛, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖 ̸= 𝑘, 𝛽1
𝑗 = 𝛽1

𝑘 = 1,

𝛽2
𝑗 = 𝛽2

𝑘 = 2. Нетрудно видеть, что 𝜌(̃︀𝛼𝑔, ̃︀𝛾(̃︀𝛽1)) = 𝜌(̃︀𝛼𝑔, ̃︀𝛾(̃︀𝛽2)). Поэтому
𝑞𝑗 + 𝑞𝑘 = 𝑟𝑗 − 𝑟𝑘. А значит, 𝑞𝑘 − 𝑟𝑘 = −(𝑞𝑗 − 𝑟𝑗).

Итак, в обоих случаях установлено, что разность 𝑞𝑖− 𝑟𝑖 зависит только от
того, выполняется неравенство 𝑖 6 𝑘𝑓 или 𝑖 > 𝑘𝑓 . Положим ∆ = 𝑞𝑖 − 𝑟𝑖 при
1 6 𝑖 6 𝑘𝑓 . Отметим, что ∆ = 𝑟𝑖 − 𝑞𝑖 при 𝑘𝑓 + 1 6 𝑖 6 𝑛. Покажем, что ∆ ̸= 0.
Предположим, что ∆ = 0. Поскольку на наборах, содержащих хотя бы одну
нулевую компоненту, функции из 𝑄𝑆1 равны нулю, то 𝑁𝑓 ⊆ 𝑁ℎ. Рассмотрим
набор ̃︀𝛽 ∈ 𝑁𝑓 и набор ̃︀𝛽′, такой, что для некоторого 𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛, 𝛽′

𝑖 = 3 − 𝛽𝑖

и 𝛽𝑗 = 𝛽′
𝑗 для всех 𝑗 ̸= 𝑖. Из определения набора ̃︀𝛽′ следует, что

|𝜌(̃︀𝛾(̃︀𝛽), ̃︀𝛼𝑔)− 𝜌(̃︀𝛾(̃︀𝛽′), ̃︀𝛼𝑔)| = |𝑞𝑖 − 𝑟𝑖| = 0.

Следовательно, ̃︀𝛾(̃︀𝛽′) ∈ 𝑁𝑔. А значит, ̃︀𝛽′ ∈ 𝑁ℎ. Таким образом показано, что
набор, находящийся на расстоянии 1 от набора из 𝑁𝑓 , содержится в 𝑁ℎ. Анало-
гичным образом за конечное число шагов для любого набора из {1, 2}𝑛 можно
показать, что он содержится в 𝑁ℎ, рассматривая вместо набора ̃︀𝛽 некоторый
набор, про который уже установлено, что он содержится в 𝑁ℎ. Следовательно,
(1𝑛) ∈ 𝑁𝑔, что противоречит определению функции 𝑔. А значит, ∆ ̸= 0.

Покажем теперь, что 𝑁ℎ = 𝑁𝑓 . Очевидно, что 𝑁𝑓 ⊆ 𝑁ℎ. Пусть 𝑁𝑓 ̸= 𝑁ℎ.

Выберем произвольный набор ̃︀𝜎 из 𝑁ℎ∖𝑁𝑓 . Пусть набор ̃︀𝛽1 из 𝑁𝑓 такой, что
величина 𝜌(̃︀𝛽1, ̃︀𝜎) минимальна. Поскольку 𝜌(̃︀𝛾(̃︀𝛽1), ̃︀𝛼𝑔) = 𝜌(̃︀𝛾(̃︀𝜎), 𝛼𝑔), то полу-
чаем, что 𝑞𝑖−𝑟𝑖 = 0 для всех 𝑖 таких, что 𝛽1

𝑖 ̸= 𝜎𝑖. А значит, ∆ = 0. Получили
противоречие. Следовательно, 𝑁ℎ = 𝑁𝑔. Лемма доказана.

Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ 𝑄𝑆1, 𝑔(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖𝑚) —
простая подформула некоторой формулы над 𝑄𝑆1, реализующей функцию 𝑓 .
Тогда 𝑛 6 𝑚.

Поскольку функции из множества 𝑄𝑆1 на наборах, содержащих хотя бы
одну нулевую компоненту равны нулю, имеет место следствие.

Следствие 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝑄𝑆1. Тогда каждая подформула любой форму-
лы, реализующей функцию 𝑓 над 𝑄𝑆1, также реализует фукнцию 𝑓.
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Теорема 1. Пусть 𝐹 — множество попарно неконгруэнтных функций
из 𝑄𝑆1. Тогда выполняются следующие утверждения.

1. Класс [𝐹 ] конечный имеет базис тогда и только тогда, когда множе-
ство 𝐹 конечно.

2. Класс [𝐹 ] имеет счетный базис тогда и только тогда, когда множе-
ство 𝐹 бесконечно и каждая функция из 𝐹 содержится в ограниченной мак-
симальной цепи множества 𝐹 .

3. Класс [𝐹 ] не имеет базиса тогда и только тогда, когда существует
функция ℎ из 𝐹, которая не содержится ни в какой ограниченной макси-
мальной цепи множества 𝐹.

Доказательство. 1. Очевидно, что если число неконгруэнтных функ-
ций в множестве 𝐹 конечно, то [𝐹 ] имеет конечный базис. Пусть теперь
класс [𝐹 ] имеет конечный базис A. Без ограничения общности будем счи-
тать, что A ⊆ 𝐹. Пусть 𝑛0 — максимальное число существенных переменных
у функций из A. Тогда в силу следствия 1 число существенных переменных у
функций из [A] ∩𝑄𝑆1 не превосходит 𝑛0. Поскольку 𝐹 — множество попарно
неконгруэнтных функций и 𝐹 ⊆ [A], то множество 𝐹 конечно.

2. Пусть класс [𝐹 ] имеет счетный базис A. Каждой функции 𝑓 из A сопоста-
вим формулу Υ𝑓 над 𝐹, реализующую функцию 𝑓 . Пусть Φ — произвольная
формула над A. Заменим в формуле Φ каждую из функций базиса A на соот-
ветствующую ей подформулу над 𝐹 . Полученную формулу над 𝐹 обозначим
через 𝜋(Φ).

Пусть 𝑔 ∈ 𝐹, Φ𝑔 — формула над A, реализующая функцию 𝑔. Из леммы 1
следует, что все простые подформулы формулы 𝜋(Φ𝑔) имеют вид 𝑔′(𝑥𝑖1 , ..., 𝑥𝑖𝑝),
где 𝑔 ⪯ 𝑔′. Следовательно, для любой функции 𝑔 из 𝐹 существует функция 𝑓
из A, такая, что простые подформулы формулы Υ𝑓 имеют вид 𝑔′(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖𝑝),
где 𝑔 6 𝑔′. Из следствия 2 получаем, что любая подформула формулы
𝜋(Φ𝑔) реализует функцию 𝑔. А значит, существует функция 𝑓𝑔 ∈ A, такая,
что 𝑔 ∈ [{𝑓𝑔}].

Предположим, что существует функция ℎ, которая не содержится ни в
какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 . Пусть Φℎ — формула
над A, реализующая функцию ℎ. Пусть 𝑓ℎ(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖𝑝) — простая подформула
формулы Φℎ, такая что ℎ ∈ [{𝑓ℎ}]. Покажем, что 𝑓ℎ ∈ [A∖{𝑓ℎ}]. Рассмотрим
формулу Υ𝑓ℎ . Пусть 𝑔(Ψ1, . . . ,Ψ𝑚) — подформула формулы Υ𝑓ℎ , Ψ1, . . . ,Ψ𝑚 —
формулы над 𝐹, 𝑔 ∈ 𝐹. Рассмотрим два случая.

Пусть 𝑔(Ψ1, . . . ,Ψ𝑚) — простая подформула. Тогда, как показано выше,
функция 𝑔 не содержится ни в какой ограниченной максимальной цепи множе-
ства 𝐹. Пусть 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ≺ 𝑔′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑟), причем 𝑔′ ∈ 𝐹 и 𝑟 > 2𝑝. Используя
следствие 1, получаем, что 𝑔′ ∈ [A∖{𝑓}]. Следовательно, 𝑔 ∈ [A∖{𝑓}].

Пусть теперь формула 𝑔(Ψ1, . . . ,Ψ𝑚) не является простой. Пусть также
ℎ ̸⪯ 𝑔 (случай ℎ ⪯ 𝑔 сводится к рассмотренному выше). Тогда существу-
ет функция 𝑓𝑔 ∈ A такая, что 𝑔 ∈ [{𝑓𝑔}] и ℎ /∈ [{𝑓𝑔}]. Следовательно,
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𝑓ℎ /∈ [{A∖{𝑓ℎ}]. Это противоречит определению базиса. А значит, не существу-
ет функции, которая не содержится ни в какой ограниченной максимальной
цепи множества 𝐹.

Покажем теперь, что если каждая функция из множества 𝐹 содержится в
некоторой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 , то класс [𝐹 ] имеет
базис. Пусть A ⊆ 𝐹 — множество всех (попарно неконгруэнтных) функций,
являющихся верхними гранями ограниченных максимальных цепей множе-
ства 𝐹 . Очевидно, что все функции из A попарно несравнимы. Покольку каж-
дая функция из множества 𝐹 содержится в некоторой ограниченной макси-
мальной цепи множества 𝐹, то [A] = [𝐹 ]. Далее покажем, что для любой функ-
ции 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) ∈ A выполняется соотношение 𝑔 /∈ [A∖{𝑔}]. Предположим,
что это не так. Пусть формула Φ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) над A∖{𝑔} реализует функцию 𝑔.
Пусть некоторая простая подформула формулы Φ имеет вид 𝑓(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖𝑛),
𝑓 ∈ A∖{𝑔}. Тогда в силу леммы 1 выполняется соотношение 𝑔 ⪯ 𝑓 . Получили
противоречие с тем, что все функции множества A несравнимы. Следователь-
но, 𝑔 /∈ [A∖{𝑔}], т. е. A— базис класса 𝐹 . Таким образом, достаточность для
п.2 доказана.

3. Следует из пп.1 и 2.

Данное научное исследование (№ 14-01-0144) выполнено при поддержке
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О СЛОЖНОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ
СИММЕТРИЧЕСКИХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ

В ОДНОМ БЕСКОНЕЧНОМ БАЗИСЕ

О. В. Подольская (Москва)

Базисом называется произвольное функционально полное множество бу-
левых функций. Базис называется бесконечным, если содержит функции, су-
щественно зависящие от сколь угодно большого числа переменных (см., на-
пример, [4]).

Сложностью схемы называется количество функциональных элементов в
этой схеме, а сложностью функции — сложность минимальной схемы, реали-
зующей эту функцию. Для функции 𝑓 будем обозначать ее сложность че-
рез 𝐿(𝑓). Подробнее с понятиями схемы и сложности можно ознакомиться,
например, в [1].

Антицепью булева куба называется множество попарно несравнимых на-
боров булева куба. Будем называть слоем булева куба {0, 1}𝑛 с номером 𝑡, где
𝑡 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}, множество всех наборов, содержащих 𝑡 единичных компонент.
Ясно, что всякий слой является антицепью.

Булевы функции, принимающие значение 1 лишь на антицепях булева ку-
ба, называются антицепными. Множество антицепных функций от любого
числа переменных образует бесконечный базис. Этот базис называется бази-
сом антицепных функций и обычно обозначается через 𝐴𝐶, см. [2, 3].

Функцией четности 𝑝𝑛 от 𝑛 переменных называется булева функция 𝑥1+. . .
. . . + 𝑥𝑛 (mod 2). Функцией голосования 𝑚𝑛 от 𝑛 переменных называется бу-
лева функция, равная 1 лишь на наборах, в которых количество единичных
компонент не менее 𝑛/2.

Функция называется симметрической, если ее значение не изменяется при
произвольной перестановке ее переменных. Далее, говоря о симметрических
функциях, будем иметь в виду симметрические булевы функции. В частности,
функции четности и голосования являются симметрическими.

Всякая симметрическая функция задается слоями, т. е. для того, чтобы
задать симметрическую функцию, достаточно сказать, на каких слоях она
равна 1. Для симметрической функции 𝑓 от 𝑛 переменных через 𝑘(𝑓) будем
обозначать количество различных слоев булева куба {0, 1}𝑛, на которых 𝑓
равна 1.

Рассматривается задача о сложности реализации симметрических функ-
ций схемами из функциональных элементов в базисе антицепных функций.

Изучение задачи о реализации булевых функций схемами в базисе анти-
цепных функций началось с работ О. М. Касим-Заде [2, 3]. В [2] была уста-
новлена верхняя оценка 𝑛+ 1 сложности произвольной булевой функций от 𝑛
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переменных. Также в [2] для функции четности от 𝑛 переменных была полу-
чена нижняя оценка порядка 𝑛1/3, а затем в [3] для этой же функции была
получена более сильная нижняя оценка — порядка

√︀
𝑛/ ln𝑛.

В работе автора [5] последнюю оценку удалось улучшить и доказать для
функции четности от 𝑛 переменных нижнюю оценку сложности порядка

√
𝑛,

а также доказать такую же по порядку нижнюю оценку сложности функции
голосования от 𝑛 переменных и почти всех булевых функций от 𝑛 переменных
(имеется в виду, что доля булевых функций, для которых рассматриваемая
оценка не выполнена, среди всех булевых функций от 𝑛 переменных, стремит-
ся к нулю при 𝑛 стремящемся к бесконечности).

В [6] доказана верхняя оценка 𝑛 сложности произвольной булевой функции
от 𝑛 переменных. С использованием той же идеи в [7] доказана верхняя оценка
сложности произвольной симметрической функции 𝑓 от 𝑛 переменных, 𝑓 ̸≡ 0:
𝐿(𝑓) 6 min(𝑘(𝑓), 𝑛− 𝑘(𝑓) + 2). Также в [7] изложен новый метод, с помощью
которого доказана нижняя оценка сложности произвольной симметрической
функции 𝑓 от 𝑛 переменных: 𝐿(𝑓) > min(𝑘(𝑓), 𝑛 − 𝑘(𝑓) + 2). Тем самым в [7]
доказано следующее утверждение.

Теорема 1. Для произвольной симметрической функции 𝑓, отличной от
константы 0, выполнено равенство 𝐿(𝑓) = min(𝑘(𝑓), 𝑛− 𝑘(𝑓) + 2).

Сложность функции 𝑓 , такой что 𝑓 ≡ 0, равна 1. Таким образом уста-
новлена сложность реализации схемами в базисе 𝐴𝐶 всех симметрических
функций.

Из теоремы 1 несложно выводится следующее утверждение.

Теорема 2. Для функции четности и функции голосования от 𝑛 пере-
менных, 𝑛 > 2, выполнены равенства 𝐿(𝑝𝑛) = ⌊𝑛+1

2 ⌋, 𝐿(𝑚𝑛) =
⌊︀
𝑛
2

⌋︀
+ 1.

Учитывая, что в соответствии с [6], любая функция от 𝑛 переменных реа-
лизуется со сложностью не больше 𝑛, из теоремы 2, в частности, следует, что
указанная верхняя оценка по порядку не улучшаема.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 14-01-00598-а) и про-
граммы фундаментальных исследований ОМН РАН «Алгебраические и ком-
бинаторные методы математической кибернетики и информационные систе-
мы нового поколения» (проект «Задачи оптимального синтеза управляющих
систем»).
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ОЦЕНКИ ДЛИН ТЕСТОВ ДЛЯ КОНТАКТОВ

К. А. Попков (Москва)

Введение

Рассматриваются задачи проверки исправности и распознавания состоя-
ний контактов с использованием экспериментов, заключающихся в составле-
нии из заданных контактов произвольных двухполюсных контактных схем с
последующим «прозваниванием» этих схем, т. е. нахождением булевых функ-
ций, реализуемых составляемыми схемами. Описания физических принципов
работы релейно-контактных схем и тех явлений, которые наблюдаются при
работе таких схем, можно найти, например, в монографиях [1, 2]. Суть обще-
принятых математических моделей контактной схемы и тех элементов (т. е.
контактов), из которых строятся эти схемы, с исчерпывающей полнотой и
ясностью представлена в [3]; именно такая математическая модель является
объектом исследования и рассматривается ниже.

Опишем постановку задачи, как это сделано в [4]. Представим, что имеют-
ся 𝑁 контактов (𝑁 > 1), занумерованных числами от 1 до 𝑁 , из которых 𝑁1

контактов с номерами от 1 до 𝑁1 являются замыкающими, а 𝑁2 контактов с
номерами от 𝑁1 + 1 до 𝑁 — размыкающими, где 𝑁2 = 𝑁 − 𝑁1 (𝑁1 или 𝑁2

может быть равно 0). В исправном состоянии каждый замыкающий контакт,
рассматриваемый как простейшая контактная схема, реализует между своими
концами (полюсами схемы) булеву функцию 𝑥𝑖, а размыкающий контакт — бу-
леву функцию 𝑥𝑖, где 𝑥𝑖 — отвечающая данному контакту переменная. Число
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замыкающих контактов (𝑁1), и соответственно, число размыкающих контак-
тов (𝑁2) предполагаются известными. В неисправном состоянии каждый кон-
такт реализует между своими концами одну из булевых констант, т. е. 0 (при
обрыве контакта) или 1 (при замыкании контакта). Предполагается, что сре-
ди данных 𝑁 контактов не более 𝑘 контактов могут быть неисправны, где 𝑘 —
заданное натуральное число, 𝑘 6 𝑁 . Можно составлять любые двухполюсные
контактные схемы из данных контактов и наблюдать выдаваемые схемами
значения на любых наборах значений переменных.

Задача заключается в том, чтобы протестировать контакты, т. е. для каж-
дого из них определить, исправен данный контакт или неисправен (задача
проверки), и, в дополнение к этому, определить тип неисправности каждого
неисправного контакта (задача диагностики), используя при тестировании по
возможности меньшее число схем.

Предполагается, что в процессе экспериментирования исправные контак-
ты остаются исправными, неисправные контакты — неисправными и тип неис-
правности каждого неисправного контакта сохраняется.

1. Основные определения и вспомогательные утверждения

Диагностическим тестом назовем такой набор двухполюсных контакт-
ных схем 𝑆1, . . . , 𝑆𝑙, составленных из заданных контактов, что по набору функ-
ций, реализуемых этими схемами, можно однозначно определить состояние
каждого из 𝑁 контактов. Число 𝑙 назовем длиной этого теста.

Проверяющим тестом назовем такой набор двухполюсных контактных
схем 𝑆1, . . . , 𝑆𝑙, составленных из заданных контактов, что по набору функций,
реализуемых этими схемами, можно однозначно определить исправность или
неисправность каждого из 𝑁 контактов. Число 𝑙 назовем длиной этого теста.

Отметим, что проверяющий тест, в отличие от диагностического, не обязан
определять тип неисправности (обрыв или замыкание) каждого неисправного
контакта.

Введем функции 𝐿𝑐(𝑁1, 𝑁2, 𝑘) и 𝐿𝑑(𝑁1, 𝑁2, 𝑘), равные длинам самого ко-
роткого, соответственно, проверяющего и диагностического тестов для 𝑁1 за-
мыкающих и 𝑁2 размыкающих контактов, среди которых не более чем 𝑘 неис-
правных. Пусть 𝐿𝑐(𝑁, 𝑘) = 𝐿𝑐(𝑁, 0, 𝑘) и 𝐿𝑑(𝑁, 𝑘) = 𝐿𝑑(𝑁, 0, 𝑘).

Введенные определения полностью согласуются с соответствующими опре-
делениями из [4] при замене 𝐿𝑑(𝑁1, 𝑁2, 𝑘) на 𝐿(𝑁1, 𝑁2, 𝑘).

Ранее (см. утверждение 2 в [4]) были доказаны равенства 𝐿𝑑(𝑁1, 𝑁2, 𝑘) =
= 𝐿𝑑(𝑁1 + 𝑁2, 0, 𝑘) = 𝐿𝑑(𝑁, 0, 𝑘) = 𝐿𝑑(𝑁, 𝑘). Совершенно аналогично можно
доказать равенства 𝐿𝑐(𝑁1, 𝑁2, 𝑘) = 𝐿𝑐(𝑁1 + 𝑁2, 0, 𝑘) = 𝐿𝑐(𝑁, 0, 𝑘) = 𝐿𝑐(𝑁, 𝑘).
Из выписанных равенств следует, что для нахождения значений 𝐿𝑐(𝑁1, 𝑁2, 𝑘)
и 𝐿𝑑(𝑁1, 𝑁2, 𝑘) достаточно знать только 𝐿𝑐(𝑁, 𝑘) и 𝐿𝑑(𝑁, 𝑘). Поэтому далее,
без ограничения общности, будем считать, что все заданные контакты замы-
кающие.
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Отметим, что, поскольку любой диагностический тест, очевидно, является
проверяющим, для любых 𝑁 и 𝑘 выполняется соотношение 𝐿𝑑(𝑁, 𝑘) > 𝐿𝑐(𝑁, 𝑘).

В качестве тривиального диагностического (и проверяющего) теста (дли-
ны 𝑁), очевидно, можно взять множество из 𝑁 контактных схем, каждая из
которых представляет собой один из заданных контактов.

2. Ранее полученные результаты

В [4] доказано, что при выполнении условий 𝑁 > 36 и 2𝑘⌈
√
𝑘⌉ 6 𝑁 спра-

ведливо неравенство 𝐿𝑑(𝑁, 𝑘) 6 𝑘 + 1. В [5] получены равенства

𝐿𝑐(𝑁, 1) = 𝐿𝑑(𝑁, 1) =

{︃
1, если 𝑁 = 1 или 𝑁 > 5,
2, если 𝑁 ∈ {2, 3, 4}.

3. Формулировки основных теорем

Пусть 𝑁 и 𝑘 зафиксированы. Введем следующую последовательность чи-

сел: 𝑟1 = ⌊
√
𝑁⌋, 𝑟𝑖+1 =

⌊︃√︃
𝑁 −

𝑖∑︀
𝑗=1

𝑟𝑗

⌋︃
для 𝑖 > 1, если

𝑖∑︀
𝑗=1

𝑟𝑗 < 𝑁 .

Теорема 1. Если 𝑡— такое натуральное число, что все числа 𝑟1, . . . , 𝑟𝑡

определены и
𝑡∑︀

𝑖=1

𝑟𝑖 6 𝑘 − 1, то 𝐿𝑐(𝑁, 𝑘) > 𝑡 + 1 и 𝐿𝑑(𝑁, 𝑘) > 𝑡 + 1.

Следствие. Для любых 𝑁 и 𝑘 справедливы неравенства 𝐿𝑐(𝑁, 𝑘) > 𝑘
⌊
√
𝑁⌋

и 𝐿𝑑(𝑁, 𝑘) > 𝑘
⌊
√
𝑁⌋ .

Теорема 2. Пусть 𝑘 < 𝑁 и 𝑟 =
⌊︁

𝑘−1
𝑁−𝑘

⌋︁
. Тогда имеет место 𝐿𝑐(𝑁, 𝑘) > 𝑟+

+𝐿𝑐(𝑁−𝑟(𝑁−𝑘), 𝑘−𝑟(𝑁−𝑘)) и 𝐿𝑑(𝑁, 𝑘) > 𝑟+𝐿𝑑(𝑁−𝑟(𝑁−𝑘), 𝑘−𝑟(𝑁−𝑘)).

Следствие 1. Если 𝑘 < 𝑁 , то 𝐿𝑐(𝑁, 𝑘) > 𝑘
𝑁−𝑘 и 𝐿𝑑(𝑁, 𝑘) > 𝑘

𝑁−𝑘 .

Следствие 2. При всех 𝑁 > 2 справедливы равенства 𝐿𝑐(𝑁,𝑁 − 1) =
= 𝐿𝑑(𝑁,𝑁 − 1) = 𝐿𝑐(𝑁,𝑁) = 𝐿𝑑(𝑁,𝑁) = 𝑁 .

Доказательства указанных теорем и следствий приведены в [6].

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководителю
профессору Н. П. Редькину за постановку задачи и внимание к работе.
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О СЛОЖНОСТИ И ГЛУБИНЕ ФОРМУЛ
ДЛЯ MOD-ФУНКЦИЙ

И. С. Сергеев (Москва)

Введение

В настоящей заметке рассматриваются сложность и глубина реализации
функций многократного сложения по модулю 𝑚— MOD-функций — формула-
ми в стандатном базисе 𝐵0 = {∨,∧, } и в базисе 𝐵2 всех бинарных булевых
функций.

Через MOD𝑚
𝑛 обозначим булев (𝑛,𝑚)-оператор сложения 𝑛 одноразрядных

чисел по модулю 𝑚. Компоненты оператора, называемые MOD-функциями,
определяются как

MOD𝑚,𝑟
𝑛 (𝑥) =

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 ≡ 𝑟 mod 𝑚

)︃
,

𝑟 = 0, . . . ,𝑚− 1, где 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).
Понятия формулы, глубины и сложности см. в [1, 7]. Сложность и глуби-

ну реализации булевого оператора 𝑓 формулами над базисом 𝐵 обозначим
через 𝐿𝐵(𝑓) и 𝐷𝐵(𝑓) соответственно.

Универсальный способ реализации MOD-функций заключается в вычис-
лении арифметической суммы 𝐶𝑛 = 𝑥1 + . . . + 𝑥𝑛 и применении простых со-
отношений

𝐿𝐵(MOD𝑚,𝑟
𝑛 ) ⪯ 𝑛𝑜(1)𝐿𝐵(𝐶𝑛), 𝐷𝐵(MOD𝑚,𝑟

𝑛 ) 6 𝐷𝐵(𝐶𝑛) + 𝑜(log 𝑛),

справедливых в произвольном полном базисе 𝐵 (знак ⪯ означает неравенство
по порядку).

Сложность и глубина оператора 𝐶𝑛 удовлетворяют неконструктивно вы-
водимым оценкам

𝐿𝐵0
(𝐶𝑛) ⪯ 𝑛3,91, 𝐿𝐵2

(𝐶𝑛) ⪯ 𝑛2,84, 𝐷𝐵0
(𝐶𝑛) . 4, 14 log 𝑛, 𝐷𝐵2

(𝐶𝑛) . 3, 02 log 𝑛
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и конструктивным оценкам

𝐿𝐵0
(𝐶𝑛) ⪯ 𝑛4,47, 𝐿𝐵2

(𝐶𝑛) ⪯ 𝑛3,03, 𝐷𝐵0
(𝐶𝑛) . 4, 87 log 𝑛, 𝐷𝐵2

(𝐶𝑛) . 3, 34 log 𝑛

(знак . означает асимптотическое неравенство; основание у двоичных лога-
рифмов здесь и далее опускается) [2, 3].

Для конкретных MOD-функций известны лучшие оценки. Основной инте-
рес представляет случай простых нечетных модулей 𝑚. Вопрос о сложности
линейных функций (𝑚 = 2) фактически закрыт [4]; сложность MOD-функций
с составным модулем 𝑚 определяется сложностью MOD-функций с модулями
простых делителей числа 𝑚, см. [6, 8].

Известные нижние оценки имеют вид 𝐿𝐵0(MOD𝑚
𝑛 ) = Ω(𝑛2) (следует из [4])

и 𝐿𝐵2
(MOD𝑚

𝑛 ) = Ω(𝑛 log 𝑛) при 𝑚 > 2 [6]. Оценки глубины получаются приме-
нением стандартного для бинарных базисов соотношения 𝐷𝐵(𝑓) > log𝐿𝐵(𝑓).

Нетривиальные верхние оценки для некоторых значений 𝑚 получены
в [5, 6, 8, 9] (приводятся ниже).

1. Обзор известных результатов

Для вывода оценок в базисе 𝐵0 используются следующие простые форму-
лы [5]:

MOD𝑚,𝑟
𝑛1+𝑛2

(𝑥) =

𝑚−1⋁︁
𝑘=0

MOD𝑚,𝑘
𝑛1

(𝑥1) ·MOD𝑚,𝑟−𝑘
𝑛2

(𝑥2), (1)

MOD𝑚,𝑟
𝑛1+𝑛2

(𝑥) =

𝑚−1⋀︁
𝑘=0

(︁
MOD𝑚,𝑘

𝑛1
(𝑥1) ∨MOD𝑚,𝑟−𝑘

𝑛2
(𝑥2)

)︁
, (2)

где 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), |𝑥𝑖| = 𝑛𝑖. Из них непосредственно вытекают оценки

𝐿𝐵0
(MOD𝑚

𝑛 ) ⪯ 𝑛1+log𝑚, 𝐷𝐵0
(MOD𝑚

𝑛 ) . ⌈1 + log𝑚⌉ · log 𝑛. (3)

Комбинируя (1) и (2), в [5] получены уточнения оценки глубины в специаль-
ных случаях:

𝐷𝐵0(MOD3
𝑛) < 2, 89 log 𝑛 + 𝑂(1), 𝐷𝐵0

(MOD5
𝑛) < 3, 48 log 𝑛 + 𝑂(1).

В базисе 𝐵2 справедливы более короткие формулы [8]:

MOD𝑚,𝑟
𝑛1+𝑛2

(𝑥) =

𝑚−1⋀︁
𝑘=1

(︁
MOD𝑚,𝑘

𝑛1
(𝑥1) ∼ MOD𝑚,𝑟−𝑘

𝑛2
(𝑥2)

)︁
,

где «∼» означает булеву операцию эквивалентности. Поэтому справедливы
оценки

𝐿𝐵2(MOD𝑚
𝑛 ) ⪯ 𝑛1+log(𝑚−1), 𝐷𝐵2(MOD𝑚

𝑛 ) . ⌈1 + log(𝑚− 1)⌉ · log 𝑛. (4)
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В работе [9] предложено использовать изоморфизм между (Z2𝑘−1, +) и
мультипликативной группой 𝐺𝐹 (2𝑘)*. Сложение по модулю 𝑚 | 2𝑘 − 1 заме-
няется умножением в поле 𝐺𝐹 (2𝑘), элементы которого представляются дво-
ичными матрицами размера 𝑘 × 𝑘. Получаются оценки

𝐿𝐵2(MOD𝑚
𝑛 ) ⪯ 𝑛1+log 𝑘, 𝐷𝐵2(MOD𝑚

𝑛 ) . ⌈1 + log 𝑘⌉ · log 𝑛. (5)

2. Новые результаты

Определим расширенную кодировку группы (Z𝑚, +), состоящую из функ-
ций

MOD𝑚,𝑆
𝑛 (𝑥) =

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 mod 𝑚 ∈ 𝑆

)︃
,

где 𝑆 ⊂ Z𝑚. Будем искать формулы вида

MOD𝑚,𝑆
𝑛 (𝑥) =

𝑡⋁︁
𝑘=1

MOD𝑚,𝐴𝑘
𝑛1

(𝑥1) ·MOD𝑚,𝐵𝑘
𝑛2

(𝑥2). (6)

Mножеству 𝑆 поставим в соответствие (𝑚,𝑚)−матрицу 𝐼𝑆𝑚, строки и столб-
цы которой занумерованы числами из Z𝑚, а элементы определяются как
𝐼𝑆𝑚[𝑖, 𝑗] = (𝑖 + 𝑗 ∈ 𝑆). Тогда формула (6) отвечает покрытию матрицы 𝐼𝑆𝑚
сплошь единичными подматрицами (прямоугольниками) со строками 𝐴𝑘 и
столбцами 𝐵𝑘.

Из (1) вытекает тривиальное тождество

MOD𝑚,𝑆
𝑛1+𝑛2

(𝑥) =

𝑚−1⋁︁
𝑘=0

MOD𝑚,𝑘
𝑛1

(𝑥1) ·MOD𝑚,𝑆−𝑘
𝑛2

(𝑥2), (7)

отвечающее покрытию матрицы отдельными строками. Ранг тривиального
покрытия (число покрывающих матриц) равен 𝑚. Однако можно указать мат-
рицы 𝐼𝑆𝑚 с рангом минимального покрытия (или OR-рангом) rk ∨(𝐼𝑆𝑚) < 𝑚.

Стандартным примером циклической матрицы малого ранга является мат-
рица с нулевой циклической диагональю (см., например, [7]). Ранг такой
матрицы асимптотически равен log𝑚. При малых 𝑚 и |𝑆| = 𝑚 − 1 имеем
rk ∨(𝐼𝑆5 ) = 4, rk ∨(𝐼𝑆7 ) = 5. Используя (7) с соответствующими покрытиями в
комбинации с (1), (2), (6), устанавливается

Теорема 1. Справедливы оценки:

𝐿𝐵0(MOD5
𝑛) ⪯ 𝑛3,22, 𝐿𝐵0(MOD7

𝑛) ⪯ 𝑛3,63,

𝐷𝐵0(MOD5
𝑛) < 3, 35 log 𝑛 + 𝑂(1), 𝐷𝐵0(MOD7

𝑛) < 3, 87 log 𝑛 + 𝑂(1).
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В некоторых случаях эффективный способ построения формул возможен
при разбиении набора переменных на три части.

Пусть 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), |𝑥𝑖| = 𝑛𝑖, |𝑥| = 𝑛. Введем сокращенное обозначение
𝐹 𝑟
𝑖 = MOD3,𝑟

𝑛𝑖
(𝑥𝑖). Справедлива формула

MOD3,𝑟
𝑛 (𝑥) = (𝐹 0

1 ∨ 𝐹 0
2 ∨ 𝐹 𝑟

3 )(𝐹 1
1 ∨ 𝐹 1

2 ∨ 𝐹 𝑟+1
3 )(𝐹 2

1 ∨ 𝐹 2
2 ∨ 𝐹 𝑟+2

3 )∨
∨ (𝐹 0

1 ∨ 𝐹 2
2 ∨ 𝐹 𝑟+1

3 )(𝐹 1
1 ∨ 𝐹 0

2 ∨ 𝐹 𝑟+2
3 )(𝐹 2

1 ∨ 𝐹 1
2 ∨ 𝐹 𝑟

3 ), (8)

которую можно переписать в виде

MOD3,𝑟
𝑛 (𝑥) = (𝐹 0

1 ∨ 𝐹 0
2 ∨ 𝐹 𝑟

3 )(𝐹 1
1 ∨ 𝐹 1

2 ∨ 𝐹 𝑟+1
3 )(𝐹 2

1 ∨ 𝐹 2
2 ∨ 𝐹 𝑟+2

3 )∨
∨ 𝐹 0

1 · 𝐹 0
2 · 𝐹 𝑟

3 ∨ 𝐹 1
1 · 𝐹 1

2 · 𝐹 𝑟+1
3 ∨ 𝐹 2

1 · 𝐹 2
2 · 𝐹 𝑟+2

3 . (9)

В случае 𝑚 = 7 удобные формулы строятся, отталкиваясь от представ-
ления из [9]. Положим 𝑇 = {0, 1, 2, 5} ⊂ Z7. Введем обозначение 𝐹 𝑟

𝑖 =
= MOD7,𝑇+𝑟

𝑛𝑖
(𝑥𝑖). Тогда выполняется тождество

MOD7,𝑇+𝑟
𝑛 (𝑥) =

6⨁︁
𝑘=0

𝐹 𝑘
1 · 𝐹 𝑘

2 · 𝐹 3+𝑟−2𝑘
3 . (10)

Используя (8), (9) и (10), доказывается

Теорема 2. Справедливы оценки:

𝐷𝐵0
(MOD3

𝑛) < 2, 8 log 𝑛 + 𝑂(1), 𝐷𝐵2
(MOD7

𝑛) < 2, 93 log 𝑛 + 𝑂(1).

Лучшие результаты о сложности и глубине операторов MOD𝑚
𝑛 сведены в

таблицу.

𝑚 𝐿𝐵0
𝐿𝐵2

𝐷𝐵0
𝐷𝐵2

3 𝑛2,59, (3) 𝑛2 [6, 9], (4, 5) 2, 8 log 𝑛, т. 2 2 log 𝑛 [8], (4, 5)

5 𝑛3,22, т. 1
𝑛2,84 (неконстр.)

𝑛3 [9], (4, 5)
3, 35 log 𝑛, т. 1 3 log 𝑛, (4, 5)

7 𝑛3,63, т. 1 𝑛2,59 [9], (5) 3, 87 log 𝑛, т. 1 2, 93 log 𝑛, т. 2

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект № 14-01-00671а.
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СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ
С МИНИМАЛЬНЫМ НОСИТЕЛЕМ

ДИСТАНЦИОННО-РЕГУЛЯРНЫХ ГРАФОВ
СТЕПЕНИ 𝑘 = 3

Е. В. Сотникова (Новосибирск)

Введение

Пусть 𝑉 = {𝑣1, . . . , 𝑣𝑛} — непустое конечное множество из 𝑛 элементов, на-
зываемых вершинами, а 𝐸 — множество неупорядоченных пар вершин 𝑣𝑖𝑣𝑗 ,
называемых ребрами. Тогда упорядоченная пара 𝐺 = (𝑉,𝐸) называется неори-
ентированным графом. Две вершины 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 являются смежными или соседни-
ми, если они соединены ребром, то есть 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸. Путем 𝑃 в графе называется
последовательность различных вершин и ребер такая, что для каждой вер-
шины существует ребро, соединяющее ее со следующей вершиной в последо-
вательности, иными словами 𝑃 = (𝑣0, 𝑣0𝑣1, 𝑣1, 𝑣1𝑣2, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚−1, 𝑣𝑚−1𝑣𝑚, 𝑣𝑚).
Длина пути определяется как количество ребер в нем. Граф называется связ-
ным, если между любой парой вершин существует как минимум один путь.

Пусть каждая вершина графа имеет одинаковое число соседей, равное 𝑘,
тогда граф называется регулярным, а число 𝑘 его степенью. Для любых двух
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вершин 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉 определим расстояние 𝑑(𝑢, 𝑣) между ними как длину крат-
чайшего пути между этими двумя вершинами. Наибольшее из расстояний
между вершинами в связном графе называется диаметром графа 𝐷. Множе-
ство вершин, находящихся на расстоянии 𝑖 от 𝑣 будем обозначать за 𝐺𝑖(𝑣).
Связный граф 𝐺 называется дистанционно-регулярным, если он регулярный
степени 𝑘 и существует такое множество констант {𝑏0, . . . , 𝑏𝐷−1, 𝑏𝐷 = 0, 𝑐0 = 0,
𝑐1, . . . , 𝑐𝐷}, что для любых двух вершин 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉 на расстоянии 𝑖 = 𝑑(𝑣, 𝑢)
множество 𝐺𝑖−1(𝑣) содержит в точности 𝑐𝑖 соседей 𝑢, а множество 𝐺𝑖+1(𝑣) со-
держит в точности 𝑏𝑖 соседей 𝑢. Числа 𝑏𝑖, 𝑐𝑖, 𝑎𝑖 = 𝑘− 𝑏𝑖− 𝑐𝑖, где 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝐷},
не зависят от выбора вершин и называются массивом пересечений графа 𝐺.

Определим матрицу смежности 𝐴 порядка 𝑛 графа 𝐺 следующим образом:

𝐴𝑖𝑗 =

{︃
1, если 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸

0, если 𝑣𝑖𝑣𝑗 /∈ 𝐸

Обозначим за Λ = {𝜆1, . . . , 𝜆𝑡} множество всех собственных значений
матрицы 𝐴. В силу неориентированности графа матрица 𝐴 является сим-
метричной, поэтому все ее собственные значения вещественные. Поставим
каждой вершине 𝑣𝑖 в соответствие некоторое вещественное число 𝑓(𝑣𝑖). Век-
тор 𝑓 = (𝑓(𝑣1), . . . , 𝑓(𝑣𝑛)) будем называть функцией на вершинах графа.
Если для ненулевой функции 𝑓 имеет место соотношение 𝐴𝑓 = 𝜆𝑓 , то та-
кая функция называется собственной функцией графа 𝐺, соответствующей
собственному значению 𝜆. Носителем supp(𝑓) функции является множе-
ство всех координантых позиций с ненулевыми значениями, другими словами
supp(𝑓) = {𝑖 | 𝑓(𝑣𝑖) ̸= 0}.

Данное исследование посвящено дистанционно-регулярным графом степе-
ни 𝑘 = 3 и нахождению их собственных функций с минимальными по мощ-
ности носителями. Известно [1], что с точностью до изоморфизма таких гра-
фов 13: 𝐾4, 𝐾3,3, граф Петерсена, граф куба, граф Хивуда, граф Паппа, граф
Коксетера, граф Татта-Коксетера, граф додекаэдра, граф Дезарга, граф Фо-
стера, 12-клетка Татта, граф Бигса-Смита. Для 10 из них для каждого соб-
ственного значения найдены мощности минимальных носителей, а также при-
ведена классификация подграфов, которые могут являться минимальными
носителями соответствующих собственных функций.

Основные результаты

Пусть 𝑓 — собственная функция дистанционно-регулярного графа 𝐺, соот-
ветствующая некоторому собственному числу 𝜆. Выберем произвольную вер-
шину 𝑣 с ненулевым значением. Без ограничения общности будем считать, что
𝑓(𝑣) = 1 (если нет, то произведем нормировку, разделив вектор на |𝑓(𝑣)|). Обо-
значим через 𝑊 𝑓

𝑖 (𝑣) сумму значений функции в вершинах, находящихся на
расстоянии 𝑖 от 𝑣, другими словами 𝑊 𝑓

𝑖 (𝑣) =
∑︀

𝑢∈𝐺𝑖(𝑣)

𝑓(𝑢). Для дистанционно-
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регулярных графов значение 𝑊 𝑓
𝑖 (𝑣) с точностью до нормировки не зависит от

выбора вершины, причем справедливо следующее рекуррентное соотношение:

𝑊 𝑓
0 = 1,

𝑊 𝑓
1 = 𝜆,

𝑊 𝑓
𝑖 =

𝜆𝑊 𝑓
𝑖−1 − 𝑏𝑖−2𝑊

𝑓
𝑖−2 − 𝑎𝑖−1𝑊

𝑓
𝑖−1

𝑐𝑖
, где 𝑖 = 2, . . . , 𝐷.

Множество {𝑊 𝑓
0 ,𝑊

𝑓
1 , . . . ,𝑊

𝑓
𝐷} называется весовым распределением собствен-

ной функции 𝑓 . Хорошо известен следующий факт:

Лемма 1. Справедлива следующая оценка на мощность носителя соб-

ственной функции: |supp(𝑓)| >
𝐷∑︀
𝑖=0

|𝑊 𝑓
𝑖 |.

Таким образом, вычислив весовое распределение, мы получаем нижнюю
оценку на размер минимального носителя. Однако достигаться она будет не
всегда. Проиллюстрируем это следующим примером.

Рассмотрим граф Петерсена. Он состоит из 10 вершин и 15 ребер. Множе-
ство его собственных значений с указанием кратностей выглядит следующим
образом: Λ = {−2(4), 1(5), 3(1)}. Вычислим весовое распределение: 𝑊0 = 1,
𝑊1 = 𝜆, 𝑊2 = 𝜆2 − 3. Для 𝜆 = 1 и 𝜆 = −2 имеем одинаковое значение

границы весового распределения:
2∑︀

𝑖=0

|𝑊𝑖| = 4. Таким образом получаем сле-

дующую оценку на мощность носителя |supp(𝑓)| > 4. При 𝜆 = 1 в указанной
оценке достигается равенство. Минимальный носитель в таком случае пред-
ставляет собой подграф, состоящий из двух непересекающихся ребер 𝑢𝑣 и 𝑥𝑦,
причем вершины, принадлежащие разным ребрам не смежны друг с другом
(см. рис. 1).

1

1

-1-1

Рис. 1: Граф Петерсена, 𝜆 = 1.

Однако при 𝜆 = −2 вышеуказанная граница уже не достигается. В этом
случае мощность минимального носителя равна 6. На рис. 2 представлены

67



структуры, которые может принимать носитель минимальной мощности, со-
ответствующий 𝜆 = −2.

1

1

-1

-1 1

1

-1
-1 -2

2

1

-1

Рис. 2: Граф Петерсена, 𝜆 = −2.

В таблице ниже представлены мощности минимальных носителей, соответ-
ствующих различным собственным значениям. Стоит отметить, что посколь-
ку рассматриваемые графы являются регулярными степени 3, то число 𝑘 = 3
будет максимальным собственным значением с собственным вектором, состо-
ящим из одних единиц (с точностью до нормировки). Таким образом размер
минимального носителя для 𝜆 = 3 (а в случаях двудольных графов и для
𝜆 = −3) всегда будет равен порядку графа 𝑛.

Граф Собственные значения Минимальный носитель
𝐾4 {−1(3), 3(1)} {2, 4}
𝐾3,3 {0(4),±3(1)} {2, 6}
Cube {±1(3),±3(1)} {4, 8}

Petersen {−2(4), 1(5), 3(1)} {6, 4, 10}
Heawood {±

√
2
(6)

,±3(1)} {6, 14}
Pappus {0(4),±

√
3
(6)

,±3(1)} {6, 8, 18}
Dodecahedral {−2(4), 0(4), 1(5),±

√
5
(3)

, 3(1)} {12, 8, 8, 16, 20}
Desargues {±1(5),±2(4),±3(1)} {8, 12, 20}
Coxeter {(−1±

√
2)(6),−1(7), 2(8), 3(1)} {16, 12, 14, 28}

Tutte-Coxeter {0(10),±2(9),±3(1)} {6, 14, 30}

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект №14-11-00555)
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КЛАССЫ ФУНКЦИЙ МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ,
ЗАМКНУТЫЕ ОТНОСИТЕЛЬНО ОПЕРАЦИЙ

СУПЕРПОЗИЦИИ И ОБРАЩЕНИЯ

Д. Е. Стародубцев (Москва)

Введение

Работа относится к теории функциональных систем. Исследуются замкну-
тые классы функций 𝑘-значной логики [3, 5]. Известно, что семейство замкну-
тых классов булевых функций имеет счетную мощность [6, 7], а семейство за-
мкнутых классов функций 𝑘-значной логики при 𝑘 > 3 имеет мощность конти-
нуума [3, 4]. В ряде работ (см., например, обзор [2]) рассматриваются различ-
ные усиления операции суперпозиции, что позволяет получить более «просто»
устроенную решетку классов функций, замкнутых относительно новых опе-
раций. Данная работа также относится к этому направлению исследований.
На множестве функций 𝑘-значной логики наряду с операцией суперпозиции
вводится операция обращения, которая в некотором смысле является обрат-
ной к операции отождествления переменных. Получено описание всех классов
функций, замкнутых относительно операций суперпозиции и обращения. Для
классов булевых функций аналогичная задача была решена в 2011 г. в рабо-
те [1].

Описание замкнутых классов

Пусть 𝑘 > 3. Обозначим через 𝐸𝑘 множество {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}, через 𝑃𝑘 —
множество всех функций 𝑘-значной логики. На множестве функций 𝑘-значной
логики определим операцию обращения следующим образом. Для 𝑛 > 2 обо-
значим через 𝐴𝑛 множество наборов �̃� = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝐸𝑛

𝑘 , таких, что 𝛼𝑛 = 𝛼𝑖

для некоторого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1}. Рассмотрим функцию 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑃𝑘.
Будем говорить, что функция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) получена из функции 𝑓 с по-
мощью операции обращения, если для всех наборов (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛+1) из мно-
жества 𝐴𝑛+1 выполняется 𝑔(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛+1) = 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛). Заметим, что ес-
ли функция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) получена из функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) при помощи
операции обращения, то 𝑓 можно получить из 𝑔 путем отождествления пере-
менной 𝑥𝑛+1 с любой из переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. Через ∆(𝑓) будем обозначать
множество всех функций 𝑔, которые получаются из 𝑓 операцией обращения.
Через [𝐹 ] будем обозначать замыкание множества функций 𝐹 относительно
операции суперпозиции; через [𝐹 ]Δ — замыкание 𝐹 относительно операций су-
перпозиции и обращения. Через 𝑇𝑖 будем обозначать множество всех функций
из 𝑃𝑘, сохраняющих константу 𝑖; через 𝐴𝜌 — множество всех функций из 𝑃𝑘,
сохраняющих отношение 𝜌 на множестве 𝐸𝑘. Пусть 𝐹 — множество функций
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из 𝑃𝑘, тогда через 𝐹 (𝑛) будем обозначать множество всех функций из 𝐹 , за-
висящих от 𝑛 переменных.

Утверждение 1. Пусть 𝑠(𝑥) ∈ 𝑃𝑘. Пусть 𝐼 ⊆ 𝐸𝑘 — такое множество
значений, что 𝑠(𝑥) ∈ 𝑇𝑖 для всех 𝑖 ∈ 𝐼 и 𝑠(𝑥) /∈ 𝑇𝑗 для всех 𝑗 ∈ 𝐸𝑘 ∖ 𝐼. Тогда
для любой одноместной функции1 𝑓(𝑥) ∈

⋂︀
𝑖∈𝐼

𝑇𝑖 выполняется 𝑓(𝑥) ∈ [{𝑠(𝑥)}]Δ.

Доказательство. Рассмотрим функцию 𝑔(𝑥, 𝑦), определенную следую-
щим образом:

𝑔(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑠(𝑥), если 𝑥 = 𝑦;
𝑓(𝑥), если 𝑥 ̸= 𝑦 и 𝑠(𝑥) = 𝑦;
0, иначе.

Заметим, что 𝑔(𝑥, 𝑦) ∈ ∆
(︀
𝑠(𝑥)

)︀
, так как на наборах вида (𝑎, 𝑎) функция при-

нимает значение 𝑠(𝑎) и тем самым удовлетворяет определению операции ∆.
Покажем, что 𝑓(𝑥) = 𝑔

(︀
𝑥, 𝑔(𝑥, 𝑥)

)︀
. По определению функции 𝑔 для любых

𝑎 ∈ 𝐸𝑘 имеем 𝑔
(︀
𝑎, 𝑔(𝑎, 𝑎)

)︀
= 𝑔

(︀
𝑎, 𝑠(𝑎)

)︀
. Теперь если 𝑎 = 𝑠(𝑎), то 𝑔

(︀
𝑎, 𝑠(𝑎)

)︀
=

= 𝑠(𝑎) = 𝑎 = 𝑓(𝑎); если 𝑎 ̸= 𝑠(𝑎), то применение функции 𝑠 к первому аргу-
менту дает в точности второй аргумент, поэтому получаем 𝑔

(︀
𝑎, 𝑠(𝑎)

)︀
= 𝑓(𝑎).

Таким образом 𝑓(𝑥) ∈ [{𝑠(𝑥)}]Δ. Утверждение доказано.

Утверждение 2. Пусть 𝑠(𝑥) ∈ 𝑃𝑘. Пусть 𝐼 ⊆ 𝐸𝑘 — такое множество
значений, что 𝑠(𝑥) ∈ 𝑇𝑖 для всех 𝑖 ∈ 𝐼 и 𝑠(𝑥) /∈ 𝑇𝑗 для всех 𝑗 ∈ 𝐸𝑘∖𝐼. Тогда для
любой двухместной функции 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈

⋂︀
𝑖∈𝐼

𝑇𝑖 выполняется 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ [{𝑠(𝑥)}]Δ.

Доказательство. Рассмотрим функцию 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑥). Для всех 𝑖 ∈ 𝐼
верны соотношения 𝑔(𝑥) ∈ 𝑇𝑖. По утверждению 1 имеем 𝑔(𝑥) ∈ [{𝑠(𝑥)}]Δ. По
определению операции обращения получаем, что 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ ∆

(︀
𝑔(𝑥)

)︀
, поэтому

𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ [{𝑠(𝑥)}]Δ. Утверждение доказано.

Теорема 1. Пусть 𝑠(𝑥) ∈ 𝑃𝑘. Пусть 𝐼 ⊆ 𝐸𝑘 — такое множество зна-
чений, что 𝑠(𝑥) ∈ 𝑇𝑖 для всех 𝑖 ∈ 𝐼 и 𝑠(𝑥) /∈ 𝑇𝑗 для всех 𝑗 ∈ 𝐸𝑘 ∖ 𝐼. Тогда
[{𝑠(𝑥)}]Δ =

⋂︀
𝑖∈𝐼

𝑇𝑖.

Доказательство. Известно, что если отношение 𝜌 унарное, то множе-
ство 𝐴𝜌 порождается функциями из 𝐴𝜌, зависящими не более чем от двух пе-
ременных (см., например, [2]). По утверждению 2 имеем (

⋂︀
𝑖∈𝐼

𝑇𝑖)(2) ⊂ [{𝑠(𝑥)}]Δ.

Следовательно, [{𝑠(𝑥)}]Δ =
⋂︀
𝑖∈𝐼

𝑇𝑖. Теорема доказана.

Следствие. Пусть 𝜌— унарное отношение на 𝐸𝑘. Тогда 𝐴𝜌 = [𝐴𝜌(1)]Δ.

1Здесь и далее будем считать, что при 𝐼 = ∅ множество
⋂︀
𝑖∈𝐼

𝑇𝑖 совпадает с 𝑃𝑘.
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Доказательство. Известно, что 𝐴𝜌 = [𝐴𝜌(2)]. По утверждению 2 любая
двухместная функция из 𝐴𝜌 принадлежит замыканию функции 𝑠(𝑥), поэтому
из порождающей системы для 𝐴𝜌, содержащей все функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐴𝜌,
для которых 𝑛 6 2, все двухместные функции можно удалить. Утверждение
доказано.

Теорема 2. Пусть 𝐴 ⊆ 𝑃𝑘. Пусть множество 𝐼 ⊆ 𝐸𝑘 выбрано так,
что для любого 𝑖 ∈ 𝐼 всякая функция 𝑓 ∈ 𝐴 принадлежит 𝑇𝑖, а для лю-
бого 𝑗 ∈ 𝐸𝑘 ∖ 𝐼 существует функция 𝑓 ∈ 𝐴, не принадлежащая 𝑇𝑗. Тогда
[𝐴]Δ =

⋂︀
𝑖∈𝐼

𝑇𝑖.

Доказательство. Соотношение [𝐴]Δ ⊆
⋂︀
𝑖∈𝐼

𝑇𝑖 следует из того, что по усло-

вию теоремы любая функция из 𝐴 принадлежит
⋂︀
𝑖∈𝐼

𝑇𝑖, и для любого 𝑖 ∈ 𝐸𝑘

множество 𝑇𝑖 является замкнутым относительно операций суперпозиции и об-
ращения классом. Докажем обратное включение. Если 𝐼 = 𝐸𝑘, то любая функ-
ция из 𝐴 сохраняет все константы и, следовательно, для любой функции 𝑓 из
𝐴 по теореме 1 выполняется соотношение 𝑇0 ∩ 𝑇1 ∩ · · · ∩ 𝑇𝑘−1 = [{𝑓}]Δ ⊆ [𝐴]Δ.

Пусть теперь 𝐼 ̸= 𝐸𝑘. Для каждого 𝑗 ∈ 𝐸𝑘 ∖ 𝐼 рассмотрим функцию
𝑓𝑗 ∈ 𝐴 ∖ 𝑇𝑗 . Для каждой функции 𝑓𝑗 положим 𝑔𝑗(𝑥) = 𝑓𝑗(𝑥, . . . , 𝑥). Пусть
𝐼 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑚}, 𝐸𝑘 ∖ 𝐼 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑛}. Будем считать, что элементы 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚
упорядочены между собой естественным образом; то же предположение сде-
лаем относительно элементов 𝑗1, . . . , 𝑗𝑚. Упорядочим элементы из 𝐸𝑘 следую-
щим образом: 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑚 < 𝑗1 < · · · < 𝑗𝑛. Обозначим через min∘(𝑥, 𝑦) функ-
цию, равную меньшему из значений аргументов относительно этого упорядо-
чения. Заметим, что min,min∘ ∈ ∆

(︀
𝑒(𝑥)

)︀
, так как min(𝑎, 𝑎) = min∘(𝑎, 𝑎) = 𝑎

для любого 𝑎 ∈ 𝐸𝑘. По утверждению 1 для любой одноместной функции 𝑠(𝑥)
имеем 𝑒(𝑥) ∈ [{𝑠(𝑥)}]Δ, поэтому min,min∘ ∈ [{𝑔𝑗}]Δ для любого 𝑗 ∈ 𝐸𝑘 ∖ 𝐼 и,
следовательно, min∘ ∈ [𝐴]Δ.

Для каждой функции 𝑔𝑗(𝑥) введем следующие две функции:

ℎ𝑗(𝑥) =

{︃
𝑥, если 𝑔𝑗(𝑥) = 𝑥;

0, иначе;

ℎ∘
𝑗 (𝑥) =

{︃
𝑥, если 𝑔𝑗(𝑥) = 𝑥;

𝑖1, иначе.

По утверждению 1 выполнены соотношения ℎ𝑗 , ℎ
∘
𝑗 ∈ ∆(𝑔𝑗) и, следовательно,

ℎ𝑗 , ℎ
∘
𝑗 ∈ [𝐴]Δ.

Пусть 𝐼 ̸= ∅. Положим 𝑟∘(𝑥) = min∘
𝑗∈𝐸𝑘∖𝐼

ℎ∘
𝑗 (𝑥). Для всех 𝑖 ∈ 𝐼 имеем 𝑔𝑖 ∈ 𝑇𝑖,

ℎ∘
𝑖 ∈ 𝑇𝑖, то есть ℎ∘

𝑖 (𝑖) = 𝑖. Значит, 𝑟∘(𝑥) ∈
⋂︀
𝑖∈𝐼

𝑇𝑖. Заметим, что 𝑔𝑗1(𝑗1) ̸= 𝑗1, по-

этому ℎ∘
𝑗1

(𝑗1) = 𝑖1. Так как 𝑖1 является минимальным значением относительно
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соответствующего упорядочения элементов из 𝐸𝑘, то 𝑟∘(𝑗1) = 𝑖1. Рассуждая
аналогичным образом для 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛, получаем, что 𝑟∘(𝑗2) = · · · = 𝑟∘(𝑗𝑛) = 𝑖1.
Так как 𝑖1 /∈ {𝑗1, . . . , 𝑗𝑛}, то 𝑟∘(𝑥) /∈ 𝑇𝑗 для всех 𝑗 ∈ 𝐸𝑘 ∖ 𝐼. Применяя теперь
теорему 1 к функции 𝑟∘(𝑥), получаем, что

⋂︀
𝑖∈𝐼

𝑇𝑖 = [{𝑟∘(𝑥)}]Δ ⊆ [𝐴]Δ.

Рассмотрим случай 𝐼 = ∅. Положим теперь 𝑟(𝑥) = min
𝑗∈𝐸𝑘

ℎ𝑗(𝑥). Заметим,

что для всех 𝑗 ∈ 𝐸𝑘 выполняется 𝑔(𝑗) ̸= 𝑗, поэтому ℎ𝑗(𝑗) = 0 и 𝑟(𝑗) =
= 0. Получаем, что 𝑟(𝑥) ∈ 𝑇0 и 𝑟(𝑥) /∈ 𝑇𝑗 для всех 𝑗 ∈ 𝐸𝑘 ∖ {0}. По
теореме 1 имеем [{𝑟(𝑥)}]Δ = 𝑇0. Рассмотрим теперь класс [{𝑟(𝑥), 𝑔0(𝑥)}]Δ.
Так как [{𝑟(𝑥)}]Δ = 𝑇0, то 𝑇0 ⊂ [{𝑟(𝑥), 𝑔0(𝑥)}]Δ. Так как 𝑔0(𝑥) /∈ 𝑇0, то
[{𝑟(𝑥), 𝑔0(𝑥)}]Δ ̸⊂ 𝑇0. Так как 𝑇0 является предполным классом для замы-
кания относительно суперпозиции, то он является таковым и для рассматри-
ваемого замыкания. Отсюда следует, что 𝑃𝑘 = [{𝑟(𝑥), 𝑔0(𝑥)}]Δ ⊆ [𝐴]Δ.

Тем самым доказано обратное включение для искомого равенства. Теорема
доказана.

Теорема 3. Семейство классов в 𝑃𝑘, замкнутых относительно операций
суперпозиции и обращения исчерпывается следующим списком: 𝑃𝑘,

⋂︀
𝑖∈𝐼

𝑇𝑖 для

всевозможных 𝐼 ⊆ 𝐸𝑘.

Доказательство. Рассмотрим произвольный замкнутый относительно
операций суперпозиции и обращения замкнутый класс 𝐴. Возьмем произволь-
ную функцию 𝑓 ∈ 𝐴. Положим 𝑓 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥, . . . , 𝑥). По утверждению 1 имеем
𝑒(𝑥) ∈ ∆

(︀
𝑓 ′(𝑥)

)︀
, по теореме 2 получаем, что 𝑇0∩· · ·∩𝑇𝑘−1 ⊆ 𝐴. Таким образом,

𝑇0 ∩ · · · ∩ 𝑇𝑘−1 — наименьший непустой замкнутый класс.
Докажем теперь, что замкнутые классы, содержащие 𝑇0 ∩ · · · ∩ 𝑇𝑘−1, есть⋂︀

𝑖∈𝐼

𝑇𝑖 для некоторого 𝐼 ⊂ 𝐸𝑘 или 𝑃𝑘. Рассмотрим произвольный замкнутый

класс 𝐵, содержащий 𝑇0 ∩ · · · ∩ 𝑇𝑘−1. Предположим, что 𝐵 не совпадает ни
с одним из перечисленных классов. Тогда легко видеть, что найдется такое
множество 𝐽 ⊆ 𝐸𝑘, что

⋂︀
𝑖∈𝐽

𝑇𝑖 ⊂ 𝐵, но для всех 𝐽 ′ ⊂ 𝐸𝑘, таких, что |𝐽 ′| = |𝐽 |−1,

имеем
⋂︀

𝑖∈𝐽′
𝑇𝑖 ̸⊂ 𝐵.

Рассмотрим произвольную функцию 𝑔 ∈ 𝐵 ∖
⋂︀
𝑖∈𝐽

𝑇𝑖. Обозначим функцию

𝑔(𝑥, . . . , 𝑥) через 𝑔′(𝑥). Пусть 𝐼 ⊆ 𝐸𝑘 — такое множество, что 𝑔′(𝑎) = 𝑎 при
𝑎 ∈ 𝐼 и 𝑔′(𝑎) ̸= 𝑎 при 𝑎 /∈ 𝐼. Рассмотрим также произвольную функцию 𝑓 ′

из
⋂︀
𝑖∈𝐽

𝑇𝑖 ∖
⋃︀

𝑖∈𝐸𝑘∖𝐽 𝑇𝑖. Разобьем 𝐸𝑘 на четыре непересекающихся множества:

положим 𝐼1 = 𝐼 ∩ 𝐽 ; 𝐼2 = 𝐽 ∖ 𝐼; 𝐼3 = 𝐼 ∖ 𝐽 ; 𝐼4 = 𝐸𝑘 ∖ (𝐼 ∪ 𝐽). Так как 𝑔′ /∈
⋂︀
𝑖∈𝐽

𝑇𝑖,

имеем 𝐼2 ̸= ∅. Для 𝑖 ∈ 𝐼1 имеем 𝑓 ′ ∈ 𝑇𝑖 и 𝑔′ ∈ 𝑇𝑖; для 𝑖 ∈ 𝐼2 имеем 𝑓 ′ ∈ 𝑇𝑖

и 𝑔′ /∈ 𝑇𝑖; для 𝑖 ∈ 𝐼3 имеем 𝑓 ′ /∈ 𝑇𝑖 и 𝑔′ ∈ 𝑇𝑖; для 𝑖 ∈ 𝐼4 имеем 𝑓 ′ /∈ 𝑇𝑖

и 𝑔′ /∈ 𝑇𝑖. Применив теперь теорему 2 к множеству функций {𝑓 ′, 𝑔′}, получаем
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⋂︀
𝑖∈𝐼1

𝑇𝑖 = [{𝑓 ′, 𝑔′}] ⊆ 𝐵 (если 𝐼1 пусто, снова считаем
⋂︀

𝑖∈𝐼1

𝑇𝑖 = 𝑃𝑘). Возьмем

теперь произвольный элемент 𝑎 из 𝐼2, положим 𝐽 ′ = 𝐽 ∖ {𝑎}. Тогда получим,
что

⋂︀
𝑖∈𝐽′

𝑇𝑖 ⊆
⋂︀

𝑖∈𝐼1

𝑇𝑖 ⊂ 𝐵, что противоречит выбору множества 𝐽 .

Таким образом, предположение неверно, любой замкнутый класс, содер-
жащий 𝑇0∩· · ·∩𝑇𝑘−1, есть

⋂︀
𝑖∈𝐼

𝑇𝑖 для некоторого 𝐼 ⊂ 𝐸𝑘 или класс 𝑃𝑘. Теорема

доказана.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект № 14-01-00598 («Вопро-
сы синтеза, сложности и контроля управляющих систем») и программы фун-
даментальных исследований ОМН РАН «Алгебраические и комбинаторные
методы математической кибернетики и информационные системы нового по-
коления» (проект «Задачи оптимального синтеза управляющих систем»).
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ОЦЕНКИ НА ЧИСЛО БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ,
РЕАЛИЗУЕМЫХ ИНИЦИАЛЬНЫМ БУЛЕВЫМ

АВТОМАТОМ С ТРЕМЯ КОНСТАНТНЫМИ
СОСТОЯНИЯМИ

Л. Н. Сысоева (Москва)

Введение

В данной работе рассматривается задача о порождении булевых функций
инициальными булевыми автоматами с тремя константными состояниями и 𝑛
входами, то есть такими автоматами с тремя состояниями, что в любом из
них функция выхода совпадает с одной из булевых функций 0(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
или 1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑛 > 1. Ранее в [1] автором рассматривалась аналогичная
задача для инициального булевого автомата с двумя константными состояни-
ями и 𝑛 входами, 𝑛 > 1. Было получено точное значение ( 58 · 2

2𝑛) максималь-
ной мощности множества булевых функций от 𝑛 фиксированных переменных,
которые могут быть реализованы одним инициальным булевым автоматом с
двумя константыми состояниями. В данной работе, построен пример иници-
ального булевого автомата с тремя константными состояниями реализующе-
го 22

𝑛 − 22
𝑛−1 − 1 различных булевых функций от 𝑛 фиксированных перемен-

ных. Таким образом, в отличие от случая инициальных автоматов с двумя
состояниями, среди инициальных булевых автоматов с тремя константными
состояниями существуют автоматы, доля функций 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), реализу-
емых которыми, стремится к 1 с ростом 𝑛. Также получена верхняя оценка
числа булевых функций от 𝑛 фиксированных переменных, реализуемых ини-
циальным булевым автоматом с тремя константными состояниями.

1. Определения и обозначения

Введем необходимые определения. Через 𝑃2(𝑛) обозначается множество
всех булевых функций, зависящих только от переменных 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑛 > 1.
Под булевым автоматом будем понимать автомат 𝑉 = (𝐴,𝐵,𝑄, 𝐹,𝐺) c про-
извольным числом входов, входным алфавитом 𝐴 = {0, 1}, выходным алфа-
витом 𝐵 = {0, 1}, алфавитом состояний 𝑄, функцией перехода 𝐺 и функци-
ей выхода 𝐹 . Определения автомата и инициального автомата можно найти
в [2, 3]. Пусть 𝑛— число входов автомата 𝑉 . Без ограничения общности будем
полагать, что входы автомата 𝑉 занумерованы от 1 до 𝑛, и на 𝑖-ый вход авто-
мата 𝑉 подается значение булевой переменной 𝑥𝑖. Тем самым можно считать,
что в каждый момент времени на вход автомата 𝑉 подается некоторый двоич-
ный набор значений переменных 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, и для любого состояния 𝑞 ∈ 𝑄
функция выхода 𝐹 (𝑞, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) является булевой функцией от перемен-
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ных 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Булев автомат 𝑉 будем называть автоматом с констант-
ными состояниями, если для любого 𝑞 ∈ 𝑄 функция 𝐹 (𝑞, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) яв-
ляется константной булевой функцией 0(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) или 1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛).
Нетрудно видеть, что такой автомат является частным случаем автомата Му-
ра.

Пусть 𝑉𝑞1 = ({0, 1}, {0, 1}, 𝑄, 𝐹,𝐺, 𝑞1) — инициальный булев автомат с на-
чальным состоянием 𝑞1 и 𝑛 входами, входным алфавитом 𝐴 = {0, 1}, выход-
ным алфавитом 𝐵 = {0, 1}, алфавитом состояний 𝑄, функцией перехода 𝐺 и
функцией выхода 𝐹 . Пусть 𝐶 = (̃︀𝛽1, ̃︀𝛽2, . . . , ̃︀𝛽2𝑛) — упорядоченная последова-
тельность всех двоичных наборов длины 𝑛, 𝑛 > 1. Будем говорить, что авто-
мат 𝑉𝑞1 с последовательностью 𝐶 реализует булеву функцию 𝑓 , если при
последовательной подаче на вход 𝑉𝑞1 наборов из 𝐶 в первые 2𝑛 моментов вре-
мени, в каждый момент 𝑡 = 1, 2, . . . , 2𝑛 на выходе 𝑉𝑞1 выдается значение 𝑓(̃︀𝛽𝑡).
Будем также говорить, что 𝑉𝑞1 реализует функцию 𝑓 , если для некоторой
последовательности наборов 𝐶 автомат 𝑉𝑞1 с последовательностью 𝐶 реали-
зует 𝑓 . Обозначим через 𝑃 (𝑉𝑞1) множество всех булевых функций из 𝑃2(𝑛),
реализуемых автоматом 𝑉𝑞1 .

Под 0-состоянием инициального булевого автомата 𝑉 будем понимать со-
стояние с функцией выхода 0(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), а под 1-состоянием — состоя-
ние с функцией выхода 1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Без ограничения общности мы бу-
дем рассматривать инициальные булевы автоматы, содержащие хотя бы од-
но 0-состояние и хотя бы одно 1-состояние, при этом начальным состоянием
является 0-состояние. Рассматриваемые автоматы очевидным образом раз-
биваются на два подмножества: множество всех инициальных булевых авто-
матов с тремя константными состояниями и 𝑛 входами, содержащих ровно
одно 1-состояние, обозначаемое через V0

3(𝑛), 𝑛 > 1, и множество всех иници-
альных булевых автоматов с тремя константными состояниями и 𝑛 входами,
содержащих ровно одно 0-состояние, являющееся начальным, обозначаемое
через V1

3(𝑛), 𝑛 > 1. Автоматы из множеств V0
3(𝑛) и V1

3(𝑛) можно схематично
изобразить с помощью диаграмм, изображенных на рис. 1 и рис. 2, где 𝐴,
𝐵, 𝐾, 𝑀 , 𝑇 , 𝐸 ⊆ {0, 1}𝑛. В кружочках написаны символы, соответствующие
функции выхода в этом состояниии, а на стрелках — множества всех наборов,
при подаче которых на вход автомата автомат из состояния, из которого идет
стрелка, переходит в состояние, на которое указывает стрелка. Звездочкой
помечено начальное состояние автомата.
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Рис. 2.
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2. Нижняя оценка для числа функций, реализуемых
инициальными автоматами

Утверждение 1. Для любого 𝑛 > 1 существует инициальный булев ав-
томат 𝑉 с тремя константными состояниями, такой, что |𝑃 (𝑉 )| = 22

𝑛 −
− 22

𝑛−1 − 1.

Доказательство. Рассмотрим инициальный автомат 𝑉 из V0
3(𝑛), опреде-

ляемый множествами 𝐴 = 𝐵 = 𝑀 = 𝑇 = ∅, 𝐾 и 𝐸, такими, что 𝐾 ∩ 𝐸 =
= {̃︀κ1, ̃︀κ2}, где ̃︀κ1, ̃︀κ2 — некоторые двоичные наборы длины 𝑛, |𝐾| = |𝐸| =
= 2𝑛−1 + 1 и 𝐾 ∪ 𝐸 = {0, 1}𝑛. Такой автомат 𝑉 не может реализовать функ-
цию 𝑓 из 𝑃2(𝑛), если функция 𝑓 принимает значение 1 на всех наборах мно-
жества 𝐾 или принимает значение 1 на всех наборах множества 𝐸, а также
если она принимает значение 1 на всех булевых наборах длины 𝑛, кроме од-
ного набора ̃︀κ𝑖, где 𝑖 ∈ {0, 1}. Докажем, что все другие функции из 𝑃2(𝑛)
реализуются данным автоматом.

Пусть дана функция 𝑓 ∈ 𝑃2(𝑛), такая, что 𝑓(̃︀κ1) = 𝑓(̃︀κ2) = 0. Опреде-
лим последовательность подаваемых наборов следующим образом: сначала
подаем все наборы из множества 𝐸∖{̃︀κ1, ̃︀κ2}, на которых функция 𝑓 прини-
мает значение 0, затем набор ̃︀κ1, потом все наборы из множества 𝐾∖{̃︀κ1, ̃︀κ2},
на которых функция 𝑓 принимает значение 0, далее набор ̃︀κ2 и наконец все
наборы, на которых функция 𝑓 принимает значение 1. Автомат 𝑉 с такой
последовательностью подаваемых наборов будет реализовать функцию 𝑓 .

Пусть дана функция 𝑓 ∈ 𝑃2(𝑛), такая, что 𝑓(̃︀κ𝑖) = 0 и 𝑓(̃︀κ𝑗) = 1, где
𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2}, 𝑖 ̸= 𝑗. В этом случае существует набор ̃︀κ ∈ 𝐾∖{̃︀κ1, ̃︀κ2}, такой,
что 𝑓(̃︀κ) = 0 или набор ̃︀𝜀 ∈ 𝐸∖{̃︀κ1, ̃︀κ2}, такой, что 𝑓(̃︀𝜀) = 0. Без ограничения
общности будем считать, что существует набор ̃︀κ ∈ 𝐾∖{̃︀κ1, ̃︀κ2}, такой, что
𝑓(̃︀κ) = 0. Определим последовательность подаваемых наборов следующим
образом: сначала подаем все наборы из множества 𝐸∖{̃︀κ1, ̃︀κ2}, на которых
функция 𝑓 принимает значение 0, затем набор ̃︀κ, потом все наборы из мно-
жества 𝐾∖{̃︀κ1, ̃︀κ2, ̃︀κ}, на которых функция 𝑓 принимает значение 0, далее
набор ̃︀κ𝑖 и наконец все наборы, на которых функция 𝑓 принимает значение 1.
Автомат 𝑉 с такой последовательностью подаваемых наборов будет реализо-
вать функцию 𝑓 .

Пусть дана функция 𝑓 ∈ 𝑃2(𝑛), такая, что 𝑓(̃︀κ1) = 𝑓(̃︀κ2) = 1. В этом
случае существует набор ̃︀κ ∈ 𝐾∖{̃︀κ1, ̃︀κ2}, такой, что 𝑓(̃︀κ) = 0 и набор̃︀𝜀 ∈ 𝐸∖{̃︀κ1, ̃︀κ2}, такой, что 𝑓(̃︀𝜀) = 0. Определим последовательность подавае-
мых наборов следующим образом: сначала подаем все наборы из множества
𝐸∖{̃︀κ1, ̃︀κ2, ̃︀𝜀}, на которых функция 𝑓 принимает значение 0, затем набор ̃︀κ,
потом все наборы из множества 𝐾∖{̃︀κ1, ̃︀κ2, ̃︀κ}, на которых функция 𝑓 прини-
мает значение 0, далее набор ̃︀𝜀 и наконец все наборы, на которых функция 𝑓
принимает значение 1. Автомат 𝑉 с такой последовательностью подаваемых
наборов будет реализовать функцию 𝑓 .
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Оценим количество функций, которые не могут быть реализованы авто-
матом 𝑉 :

22
𝑛

· ( 1

2|𝐾| +
1

2|𝐸| −
1

2|𝐾∪𝐸| ) + 2 = 22
𝑛

· ( 1

22𝑛−1+1
+

1

22𝑛−1+1
− 1

22𝑛
) + 2 =

=
1

2
· 22

𝑛−1

+
1

2
· 22

𝑛−1

+ 1 = 22
𝑛−1

+ 1.

Значит, автомат 𝑉 может реализовать 22
𝑛 − 22

𝑛−1 − 1 различных булевых
функций от 𝑛 переменных.

3. Верхняя оценка для числа функций, реализуемых
инициальными автоматами

Верна следующая теорема.

Теорема 1. Для любого 𝑛 > 5 и любого инициального булевого автома-
та 𝑉 с тремя константными состояниями |𝑃 (𝑉 )| 6 22

𝑛 − 3
4 · 2

𝑛−3.

Ее доказательство разбивается на два случая. Сформулируем их в виде
независимых утверждений.

Теорема 2. Для любого 𝑛 > 5 и любого автомата 𝑉 из множества V0
3(𝑛)

верно |𝑃 (𝑉 )| 6 22
𝑛 − 2𝑛−2 − 1.

Теорема 3. Для любого 𝑛 > 1 и любого автомата 𝑉 из множества V1
3(𝑛)

верно |𝑃 (𝑉 )| 6 22
𝑛 − 3

4 · 2
𝑛−3.

Доказательства этих теорем состоят из рассмотрения большого количества
различных случаев и, в силу громоздкости, не приведены в данной работе.
Сформулируем некоторые свойства автоматов из множеств V0

3(𝑛) и V1
3(𝑛),

используемые при доказательстве этих теорем.
В отличие от случая для инициального булева автомата с двумя констант-

ными состояниями, для автомата с тремя константными состояниями мак-
симальная мощность множества реализуемых автоматом функций не может
достигаться для любого 𝑛 при фиксированной мощности множеств 𝐴, 𝐵, 𝐾,
𝑀 , 𝑇 , 𝐸. В частности, верны следующие два утверждения, доказательства
которых аналогичны, поэтому приведем лишь одно из них.

Утверждение 2. Для любого 𝑛 > 1 и автомата 𝑉 из множества V0
3(𝑛)

верно |𝑃 (𝑉 )| 6 min (22
𝑛 − 22

𝑛−|𝐴∪𝐾| + 1, 22
𝑛 − 22

𝑛−|𝐴∪𝐸| + 1).

Доказательство. Автомат 𝑉 не может реализовать функцию 𝑓 ∈ 𝑃2(𝑛),
которая принимает значение 1 на всех наборах множества 𝐴 ∪𝐾 или прини-
мает значение 1 на всех наборах множества 𝐴 ∪ 𝐸. В случае, когда хотя бы
одно из множеств 𝐴 ∪𝐸, 𝐴 ∪𝐾 является пустым, в силу того, что автомат 𝑉
в этом случае может реализовать только константу 0, верно равенство

min (22
𝑛

− 22
𝑛−|𝐴∪𝐾| + 1, 22

𝑛

− 22
𝑛−|𝐴∪𝐸| + 1) = 1.

77



Утверждение 3. Для любого 𝑛 > 1 и автомата 𝑉 из множества V1
3(𝑛),

верно |𝑃 (𝑉 )| 6 min (22
𝑛 − 22

𝑛−|𝐴∪𝐾| + 1, 22
𝑛 − 22

𝑛−|𝐵∪𝑀 |−1).

При доказательстве приведенных теорем важную роль играют следую-
щие утверждения. Пусть 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) — некоторая булева функция от 𝑛
переменных, и 𝐷 — некоторое подмножество множества всех булевых наборов
длины 𝑛. Обозначим через 𝐷0

𝑓 подмножество множества 𝐷, состоящее из всех
таких наборов ̃︀𝛽, для которых выполнено равенство 𝑓(̃︀𝛽) = 0, а через 𝐷1

𝑓 —
подмножество множества 𝐷, состоящее из всех таких наборов ̃︀𝛽, для которых
выполнено равенство 𝑓(̃︀𝛽) = 1.

Утверждение 4. Для любого 𝑛 > 1, любого автомата 𝑉 из множе-
ства V0

3(𝑛) и любой реализуемой им булевой функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) вы-
полнено |(𝐴 ∩ 𝐸)0𝑓 | − 1 6 |(𝐵 ∪ 𝑇 )1𝑓 | 6 |(𝐴 ∪ 𝐸)0𝑓 |.

Утверждение 5. Для любого 𝑛 > 1, любого автомата 𝑉 из множе-
ства V1

3(𝑛) и любой реализуемой им булевой функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) вы-
полнено |(𝐴 ∪𝐾)0𝑓 | − 1 6 |(𝐵 ∪𝑀)1𝑓 |.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект № 14-01-00598 («Вопро-
сы синтеза, сложности и контроля управляющих систем») и программы фун-
даментальных исследований ОМН РАН «Алгебраические и комбинаторные
методы математической кибернетики и информационные системы нового по-
коления» (проект «Задачи оптимального синтеза управляющих систем»).

В заключение автор выражает искреннюю признательность Р. М. Колпако-
ву и О. C. Дудаковой за постановку задачи и обсуждение результатов работы.
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ОБ ОДНОЙ РЕКУРСИВНОЙ КОНСТРУКЦИИ
ПЛАТОВИДНЫХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ

С ПЕРЕСЕКАЮЩИМИСЯ НОСИТЕЛЯМИ СПЕКТРА

Е. В. Хинко (Москва)

Введение

Вопрос корреляционной иммунности и устойчивости булевых функций
имеет большое криптографическое значение и поднимается в работах многих
российских и зарубежных авторов. Например, в работах [3] и [5] затрагивается
проблема устойчивости функций при максимальных значениях нелинейности,
а в работах [4] и [6] построены соответствующие конструкции функций.

В работе [1] Ю.В. Таранниковым построены рекурсивные конструкции
устойчивых функций с высокой нелинейностью, имеющие пары квазилиней-
ных покрывающих переменных.

В данной работе представлена обеспечивающая рост устойчивости рекур-
сивная конструкция платовидных булевых функций с шагом числа перемен-
ных 3 и приведены примеры начальных функций. К похожей теме уже обра-
щался К.В. Захаров, исследовавший в работе [2] рекурсивные конструкции
бент-функций (которые можно считать подмножеством платовидных) с ша-
гом 2 переменных.

Принципиальное отличие представленной конструкции от многих постро-
енных ранее в том, что рассматривается случай порождающих функций с
пересекающимися спектрами.

1. Основные определения и факты

Рассмотрим булеву функцию 𝑓 от 𝑛 переменных.

Определение 1. Коэффициентом Уолша называется следующее выраже-
ние:

𝑊𝑓 (𝑢) =
∑︁
𝑥∈𝑉𝑛

(−1)𝑓(𝑥)+<𝑥,𝑢>,

где < 𝑥, 𝑢 >— стандартное скалярное произведение наборов.

Определение 2. Булева функция 𝑓 : 𝑉𝑛 → 𝐹 2
𝑛 называется платовидной,

если 𝑊𝑓 (𝑢) ∈ {0,±2𝑐} ∀𝑢 ∈ 𝑉𝑛 .

Определение 3. Булева функция 𝑓 : 𝑉𝑛 → 𝐹 2
𝑛 называется корреляционно-

иммунной порядка 𝑚, если 𝑊𝑓 (𝑢) = 0 ∀𝑢 : 1 6 𝑤𝑡(𝑢) 6 𝑚. Далее будем
обозначать это 𝑓 ∈ 𝐶𝐼(𝑚).
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Определение 4. Булева функция 𝑓 : 𝑉𝑛 → 𝐹 2
𝑛 называется 𝑚-устойчивой,

если 𝑓 ∈ 𝐶𝐼(𝑚) и является уравновешенной.

Утверждение (равенство Парсеваля). Имеет место равенство:∑︁
𝑢∈𝑉𝑛

𝑊 2
𝑓 (𝑢) = 4𝑛.

2. Постановка задачи

Пусть имеются восемь платовидных булевых функций от 𝑛 переменных
𝑓
𝑎𝑖𝑗
𝑛 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑎𝑖𝑗 ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, среди которых возможно есть сов-

падающие с точностью до взятия отрицания; добавим три переменные 𝑥𝑛+1,
𝑥𝑛+2 и 𝑥𝑛+3. Для новых функций от 𝑛 + 3 переменных будем использовать
обозначения 𝑓𝑠

𝑛+3(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), 𝑠 = 1, 8.
Связь между функциями от 𝑛 и 𝑛 + 3 переменных можно записать в виде

системы из 8 уравнений. Краткое представление системы:

𝑓𝑠
𝑛+3 = (𝜎𝑠1𝑔𝑠1 |𝜎𝑠2𝑔𝑠3 |𝜎𝑠3𝑔𝑠3 |𝜎𝑠4𝑔𝑠4 |𝜎𝑠5𝑔𝑠5 |𝜎𝑠6𝑔𝑠6 |𝜎𝑠7𝑔𝑠7 |𝜎𝑠8𝑔𝑠8), (1)

где 𝑠 = 1, 8,

𝜎𝑖𝑗𝑔𝑖𝑗 =

{︃
𝑓
𝑎𝑖𝑗
𝑛 , 𝜎𝑖𝑗 = 1,

𝑓
𝑎𝑖𝑗
𝑛 , 𝜎𝑖𝑗 = −1.

Целью проделанной работы являлся подбор таких соотношений 𝜎𝑖𝑗 и по-
рождающих функций, чтобы полученные новые функции от 𝑛+3 переменных:

а) сохраняли платовидность;
б) обеспечивали рост устойчивости функций;
в) конструкция могла воспроизводиться рекурсивно.
Кроме того, строятся порождающие функции, удовлетворяющие найден-

ным соотношениям.

3. Краткий обзор хода работы и полученные результаты

3.1. Идея конструкции. Из равенства Парсеваля следует, что число
ненулевых коэффициентов Уолша у каждой из порождающих функций 𝑓

𝑖𝑗
𝑛 ,

𝑗 ∈ 1, 8, равно 4𝑛−𝑐. Из этого легко видеть, что значение максимума модуля
коэффициентов Уолша у новых функций от 𝑛 + 3 переменных может увели-
читься в 4 или 8 раз.

Непосредственно проверяется, что коэффициенты Уолша преобразуются в
соответствии со следующей матрицей, т. е. каждый коэффициент функции от
𝑛 + 3 переменных это линейная комбинация с коэффициентами ±1 коэффи-
циентов Уолша функций 𝑓

𝑖𝑗
𝑛 , 𝑗 ∈ 1, 8:
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

+ + + + + + + +
+ − + − + − + −
+ + − − + + − −
+ − − + + − − +
+ + + + − − − −
+ − + − − + − +
+ + − − − − + +
+ − − + − + + −

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2)

Эта матрица называется матрицей Адамара-Сильвестра порядка 8.
Идея конструкции заключается в следующем. Рассмотрим 8 порождающих

функций от 𝑛 переменных, среди которых 𝑘, 𝑘 6 8, различных. Мы хотим
построить 𝑘 различных функций от 𝑛+ 3 переменных. В нашем случае 𝑘 = 4.

Требуем от порождающих функций 𝑚-устойчивость, платовидность (с
одинаковым значением модуля ненулевых коэффициентов Уолша) и соблю-
дение некоторых условий ((К1)–(К3)). Все эти свойства мы хотим сохранить
и у новых функций от большего числа переменных, для того чтобы обеспечить
рекурсивность конструкции.

Сама конструкция строится с помощью матрицы (2). Посмотрим на мат-
ричную запись системы и подставим в каждое уравнение вместо набора знаков
сигм строку матрицы (2) или противоположную ей, т. е. если 𝑖-й элемент 𝑠-й
строки матрицы (2) равен +, возьмем 𝜎𝑠𝑖 = +1, а если −, то 𝜎𝑠𝑖 = −1 или
ровно наоборот: если для всех 𝑖 𝑖-й элемент 𝑠-й строки матрицы (2) равен +,
возьмем 𝜎𝑠𝑖 = −1, а если −, то 𝜎𝑠𝑖 = +1. Таким образом, с помощью стро-
ки матрицы (2) и 8 функций от 𝑛 переменных зададим функцию от 𝑛 + 3
переменных.

3.2. Описание конструкции. Рассмотрим 8 порождающих функций
𝑓
𝑖𝑗
𝑛 , 𝑗 = 1, 8, среди которых 4 пары совпадающих с точностью до взятия от-

рицания. Другими словами, рассмотрим 4 функции (обозначим их 𝑓1
𝑛, 𝑓2

𝑛, 𝑓3
𝑛,

𝑓4
𝑛), удовлетворяющие следующим условиям:

(К1) Каждый двоичный набор −→𝑢 ∈ 𝑉𝑛 содержится в спектре в точности
нуля, двух или всех четырех функций.

(К2) Мощности всевозможных попарных пересечений спектров порожда-
ющих функций 𝑓 𝑖

𝑛, 𝑖 = 1, 4, совпадают, а мощность пересечения спектров всех
4 функций 𝑓 𝑖

𝑛, 𝑖 = 1, 4, равна четверти мощности спектра каждой функции.
(К3) Для каждого набора −→𝑢 ∈ 𝑉𝑛, содержащегося в спектре всех 4 функ-

ций 𝑓 𝑖
𝑛, 𝑖 = 1, 4, коэффиценты Уолша трех функций одного знака, а коэффи-

циент Уолша четвертой — другого знака.
В записи системы (1) порождающих функций 8, в конструкции они объ-

единены в 4 пары совпадающих следующим образом:
Функциям 𝑓

𝑖𝑗
𝑛 , 𝑗 = 1, 2, (см. систему (1)) соответствует 𝑓1

𝑛; 𝑓 𝑖𝑗
𝑛 , 𝑗 = 3, 4, со-

ответствуют 𝑓2
𝑛; 𝑓 𝑖𝑗

𝑛 , 𝑗 = 5, 6, соответствуют 𝑓3
𝑛; 𝑓 𝑖𝑗

𝑛 , 𝑗 = 7, 8, соответствуют 𝑓4
𝑛.
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Таким образом, порождающих функций формально 8, но различных среди
них лишь 4.

Определение 5. Строки из знаков сигм, определяющие конструкцию, на-
зовем базовыми для данной конструкции и будем нумеровать 𝑆1–𝑆4.

Зададим функции с помощью строк из знаков сигм. Базовые строки 𝑆1

и 𝑆2 двух функций соответствуют строкам 2 и 6 основной матрицы, а базовые
строки 𝑆3 и 𝑆4 двух оставшихся функций инвертированным строкам 4 и 8
основной матрицы.

Запишем соответствие функций от 𝑛 + 3 переменных и строк из 𝜎𝑖𝑗 :
𝑓1
𝑛+3 : 𝑆1 = (+−+−+−+−) (строка 2),
𝑓2
𝑛+3 : 𝑆2 = (+−+−−+−+) (строка 6),
𝑓3
𝑛+3 : 𝑆3 = (−+ +−−+ +−) (инвертированная строка 4),
𝑓4
𝑛+3 : 𝑆4 = (−+ +−+−−+) (инвертированная строка 8).

В явном виде эти функции записываются так (например, 𝑓1
𝑛+3):

𝑓1
𝑛+3(−→𝑥 , 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+3) = 𝑓1

𝑛(−→𝑥 ) · (𝑥𝑛+1 · 𝑥𝑛+2 + 𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛+2 + 1)+

+ 𝑓2
𝑛(−→𝑥 ) · (𝑥𝑛+1 · 𝑥𝑛+2 + 𝑥𝑛+2) + 𝑓3

𝑛(−→𝑥 ) · (𝑥𝑛+1 · 𝑥𝑛+2 + 𝑥𝑛+1)+

+ 𝑓4
𝑛(−→𝑥 ) · 𝑥𝑛+1 · 𝑥𝑛+2 + 𝑥𝑛+3 = (упростим запись) =

= 𝐴(𝑓1
𝑛(−→𝑥 ), 𝑓2

𝑛(−→𝑥 ), 𝑓3
𝑛(−→𝑥 ), 𝑓4

𝑛(−→𝑥 ), 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+3) + 𝑥𝑛+3,

где −→𝑥 — это вектор длины 𝑛;
Выполнение для функций 𝑓 𝑖

𝑛+3, 𝑖 = 1, 4, условий (К1)–(К3) было провере-
но. При проверке выполнения условий (К1) и (К2) использовалась следующая
лемма.

Лемма 1. Для каждого набора −→𝑎 ∈ 𝑉𝑛 ∖𝑊𝑛 :
4∑︀

𝑖=1

|𝑊𝑓𝑖
𝑛
(−→𝑎 )| ≠ 0 выполня-

ется #{𝑊𝑓𝑖
𝑛
(−→𝑎 𝑥𝑛+1𝑥𝑛+2𝑥𝑛+3) : 𝑊𝑓𝑖

𝑛
(−→𝑎 𝑥𝑛+1𝑥𝑛+2𝑥𝑛+3) ̸= 0} ∈ {0, 2}, где 𝑊𝑛 —

пересечение носителей спектров всех 4 порождающих функций 𝑓 𝑖
𝑛, 𝑖 ∈ 1, 4.

Выполнение условия (К3) следует из представленной ниже теоремы.

Теорема 1. Соотношение положительных и отрицательных коэффици-
ентов Уолша новых функций 𝑓 𝑖

𝑛+3, 𝑖 = 1, 4, на наборах от 𝑛 + 3 переменных
с четными номерами, соответствующих −→𝑎 ∈ 𝑉𝑛, суть:

1) для 𝑓1
𝑛+3 и 𝑓2

𝑛+3 при соотношении коэффициентов Уолша порождающих
функций на наборе −→𝑎 ∈ 𝑉𝑛 «три положительных — один отрицательный»
и для 𝑓3

𝑛+3 и 𝑓4
𝑛+3 при соотношении «один положительный — три отрица-

тельных»:
если 𝑊𝑓2

𝑛
(−→𝑎 ), 𝑊𝑓3

𝑛
(−→𝑎 ) или 𝑊𝑓4

𝑛
(−→𝑎 ) отрицательный (положительный),

то на −→𝑎 𝑥𝑛+1𝑥𝑛+21 три положительных и один отрицательный коэффицент
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Уолша, а если 𝑊𝑓1
𝑛
(−→𝑎 ) < 0 (соответственно, > 0) — три отрицательных и

один положительный;
2) для 𝑓3

𝑛+3 и 𝑓4
𝑛+3 при соотношении коэффициентов Уолша порождающих

функций на наборе −→𝑎 ∈ 𝑉𝑛 «три положительных — один отрицательный»
и для 𝑓1

𝑛+3 и 𝑓2
𝑛+3 при соотношении «один положительный — три отрица-

тельных»:
если 𝑊𝑓2

𝑛
(−→𝑎 ), 𝑊𝑓3

𝑛
(−→𝑎 ) или 𝑊𝑓4

𝑛
(−→𝑎 ) отрицательный (положительный),

то на −→𝑎 𝑥𝑛+1𝑥𝑛+21 три отрицательных и один положительный коэффицент
Уолша, а если 𝑊𝑓1

𝑛
(−→𝑎 ) < 0 (соответственно, > 0) — три положительных и

один отрицательный.

Теорема 2 (итоговая). Заданная в разделе 3.2 с помощью базовых строк
𝑆1–𝑆4 конструкция с шагом числа переменных 3 платовидных 𝑚-устойчи-
вых булевых функций при выполнении начальных условий (К1)–(К3):

1) рекурсивна, т. е. сохраняет начальные условия, что позволяет приме-
нять ее многократно;

2) обеспечивает рост устойчивости функций на 1.

Пример. Зададим 4 функции 𝑓 𝑖
𝑛, 𝑖 = 1, 4, от 𝑛 = 3 переменных их спек-

трами:
0 4 4 0 4 0 0 -4 (𝑓1

𝑛=3 = 𝑥1 · 𝑥2 + 𝑥1 · 𝑥3 + 𝑥2 · 𝑥3);
0 4 0 -4 4 0 4 0 (𝑓2

𝑛=3 = 𝑥1 · 𝑥3 + 𝑥2 · 𝑥3 + 𝑥1);
0 4 4 0 0 -4 4 0 (𝑓3

𝑛=3 = 𝑥1 · 𝑥2 + 𝑥1 · 𝑥3 + 𝑥2);
0 -4 0 4 0 4 0 4 (𝑓4

𝑛=3 = 𝑥1 · 𝑥2 + 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3).
Заметим, что для любого −→𝑢 ∈ 𝑉3,𝑊𝑓𝑖

3
(−→𝑢 ) ∈ {0,±22}, т. е. начальные функ-

ции платовидны. Они также 0-устойчивы и удовлетворяют свойствам (К1)–
(К3).

Применение вышеизложенной конструкции дает следующие 4 функции от
6 переменных:

𝑓1
𝑛=3+3=6 = (𝑥1 · 𝑥2+𝑥1 ·𝑥3) ·(𝑥4 ·𝑥6+𝑥4+𝑥6+1)+(𝑥2 ·𝑥6+𝑥2 ·𝑥3) ·(𝑥4+1)+

+ 𝑥5 · (𝑥1 · 𝑥2 + 𝑥2 · 𝑥4 + 𝑥3 · 𝑥4 + 𝑥1) + 𝑥6;
𝑓2
𝑛=3+3=6 = (𝑥1 · 𝑥2+𝑥1 ·𝑥3) ·(𝑥4 ·𝑥6+𝑥4+𝑥6+1)+(𝑥2 ·𝑥6+𝑥2 ·𝑥3) ·(𝑥4+1)+

+ 𝑥5 · (𝑥1 · 𝑥2 + 𝑥2 · 𝑥4 + 𝑥3 · 𝑥4 + 𝑥1) + 𝑥4 + 𝑥6;
𝑓3
𝑛=3+3=6 = (𝑥1 · 𝑥2+𝑥1 ·𝑥3) ·(𝑥4 ·𝑥6+𝑥4+𝑥6+1)+(𝑥2 ·𝑥6+𝑥2 ·𝑥3) ·(𝑥4+1)+

+ 𝑥5 · (𝑥1 · 𝑥2 + 𝑥2 · 𝑥4 + 𝑥3 · 𝑥4 + 𝑥1) + 𝑥6 + 1;
𝑓4
𝑛=3+3=6 = (𝑥1 · 𝑥2+𝑥1 ·𝑥3) ·(𝑥4 ·𝑥6+𝑥4+𝑥6+1)+(𝑥2 ·𝑥6+𝑥2 ·𝑥3) ·(𝑥4+1)+

+ 𝑥5 · (𝑥1 · 𝑥2 + 𝑥2 · 𝑥4 + 𝑥3 · 𝑥4 + 𝑥1) + 𝑥4 + 𝑥6;
Из теоремы 2 следует, что 𝑊𝑓𝑖

6
∈ {0,±24}, т. е. новые функции платовидны

и 1-устойчивы. Они также удовлетворяют свойствам (К1)–(К3).
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