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О СЛОЖНОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ ФОРМУЛАМИ
ОДНОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ФУНКЦИЙ

МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ

А. Б. УГОЛЬНИКОВ

(МОСКВА)

Рассматривается задача о реализации функций многозначной
логики формулами [8, 9]. В работе приведен пример последовательности
функций, 5-аначной логики, сложность, которых в классе формул над
некоторой (неполной) конечной системой имеет рост «двойной
экспоненты» от числа переменных. Известно [6], что в двузначной логике такой
эффект невозможен. Первые экспоненциальные оценки сложности (для
схем из функциональных элементов) были получены Г. А. Ткачевым
[4]. О сложности реализации булевых функций формулами см. в
[1-3, 5, 71.

Пусть St — конечная система функций из Ps, / — функция из [3t]r
Ф — формула над St, реализующая /, а а — произвольный набор,
компоненты которого принадлежат множеству Е*> — {0, 1, 2, 3, 4). Обозначим
через Ь(Ф) число символов переменных и констант, входящих в Ф —
сложность формулы, а через^ Z(O)—глубину формулы Ф (определение
см. в [6, 7J). Положим Ф(а)~/(а), L% (/) = min L (Ф), где минимум
берется по всем формулам Ф над St, реализующим функцию /.

Обозначим через Еп множество всех наборов (<xi, ..., ап) таких,,
что at, ..., <xn e 2?5, через Нп обозначим множество всех наборов а из
Еп таких, что оц, ..., ап е (3, 4), а через Fn — множество всех наборов
из Нп, имеющих менее [п/2] вхождений символа 3. Определим функции
<р(#, z), \i(x, у), %(х, у, z) и fn(xu ..., Хп) (я>1) из Ръ следующим

(О, если х = О,
J2, если z = 4, х ^ {2, 4},
[1 в остальных случаях;
|0, если хфу,
\<р(х, z), если х = у;
(max {х, у}, если х, у ^ {3, 4},
U в противном случае;

|2, если (х19 ..., 4)еЛ
(1 в противном случае.

Теорема 1 [6]. Для любого тг>3 имеет место соотношение

образом. Положим

ц>(х, z) =

% (*, У, г) =

V («. У) =

/nf^ii • • • > хп) =
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Лемма. Для любого п > 3 имеет место соотношение

Доказательство леммы. Нижняя оценка. Пусть Ф —
произвольная формула над {ф, ji), реализующая /п. Рассмотрим
произвольную подформулу А формулы Ф и произвольный набор а из Fn. Из
определения функций ср, |г и /п следует, что Л(а)^{0, 1). Поэтому в Ф
нет подформул вида ф(Л, #<), ф(#*, Л), ф(Л, ц>(В, С)), [i(q>(A, В), С),
или \i(A, <р(В, С)), где 1 ^ i ^ тг, Л, В, С — формулы. Таким образом,
формула Ф имеет следующий вид:

Ф = Ф(ф(.. .<p(tp(Zi, Z2), Z3)...), ^),

где Zi, ..., Z* — нетривиальные формулы над, (ji), iV — натуральное.
Рассмотрим формулу Z,- (l<;^iV). Пусть в нее входит к

переменных, например, х\, ..., #ft (Кк^п). Предположим, что к<[п/2]:
Тогда для набора a = (ai, ..., а™) из Fn такого, что «ои = ... = a& = 3,
ал+1 = ... = o&n = 4, имеем Zi(a) = 3, Ф(а)=1, что противоречит
определению /п. Поэтому к > [п/2], и L(Zj)> [п/2] для всех 7 = 1, ..., N.

Рассмотрим некоторую совокупность [п/2] различных переменных,
например, х\, • • •, #[п/2]. Предположим, что среди формул Zi, ..., ZN нет
такой формулы, в которую входят только эти переменные. Тоща для
набора а из Fn такого, что а,\ = ... = a[n/2] = 3, a[n/2]+i =s... = osn = 4,
выполняются соотношения: Z\ (a) = ... = ZN (a) = 4, Ф (a) = 2, что
противоречит определению функции /п. Таким образом, для каждого набора
различных переменных^, ..., х\п/2] сРеДи формул Zi, ..., Z^r найдется
такая формула, которая содержит все эти переменные и не содержит
никаких других. Поэтому N^C[n/n и L (Ф) > [п/2] С&я/я1.

Соответствующая верхняя оценка при тг > 3 очевидна.
Доказательство теоремы. Нижняя оценка. Пусть Ф —

произвольная формула над {%, \л), реализующая /п. Установим некоторые
ее свойства.

1. В Ф нет подформул А вида А = %(В, С, #*), где 1 ^ i < тг, 5, С —
формулы. Действительно, в противном случае для набора a = (ai, ..., Од)
из Fn такого, что а* = 3, а,- = 4 при всех / = 1, ..., п, ] Ф i, имеем
-4(а)^{0, 1), ф(а)^{0, 1), что противоречит определению функции /п.

2. В Ф нет подформул вида [л(хИь Л2, 43), ^4) или \i(Au %(Аь
А$, ^4)), где А\, ..., ^4 — формулы (в противном случае при а =
= (4, ..., 4) из Fn имеем Ф(а)^ (0, 1), что противоречит определению /„)'.

3. В Ф нет подформул вида %(С\, С2, %(Сг, С4, С5)), где Ci, ..., С5 —
формулы (в противном случае при a =(4, ..., 4) имеем Ф(а)т^ 2).

Рассмотрим в Ф произвольную подформулу D вида D=%(A, В, С),
где А, В, С —формулы. Предположим, что для некоторого набора а из
Еп выполняется неоавенство А(а)ФВ(а). Тогда имеют место
соотношения: D(a) = 0, Ф(а) = 0 (в силу свойства 3 и того, что %(0, у, z) =
= Х(х, 0, z) = О для всех допустимых значений х, у, z), что противоречит
определению /п.

Будем преобразовывать формулу Ф и одновременно строить формулу
G над {ф, \х), реализующую /п. Пусть Ф имеет вид Ф = %(Аи В\, Ci),
Аи В\, Ci —формулы, и пусть L(Ai)<L(B\). Положим Ф1 =
= X(AU Au C\), Gi = y(Au C\). Очевидно, что формулы Ф1 и G\
реализуют функцию /я и выполняется неравенство Ь(Ф\)<: Ь(Ф). В силу
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свойств 1—3 формула А\ — либо формула над (jli), либо имеет вид А\=*
= Х(^2, #2, Сг), А2, В2, Сг —формулы. Во втором случае (пусть
L(A2) <:L(B2)) положим А\ = %(А2, Л2, С2), Л? = ф(Л» Q, Ф2 = X (Av
Аъ Сг) = х(X(А2, А2, Q, х(Л, Л, <?2), Q, G2 = Ф (А2Ъ 0,)= Ф (Ф (Л2, Ct)t
С\). Проделаем над формулами А2 аналогичное преобразование и т. д.
В конце концов, после некоторого числа N преобразований, мы
получим формулу Фдг над {%, ji), реализующую /п, такую, что
L(0N)^L(0), в которой всякая нетривиальная подформула либо
есть формула над {[i), либо имеет вид %(А, А, В), А, В — формулы,
и некоторую формулу G над {ф, ji), реализующую /п, причем
выполняется соотношение 1(On) = 1(G). Легко видеть, что формула Ф#
содержит 2^—1 символов х» а сложность формулы Фдг удовлетворяет
неравенству L(On) >M(2N-l + 2-2N-*) = М(2"+1-1), где М = minL(Q)
(минимум берется по всем подформулам Q формулы Фдг, которые
представляют собой формулы над {\х} и максимальны относительно этого
свойства). Из леммы следует, что N^ СпП/2] — 1, М^ [тг/2]. Поэтому

( 4Г/2] )
L (Ф) ^ L (On) ^ [/г/2] ^2 1 у. Соответствующая верхняя оценка,
при тг>3, очевидна. В заключение приведем обобщение теоремы 1.

Обозначим через #fn/2] множество всех наборов из Яп, имеющих
[п/2] вхождений символа 3. Рассмотрим некоторое упорядочивание на­

^с[п/2]
боров изЯрп/2]: а1, ...,а . Пусть к(п) — некоторая целочисленная
функция такая, что K4rc)<dn/2]. Положим F4n) = {a\ ..., аМп)>.
Обозначим через G4n) множество всех наборов ^ = (Рь • • •, М из Нп
таких, что для некоторого набора a = (ai, ..., an) из FA(n) выполняются
соотношения: ai>.fJi, ..., ап > $п. Определим функции fn {х„ . ..,.Zn)*
п > 1, из Ръ следующим образом. Положим

Мп), „ v _ J2, если (х19 ...,«п)е (#л\А(п)),
/п v-^i» • • •» ^п; — \

[1 в противном случае.
Теорема 2. Для любой наперед заданной целочисленной

функции Х(п) такой, что 1 < h(n) ^С^2-1, при п > 3 имеет место соотношение

^(/Г0 = [1](2Мп)-1)­
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1.
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