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о мультипликативной сложности
двоичных слов с заданным числом единиц*)

В. В. КОЧЕРГИН

(МОСКВА)

Конкатенацией слов & и /3 конечной длины над произвольным
алфавитом называется слово а/3, полученное приписыванием справа к слову а
слова /3. В данной работе будут рассматриваться только слова над
алфавитом {0, 1}.

Последовательность S двоичных слов (наборов)

т_,=о, 7^ = 1, ?;,...,fr = а

назовем схемой конкатенации (см. также [7]), реализующей
(вычисляющей) слово (набор) а, если для каждого г, г = 1, 2,..., г, слово т. можно
представить в виде т{ = т,т^, где индексы j и m удовлетворяют условиям
-1 ^ j\ га ^ i - 1. Сложностью lc(S) данной схемы 5, реализующей
слово а, назовем число г. Положим lc(5) = min /с(5), где минимум берется
по всем схемам конкатенации, реализующим слово а. Величину /с(а)
назовем мультипликативной сложностью слова (набора) fc(a). Отметим, что
схему конкатенации можно рассматривать как схему из функциональных
элементов (см., например, [6]), имеющую два входа, на которые подаются,
соответственно, 0 и 1, а каждый элемент схемы реализует конкатенацию
наборов, подаваемых на его входы. Заметим также, что аналогичным
образом можно ввести понятие мультипликативной сложности 1С{М) системы
двоичных слов (наборов) М — для этого надо потребовать, чтобы в
последовательности S содержались все слова из множества М.

Обозначим через А* множество всех двоичных наборов (слов) длины п,
содержащих ровно fc единиц. Положим

Zc(fc, n)= max /c(a), к = 0, 1,..., п.

Отметим, что при исследовании поведения функционала /c(fc, n) в силу
очевидного равенства /c(fc, n) = 1с(п-к, п) можно считать, что к ^ п/2.

Для некоторых значений fc асимтотически точные оценки величины
/c(fc, n) получаются путем переформулировки известных результатов.

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект 99-01-01175) и частичной финансовой поддержке Федеральной
целевой программы ♦Интеграция» (проект 473).
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При fc =0 из оценок аддитивной сложности натурального числа (в
мультипликативной постановке — сложности возведения в заданную
степень) [9] и [10] (см. также [2]) следует равенство *)

/c(fc,n) = logn + ]S^(H-o(l)).
При любом фиксированном fc из результата [12] вытекает соотношение

/c(fc,n) = (l + o(l))logn.

При fc = [п/2\ из [11] получаем, что

Jc(fc,n) = (l+0(l))is2_.

В [4] установлен порядок роста (при п —>оо) величины /c(fc, n) в общем
случае. В данной работе получена асимптотически точная оценка поведения
величины /c(fc, n) в общем случае.

Теорема. Пусть п —► оо, fc ^ п/2. Тогда **) ***)

<<(fc'n)~logn + iSlF­
Замечание. Строго говоря, утверждение теоремы должно быть

сформулировано следующим образом. Пусть {(fcm, nm)}, m = 1, 2,..., —
последовательность пар целых чисел, удовлетворяющая условиям:

0 ^ кт ^ пто/2, пт -»оо при m -► оо.
Тогда при т—>оо справедливо асимптотическое равенство

log с£»I (к ,п )~1о£п Н »!-.

Доказательство. Как уже отмечено, при fc =0 (с учетом того, что
выражение log C^/log log Cnfc при fc =0 доопределено нулем) утверждение
теоремы верно (см. [2, 9, 10]). Далее будем считать, что к ^ 1.

Прежде, чем перейти непосредственно к доказательству теоремы,
напомним поведение величины log С£ / log log Cn* при n —►oo.

Используя формулу Стирлинга нетрудно показать, что при п —► оо
справедливо асимптотическое равенство

logC'-log^' + log^)"",
из которого, в свою очередь, следует, что log log Cn* ~ log log (£) . Поэтому

loglogC* loglog(£)*
при этом для fc, «близких» к п/2 (т. е. если n/2- fc = о(п)), справедливо
асимптотическое равенство

loglogC* logn*

*) Здесь и далее logs означает log2 ж.
**) Запись / ~ g означает, что выполняется равенство / = (1 + о(\))д.

***) Доопределим выражение log C% / log log С* при fc =0 нулем.
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Кроме того, если выполняется соотношение к =о(п), то

log(^T)""'! = (n-fc)log(l + ^) = 0(/:) = o(log(f)':),
и, следовательно, при к = о(п) справедливо асимптотическое равенство

'QgCn* . '<*(£) к

/ч^

log log qj loglog(£)fc

Верхняя оценка. Пусть а* — некоторый набор из
множества А*, имеющий наибольшую мультипликативную сложность среди
наборов из этого множества, т. е. удовлетворяющий условию 1С(&„) = /c(fc, п).
Обозначим в наборе а* чеРез ni9 г = 0, 1,..., fc, число нулей между г—й и

к

(г + 1)-й единицами. Таким образом, п= 53 Щ + к.
»=о

Случай 1. Ufc<n,/,0*,0*n.
Заметим, что в условиях случая 1 справедливы асимптотические

равенства

log С* ., Mr)* ,, fclogn
log log <# !oglog(£)* log(fclogn)*

Сведем задачу о верхней оценке сложности конкатенации слов к задаче
о верхней оценке сложности вычисления набора степеней одной
переменной (задача Д. Кнута [2, разд. 4.6.3., упр. 32]).

Обозначим через /(х"0, х"1,..., аЛ) (считаем, что п{ >0, г=0, 1,..., fc)
наименьшее число операций умножения, достаточное для вычисления по
переменной х набора степеней аЛ, х"1,..., дЛ (допускается многократное
использование промежуточных результатов). Очевидно, что

^an'K/(*\x\...,x»>) + 2fc.
Используя теорему 1 из [1], получаем:

log П «»

Оценим сверху величину
log П гц

log log П Щ '

Пусть среди чисел n0 i =0, 1,..., fc, ровно 5 отличны от 0. Тогда,
используя условие случая 1, возрастание функции хх,х при х < е и возрастание
функции log x/ log log x при больших значениях аргумента, имеем:

logAni iog(?r ^ '«*(гтт)*+| мгг1 <»og(g)t+l<
l0gl0g„no". " Wl)* - .oglog(^)t + 1 " **«)'♦• * bg.og(?)< *

< tog (г)* . ^ ( log" \ < logg* n , lMn , Q / logn \

С другой стороны,

logfc+loglogg log(f)* logfc logC*
K- logn-logfe iogiog(»)* ^ logn -logfc loglogCn*1 +°U))­
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Но в условиях случая 1 выполняется неравенство log fc = o(log п), поэтому

K VloglogC^'
Таким образом, окончательно, в случае 1 получаем неравенство

ic(fc)n)<logn(l+0(l)) + i^^(l + 0(l)).
Случай 2. n1/|0*l<*n<fc^n,-|/|oe1°Kn.
Условия этого случая равносильны следующим неравенствам:

fc^logn^logfc^l-fc^^logn,
из которых, в частности, следует, что log log A; ^ log log n.

Отметим также, что в условиях случая 2 справедливо асимптотическое
равенство

log 71+ l0gC- ~fclQgWfc>

поэтому достаточно показать, что выполняется соотношение

I (Хк\ < k\og(n/k) /fclog(n/fc)\

Положим

/,={* I <Ki^*, n, <(n/fc)(loglogfc)4},
/2={t | O^t^fc, n^(n/fc)(loglogfc)4}.

Пусть s = s(n) — некоторый параметр, удовлетворяющий условиям

s = o((loglogn)3), loglogn = o(s)

(точное значение параметра 5 определим позже). Разобьем набор а* на под­
наборы (Г°, Ю7*1,1СГ2,.. .10Пк. Последовательно объединим (когда это
возможно) наборы вида 10п', где г €/,, в непересекающиеся группы по 5 штук,
стоящих подряд, а индексы г, соответствующие наборам 10п', вошедшим
в такие группы, отнесем к множеству J,. Положим J2 = {1, 2,..., А;} \ J,.
Легко понять, что

Реализуем сначала все наборы вида 10п', где г е J2 (без ограничения
общности можно считать, что все такие п. отличны от нуля). Аналогично
оценке в случае 1, опираясь на теорему 1 из [1] и учитывая, что

W*v^ + l'-li<tob? + l)* 2ks

(loglogA:)4 ' v~ ~'V(loglogfc)4 ' V ^ (loglogfc)4'
получаем:

log П ni

Ш10Чг€72})<1о?тЛхп< + 1^^(1ч-о(1)) + о(^17)^
г € J,

<logn + Ц '- KJ— + 0[ , ks .).
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Далее, используя неравенство log (j) ^ [о°^" , получаем:

logn<loglognlog(n/fc) = (l+o(l))loglogfclog(n/fc) = 0(^|^);

log(("<'°libgt),);^IiT)

67

2кз (log(n/fc) + Q(logloglogn))

= fclog(n/fc)Q/ з \ ^ / blogloglogn\ = /fclog(n/fc)\ / Ь \.
bgfc V(loglogfc)4/ V(loglogA:)4logA:/ \ logfe / \(\og\ogk)V'

^ з log log n fc log(n/fc) __ (к log(n/fc)\
^ (log log fc)4 * log A: ~0^ logfc )'

loglognlog(n/fc)
(loglog к)4 ^ (loglog fc)4 logn - (loglog fc)'
Таким образом,

ШЮ"Ч*€72}) = о(Ц^).
Рассмотрим два подслучая: (n/fc)(loglogfc)4 ^ [fc/(loglogfc)3~| + 1 и

(п/к )(log log к У < \k/(\og log к )3] +1.
Случай 2.1. Пусть выполняется неравенство

fPoelog/O^f—^1+.(log log*)'

Положим d^ =0. Для г = 1,..., s последовательно определим di0, r{, diX
следующим образом:

4ч> =
I (loglogfc)3 I

+ 1
log|(logiogfc)4 J

> dil =
Г (log lOg fc)4

L (I (loglogkf \) J

Отметим, что d{j ^ ffc/(loglog fc)3] (г = 1, 2,..., 5, j = 0, 1), а величины ^
(г = 1,2,..., 5) равны либо г,, либо г, + 1, и г, ^0.

Кроме того, при г = 1,2,..., з в силу неравенств

log(i^^)
Г< ^ «пЛ * -1 < г< +

10* I (logiogfc)1 I

выполняются соотношения

1.
(log log fc)3

Из последнего неравенства также следует неравенство

dt + i,o^ 1 (г = 1,2,...,5).
Определим множества Mij9 г = 1,..., 5, j = 1,..., rt, нулевых наборов

(т. е. наборов, состоящих только из нулей) следующим образом:

м« \и Г Ujl,--4(iogiogik)3l ly
Теперь определим множества Mt., г = 1, 2,..., з, наборов, содержащих

ровно одну единицу:

MI={10b|b = 0,l,...,dti0},

Mi = |o4-|^^l)*,10t|a = 0)l,...)d<_lil,b = 0,l,...,di0|, ,-=2...
5.
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Дополнительно положим

Очевидно, что

В силу неравенств

при i = 1,..., 5 справедливы соотношения

1^К(^_,,, + 1)К0+1) = 2<.0(^_,,,Ч-1)<2[(|ое|^)3].

Кроме того,

Положим

м'°)=и U Мя м<'»= и'м,.t = 1 J = 1 i = 1
Отметим, что справедливо неравенство

'с(М<°>К£ЕМя

так как все наборы из М(0) можно последовательно реализовать, используя
на каждый новый набор ровно одну операцию конкатенации.

Аналогично, для получения всех наборов из М(1), учитывая, что все
наборы из М(0) уже получены, достаточно 0(|М(,)|) операций конкатенации.

Таким образом,

ЦМ<0)иМ(1))=О(|М«°)иМ<Ч)=(Ег<)^-^зО(1).

Произвольный набор а вида

У= 10M0V.. 10й*,

где щ ^(n/A;)(loglogfc)4, г = 1,..., s, можно представить в следующем виде:

где £у e^(i = l,...,5,i = l,..., г,), £ € Mi (i = 1,..., з + 1).
Теперь, имея наборы из М(0) и М(1\ для получения набора а достаточно

8

использовать не более J2 r{+s операций конкатенации.
* = i

Таким образом, окончательно получаем:

u^)<u{io"h€j2})+^M<o)uM<'))+(i:n+s)f+|j2|.
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Используя доказанные выше соотношения

Ш10" lie J]\- -0ffcl°g(n/fc)\ |j|< 2Ь (k\og{n/k)\,Д1Ш \teJ2i)-°{ \ogk J' ^Sloglogk)4 °\ log* J'(log log kf
к^(01uM(1,)=(l:^0(l»'

и учитывая наложенное на параметр 5 ограничение (5 = o((loglogfc)3),
получаем:

С другой стороны,

' 5log(^(loglOgfe)4)+S

так как, учитывая неравенства diX~£\, г =■ 1,..., s, имеем:

(£(loglogfc)4)' = II Ко + 1) (log log k )л

r('og'ogfe)4

(d.0+1)|(Ioglogfc))] '

^

^

(loglogfc)J

k

п
i = l

1 (loglogfc)3 1

4-1.1 + 1
+ iU.b

lEv
(log log k)

Окончательно в случае 2.1 получаем:

i + s4

Щ2 4_"u + l )f = 1 N ' ^
(loglogfer

E-, + <

'>.)< —, г * 1 f0+°0)) +

Положим s = [(log log n)2] (при таком выборе параметра s условия,
наложенные на этот параметр, выполняются). Тогда

№K^f^(l + o(l)).
Случай 2.2. Пусть выполняется неравенство

£(loglogfc)4<
(log log*)'1

+ 1.

Тогда справедливо соотношение

2к

(log log*)3 >[£(loglogfc)4"| + l.
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Введем параметр t = t(n, А;, з) таким образом:

t =
l0g(l0gl0gA:)3

Тогда выполняются следующие соотношения:

t > \og(n/k) > slogn > з
-^ logfc ^ log A: log log n -^ log log n*

Поэтому в условиях, наложенных на 5, при п —► оо выполняется уело
вие £ —>оо.

Положим d^x =0. Для г = 1у..., / последовательно определим diQ, r{,diX

di0 =
[Sfloglog*)4]

4-U + 1
r = i0g((loglogfc)3Ko + l)j

' Г{ [ log[r(loglogfc)4]
> 4-1 =

2fc

(loglogfc)3(d.0+l)

L([r0oglogfc)4])r'J

Дополнительно положим

*e + i,o*
[r(loglogfc)41

d-, + 1

Отметим, что d£y ^ r(n/fc)(l°gl°gfc)4] (* = 1, 2, , t, j = 0, 1), а
величины rf. (t = 1, 2,..., t) равны либо г,, либо г, +1, и г, ^ 0.

Кроме того, при г = 1, 2,..., t в силу неравенств

< 10gVQoglogA:)3K0+l)y r j
log[^(loglogfc)4]

выполняются соотношения

U^^loglogfc)4]-!.
Из последнего неравенства также следует неравенство

di0>l (t = l,2,...,i + l).

Положим

М, = {10^10^ 1 .. .(Л 1(ЛИ*> | Оо = 0, 1,..., dI0,

a, =0, 1,..., [(n/fc)(loglogfc)4l - 1 (j = 1,..., r,), ar§ + 1 =0, 1,..., dn}.

Все наборы из М, содержат ровно г, +2 единиц.
Далее определим множества Mt, г =2,..., ty наборов, содержащих

ровно г. + 1 единиц следующим образом:

Mt = {0^10а" 1 ...0"" l()V«<"... |ао = 0,1 d^0,
a3= 0, 1,..., [(n/fc)(loglogfc)4l — 1 <j = I, —, r,), ar+1 =0, 1,..., dit}.
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Дополнительно положим

Mt + l={0a |a = 0f 1 \(n/k)(log\og fc)4] - 1},
Mt+2={10V..10a>|p=l,..rI + l,

a, =0,1,..., \{n/k)(\og\og fc)4l - 1 (J = 1 p)}.

Отметим, что в наборах из Mt + 2 количество единиц колеблется от 1 до г,+ 1.
2к

В силу неравенств diX ^ 1 и di{ ^ (loglogfc) (4*10* * при г = 1,..., t спра­
|£(loglogfc)4|

ведливы соотношения

IMI <(<!» +DW, + I) [f<1<*1<**)Т <

«w°+1)(fs!^^w,,r=^
Кроме того,

Положим

(log log к)3'

t + 2

м= (J м..

Все наборы из М можно последовательно реализовать, используя на
каждый новый набор ровно одну операцию конкатенации следующим образом.
Сначала последовательно реализуем наборы 0,02,.. .,0^(,og,ogfc)', т. е. все
наборы из Mt +,, затем последовательно (в порядке возрастания числа
единиц в наборе) — все наборы из Mt + 2> а затем с использованием наборов
из Mt + [ иМ|+2 — все наборы из множеств М,, М2,..., Mt. Поэтому
справедливо равенство

ЦМ)=о( , kt А.сУ ' V(loglogfc)3/v (log log*)'

Докажем, что произвольный набор а вида

a = 10M0u*...10\

где и{ ^(п/k)(\og\og к)А, i = l,..., 5, можно представить в следующем виде:

где t' ^ t, fa eM{ (i = 1,2,..., t\ t + 1,), а /Г, + 2 — либо набор из
множества Mt+2> либо пустое слово (т. е. набор нулевой длины).

Любой набор, начинающийся с единицы, содержащий не более
t

2»i + * + l единиц, у которого между любыми двумя единицами, а также
t = i

после последней единицы, находится не более [^(loglogA;)4] нулей, можно
представить в таком виде. Поэтому для того, чтобы установить требуемый
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факт достаточно показать, что J2 г{ + Ь + 1^з. Действительно,
» = i

(rc(**w<(<^)'­
= П L + 1) frOoglogAOT ¥^ 7W £

.*>• 1 '
< [г(loglogfc)4]- ' i П((^ + 0К-, + 1» <2'

« = i

t = l

^[fOoglogfc)4!-'' d10d(in((dt..1,1 + lK.O)<^(loglogfcrl' + , + -\
t=2

Теперь в случае 2.2 можно оценить величину 1С{3*) следующим
образом:

/е(а*К /С({1(Г | t € J2}) + lc(M)+ ^1±Л + |J2|.

Как было показано выше,

ШЮ"Чг€72}) + и2| = 0(*М^1).

Кроме того, учитывая, что s = o((loglogn)3), получаем:

ит = о( kt \ = o( fc5l°g(^log|ogfe>4) \
Л ' \(\og\ogkf) \^ (log log fc )3 log (f^il^p У

= q( » k\0g(n/k)\=(k\Qg(n/k)\
V(loglogJfc)3 log* / \ log* )•

И, наконец, с использованием того факта, что t —»оо, имеем:

105 (loglogfc)3 б
Следовательно в условиях случая 2.2 окончательно получаем:

Таким образом для случая 2 требуемая оценка доказана полностью.
Случай 3. n1-I/,og,ogn<fc^n/2.
Доказательство верхней оценки в этом случае во многом аналогично

доказательству асимптотически точной верхней оценки реализации класса
булевых (двоичных) матриц с заданной долей единиц (заданной густоты)
вентильными схемами глубины 2 (см. [8, теорема 1.4]).

Следуя [8], для произвольного двоичного набора а обозначим
через Q{5) величину logCjL"11, где \а\ — длина набора а, а ||а|| — число
единиц в наборе а.
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Пусть т = т(к, п) и t = £(fc, n) — некоторые параметры,
удовлетворяющие условиям т < 1, t < (1 - т) log log С£. Точные значения этих параметров
укажем позже.

Разобьем исследуемый набор а* на поднаборы а(1), а(2),..., a(s),
«отрезая» слева на г-м шаге, г = 1,2,..., s, кусок а(г) максимально
возможной длины, удовлетворяющий условиям:

Q(ff(0)<(l-T)loglogC„*, |а(.')|<2'.
Оценим число операций конкатенации, достаточное для реализации

системы наборов а(1), а(2),..., &(s). Среди них различных не более
(2*)2 2(1_r),oelogC*, так как длина каждого набора, а также и число
единиц в наборе, не превосходит 2', а число различных наборов
фиксированной длины а с фиксированным числом единиц 6 не превосходит величины
Са6 <2(I"T),ogU>gC». Для реализации одного набора требуется не более 2'
операций конкатенации, поэтому сложность реализации системы наборов а(1),
а(2),..., S(s) не превосходит величины (2*)3 2(1~T),og,ogC»\ Но тогда

Оценим сверху величину s. Положим I = {i | 1 ^ г < s, |а(г)| ^2* - 1}.
Пусть г G /. Обозначим \5(г)\ = а, ||а(г)|| = 6.

Отметим, что в наборе а (г) есть хотя бы один ноль и хотя бы одна
единица, так как иначе бы выполнялись соотношения

logCel+I=logCee+I = log(a+l)<t<(l-T)loglogCn*,

что противоречит максимальности набора а (г).
Из соотношений

(i-|)c»+l<c.», !<#,•< с.»
следует неравенство

min(l-J,|)max(Ce»+1,C.*+V)<C.*.

Поэтому, используя неравенство minf 1 —-, -) ^ -, получаем:

logmax(Cab+1, CaV/) ^ log Сьа - logmin(l -£,*)< log Cab + *.

С другой стороны, ввиду максимальности набора а (г), выполняется
неравенство logmax(Ca6+I, Са6++/) ^ (1 - г) log log Сп*. Следовательно, если
г е /, то справедлива оценка

Теперь, с одной стороны, имеем соотношения

t Q(S(i)) > £ Q(S{i)) Z |/|((1 - T)loglogCn* - t),г = 1 t € /
а, с другой, учитывая неравенство С^С£ ... Са8' < QV£+.'.'.'+*' полученное
из сравнения коэффициентов при дЛ + ь* + " +6' в левой и правой частях
тождества (1+ж)в,(1+ж)в».. .(1+ж)в- = (1+ж)в« + в* + - + в-, — соотношения

^ЧУаУг))-Юё[^(1)\ °|а(2)| •••°|а(.)| i^10e^|a(l)|+|a(2)|+. .+|а(.)| J ~ ,0g °п '



74 В. В. КОЧЕРГИН

'<* С*
Следовательно,

1 '^(l-T)loglogCn*-t'
Кроме того, если г'^7, то |а(г)| = 2*. Поэтому s-|/|^n/2e.

Таким образом, при т< 1, t <(l-r)loglogCTf окончательно получаем:

(1 -r)loglog<

Положим

/ (U „\< \°%Сп , Л_ , 93' n(l-r)loglogCi
fc^n)^(1_T)10g| of,ck_t+2*+Z Z

_ ( 3(log n - log log C*) + 4 log log log C* ^\ 1/2 ± , n(loglogC*)2/3

В условиях случая 3 имеем log log Cn* ~ log (fc log (£)) ~ log fc ~ log n.
Поэтому т = о(1), t = o(loglogC^), и, следовательно,

logC" =(\ I о(П) logC"
(1 - r) log log C*-t V V "loglogC*'

Далее обозначим

n'/2(loglogC*)2/3

(bgC*)

Тогда
iL = в _J2£Sl_- 23' 2<l_T)loglogC» =S3 logCr»2' loglogc*' log log qj*

Оценим величину log В:

log В = \ logn + \ logloglogQ* -(\ + \.£} log log C.» =

^(lognMoglogO^bgloglog^-*^
= (L7i)(2(l°gn-1°e1ogCrf) + |logloglogC).

Теперь, используя равенство т = о(1), получаем, что logJ3 —► — оо, т. е.
В = о(1). Следовательно,

HLo-93* оП - т)1ое1оеС* _ . ( >°gfit ^2*+^ l ~°UglogC*J­
Таким образом, окончательно в условиях случая 3 имеем оценку

^n)^(1+o(1))i5g%­
Верхняя оценка доказана.
Нижняя оценка. Случай 1. logn ^ log Cnfc log log C„.
В условиях этого случая из очевидной оценки Zc(fc, n) ^ logn следует

соотношение



О МУЛЬТИПЛИКАТИВНОЙ СЛОЖНОСТИ ДВОИЧНЫХ СЛОВ С ЗАДАННЫМ ЧИСЛОМ ЕДИНИЦ 75

Случай 2. log n < log Cn* log log Сп*.
Если рассматривать схемы конкатенации как схемы из функциональных

элементов, то мощностная нижняя оценка (см., например, [5, теорема Д2])
сложности схем из функциональных элементов дает следующее неравенство

Ufc'n)^i5^(1+o(1))­
Покажем, как можно усилить эту оценку, «объединяя» ее (путем
обобщения метода из [10]) с оценкой lj(k, n) ^ log п. Обозначим через |а| длину
произвольного двоичного набора а.

Схему конкатенации для набора а

т_1=01 ть = 1, rj, ..., тг = 5
назовем приведенной, если для любой пары (г, j), -1 ^ г < j ^ г,
выполняется неравенство \т{\ ^ |rj|.

Схему конкатенации S для набора а назовем минимальной, если
выполняется равенство lc{S) = lc(a).

Очевидно, что среди минимальных схем конкатенации для
произвольного набора & найдется хотя бы одна приведенная.

Пусть Я (А, е, и) — число минимальных приведенных схем
конкатенации вида

т_,=0, ть=1, rj, ..., fr,
удовлетворяющих условиям

Llog|fr|j^A, r^A+O-e)^.
ПОЛОЖИМ £ — £{v) = (log l/)"I/2.
Пусть А ^ v log i/. Тогда при всех достаточно больших v

Этот факт легко устанавливается практически дословным повторением
доказательства леммы 2.3 из [3].

Далее, положим А = [lognj, i/ = \ogC*. Отметим, что при п —>оо
величина v стремится к бесконечности, и верно условие А ^ v log v.

Положим

Щк,п) = \\а€Акп I US)^ llognl + fl 1—гш)г l0gC" Л1­V ' ; II n I cV ;^L * J V (loglogC^^/loglogC*/!
Тогда при всех достаточно больших п справедливы неравенства

Таким образом, в условиях случая 2 при всех достаточно больших
значениях п имеем:

R(k,n)^R([\ogn\,(\og\ogC^'2,\ogCnk)^ (^tte,2c.)-,/./4) <<?

Цк, п) > I lognj + (1 1—г-ш) , '°gC"\,cV ' L S J V (log log С*)'/2/log log С*'
и, следовательно,

logn + i^£^U(*.n)(l+o(l)).
Нижняя оценка, а с ней и вся теорема, доказана.
В заключение автор выражает благодарность Н. П. Редькину за

постановку задачи и полезные обсуждения.
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