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О ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ БУЛЕВЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН *)

Р. М. КОЛПАКОВ
(МОСКВА)

1. Введение

В структурной теории вероятностных автоматов большое значение
имеют вопросы, связанные с преобразованием конечных вероятностных
распределений (см. [1]). Одним из наиболее важных как с теоретической, так и
с практической точки зрения типов преобразователей вероятностных
распределений является преобразователь, который выдает значение
моделируемой им случайной величины £0, исходя из значений имеющихся в его
распоряжении случайных величин Си • • •» Сп (например, к этому типу
относятся активно исследующиеся в последние годы в зарубежной литературе
экстракторы [18]). Такой преобразователь естественным образом
представляется в виде функции из (lx х... х f2n в Ц,, где fy — множество значений
случайной величины £.,»=0,1,..., п. В частности, если случайные величи
ны Со> Си • • •> Сп являются булевыми, т. е. принимают только два различных
значения, например, 0 и 1, то данный преобразователь задается некоторой
булевой фукцией /: {0,1}п —► {0,1}. При этом, если случайные
величины Си-чСп независимы и вероятность принятия значения 1 случайной
величиной С, равна p., i = 1,..., п, то вероятность принятия значения 1
случайной величиной Со равнаЕ (/^•M/ai/(*i.---.0. 0)

(*,... „J €{0,1Г
где

(п\ =/ Л если (т=1,
КР)° \ 1-/9, если<г = 0.

Величину (1) мы будем обозначать через &{f(p{1..., ря)}. Через Jf(f)
мы обозначаем множество всех наборов из {0,1}п, на которых функция /
обращается в единицу. Используя это обозначение, мы можем
переписать &{f(px,..., рп)} в виде суммы

Е (Pi)*r--(Pk)*k

Пусть Н — множество чисел из интервала (0; 1). Мы говорим, что
число а€ (0; 1) порождается множеством Я, если существует булева
функция /(хп ..., хк) такая, что a=&{f(p{1..., рк)} для некоторых р1У..., рк
из Н. Обозначим через [Н] замыкание множества Я, т. е. множество
всех чисел, порождаемых множеством Я. Заметим, что, если f(x) — ж, то

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект 99-01-011/5) и Федеральной целевой программы «Интеграция» (проект
473).
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&{f(p)} = р для любого р € (0; 1), тем самым Н С [Я]. Будем также
говорить, что множество А С (0; 1) порождается множеством #, если А С [#].
Мы называем множество Н замкнутым, если Н = [Н].

Изучение различных аспектов заданного нами порождения чисел
является важным направлением исследований в области синтеза
преобразователей вероятностных распределений. Ряд вопросов, связанных с
приближенным порождением чисел одноэлементными множествами и некоторыми
другими множествами специального вида, был рассмотрен в [10, 16].
Однако вопрос о полном описании замыканий множеств произвольных чисел
из интервала (0; 1) остается открытым. Естественным подходом к решению
данной проблемы представляется рассмотрение множеств из более узких
замкнутых классов чисел, всюду плотных в интервале (0; 1). Таким
классом является класс рациональных чисел из интервала (0; 1). Для любого
натурального п, большего единицы, мы можем выделить из этого класса
подмножество G[n] всех n-ично-рациональных чисел, т. е. множество

{а=^ | 0<а<1, m,reN}.
Нетрудно заметить, что все множества G[n] являются замкнутыми и

тем самым представляют собой простейший пример замкнутых подклассов
рациональных чисел из интервала (0; 1).

По-видимому, рассматриваемое порождение рациональных чисел
впервые изучалось в работе Р. Л. Схиртладзе [15]. В данной работе в качестве
преобразователей вероятностных распределений рассматривались
вероятностные контактные сети. Было показано, что множества G[2] и G[3]

порождаются в классе вероятностных контактных сетей системами чисел < ^ f

и { g» J f соответственно. Таким образом, множеств G[2] и G[3] являются
конечно порожденными, т. е. порождаются некоторыми своими конечными
подмножествами. Дальнейшие исследования в данной области были
проведены Ф. И. Салимовым в [11, 14]. Им было доказано, что множество G[n]
является конечно порожденным для любого п, и была полностью
установлена структура решетки, образуемой множествами G[n]. Изучение
порождения рациональных чисел в классе вероятностных контактных сетей было
продолжено автором в [4, 5]. Была установлена конечная порожденное™
множеств G\n] в этом классе для всех составных п, а также для п = 5
и п = 7. В [8j получен критерий порождаемое™ множеств G[n]
произвольными конечными подмножествами при любом n, n ^ 2. Отметим, что наше
исследование фактически является продолжением работы [8] и
представленные здесь результаты в значительной степени базируются на результатах
этой работы. Мы даем простое описание замыканий произвольных конечных
множеств рациональных чисел из интервала (0; 1). Это описание позволяет
для любого заданного числа и любого заданного конечного множества
рациональных чисел легко определить, порождается ли данное число данным
множеством. При исследовании нашей задачи естественно выделяется
случай конечных подмножеств множеств G[p]t где р — простое число. Наш
основной результат для этого случая содержится в разделе 6. В разделе 7
представлен наш основной результат для общего случая.

В работе используются следующие обозначения:
N — множество натуральных чисел;
(хц ..., хп) — наибольший общий делитель чисел х1У..., хп;
<р(п) — количество чисел в множестве {1,..., п — 1}, взаимно простых

с п (функция Эйлера);
\А\ — число элементов множества А.
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2. Вспомогательные результаты

Прежде всего отметим, что существует непосредственная связь между
рассматриваемым порождением чисел и бесповторной суперпозицией
булевых функций.

Утверждение 1. Пусть /fo,. ..,xn), дх(хи ..., хк{{)), ..., gn(xXJ...
• • •» хк(П)) — булевы функции,

М^...,^1),...,^..м^))) =
= (eiWV..,4) «iW"1 4ii))«

Тогда (Эля любых pj(1), ..., рЭД),..., р/п>,..., р^>} б (0; 1) выполняется

»{лы|} рй> ww> pi?i,» 
= 9 { И(Р°, • • ., Wh • • м »{<Р°. • • м /fl») } 

Доказательство утверждения 1 по существу сводится к технической
проверке приведенного в нем равенства и поэтому нами опущено. Строгое
доказательство данного факта можно найти, например, в [6].

Следствие 1. Для любого множества Я, ЯС (0; 1),
множество [Н] является замкнутым.

Таким образом, рассматриваемая нами операция замыкания числовых
множеств является корректно определенной с точки зрения стандартных
свойств операции замыкания.

Рассмотрим функцию Д(х) = х. Очевидно, что £?{/-,(р)} = 1 — р для
любого р € (0; 1). Тем самым справедливо

Утверждение 2. Если М — замкнутое множество, то любое
число р из интервала (0; 1) принадлежит М тогда и только тогда,
когда 1 — р принадлежит М.

Из этого факта и следствия 1 получаем
Следствие 2. Если ЯС(0;1) и р € (0; 1), то р € [Я] тогда и

только тогда, когда 1 — р € [Н].
Рассмотрим булеву функцию /„(ж, у, г) = xz V yz. Нетрудно проверить,

что для любых рх, ру1 рх € (0; 1) выполняется равенство

9 {/.(Р., Pf, Р.)} = Р.0 - Р.) + Pf Р.. (2)
Следуя терминологии из [2], мы будем называть натуральные числа

а1? %,..., ак попарно простыми, если каждое из этих чисел взаимно
просто с любым другим из них. Множество натуральных чисел будем называть
разделимым, если если оно содержит меньше двух чисел, либо все его
числа попарно просты. Будем также называть множество натуральных чисел
взаимно простым с натуральным числом п, если любое число из этого
множества взаимно просто с п.

Пусть А = {аи ..., ак}, В = {Ьм ..., bt} — конечные множества
натуральных чисел. Наибольшим общим делителем (А, В) множеств А и В
будем называть множество

{(а„Ъ;) | г = 1,...,*,У = 1,...,*},
состоящее из наибольших общих делителей всевозможных пар чисел, одно
из которых принадлежит множеству А, а другое — множеству В. В случае,
если одно из множеств А, В является пустым, для удобства будем считать

<А,0) = (0,0) = 0. (3)
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Заметим, что аналогично операции взятия наибольшего общего делителя
чисел введенная нами операция взятия наибольшего общего делителя для
множеств чисел обладает свойством ассоциативности и поэтому
соответствующим образом обобщается на случай произвольного числа множеств.
Именно, если мы имеем s множеств АХ1..., А, натуральных чисел, где s ^2,
jo наибольшим общим делителем (АХ1...1А9) этих множеств будем
называть множество

((.. .(Ах, А2),...), А9) = {(a,, а,,..., а9) | ах € Аи а? € А2,..., а, € А9} .

Отметим, что, если множества А и В являются разделимыми, то
множество (А, В) также будет разделимым. Обобщив этот факт на случай
произвольного числа множеств, получим следующее утверждение.

Утверждение 3. Наибольший общий делитель разделимых
множеств чисел является разделимым множеством.

Заметим, что, если множество натуральных чисел А взаимно просто с
натуральным числом п, то независимо от множества натуральных чисел В
множество (А, В) также будет взаимно простым с п. Обобщив это
утверждение на случай произвольного числа множеств, можно сформулировать
его следующим образом.

Утверждение 4. Наибольший общий делитель множеств
натуральных чисел взаимно прост с любым из чисел, взаимно простых с
хотя бы одним из этих множеств.

Множество натуральных чисел В = {ЬХ1 ..., bt} будем называть
мультипликативным разбиением конечного множества натуральных чисел А,
если ему соответствует некоторое разбиение множества А на
непересекающиеся (возможно несобственные) подмножества Ax,...,At такие, что*)
Ь. = JI а, г = 1,..., t. Отметим, что мультипликативные разбиения

Облаве А.

дают следующими очевидными свойствами.
Утверждение 5. Любое мультипликативное разбиение

разделимого множества натуральных чисел является разделимым.
Утверждение 6. Если множество натуральных чисел

взаимно просто с некоторым натуральным числом п, то любое его
мультипликативное разбиение также взаимно просто с п.

Для любого конечного множества натуральных чисел А будем
обозначать через ||А|| произведение всех чисел множества А. Следующий факт
является частным случаем утверждения 6.

Следствие 3. Величина \\А \\ взаимно проста с любым
натуральным числом, взаимно простым с множеством А.

Отметим еще одно очевидное свойство наибольшего общего делителя
множеств чисел.

Утверждение 7. Любые конечные разделимые множества А, В
удовлетворяют соотношению ||(А, В)\\ = ||A||||JB||.

В дальнейшем мы воспользуемся следующими известными теоретико
числовыми фактами (см., например, [2]).

Теорема 1 (Эйлера). Если (а, т) = 1 и т > 1, то

а*<т> ее 1 (mod m).

Рассмотрим сравнение первой степени с одним неизвестнымax = b (mod m). (4)
*) Здесь и в дальнейшем произведение П а считается равным единице.ае0
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Все решения этого сравнения могут быть легко описаны. Для этого положим
d = (а, т).

Лемма 1. Сравнение (4) имеет решения тогда и только тогда,
когда Ь делится на df ив этом случае все решения данного сравнения
образуют класс вычетов по модулю m/d.

Согласно лемме 1 в случае, если Ь делится на d, сравнение (4) имеет
решение. Это означает, что существуют целые х и у такие, что ах+ту = Ь.
Таким образом, мы получаем следующее утверждение.

Следствие 4. Если a, b>c€N и с делится на (а,Ь), то уравнение
ах+Ьу = с разрешимо в целых числах.

Пусть m,, rrij,..., mk — попарно простые числа. Система сравнений с
одним неизвестным

( х = Ьх (mod тх),х = Ь2 (mod mi), g
{ x = bk (mod mk)

всегда имеет решение.
Лемма 2. Система (5) всегда разрешима и все ее решения

образуют класс вычетов по модулю щт^... тк.

Замкнутые множества рациональных чисел

Пусть п, t,, i^eN, n>2, (t,, %) = (ьи п) = (*2, п)= 1. Обозначим через
^[ПК V Ч) следующее подмножество множества G[n]:

[Лт\ ir€G[n],m = 0 (mod tx),m = nk (mod £,)) .

Inn J
Поскольку (tj, $2) = 1, то, согласно лемме 2, решением системы сравнений

( х = 0 (mod tx),\ х = пк (mod «2) * '
является вычет по модулю t^. Следовательно, в G[n](tx: i^) при пк > t^
найдется хотя бы одно число со знаменателем, равным п*, и все такие
числа образуют арифметическую прогрессию с разностью ЬхЦ/пк. Отметим
также, что, если т удовлетворяет системе (6) и с 6 N, то, очевидно, cm =
= 0 (mod ^) и ст = спк (mod t^). С другой стороны, если d — общий
делитель чисел m и пк и (tl1n) = (t2Jn) = lt то (tXld) = (t2ld) = l, и,
следовательно, m/d =0 (mod tx) и m/d =nk/d (mod t^)- Таким образом,
при (t,, ^) = (ti, n) = (<2, n) = l множество G[n](tx: Ц) непусто и корректно
определено относительно операций сокращения и умножения числителя и
знаменателя дроби на одно и то же число. Отметим, что для множеств
G[nl( V- *г) имеет место следующая очевидная симметрия.

Утверждение 8. Множество G[n](tx: t2) содержит число а
тогда и только тогда, когда 1 -а€ G[n](*2: tx).

Пусть п — натуральное число, большее единицы, и Т — конечное
разделимое множество натуральных чисел, взаимно простое с числом п.
Обозначим через (С7[п]; Г) следующее подмножество множества G[n]:

U G[n] ( П *: П * ) ,Т'ст \*€Т' teT\T J
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где объединение берется по всем, в том числе и несобственным, подможе
ствам Т' множества Т. В случае, если Т=0, для удобства будем полагать

<G[n];0> = G[n]. (7)
Покажем, что любое множество (G[n]; T) является замкнутым.

Лемма 3. Для любого натурального п, большего единицы, и
любого конечного разделимого множества натуральных чисел Г, взаимно
простого с п, множество (G[n]; T) является замкнутым.

Доказательство. Для доказательства леммы необходимо
проверить, что для любых чисел рп...,р, из (G[n];T) и любой булевой
функции f(xXl..., х9), отличной от константы, &{f(pXl..., р9)}Е (G[n]; Г).
Докажем это индукцией по s. Для s = 1 существуют только две
отличные от константы булевы функции от одной переменной:
тождественная функция /и(х) = а&, дпя_ которой &{/ы(Рх)} = рх, Px e (G[n]; T), и
функция отрицания /_(я) = ж, для которой &{f-ipx)} = 1 — рх. Так как

рх € (G[n]\ Т), то рх € G[n] ( П *"■ П * I ДЛЯ некоторого
подует' t€T\T' J

множества Т' множества Т. Тогда согласно утверждению 8 число

1 - р, принадлежит G[n] ( П *"• П ' 1 £ (^[п1«" ^)- Таким обрау€Г\Г* t€T' J
зом, утверждение индукции справедливо для 5 = 1. Предположим, что
&{9(Ри ---iP.-\)}€ (G[n]; Т) для любых чисел рх,..., р,_, из (G[n]; T)
и отличной от константы булевой функции д(хХ1..., х9_х). Положим
M = 04/(A.---iA). Обозначим через ^(х^ ..., х9_х) и ^(я%,..., х9_х)
функции f(xXJ..., ж,_,,0) и /(хп..., ж,_!, 1), и через /^ и рх
числа ^{^(р!,..., р.-х)} и &{дх(рх,..., P,_i)} соответственно. Тогда

М= £ (PiL,- •(p.-i)<r._l(P,)o + £ (Л)^---(Р.-1)^.|(Р.)| =

= 0-P.)Pb + P.Mi. (8)
Для г = 0, 1 согласно индуктивному предположению либо gi — константа
и, соответственно, р,{ Е {0,1}, либо /xt. 6 (G[nJ; T). Следовательно,
существует некоторое подмножество Т{ множества Г такое, что р{ может быть
представлено в виде некоторой дроби mjnki, где mt. =0 (mod П О и

teTf

т< = n*< (mod П О (в случае р,{ = 0 можно считать 2^ = Т, в случае
t€T\T{

p>i = 1, соответственно, Т< =0). Домножив при необходимости числитель
и знаменатель одной из дробей т0/пк°,тх/пк* на подходящий
коэффициент, можно считать, что 1% = ^. Аналогичным образом представим
число р9 из (G[n]; Т) в виде некоторой дроби m'/n*', где m' = 0 (mod J] *)»ter
т' = пк' (mod J] *)i Г' — некоторое подмножество множества Т. Под

* € Г \ Г'

ставляя в (8) вместо р^, рх и рв сопоставленные им дроби, получим

/X=l1~^7J^ + ^7,^== ^ * (9)
Обозначим через Tn, T;o, 2^, 2^, множества Т0Г\ТХ, Т0П(Т\ТХ), (Т\Т0)Г\ТХ
и (Т\Т0)П(Т\ТХ) соответственно. Для каждого % = 0,1 и каждого j = 0,1
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положим Ц = Ц.ПТ', Т%=Т\;П(Т\Т% Ц.= Ц t, *£ = П «.Заметим,tzTf. t€T£.
что множество чисел t[i% tt", где г, j = 0,1, является мультипликативным
разбиением разделимого множества Т, поэтому согласно утверждению 5
все эти числа попарно просты.

Положим f = i;, U Т/0 U 2о'(. Очевидно, что, Т \ Т = 2^>U 2]J U 2^. Так
как Т0 = Тх\ U 2]? U 2]'0 U Г^, то П t = *ii*n*io*io. тем самым выполняет

ся сравнение 17^ = 0 (mod *и*п^/о^ш)- Следовательно, щ делится на t{xt{0.
Так как Т\Т'= Т{[U2]2U2JJU2Jg, то П * = *п*юАнАю» тем самым вер

*€Т\Г
но сравнение га' = n*' (mod *n*io<oiAx>)- Следовательно, п*'— га' делится
на txx*oi. Таким образом, учитывая взаимную простоту чисел */, t[0 и tД tgj,
получаем, что (n*' — ra'Jrao делится на txxtxxЦ0Ц\. Аналогично можно
доказать, что га'га, также делится на ^п^оАп- Следовательно, заметив, что
*ii*n*iotfi = ЦЛ получаем, что

(nk'-m')rnx> + m,mx=0 (mod П *)• (Ю)
teT

Рассмотрим также число

пк° + к' — ((n*' — ra')mg + га'raj) = n*"4"*' — nk'm^ + rn'rn^ — m'mx =

= ^'(n16* — itIq) + ra'iTiQ — ra'n*" 4- ra'n** — ra'raj =

= ^(n** — itIq) — ra^n*" — itIq) + ra^n^ — raj) =

= (nfc' — га')(п** — rag) + ra^n** — ra,).

Так как T \ T0= T^U T£\J T0\U T£, то П t = Ax>Ax>*oi <d'i» тем самым

17^ = ^ (mod Ax>*oo*oi*o'i)- Следовательно, n** — rriQ делится на too^. Ана*
логично можно показать, что пк' — га' делится на t^txo. Поэтому в силу
взаимной простоты чисел t^t£x и t^txo получаем, что (п*' — га')(п*ь — гт^)
делится на Ax>*oo*io*oi- Аналогичным образом доказывается, что mf(nk°—mx)t
и, следовательно, n*b+fe'—((nfe'—ra')ra0+ra'ra1) также делятся на *ооАю*ю*ш
Таким образом, заметив, что АюАхЛ'оАи = П *» имеем

i€r\T
(nfe'-ra')ra0 + ra'ra1 = n*b+fe/ (mod П *)• О1)

*€Г\Г
Учитывая, что 0 < /х < 1, из (9), (10) и (11) непосредственно получаем, что

следоM€G[n](nj: П Л*>(?[п](Пл*: П J ) С <G[n]; Г),
вательно, /х € (G[n]; Г).

Недостатком нашего определения множеств (G[n]; Г) является
то, что для различных чисел n^rij и множеств 21,25 множества
(Cxfnj]; 2]), (G^]; Т2) могут совпадать. Однако мы можем легко описать, в
каких случаях такое совпадение имеет место. Обозначим через У[п\
множество всех простых делителей числа п. Тогда очевидно следующее
утверждение.

Утверждение 9. Пусть n^r^EN, пх,п2>1 и Т —
конечное разделимое множество натуральных чисел, взаимно простое с пх
и щ. Тогда:

а) (G[nx]; T)C(G[rt2]; T) тогда и только тогда, когда ^[п^С^п^];
б) (C7[ni]; T) — {G[n2]\ Т) тогда и только тогда, когда ^[п1] = ^[п2].
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Для множества натуральных чисел Т и натурального к обозначим
через Т~к множество всех чисел из Т, больших fc. Заметим, что множество
(G[n]; Г) инвариантно относительно удаления из множества Г элементов,
равных единице. Поэтому, учитывая соотношение (7), получаем

Утверждение 10. Для любого натурального п, большего
единицы, и любого конечного разделимого множества натуральных
чисел Г, взаимно простого с п, выполняется

(G[n];T) = (G[n],T-').

Утверждение 10 может быть усилено следующим образом.
Утверждение 11. Для любого натурального п, большего

единицы, и любого конечного разделимого множества натуральных
чисел Г, взаимно простого с п, выполняется

(G[n];T) = (C?[n];T-2).

Доказательство. В силу утверждения 10 достаточно показать,
что, если Г содержит число 2, то (G[n]; T) = (G[n]; T\{2}). Пусть га/п* —
произвольная дробь из (G[n]; T\{2}). Тогда га/п* принадлежит

множеству G[n] \ Yl t: П t J, где Е — некоторое подмножество МНОЖеСТ
У^бЯ t€(T\{2})\E J

ва Г. Это означает, что ra=0 (mod П t)nnk—m=0 (mod J] *)•t€E t€(T\{2})\E
Если Г содержит число 2 и взаимно просто с п, то п нечетно. Поэтому
какое-то из чисел m,nk — m является четным. Пусть га четно.
Поскольку Т является разделимым, то Т \ {2} взаимно просто с числом 2. Поэтому
согласно утверждению 6 число 2 взаимно просто с [] t, Следовательно,

teE
га = 0 (mod П t). Тем самым

t<=EU{2}

П t)c(G[n];m/nk€G[n)[ П *= П t S <G[n]; T).
y€BU{2} <€(Г\{2})\В

В случае, если четным является пк—т, аналогично можно показать, что

m/n»€G[n}( П *: П A C(G[n];T).М( П *= П Ч\t€E teT\E J
Таким образом, (G[n]; Г \ {2}) С (G[n]; T). С другой стороны, из
определения множества (G[n]; T) с учетом соотношения (7), очевидно,
следует, что для любого подмножества Т" множества Г выполняется
(G[n]; T) С (G[n]; Г'), поэтому (G[n); T) С (G[n]; Г\{2}).

Отметим, что в действительности множества (О^]; 2J), (G^]; T2)
совпадают тогда и только тогда, когда f[n{] — <9[nJ[ и 2]~2 = Т2~2. Однако мы
опускаем доказательство этого факта, поскольку он нами не используется
в дальнейшем.
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Замыкания одноэлементных множеств

Для получения нашего основного результата мы предварительно
даем полное описание замыканий всех одноэлементных множеств
рациональных чисел.

Лемма 4. Пусть - — произвольная несократимая дробь из
интервала (0; 1). Тогда для любого е>0 существует такое К(е), К(е)е
6 N. ш. Ш ЛЮШ а„«ж $ us ОМ(1(. - <>: 1) ™ои, шо * * *(.)
ае^-^х<1 — е, существует булева функция /(х,,..., xfe) такая, что

/(0,..., 0) = /(1,..., 1)=0 а 5" = 3» {/ (1,..., 1)}.
Доказательство. Рассмотрим три случая: л>2^ п<2И п = 2'
а) В случае — > ^ мы можем непосредственно использовать

доказательство леммы 2 из [8], поскольку это доказательство заключается в
построении булевой функции, удовлетворяющей условиям нашей леммы.

б) Пусть ^ < 5- Тогда 1 - ^ = ^р- > j, тем самым дробь ^р
удовлетворяет уже доказанному нами случаю а). Следовательно, для
любой дроби 2j такой, что к ^ К(е), е < -^ < 1 — е и га делится

71 71
на (п—1)(п—(п—1)) = 1(п—I), существует булева функция f(xu ..., xk) та

кая, что /(0,...,0) = /(1,..., 1)=0и ^ = 9 {/(s^f ...,£zi)}.
Рассмотрев функцию д(хи ..., жл)=/(ж[,..., x"k)t получим, что р(0,..., 0) = у(1,...
..., 1)=0 и в силу утверждения 1 выполняется равенство

'И* 4)}-»{'(»М*)} »ИЩ
=з,{/(^ *г)}-$

Таким образом, утверждение леммы справедливо и в этом случае.

в) В случае - = j для любой булевой функции /(ж1э..., xfc) имеем

»{/(4--i)}-»{/(i М-Ф
Поэтому для доказательства леммы в этом случае нам достаточно
предполагать, что 2~*(е) < е, и рассмотреть произвольную функцию f(x{,..., хк)
такую, что /(0,..., 0) = /(1,..., 1)=0 и \Jf(f)\ = m.

Следствие 5. Для любой несократимой дроби — из

интервала (0; 1) множество G[n](l(n-l): 1) содержится в { -} .
Доказательство. Заметим, что любая дробь -Чг из G[n](l(n -1):

71

1) может быть представлена в виде удовлетворяющей условиям леммы 4

дроби ^-у—, где АГ = тах(АГ(е), к) для e = minf-^-, 1 -им. Поэтому
согласно лемме 4 найдется булева функция f(xu ..., хК) такая, что Щ; =

-'И* *»•
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Из утверждения 8 и следствий 5 и 2 непосредственно вытекает
Следствие 6. Для любой несократимой дроби - из

интервала (0; 1) множество G[n](l: l(n-l)) содержится в [{^) 1 •

Лемма 5. Пусть - — произвольная несократимая дробь из
интервала (0; 1). Тогда для любого е>0 существует такое К(е), К(е)£
Е N, что для любой дроби ^j- из G[n](l: п- I) такой, что k ^ К(е)
ae^-j^l-e, существует булева функция f(xu ..., xk) такая, что

3-»{'(4--4)}
Доказательство. Согласно лемме 4 для любого е >0 мы можем

подобрать такое К\ что для любой дроби га/п* из G[n](l(n — l): 1) такой,
что fc ^ К' и е/2 < га/п* ^ 1 - е/2, найдется булева функция f(xxi..., хк)
такая, что /(0,..., 0) = /(1,..., 1) = 0 и т/пк = &{f (//n,..., 1/п)}.
Выберем К(е) таким, чтобы К(е) ^ К' и (1/п)К(е) < е/2. Пусть га/п* —
произвольная дробь из С?[п](/: п — I), удовлетворяющая условиям
леммы. Рассмотрим дробь га'/пк — т/пк — 1к/пк — (га — 1к)/пк. С
другой стороны, поскольку га = nk (mod п — I) и lk = nk (mod n — /), то
m' = ra — J*=0 (mod n — I). В силу несократимости дроби 1/п
выполняется равенство (J, n — J) = 1, поэтому га' = 0 (mod i(n — /)). Так как
0 < (1/п)к ^ (1/п)*<«> <е/2ие< т/п* ^ 1 - е, то е/2 ^ га'/п* ^ 1 - е. Таким
образом, получаем, что т'/пк € G[n](/(n - J): 1), е/2 ^ га'/п* < 1 — е/2
и к ^ К(е)^ К'. Следовательно, найдется булева функция f(x{,..., хк)
такая, что /(0,. ..,0) = /(1,..., 1) = 0 и га'/п* = 9 {/ (l/п,..., 1/п)}.
Возьмем функцию g(xXJ..., хк) = /(xn .,.,xi)Vxl4,..4xi. Поскольку/(1,...,1) = 0,то V
*м* i)}-»{'(i.-.i)}+a).-a),-7+(i)'-?

Следствие 7. Для любой несократимой дроби — из
интервала (0; 1) множество G[n](l: n-l) содержится в { ^ } .

Доказательство аналогично доказательству следствия 5 из леммы 2.
Из утверждения 8 и следствий 7 и 2 непосредственно вытекает
Следствие 8. Для любой несократимой дроби - из

интервала (0; 1) множество G[n](n—l: I) содержится в N -} .

Лемма 6. Для любой несократимой дроби - из интервала (0; 1)
выполняется соотношение

[Ш]=№М*>"-'}>.
Доказательство. Отметим, что, поскольку дробь 1/п

несократима, то (/, п — I) = (/, п) = (п — /, п) = 1 и, следовательно,
множество (G[n]; {1> п — I}) корректно определено. Так как (G[n];{/, п - I}) =
= G[n](l(n-l): l)uG[n](l: l(n-l))UG[n](l: n-l)UG[n](n-l: /), то
соотношение (G[nj; {/, n—l}) С [{//n}J получается непосредственным
суммированием следствий 5, 6, 7 и 8. С другой стороны, множество (С7[п]; {J, га-/})
содержит дробь 1/п и согласно лемме 3 является замкнутым, поэтому
[{l/n}]C[{G[nl;{!,n-I})] = (GN;0,n-l}>.
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Основная лемма

Главным вспомогательным утверждением для доказательства наших
результатов является

Лемма 7. Пусть щ^щ — натуральные числа, большие
единицы, А — конечное разделимое множество натуральных чисел, взаимно
простое с щ, В — двухэлементное разделимое множество
натуральных чисел, взаимно простое с щ, М — замкнутое множество чисел,
содержащее множества (G[nx];(A1 {||B||})) и (Crfr^]; ({|| А ||}, В)). Тогда
<G[n,];(AfB))CM.

Доказательство. Согласно утверждениям 3 и 4
множества (A, {||JB||}), ({||А||}, В), (А, В) являются разделимыми и
взаимно простыми с пх и щ, поэтому множества (GfoL'CA, {||£||}))f
(G[n2];({||i4||}, В)) и (G[nj];(A, JB)) являются корректно определенными.
Пусть В = {ЬИ Ь2}. Рассмотрим произвольную дробь т/п из (Glfij]; (А, В)).
Обозначим через Е подмножество множества (А, В) такое, что т/п£

€ G[nx] ( П t: П * )• Положим Г= П *. *"= П *• Разобьем\teE te(A,B)\E J teE te(A,B)\E
множество А на подмножества

Ax> = {<4 a€A, (а,Ъх)$Е, (а,Ь2)£Я}>
А01 = {а| а€А, (а,Ъх)$Е, (а.Ь^еЕ),
А10 = {а| а€А, (а^еЯ, (а,Ь2)£Я},
Ап = {а| а€А, (а,Ъх)еЕ, (а,Ъ2)€Е}.

Для г, У —0,1. <т = 1,2 положим #> = П (а, *>Д *0 = $>#> и г<"> =
в€Ау

= П П Г- Очевидно, что Г = «Ч№ = *..ТО и 1"=» W« =
t ss 0 J ss 0

= ^ю^/^/о*- Так как множество чисел Цр является мультипликативным
разбиением разделимого и взаимно простого с числами пх и щ
множества (А, В), то согласно утверждениям 5 и 6 все эти числа попарно просты
и взаимо просты с п{ и щ. Аналогично имеем, что все числа l{j являются
попарно простыми и взаимо простыми с пх и щ. Поскольку (Ь,, Ь2)=1, то

<*= П («Л) П («Л) = П (а,Ь,)(а,Ь2) =

= П(а.ЬЛ)= П (a, ||S||)= П i, г,У = 0,1. (12)

Так как A = A00UAoxUAxouAxx и все числа из А попарно просты, то
Iм = П (аЛ> П (о, U П (а, К) П (а,Ь„) =аеЛц, a€^oi e€i4io a€i*il

= П(аЛ) = (И||Л), «г = 1,2. (13)
а€А

Отметим, что ||(А, JB)|| = И1Ч<2) = (ю^ю'и- Обозначим через Ех
множество (АпиАю, {\\В\\}) и через Е2 множество (АииА01, {||В||}).

Если ^о = 1, т. е. ДО = Ц? = Iff = Iff = 1, то Г = *и и Г = Uok>.
поэтому согласно соотношениям (12) имеемг- П «,

«е(Л„,{|В|})г= п *= П *•
«€(Л01,{|ВИ})и(Л10.{1|В«})и<Аш,{||В||}) «€(4,{ВВ||})\(Л,„{||В|})
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Таким образом, мы в этом случае получаем, что G[n,](/': l") С
С (Cr[nj]; (А, {||2?||})) и, следовательно, согласно условиям леммы, тп/пе
€ М. Пусть ^ 110 > 1. Положим П2 = ng{l°lllo). Так как (щ1 ^,) = (г^, 110) = 1, то
(rij, IqX ll0) = 1, поэтому согласно теореме Эйлера п^ = 1 (mod ^ ll0). Выберем
натуральное 1% такое, что п£ > 3||(А, В)\\. Домножив числитель и
знаменатель дроби тп/п на подходящий коэффициент, представим ее в виде гп/пр,
где m, k{eN и min(m, n^-m)> ||(A, JB)||f^.

Рассмотрим систему сравнений

х = пр (mod f10),

х = —пр (mod ^j).

Так как (/10, ^) = 1, то согласно лемме 2 данная система имеет решение,
являющееся классом вычетов по модулю IqiI{0:

х = а (mod ^J10).

Рассмотрим сравнение

^о/пх = о: (mod ^/10). (15)
Поскольку числа ^q, lni ^,, ll0 попарно просты, то (^о1ц, ^До) = *• Поэтому
согласно лемме 1 данное сравнение имеет решением некоторый класс
вычетов по модулю IqiIiq. Пусть /3 — наименьший положительный вычет из этого
класса. Положим у = PlyJw Так как а = nf1 (mod I10), a = —n,*1 (mod Iq{) и
("i> *io) = K> 1oi) = 1» T0 (<*> *io) = (a, <w)=l, тем самым (a, J104) = 1- ТогДа,
поскольку 7 = a (mod Z10^), то (7, i10^i) = l. Следовательно, (Д i10^i)=l.

Рассмотрим сравнения

(7/0))х = т (mod/nZ10), (16)
(^(^xstR-fi,^ (modU). (17)

Так как числа l$\ Щ\ Ц}\ 1$ взаимно просты с числом Iff, то произведение
этих чисел ЪЦРЦрЦр также взаимно просто с Iff. Кроме того, поскольку
число Iff является делителем числа J10^i, взаимно простого с числом /3,
то Iff также взаимно просто с /?. Таким образом, получаем, что число Iff
взаимно просто с произведением чисел /3 и ЪпЦрЦРЦР:

(/««>, $>) = 1. (18)
Следовательно,

Аналогично (18) можно доказать, что (filnffllffllP, Ц\)) = 1. Поэтому

<т*(1\ Ш - УЬкгШЧЧ*, U,4(,2)) = Ш(Л|«» W, «.2)) = Ш

Так как гп/п^ € Сг^КГ: I"), то m делится на l, = lnlfflii^ Следовательно,
m делится на l\\lff — (jlil\ 'ц'ю)- Поэтому согласно лемме 1 сравнение (16)
имеет решение, являющееся классом вычетов по модулю ln ll0/ln Iff = Iff:

as a, (mod $>). (19)
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Из га/п,*1 € G[nx](l': I") также следует, что га —п^ делится на 1,, = 1ооЦ\)Чо)
Следовательно, га - п^ делится на l^W — (jl(l\ Wi). Поэтому согласно
лемме 1 сравнение (17) имеет решение, являющееся классом вычетов по
модулю /1Л1А1/Й> = %2):

х = /3, (mod$>). (20)
Таким образом, система сравнений (16) и (17) сводится к системе
сравнений (19) и (20). Так как (1{§\ %2))= 1> то согласно лемме 2 система
сравнений (19) и (20) имеет решение, являющееся классом вычетов по
модулю Iffllffl. Обозначим через ух наименьший положительный вычет из
данного класса.

Рассмотрим также сравнения

(7Z<*>)x = -m (mo<n„U, (21)
(ylM)x = r#-m (modU.0). (22)

Аналогично соотношению (18) можно показать, что (PloolffllfflUi^ Щ)) = 1
и (/««, W) = 1. Поэтому
(Л *,, W = («. W№, '.,«>) = *пТОШ№> «>) = W>
<**, ш=Wnmm, ww)=ш^де w> «о=«•
Так как га делится на V— 1ц1$№, то га делится на 1ц1$Р = (7*(2)> ^l^oi)
Поэтому согласно лемме 1 сравнение (21) имеет решение, являющееся классом
вычетов по модулю 'n4>i/'n4?)==4$il):

x = ct2 (mod $>). (23)
Мы также имеем, что пр—т делится на Г = ^ЦРЩК тем самым п^ —га
делится на ^//^ = (7*(2)> Wio)- Поэтому согласно лемме 1 получаем, что
сравнение (22) имеет решение, являющееся классом вычетов по моду

* = & (mod//'>). (24)
Таким образом, система сравнений (21) и (22) сводится к системе
сравнений (23) и (24). Поскольку (Щ\ 1$) = 1» то согласно лемме 2 система
сравнений (23) и (24) имеет решение, являющееся классом вычетов по
модулю ^Чо*- Обозначим через у2 наименьший положительный вычет из
данного класса.

Положим 6 — 7^(1) + 7г'(2)- Так как 7i удовлетворяет сравнениям (19)
и (20) и 7г удовлетворяет сравнениям (23) и (24), то 7i удовлетворяет
сравнениям (16) и (17) и 72 удовлетворяет сравнениям (21) и (22).
Следовательно, 7^>7i = га (modll0)f (25)

7/(1)7i s га - rft (mod ^), (26)
jl(2)l2 = -rh (тосЦД (27)

7f<2>72 = n^ - ra (mod ll0). (28)
Почленно складывая сравнение (25) со сравнением (28) и сравнение (26)
со сравнением (27), получим

7*(l)7i + 7»wTb = 7*25*1* (mod J10),

7J(1)7i+7J(2)72 = 7* = -n1*' (mod ^).
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Таким образом, jS удовлетворяет системе (14). Тогда jS = a (mod ^,Z10).
Поскольку 7 = а (mod kxho)* T0 7* = 7 (mod IqXIxq). В силу
равенства (7> Wio) = *» мы можем поделить обе части последнего сравнения
на 7t получив, что 5 = 1 (mod ^ю). Так как щ = 1 (mod 4i^io)» T0
п£ = 1 (mod ^ю). Поэтому из сравнения 6 = 1 (mod ^ilI0) следует,
что 6 = щ* (mod Iq^iq). Таким образом, п£ — 8 делится на IqX1X0.
Обозначим целое число (п£* — 5)Дм110 через т. Так как 7i ^ ^Ц? ^ '(2)>
то V(1) ^ №№ = \\(А, В)\\. Аналогично у2№ < ||(A,J5)||. Таким
образом, 6 < 2||(А, £)||. Следовательно, поскольку п£ > 3||(А, J5)||, то
г#- 6> ||(А,В)||. Поэтому г > ||(A,B)||/^J10 = folu. Так как
числа U))» Ч\\ ^» Ч? попарно просты, то (Ц^1{1\ ^S>*i?>)= 1- Поэтому согласно
следствию 4 найдутся целые £п£2 такие, что т = £1Й|).'А1) + ^ЙЧ?*» ПРИ
этом, очевидно, число f, может быть выбрано из множества {1,..., 4?Ч?*}«
В таком случае fiUI^^^W'A1^ Wi<^. следовательно, WfflflbO,
тем самым £2 > 0.

Положим с = 7i + f l^jP'i^- Рассмотрим дробь cW/щ1. Очевидно, что
с/(1) > 0. Заметим также, что

«>*(,>=««'m;»=w>o«)- (29)
Аналогично имеем %1Ч((>>*(2) = Wo^^i?*' Поэтому

=ъ1{2)+btffWkii»=ъ1{2)+е, «да™=(72+ьшчу* > о.

Таким образом, сИ1)/гф € G[7i2](/(1): /(2)). Из (13) получаем, что

С[я,]<«<»>: /<2>) = G[nJ((||A||, Ь,): <||А||, Ь,)) С (ОЫ; «\\А\\}У В)).

Поэтому согласно условиям леммы сИ^/пр € М.
Положим тх = m - 7cJ(I). Так как (3 ^ ^,l10, то 7 = /Jfo'n ^ ^01'юАю'и =:

= ||(A,JB)||. Тогда, поскольку cZ*1* < п£, то 7с*(,) < ||(А, -В)||й£ < т.
Следовательно, m > тх > 0. Таким образом, mjnf1 € G[n,].
Обозначим через т* число т — 7£Л(2)*/о)*(1)- Используя равенство (29), имеем
mf = га — 7^!4i'юЙ^'А1* — ™ (mod 4i*ю)- Следовательно, mj = rrij* — 77i f(i) =
= m-rnl(l) (mod ^/10), т. е.

mi=m-77i'(l) (mod J10), (30)
rr^sm-ту,/^) (mod ^). (31)

Сопоставляя соотношение (30) со сравнением (25), получаем, что

m,=0 (mod lxo). (32)
Аналогично сопоставляя сравнения (31) и (26), имеем

тх = пр (mod ^,). (33)
Поскольку тх = га (mod 7) и 7 делится на l^ln, то тх = га (mod ^х>/п)
Поэтому из ra=0 (mod 1„)ит = п^ (mod 1^,) следует, чтоr^ssO (mod ги), (34)

га, = п£ (mod 1^). (35)
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Так как (Z10, ln) = (^,, ^о) = 1, то из сравнений (32), (34) и сравнений (33),
(35) соответственно вытекает, что

т, =0 (mod /10/п), т1 = щ* (mod l^).

Таким образом, mjnf1 e G[n,](Z10Zn: ^1^). Из соотношений (12)
получаем, что Mi- П *- П *.

*>i4x> = П *= П *.
1€<^.{|В|»имш,{|В|» ic(A,{|B|»\^

Поэтому C?[n,](Z,0/n: ti^oo) ^ (^[nil»(^» {11^11}))- Следовательно, согласно
условиям леммы, ml/nfl € М.

Положим 1П2 = 171,4-7^-Таккак7^IK-4., S)|| и га>гарТО

7т# ^ ||(А, В)\\п£ <nf>-m< г£ - ти

тем самым m, < rrij < пр. Таким образом, гщ/пр е G[n,]. Поскольку верно
сравнение п£ = 1 (mod ^/10)t to m2 = ml+7 (mod ^ю), т. е.

Шз = mj + 7 (mod /10), т^ = тх + 7 (mod ^,). (36)
Так как j = a (mod ^, /10), то 7 удовлетворяет системе (14). Поэтому

7 = n* (modlI0), (37)
7 3-ttf (mod^). (38)

Почленно складывая сравнения (32) и (33) со сравнениями (37) и (38)
соответственно, получаем, что

щ + 7 = nf1 (mod I,o), ш, + 7 = 0 (mod ^,).

Сопоставляя эти соотношения со сравнениями (36), имеем

гЪЕЕпр (mod/l0), (39)
m2 = 0 (mod^)- (40)

Так как щ^щ (mod 7) и 7 делится на ^/ц, то тп^^щ (mod lwh\)
Поэтому из соотношений (34) и (35) соответственно следует, что

Юг ее 0 (mod /„), (41)
щ^пр (mod^). (42)

Поскольку (^,, 1||)»(/|0) ^оо) = 1. то из сравнений (40), (41) и сравнений (39),
(42) соответственно вытекает, что

гл2=0 (mod ^Ju), щ = пр (mod 1{01^).

Таким образом, щ/пр е С?[тг1](^)1111:/10Цх>). Из (12) получаем, чтоMi- П '= П *■
t€(Ami{JHB\\})U(AlviiB\\}) teE,Мю= П *= П *■
«€<л|§,{|В|»иМШ1{|*|» е€(А,{|В||»\^
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Следовательно, G[n1](^)1Zn: i10^x>)C (G[n!];(A, {||Я||})). Поэтому согласно
условиям леммы, щ/пр € М.

Согласно соотношению (2) для функции /Дх, у, z) имеем

*M^f)H-('-fH-f=
n* njp rip n£

Таким образом, поскольку тх/п^ т^/п^ сИ1)/щ* е М и М замкнуто, то
т/п = т/пр 6 М.

Основной результат для множеств из G[p], где р — простое

Основной целью данного исследования является описание замыканий
конечных множеств рациональных чисел из интервала (0; 1). Поскольку
любое рациональное число однозначно выражается некоторой несократимой
дробью, без ограничения общности мы можем рассматривать только
замыкания конечных множеств несократимых дробей из интервала (0; 1).

Пусть Я = |^,...,~1} — произвольное конечное множество
несократимых дробей из интервала (0; 1). Положим

Г[#] = ( ^Ъ-щ}™>\}> • •., {™>„ п9 - т9}), если s ^ 2;
если s = l.

В силу несократимости дробей множества Н для любого г, г = 1,..., *,
имеем (т{1 nt) = (п. — т„ п{) = (mt., п. — mt) = Ь Поэтому для любого г,
г = 1,..., s, множество {гп^щ — т{} является разделимым и взаимно
простым с п{. Следовательно, согласно утверждениям 3 и 4 множество Т[Н]
обладает следующими свойствами.

Утверждение 12. Для любого множества Н = < ^-,..., 2l I
несократимых дробей из интервала (0; 1) множество Т[Н] является
разделимым и взаимно простым с каждым из чисел п1?..., пв.

В данном исследовании мы отдельно выделяем случай замыканий
конечных множеств дробей, знаменатели которых являются степенями одного
и того же простого числа, т. е. замыканий конечных подмножеств
множеств G[p], где р — простое число. В этом случае наш основной результат
формулируется и доказывается более просто.

Теорема 2. Пусть р — простое число, Н = < ^Ц ..., ^- \ —
конечное множество несократимых дробей из G[p]. Тогда [Н] =
= (G[p];T[H]).

Для доказательства теоремы 2 мы используем ряд вспомогательных
утверждений. Доказательство следующей леммы дословно совпадает с
доказательством леммы 3 в работе [8] и поэтому здесь нами опущено.

Лемма 8. Пусть р — натуральное число, большее единицы,
a>b€N, (а, р) = (Ь1 р)= 1, М — замкнутое множество чисел, содержащее
множества G[p](a: 1) и G[p](b: 1). Тогда G[p]((a, b): 1)СМ.
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Поскольку для любого конечного множества натуральных чисел А,
взаимно простого с р, множество (G[p]\ А) содержит G[p](||A||: 1) и согласно
следствию 3 число || А|| взаимно просто с р, то из леммы 8 получаем

Следствие 9. Пусть р — натуральное число, большее
единицы, А — конечное разделимое множество натуральных чисел,
взаимно простое с р, Ь — натуральное число, (Ъ,р) = 1, М — замкнутое
множество чисел, содержащее множества (G[p\; А) и G[p](b: 1). Тогда
G[p]((\\A\lb):l)CM.

Лемма 9. Пусть р — натуральное число, большее единицы,
А — конечное разделимое множество натуральных чисел, взаимно
простое с р, Ь — натуральное число, (Ь,р) = 1, М — замкнутое
множество чисел, содержащее множества {G[p\,A) и G[p\(b: 1). Тогда
(Gb];(A,{b}))CM.

Доказательство. Согласно утверждениям 3 и 4
множество (А, {Ь}) разделимо и взаимно просто с р, поэтому
множество (G[p];(A, {b})) определено корректно. Рассмотрим произвольную
дробь т/п из ((?[j?];(i4} {Ъ})). Тогда найдется некоторое
подмножество Е множества (А, {Ь}) такое, что т/п е G[p] (V: Г), где V = П е»

ееЕ
I" = П е- Обозначим через А' подмножество множества А, состоясе(А,{Ь})\Е ^ ^
щее из тех чисел а, для которых (а, Ь)еЕ. Положим Г = JJ а, Р' = П аа€А' а€А\А1
Число V, очевидно, является делителем числа V, поэтому V — u'V, где и' —
некоторое целое число. Аналогично существует некоторое целое число и"
такое, что I" = и"/". Положим также d = ||(А, {Ь})|| и d = ||A||. Согласно
утверждению 7 и следствию 3 имеем (d, b) = d и (d, p) = 1. Заметим, что
l'l"=zd, VI" = d и согласно утверждению 5 числа Г, /" взаимно просты.
Отметим также, что из взаимной простоты всех элементов множества А
следует (Г, Ъ)=( Ц а, Ь)= П (а> Ь) = Г и аналогично (Г', Ь) = Г.а€А' аеА'

Если d = 1, т. е. все элементы множества А равны единице, то
все элементы множества (А, {Ь}) также равны единице, тем самым
(G[p];(A,{b})) = G[p] = (G[p];A). Поэтому в этом случае утверждение
леммы очевидно. Пусть d > 1. Обозначим через р число p^d\ Так как
(d,p) = 1, то согласно теореме Эйлера р = 1 (mod d). Выберем
натуральное Hq таким, чтобы р*°> d. Домножив числитель и знаменатель дроби т/п
на подходящий коэффициент, мы можем представить ее в виде га/р*, где
m, k е N и min(m, р* — т) > dp**.

Рассмотрим систему сравнений

{
х = 0 (mod Г),
ж=1 (mod Г").

Так как (Г, /")= 1, то согласно лемме 2 данная система имеет решение,
являющееся классом вычетов по модулю VI" = d:

х = а (mod d).
Рассмотрим также систему сравнений

r* = 0(modf»),
\x=l (mod Г).
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Аналогично системе (43) решением этой системы является некоторый класс
вычетов по модулю d:

х = /3 (mod 2).

Из множества {1,..., d \ мы, очевидно, можем выбрать 7 такое, что

а + 7 = P (mod 2). (45)
Покажем, что (7,I') — (ъ 1*)=* *• Для этого предположим от противного,
что (7,1') = 5 > 1. Так как а есть решение системы (43), то а =0 (mod Г).
Следовательно, а =0 (mod <5). Мы также имеем 7=0 (mod 6). Почленно
складывая два последних сравнения, получаем

а+750 (mod 6). (46)
Так как V является делителем числа d, то d делится на 6. Поэтому из
соотношения (45) вытекает, что а +7 = /? (mod 5). Сопоставляя это
сравнение со сравнением (46), получаем, что /? =0 (mod 5). С другой стороны,
поскольку /? является решением системы (44), то /? = 1 (mod П, и,
следовательно, /3 = 1 {mod 5). Таким образом, учитывая /3=0 (mod о), получаем,
что 0= 1 (mod <5), т. е. 6 является делителем единицы, что противоречит
нашему предположению. Предположим теперь, что (7, 1") = 6 >\.
Поскольку (3 является решением системы (44), то /3 =0 (mod l"), и, следовательно,
/3=0 (mod S). Поэтому, учитывая 7=0 (mod 6), получаем, что

/3-7 = 0 (mod S). (47)
Из соотношения (45) вытекает, что а =/3 - у (mod d). Так как d делится
на Г, то d также делится на 5. Поэтому a =P—j (mod 5). Сопоставляя это
сравнение со сравнением (47), получаем, что а =0 (mod 6). С другой
стороны, поскольку а является решением системы (43), то а = 1 (mod /"), и,
следовательно, а = 1 (mod 6). Поэтому, учитывая а =0 (mod 5), снова
получаем, что 0=1 (mod 6), т. е. приходим к противоречию и в этом случае.
Таким образом, Г и Г взаимно просты с у. Следовательно, (7, d)=(7> И*)—1.

Рассмотрим сравнения

(7d)x = m (mod P), (48)
(7d):r = m-£* (mod Г')- (49)

Поскольку «2 является делителем d н (-у, d)=l, то (у, d)=l. Следовательно,

Ы О - (т, 0(d, Г) = (d, Г) = ((£ ь), Г) =
= (d, (Ъ, V)) = (d, /') = (иЧТ, V) = V.

Аналогично имеем

Так как т/р* € G[p](V: Г), то т = 0 (mod Г) и т = р* (mod /").
Таким образом, т = 0 (mod (7^ I')) и т — р* =0 (mod (7^, Iя))- Поэтому
согласно лемме 1 получаем, что сравнения (48) и (49) имеют решения, при
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этом решением сравнения (48) является некоторый класс вычетов по
модулю V/V = и':

х г с' (mod u'),

а решением сравнения (49) является некоторый класс вычетов по
модулю Т"/1Я = и11:

х = с" (mod u")y

Таким образом, объединяя сравнения (48) и (49), получим следующую
систему:

(x = c>(modu>),\х = сИ (mod и"). к '
Поскольку и' и и" являются соответственно делителями взаимно простых
чисел V и J", то (г*', и11) — 1. Поэтому согласно лемме 2 данная система
имеет решение, являющееся классом вычетов по модулю tiV. Пусть с^ —
наименьший положительный вычет из этого класса.

Положим mQ = m — jdeQ. Так как 0 < <^ ^ u'u", то 0 < dc^ < du'u" =
= и* и" VI" = IT' as d < р**. Тогда, поскольку 0 < 7 ^ d, то m > fty > га 
- 7P*° ^ га — dp*6 > 0. Число % является решением системы (50), поэтому
оно одновременно является решением сравнений (48) и (49):

7сЦ)==т (mod Г),

7dc\, = га — jr (mod Г').

Тем самым

^ = ^-7^ = 0 (mod Г), (51)
щ = га - 7А^ = р* (mod Г). (52)

Такимобразом, то/р*€С[р](Г:Г) = ОЬ](П <*: П a)C(G[p]; А). Сле
а€А' аеА\А'

довательно, по условию леммы, щ/р* € М.
Положим теперь т{^щ + ур*0 = га + 7(p*b — <&ъ)- Так как 0 < dc^ < р*6

и0<7^^, то m<m, <m+7^^1^+dp*b<^+(P*~1^)=:P*- Поскольку
р*= 1 (mod d) и Г' является делителем d , то р* = 1 (mod Г'). Поэтому из
соотношений (51) и (52) вытекает, что число <^ удовлетворяет системе (43).
Следовательно, <Ъ = a (mod d). (53)
Из соотношения ps= 1 (mod d) мы также имеем р*6 = 1 (mod d), поэтому

7P^ = 7 (modd). (54)
Почленно складывая сравнения (53) и (54), получаем

тх = rriQ + 7Р^ = a + 7 (mod d).

Сопоставив это соотношение со сравнением (45), получаем га, =/? (mod d).
Следовательно, число тх удовлетворяет системе сравнений (44). Поскольку
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р = 1 (mod d) и /' является делителем d , то р* = 1 (mod Г). Поэтому из
того, что т, удовлетворяет системе (44), следует, что

m,=0 (mod Г), m,=£* (mod Г).
Таким образом, m,/p*€Gb](F': Г)=G[p]( J] а> П a)C(G[p]; А). Сле

а€А\А' аеА'
довательно, по условию леммы тх/рк еМ.

Рассмотрим также число сЦ,/рЧ Поскольку 0 < dc^ < p\ то dc^/p** e
Е G[p](d: 1). Так как d = (d, Ь) = (||А||, Ь), то согласно следствию 9 имеем
G[p](d: l)CM. Следовательно, dc^/j^ € М.

В силу соотношения (2) для функции /,(х, у, г) имеем

»{'•(?■?• гОЬ?-('-?&)+?-£
_ rnyip^-dco)*mxdcQ _ rr^fS 4- (тх -тпр)^ _~~ £* + *Ь ~ £* + *о "~

_ ™оР*° + 7P*b<k0 _ УПр + 7<Ц) _ jfi = m

Поскольку rnXi/pkJml/pk1dc0/pk,> e M и М замкнуто, получаем, что
m/n 6 М.

Следствие 10. Пусть р — натуральное число, большее единицы,
A, JB — конечные разделимые множества натуральных чисел, взаимно
простые с р, М — замкнутое множество чисел, содержащее
множества {G[p\, А) и {G[p\, В). Тогда {G[p\, (А, {\\В||})) СМ.

Это утверждение непосредственно вытекает из леммы 9 и очевидного
соотношения G[p](||JB||: l)C(G[p];B).

Применяя следствие 10 и лемму 7 для случая пх = щ = р, получим
следующее утверждение.

Лемма 10. Пусть р — натуральное число, большее единицы, А —
конечное разделимое множество натуральных чисел, взаимно простое
с р, В — двухэлементное разделимое множество натуральных чисел,
взаимно простое с р, М — замкнутое множество чисел, содержащее
множества (G[p]; А) и (G[p]; В). Тогда (G[p]; (А, В))СМ.

Следствие 11. Пусть р, s — натуральные числа, большие
единицы, А,,..., А9 — двухэлементные разделимые множества натуральных
чисел, взаимно простые ср,М — замкнутое множество чисел,
содержащее множества (G[p]\ А {), ..., (G[p];A9). Тогда (G[p];(AY,.. .,А,))СМ.

Это утверждение непосредственно получается из леммы 10
применением индукции по s.

Доказательство теоремы 2. Согласно утверждению 12
множество Т[Н] разделимо и взаимно просто с р, поэтому
множество (C7[jp]; Т[Щ) определено корректно. Отметим также, что согласно
следствию 1 множество [Н] является замкнутым. Заметим, что для любого г,
г = 1,..., s, дробь rat/nt. принадлежит содержащемуся в (G[p]; Т[Щ)
множеству G[p]( П *: П *)» ГДе

teT/ te Tt*

Т! = ({mj, щ - mj,..., {mt._p n<_, - m._x}, {т{},
{mi + 1, щ_х - m< + 1},..., {ra,, n9 - raj),

T\" = ({m,, ri! - raj,..., {ra._,, n<_, - ra^J, {n< - т{},
{ml + 1, n,_l - mt. + 1},..., {ra„ n, - m,}).
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Поэтому (G[p]; Т[Щ) содержит множество Я и согласно лемме 3
является замкнутым множеством. Следовательно, [Я] С [(G[p]; T[#])] =
= (G\p];T[H]).

Для доказательства обратного соотношения мы используем лемму 6,
согласно которой для любого г, г = 1,..., s, выполняется (G[nJ; {т., щ 
- raj) = [{m^/nj] С [Я]. Поскольку все числа ?г1э..., п9 являются
степенями числа р, то согласно утверждению 9 для любого г, г = 1,..., s,
имеем (C7[nJ; {т., nt. - т.}) = (G[p]; {т., п. - raj) и, следовательно,
(G[p]; {rat., nt. - raj) С [Я]. Поэтому соотношение (G[p]; T[H]) С [Я]
очевидно при s = 1 и вытекает из следствия 11 при s ^ 2.

Используя утверждение 11, можно модифицировать теорему 2
следующим образом.

Теорема 3. Пусть р — простое число, Н = < ^-,..., ^| —
конечное множество несократимых дробей из G[p]. Тогда [Я] =
= (0[р];Т[ЯГ2).

Основной результат для общего случая

Замыкание произвольного конечного множества рациональных чисел
описывается следующим образом.

Теорема 4. Пусть Н = { ^Ц ..., ^} — конечное множество
несократимых дробей из интервала (0; 1). Тогда

[Я] = (ОД;Г[#]>, гдев= П Р.
• -1

Для доказательства теоремы 4 также используется ряд
вспомогательных утверждений. Следующая лемма приведена с доказательством в
работе [8] в качестве леммы 6. Поэтому в данной работе мы приводим эту лемму
без доказательства.

Лемма 11. Пусть n,, rij, m,, m^ — такие натуральные числа,
что п,, щ > 1 и (пх, щ) = (тХ1 пх) = (п^, rij) = 1, М — замкнутое
множество чисел, содержащее множества (^[гц^т^ 1) и Gl^im^: 1). Тогда
С[пх]((тХ1щ):1)см.

Следствие 12. Пусть пх, щ — взаимно простые натуральные
числа, большие единицы, А — конечное разделимое множество
натуральных чисел, взаимно простое спх, b — натуральное число, (Ь, 7^) = 1,
М — замкнутое множество чисел, содержащее множества (G[nx];A)
и G[n2](b: 1). Тогда G[n{]((\\A\l Ъ): 1)СМ.

Множество (Glri^-A) содержит G[n,](||A||: 1) и, согласно
следствию 3, число ||А|| взаимно просто с пх, поэтому данное утверждение
вытекает из леммы 11.

Лемма 12. Пусть п^щ — взаимно простые натуральные
числа, большие единицы, А — конечное разделимое множество
натуральных чисел, взаимно простое с пх, Ъ — натуральное число, (Ь, 7^) = 1,
М — замкнутое множество чисел, содержащее множества (С^]; А)
uG[rb,](b: 1). Toeda{G[nx\,(A,{b}))<ZM.

Доказательство. Согласно следствию 3 имеем (||А||, пх) = 1,
тем самым ((ЦАЦ, Ь), пх) = 1. В силу следствия 12 множество М
содержит G[n1]((||A||, Ь): 1). Поэтому согласно лемме 9 множество М содер
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жит (G[n,];(A,{(||A||, Ь)})). Очевидно, что для любого а€ А
выполняется (а, Ь) = (а, (||А ||, Ь)), поэтому (А, {Ь}) = (а, {(||А||, Ь)||). Таким образом,
(G[nx]; (А, {Ь»> - (G^]; (А, {(||А ||, Ь)})> С М.

Следствие 13. Пусть п^щ — взаимно простые натуральные
числа, большие единицы, А,В — конечные разделимые множества
натуральных чисел, взаимно простые с числами п, ип^ соответственно,
М — замкнутое множество чисел, содержащее множества {G[nx\,A)
и (G[nx\, В). Тогда (G[nx]; (А, {||В||})> СМ.

Это утверждение непосредственно вытекает из леммы 12 и очевидного
соотношения G[n2](||J3||: 1)С(С[п2];В>.

Применяя следствие 13 и лемму 7, получим следующее утверждение.
Лемма 13. Пусть щ^ — взаимно простые натуральные числа,

большие единицы, А — конечное разделимое множество натуральных
чисел, взаимно простое с пх, В — двухэлементное разделимое множе
ство натуральных чисел, взаимно простое с щ, М — замкнутое
множество чисел, содержащее множества (G[nx];A) и (Сг[ль];2?). Тогда
(G[nx\,(A,B))CM.

Следствие 14, Пусть пи ..., п9, где s ^ 2, — натуральные числа,
большие единицы, и (пх, щ) =... = (пХ1 п9) = 1, А, — конечное
разделимое множество натуральных чисел, взаимно простое с пх, А2,..., А, -—
двухэлементные разделимые множества натуральных чисел, взаимно
простые с числами щ,..., п9 соответственно, М — замкнутое
множество чисел, содержащее множества (Gfo]; Aj),..., (G[nJ; А,). Тогда
(G[n1];(A1,...,A,))CM.

Это утверждение непосредственно получается из леммы 13 с помощью
индукции по s.

Лемма 14. Пусть п^щ — взаимно простые натуральные числа,
большие единицы, А — конечное разделимое множество натуральных
чисел, взаимно простое с щ и щ, М — замкнутое множество чисел,
содержащее множества {G\n^, А) и (G[n^ А). Тогда (GJn,?^]; A) CM.

Доказательство. Пусть т/(пх щ)* — произвольная дробь из
множества (Сг[П|П2]; А). Тогда найдется некоторое подмножество Е
множества А такое, что тДп,?^)* 6 Сг[П|Г^](Г: Г), где Г = П е» *" = П ее€В е€А\Е
Положим d = ||A||. Заметим, что VI" = d. Выберем натуральное А^ такое,
что n£~k >d. Домножив числитель и знаменатель дроби m/far^)* на
подходящий коэффициент, представим ее в виде гп/(прп£), где m, kx eN и
min(ra, n*1 n£ — m)> dr£.

Согласно следствию 3 выполняется (d, 7^) = 1, тогда (d2,710*) = 1,
поэтому согласно следствию 4 найдутся целые с^, с, такие, что c^d*' + Cjtij = ш,
при этом, очевидно, число q, может быть выбрано из множества {1,..., п£}.
Тогда имеем

rtfnj > m > с,n* ^ m - rijfd2 > dn£ - d2n£ - dn£(r£-k - d) > 0.
Следовательно, np > cx > 0. Поэтому дробь сх/пр принадлежит
множеству G[nx]. Отметим также, что схп£ = га - q,d2 = m (mod d). Так как
m/in^n}) e Gfariziy': /"), то ra = 0 (mod V) и fh = npn} (mod l").
Поскольку Г — делитель d, то ^nf = m (mod d) влечет qnj = m (mod V).
Поэтому из m = 0 (mod V) следуетcxn*=0 (mod/'). (55)
Аналогично из m = n*1 n£ (mod Г') получаем

cxnf = npnf (modi"). (56)
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Так как (d, п£) я= (VI", п£) = 1, то (Г, п£) = (Г', г^) = 1. Поэтому мы можем
поделить обе части сравнений (55) и (56) на п!;, получив

с, =0 (mod 1% с, = т^ (mod /"). (57)
Таким образом, q/n,*1 € G[n,](r: l")C(G[nx];A)CM.

Положим С2 = сх+ dn£ " *. Так как

0 < сх < с^* = схп£ + dr£ < га + dn^ < n^rij*,

то 0 < Cg < rij*1. Поэтому дробь Cg/n^ принадлежит множеству G[nx ]. Так как
С2 сравнимо с сх по модулю d = Г/", то из справедливости соотношений (57)
для С} вытекает справедливость аналогичных соотношений для с^\

cj = 0 (mod 1% % = пр (mod /").

Таким образом, с^/г^ также принадлежит множеству G[nx](V: Г'), поэтому
c2/n1*'€(G[n1];A)CM.

Рассмотрим также дробь dc^/ri^. Заметим, что 0 < de^ ^ dn^ < n£,
следовательно, dc^/r^GGlrijKd: l)C(G[ri2]; A) CM.

Используя соотношение (2) для функции /,(ж, у, z), получаем

~~ ТЛЕ; """ к. к* ~~
_ ^rift +<*2CQn**~* = c^+d2^ _ m _ m

Следовательно, поскольку cx/n^c2/n^,dc0/n!li e M и М замкнуто, то
ml(nxn^)k 6 М.

Следствие 15. Пусть n,,..., ne, где s ^ 2, — попарно
простые натуральные числа, большие единицы, А — конечное
разделимое множество натуральных чисел, взаимно простое с числа
ми п,,..., ngt M — замкнутое множество чисел, содержащее
множества (С^]; А),..., (G[nJ; А). Тогда (G[nx.. .nj; А) СМ.

Это утверждение непосредственно получается из леммы 14
применением индукции по 8.

Доказательство теоремы 4. Согласно утверждению 12
множество Т[Н] разделимо и взаимно просто с числами п,,..., п9, тем самым Т[Н]
взаимно просто с числом п, являющимся делителем числа щ ... п,. Таким
образом, множество {G[p]; T[H]) определено корректно. Отметим также,
что согласно следствию 1 множество [Я] является замкнутым. Заметим,
что для любого г, i = 1,..., s, дробь т{[щ принадлежит содержащемуся
в (С[щ]\ Т[Н\) множеству C?[nt]( П *• П *)» где

t € Т/ * € Т,"

Г/ = ({га,, пх - raj,..., {m._и n<_x - m,._ J, {mj,
{m* + n n.-i - mi + \}> • ■ •> (m.> n, ~ тЛ)>



250 P. M. КОЛПАКОВ

По утверждению 9 для любого г, г = 1,..., s, множество (G[nJ; Т[Щ)
содержится в (G[n]; T[H]), поэтому получаем, что (G[n]; T[H])
содержит Я и согласно лемме 3 является замкнутым множеством. Следователь
но, [H]C[(G[n]; T[H])] = (G[n); T[H]).

Докажем теперь, что (G[n]; Т[Н]) С [Я]. Для удобства обозначим мно

жество (J £[nt] через П. Рассмотрим произвольное простое р из П. Без
• SB 1

ограничения общности мы можем считать, что р является делителем
чисел rip ..., n|t где 1 ^ t ^ st и не является делителем чисел nt + п..., п9.

Обозначим через Я' подмножество < ^L,..., ^ \ множества Я. Используя
утверждение 9 и лемму 6, для любого г, г = 1,..., £, имеем

(G[p]; {ш,, п, - mj) С (^[п,]; {m0 n< - m,}) = [{2t}] С [Я].

Тогда применяя в случае t ^2 следствие 11, получим, что [Я] содержит
множество (G[p]; Г[Я']). В случае t = s имеем Я' = Я, поэтому

(G[p],T[H])C[H]. (58)
Пусть t < s. Согласно лемме 6 для любого г, i = t + l,...,«,
выполняется (^[nj; {т., щ — т.}) С { ^ } . Таким образом, множество [Я] наряду
со множеством (G[p]; Т[Н']) содержит множества (G[n< + 1]; {m< + 1, п< + 1 
— т< + 1}),..., (G[nJ; {га,, n9 — га,}), где числа nt + i,..., п, взаимно просты
с р. Поэтому мы можем применить следствие 14 и получить, что в этом
случае также справедливо соотношение (58). Таким образом, мы показали,
что соотношение (58) выполняется для любого р из П. Тогда
соотношение (G[n]; Т[Щ) С [Я] очевидно при |П| = 1 и вытекает из следствия 15
при |П| ^ 2.

Используя утверждение 11, можно модифицировать теорему 4
следующим образом.

Теорема 5. Пусть Я = < ^L,..., 2t I — конечное множество
несократимых дробей из интервала (0; 1), где п= Yl P- Тогда

[Я] = (С[п];Т[ЯП.

Заключение

Заметим, что используемое нами для описания замыкания [Я]
множество Т[Н\~2 может быть, очевидно, вычислено по формуле

Т[Н)-* = ((.. .({т„ п, - т,}-», {щ, п, - т,}-»)-»,.. .)"2, {т., п. - т.}"2)-2

и такой способ вычисления является более выгодным в практическом плане
(в случае, если для какого-либо г, г =2,..., st множество

((.. .({тп{1 п{ - тху2, {га,, П2 - щУ2)-2,.. .)~2, {"Ъ Ч - ™;}~2)"2,

оказалось пустым, то из (3) и (7) непосредственно получаем, что Т[Н]~2=0
и соответственно (G[n]; T[H]~2) = G[n]).
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В данной работе мы рассматриваем только замыкания конечных
множеств чисел, однако, как нетрудно убедиться, полученные нами
результаты могут быть сформулированы также для случая замыканий бесконечных
множеств. Отметим также, что рассмотренная нами задача описания всех
возможных преобразований булевых случайных величин представляет
собой частный случай задачи описания всех возможных преобразований
случайных величин, принимающих произвольное конечное число различных
значений. Ряд существенных результатов в решении этой более общей
задачи был получен Ф. И. Салимовым в работах [12, 13]. Обобщение наших
результатов на случай преобразователей случайных величин,
принимающих конечное число различных значений, позволило бы, на наш взгляд,
непосредственно приступить к практической реализации преобразователей
вероятностных распределений.

С практической точки зрения также являются важными сложностные
аспекты построения преобразователей вероятностных распределений. В
работах [3, 9] исследовалась сложность схемной реализации
преобразователей булевых случайных величин. Другой содержательной мерой
сложности преобразователей вероятностных распределений является количество
используемых ими исходных случайных величин. Под сложностью
порождения числа множеством чисел тогда понимается минимальная возможная
сложность преобразователя булевых случайных величин с
распределениями, задаваемыми числами из данного множества, в булеву случайную
величину с распределением, задаваемым данным числом. В работах
автора [7, 17] получены асимптотически точные оценки сложности порождения
рациональных чисел конечными множествами рациональных чисел
специального вида. Однако вопрос об асимптотике сложности порождения
рациональных чисел произвольными конечными множествами рациональных
чисел остается пока открытым.

Автор благодарен проф. О. М. Касим-Заде за ценную
библиографическую информацию и за поддержку данных исследований.
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