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Þ.À.Ñàäîâ. Ôîðìû ðàâíîâåñèÿ ãèáêîãî òðîñà â ïëîñêîñòè êðóãîâîé îðáèòû.
0- è 1- ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà.

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ôîðìû ðàâíîâåñèÿ â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ãèáêîãî
íåðàñòÿæèìîãî òðîñà, äâèæóùåãîñÿ â ïëîñêîñòè êðóãîâîé îðáèòû. Ó÷èòûâàþòñÿ ñè-
ëû ãðàâèòàöèîííîãî ãðàäèåíòà, àýðîäèíàìè÷åñêèå, ýëåêòðîìàãíèòíûå è èíåðöèîííûå.
Çàäà÷à íå âêëþ÷àåò óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû â öåëîì, êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâî-
ðÿòüñÿ çà ñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáîðà ñèë íàòÿæåíèÿ òðîñà íà åãî êîíöàõ. Èçó÷åíû
ñèììåòðèè ñèñòåìû, äëÿ ðàçíûõ ñî÷åòàíìé ïàðàìåòðîâ óêàçàíû ïåðâûå èíòåãðàëû. Â
11 ñëó÷àÿõ, êîãäà îòëè÷íû îò íóëÿ íå áîëåå äâóõ èç ó÷èòûâàåìûõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ,
âñå âîçìîæíûå ôîðìû òðîñà íàéäåíû â ÿâíîì âèäå. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ãðàâèòàöèîííî-
ãðàäèåíòíûå ñèëû ïðåíåáðåæèìî ìàëû, òî äëÿ çàäàííîãî íàáîðà îñòàëüíûõ ñèëîâûõ
ôàêòîðîâ ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàâíîâåñíûõ ôîðì òðîñà ñ òî÷íîñòüþ äî
òðàíñëÿöèé è ãîìîòåòèé.

Sadov Yu.A. Equilibrium Forms of Flexible Tether In the Plane of Circular Orbit.
0- and 1-parametric families.

Equilibrium forms in the orbital frame of a �exible inextendible tether moving in the
plane of circular orbit are considered. Gravity-gradient, aerodynamical, electromagnetic and
inertial forces are taken into account. The problem does not include equilibria conditions of
the whole system, which must be satis�ed by the corresponding choice of the tether tension
forces upon its ends. Analysis of symmetries of the equation system which describes the
equilibrium tether forms made it possible to diminish the investigated set of the curves. It was
shown particularly that if gravity-gradient force may be ignored then there exists for given
forces only �nite set of essentially di�erent equilibrium forms of the tether (which cannot
be reduced to each other by similarity transformations and translations). The possibility of
analitic description of the equilibrium forms was explored. Detailed analysis of the forms was
performed in 11 cases with incomplete set of force factors.
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Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå ðàâíîâåñíûõ ôîðì òðîñà íà îðáèòå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì çòàïîì äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé îðáèòàëüíîé òðîñîâîé ñèñòåìû (ÎÒÑ) â öåëîì,
÷òî ÿâëÿåòñÿ îáû÷íî ïåðâîé çàäà÷åé äèíàìèêè. Ðàâíîâåñíûå ôîðìû îïðåäåëÿþòñÿ ðå-
øåíèÿìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ãèáêîãî òðîñà, íå
âêëþ÷àþùèìè óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ êîíöåâûõ òåë. Ýòè ðåøåíèÿ äàþò íå òîëüêî ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ ôîðìó òðîñà, íî è ñèëó íàòÿæåíèÿ â ëþáîé åãî òî÷êå. Êàæäûé ó÷àñòîê
ïîëó÷åííîé êðèâîé ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü êîíôèãóðàöèþ òðîñà â ÎÒÑ, åñëè êîíöåâûå
òåëà íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííûõ ê íèì âíåøíèõ ñèë è íàòÿ-
æåíèÿ òðîñà. Ïîýòîìó êðèâàÿ â öåëîì äàåò ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ î âñåõ âîçìîæíûõ
òàêèõ êîíôèãóðàöèÿõ äëÿ äàííîé ñèñòåìû äåéñòâóþùèõ íà òðîñ ðàñïðåäåëåííûõ ñèë.

Óêàçàííûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ðàâíîâåñíûõ ôîðì òðîñà ïðåäëîæåí â èçâåñòíîé
ìîíîãðàôèè [1] è èñïîëüçóåòñÿ â íåé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðì ðàâíîâåñèÿ ïîä äåéñòâèåì
ðàçëè÷íûõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ. Ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé ñèñòå-
ìû â öåëîì ñ ó÷åòîì óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ êîíöåâûõ òåë, ñîäåðæèòñÿ â [2], (ñì. òàêæå
[3], [4]). Ýòè ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ óñïåøíîãî àíàëèçà òàêèõ çàäà÷ î÷åíü ïî-
ëåçíî èìåòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ôîðìû òðîñà. Â êíèãå [1] òàêèå âûðàæåíèÿ
ïðèâåäåíû ëèøü äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ; âåñîìîãî òðîñà â ãðàâèòàöèîíîì ïîëå è íåâåñîìîãî
òðîñà ñ òîêîì. Ðàâíîâåñíûå ôîðìû íåâåñîìîãî òðîñà ïðè íàëè÷èè ñîïðîòèâëåíèÿ àòìî-
ñôåðû ïîëó÷åíû â [2]. Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèé îáçîð ðàçëè÷íûõ
êîìáèíàöèé âîçìóùåíèé ÷åòûðåõ âèäîâ: ãðàâèòàöèîííûõ, àýðîäèíàìè÷åñêèõ, ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ è èíåðöèîííûõ è âûäåëåíû âñå ñëó÷àè, â êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê
èíòåãðèðóåìûì ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ïîëó÷åíî ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà äåéñòâóåò òîëüêî îäèí èç
ïåðå÷èñëåííûõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ, è äëÿ âñåõ ñî÷åòàíèé äâóõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ, íå
âêëþ÷àþùèõ ñèëû ãðàâèòàöèîííîãî ãðàäèåíòà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðè
çàäàííûõ âåëè÷èíàõ äåéñòâóþùèõ ñèë èìååòñÿ èëè êîíå÷íîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðà-
çîâàíèé ñäâèãà è ðàñòÿæåíèÿ ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ôîðì òðîñà (0-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-
ñòâî), èëè ôîðìû òðîñà îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî.

×àñòü ïðåäñòàâëåííûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ èçëàãàëàñü â äîêëàäå [5].
Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû

00-01-00174 è 01-01-00508), Ñîâåòîì ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ è ãîñóäàðñòâåííîé ïîä-
äåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ãðàíò 00-15-96036) è INTAS (ãðàíò 99-01096).

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

1.1. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôîðìû ðàâíîâåñèÿ àáñîëþòíî ãèáêîé,
òî-åñòü íå èìåþùåé æåñòêîñòè íà èçãèá, íåðàñòÿæèìîé íèòè (òðîñà) ïîä äåéñòâèåì
âíåøíèõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèë. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ïëîñêîé ïîñòàíîâêå � ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî êàê âñå âíåøíèå ñèëû, òàê è ñàìà íèòü ðàñïîëîæåíû â îäíîé ïëîñêîñòè, â
êîòîðîé ââåäåì ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû x è y. Êàæäàÿ òî÷êà íèòè èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ êîîðäèíàòîé s � äëèíîé (ñî çíàêîì) ó÷àñòêà íèòè äî ýòîé òî÷êè îò íåêîòîðîé
âûäåëåííîé òî÷êè íèòè, äëÿ êîòîðîé s = 0. Òîãäà ôîðìà íèòè îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ
ôóíêöèÿìè (x(s), y(s)), çàäàþùèìè êîîðäèíàòû (x, y) òî÷êè s. Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà
íèòè, òàêèå êàê åå äèàìåòð d, ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü σT , à òàêæå íàïðàâëåííàÿ â ñòîðîíó
âîçðàñòàíèÿ s ñèëà íàòÿæåíèÿ P , äåéñòâóþùàÿ íà ó÷àñòîê íèòè ñ ìåíüøèìè çíà÷åíè-
ÿìè s ñî ñòîðîíû ó÷àñòêà ñ áîëüøèìè s, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êîîðäèíàòû s.
Íåòðóäíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òàêîé íèòè

d

ds

(
P
dx

ds

)
= −Fx,

d

ds

(
P
dy

ds

)
= −Fy. (1.1)
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Çäåñü Fx, Fy � êîìïîíåíòû âíåøíåé ðàñïðåäåëåííîé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ó÷àñòîê
íèòè åäèíè÷íîé äëèíû. Äîïîëíèâ ýòè óðàâíåíèÿ óñëîâèåì íåðàñòÿæèìîñòè(

dx

ds

)2

+

(
dy

ds

)2

= 1, (1.2)

ïîëó÷àåì ïîëíûé íàáîð ñîîòíîøåíèé, îïèñûâàþùèõ ôîðìû ðàâíîâåñèÿ ãèáêîé íèòè, â
âèäå ñèñòåìû äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (1) äëÿ òðåõ íåèç-
âåñòíûõ ôóíêöèé (x(s), y(s), P (s)) ñ äîïîëíèòåëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì
(2).

Äëÿ âû÷èñëåíèé è èññëåäîâàíèÿ óäîáíåå èñêëþ÷èòü ýòî ñîîòíîøåíèå è çàïèñàòü
(1)�(2) â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî ïî-ðàçíîìó.
Ìû ïðèâåäåì çäåñü äâà âèäà òàêèõ ñèñòåì, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè â ðàçíûõ
ñëó÷àÿõ.

Ïóñòü α � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê òðîñó ê îñè x. Òîãäà ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ (x, y, P, α):

dx
ds = cosα, dy

ds = sinα,

dP
ds = −Fx cosα− Fy sinα,

P dαds = Fx sinα− Fy cosα.

(1.3)

Ââåäåì äðóãèå ôàçîâûå ïåðåìåííûå (x, y, p, q), ãäå

p = P
dx

ds
, q = P

dy

ds
. (1.4)

Â ýòèõ ïåðåìåííûõ ñîîòíîøåíèå íåðàñòÿæèìîñòè èìååò âèä

P 2 = p2 + q2, (1.5)

è óðàâíåíèÿ
dp
ds = −Fx, dq

ds = −Fy,
dx
ds = p√

p2 + q2
, dy

ds = q√
p2 + q2

.
(1.6)

Ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ðàñïðåäåëåííàÿ ñèëà F ïîòåíöèàëüíà, òàê ÷òî

Fx =
∂U

∂x
, Fy =

∂U

∂y
, (1.7)

òî óðàâíåíèÿ (6) ïðèíèìàþò ãàìèëüòîíîâó ôîðìó

dp
ds = −∂H∂x ,

dq
ds = −∂H∂y ,

dx
ds = ∂H

∂p ,
dy
ds = ∂H

∂q ,
(1.8)

ãäå H =
√
p2 + q2 + U(x, y). (1.9)

1.2. Âíåøíèå ñèëû. Â ðàññìàòðèâàåìîì â äàííîé ðàáîòå ñëó÷àå îðáèòàëüíîé òðî-
ñîâîé ñèñòåìû ðàâíîâåñíîé ôîðìîé òðîñà íàçûâàåòñÿ åãî íåèçìåííàÿ ïðè äåéñòâèè
îïðåäåëåííûõ âíåøíèõ ñèë ôîðìà â íåêîòîðîé ñâÿçàííîé ñ òðîñîì äåêàðòîâîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò. Íà÷àëî òàêîé ñèñòåìû O ñîâìåùåíî ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé òðîñà, ãäå
s = 0. Äâèæåíèå åå ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî êðóãîâîé êåïëåðîâîé îðáèòû, îñü Ox
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êîòîðîé íàïðàâëåíà âäîëü ðàäèóñà-âåêòîðà îò öåíòðà Çåìëè, îñü Oy � ïî êàñàòåëüíîé
ê òðàåêòîðèè òî÷êè O â ñòîðîíó äâèæåíèÿ, óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ω0. Â êà÷åñòâå
âíåøíèõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òðîñ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå
÷åòûðå îñíîâíûå ñèëû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïîëó÷èòü ðàâ-
íîâåñíûå ôîðìû òðîñà, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè îðáèòû.

1. Ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà.

Fg,x = 3σTω
2
0x, Fg,y = 0. (1.10)

Ýòà ñèëà âûçâàíà ñîâìåñòíûì äåéñòâèåì ãðàäèåíòà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è öåíòðîáåæ-
íîé ñèëû âñëåäñòâèå âðàùåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïî îðáèòå. Çäåñü
σT � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü òðîñà, êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Âûïèñàííîå âûðàæå-
íèå ïîëó÷àåòñÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî x, òî-åñòü ïðè óñëîâèè, ÷òî áîëåå âûñîêèìè
ñòåïåíÿìè îòíîøåíèÿ õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ñèñòåìû ê ðàññòîÿíèþ åå îò öåíòðà Çåìëè
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Çàìåòèì, ÷òî ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà ïîòåíöèàëüíà è

Ug(x, y) =
3

2
σTω

2
0x

2. (1.11)

2. Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ àòìîñôåðû.
Äëÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ àòìîñôåðû ïðèìåì ïðîñòåéøóþ ìîäåëü, ñîãëàñíî êîòî-

ðîé íà ó÷àñòîê òðîñà åäèíè÷íîé äëèíû äåéñòâóåò ñèëà òîðìîæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ
äëèíå ïðîåêöèè ýòîãî ó÷àñòêà íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ íàïðàâëåíèþ äâèæå-
íèÿ. Òîãäà

Fa,x = 0, Fa,y = −1

2
Cρa(x)V 2

0 d | cosα|. (1.12)

Çäåñü ρa(x) � ïëîòíîñòü àòìîñôåðû, êîòîðàÿ ìîæåò çàâèñåòü îò âûñîòû, òî-åñòü, îò
êîîðäèíàòû x, V0 � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî îðáèòå, d � äèàìåòð òðîñà. Åñëè ïðåíåáðå÷ü
âðàùåíèåì àòìîñôåðû, òî â ýòîé ìîäåëè ïðè ëþáîì íàêëîíåíèè îðáèòû ñóùåñòâóþò
ðàâíîâåñíûå ôîðìû òðîñà, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè îðáèòû.

3. Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ñèëà.
Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ (àìïåðîâà) ñèëà âîçíèêàåò ïðè äâèæåíèè â ìàãíòíîì ïîëå Çåìëè

òðîñà, ïî êîòîðîìó òå÷åò òîê. Íàïðàâëåíèå ýòîé ñèëû ïåðïåíäèêóëÿðíî ñèëîâûì ëèíè-
ÿì íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è âåêòîðó òîêà. Â äèïîëüíîé ìîäåëè ãåîìàãíèòíîãî
ïîëÿ íà ýêâàòîðèàëüíîé îðáèòå àìïåðîâà ñèëà ëåæèò â ïëîñêîñòè îðáèòû è íå çàâèñèò
îò ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû íà îðáèòå

Fe,x = IBz sinα, Fe,y = −IBz cosα. (1.13)

I � ñèëà òîêà, òåêóùåãî ïî òðîñó, Bz � íîðìàëüíàÿ ê ïëîñêîñòè îðáèòû êîìïîíåíòà
âåêòîðà èíäóêöèè ãåîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

4. Èíåðöèîííàÿ ñèëà.
Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñèë, âûçûâàåìûõ ñèëîâûìè ôàêòîðàìè îêîëîçåìíîãî

êîñìè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå èíåðöèîííóþ ñèëó, âîçíèêàþùóþ
âñëåäñòâèå âîçìîæíîãî óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ñâÿçàííîé ñ íèòüþ ñèñòåìû êîîðäèíàò
îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

Fi,x = −σTax, Fi,y = −σTay, (1.14)

ãäå ax, ay � óñêîðåíèÿ ñèñòåìû ïî îñÿì x è y. Ýòè óñêîðåíèÿ âûçûâàþòñÿ íåñêîìïåíñè-
ðîâàííîé ðàâíîäåéñòâóþùåé âñåõ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó, çà èñêëþ÷åíè-
åì öåíòðàëüíîé ãðàâèòàöèîííîé ñèëû, îáóñëîâëèâàþùåé äâèæåíèå ïî çàäàííîé îðáèòå.
Ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì èíåðöèîííàÿ ñèëà, êàê è ãðàâèòàöèîííàÿ, ïîòåíöèàëüíà è

Ui(x, y) = −σTaxx− σTayy. (1.15)
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Ïðè ó÷åòå ïðèâåäåííûõ âûøå ôàêòîðîâ ïîëíàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ ñèëà ðàâíà ñóììå
âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñèë

Fx = Fg,x + Fa,x + Fe,x + Fi,x,
Fy = Fg,y + Fa,y + Fe,y + Fi,y.

(1.16)

Èòàê, ïîëó÷åííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâå ýêâèâàëåíòíûå ôîð-
ìû ñèñòåìû ÎÄÓ 4-ãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùåé îò ðÿäà ïàðàìåòðîâ. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû èçó÷èòü íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî ðàçíîîáðàçèå îïèñûâàåìûõ ýòîé ìîäåëüþ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ôîðì òðîñà, òî-åñòü ïðîåêöèé ÷åòûðåõìåðíûõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñè-
ñòåìû íà ïëîñêîñòü (x, y), è ïðîàíàëèçèðîâàòü âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ôîðì.

2. Ñèììåòðèè çàäà÷è, óïðîùåíèå ñèñòåìû.

2.1. Ââåäåíèå áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ. Íàèáîëåå ïðîñòûì è îáû÷íûì ñïîñîáîì
óìåíüøåíèÿ ÷èñëà ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèå ñèñòåìû ê áåçðàçìåðíîìó
âèäó, êîòîðîå ïðîâîäèòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Âûáåðåì â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîé (ìàñ-
øòàáíîé) äëèíû íåêîòîðóþ äëèíó L, è ïðèìåì íåêîòîðóþ âåëè÷èíó Q ñ ðàçìåðíîñòüþ
ñèëû â êà÷åñòâå ìàñøòàáà ñèë. Âûïîëíÿÿ çàòåì ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì ïî
ñõåìå

x −→ Lx, y −→ Ly, s −→ Ls, P −→ QP,
Fx −→ QFx/L, Fy −→ QFy/L,

(2.1)

íàõîäèì, ÷òî âèä óðàâíåíèé (1.1, 1.3, 1.6, 1.8) íå èçìåíèòñÿ, à âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë
íåñêîëüêî óïðîñòÿòñÿ

Fg,x = fgx, Fg,y = 0,
Fa,x = 0, Fa,y = −σfa(x) cosα,
Fe,x = fe sinα, Fe,y = −fe cosα,
Fi,x = −fx, Fi,y = −fy,

(2.2)

ãäå

fg =
3σTω

2
0L

2

Q , fa(x) =
Cρa(x)V 2

0 dL
2Q ,

fe = IBz
Q
, fx = σT axL

Q , fy =
σTayL
Q .

(2.3)

Ââåäåííàÿ â (2) âåëè÷èíà σ
σ = sign(cosα) = ±1 (2.4)

ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü èç çàïèñè óðàâíåíèé çíàê ìîäóëÿ. Åå óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ðàçðûâíî ìåíÿþùóþñÿ íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû ïåðåìåííóþ.

Èòàê, â ïîëó÷åííîé ôîðìå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñîäåðæàò 5 áåçðàçìåðíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ (fg, fa, fe, fx, fy), ïðè÷åì, åñëè ó÷èòûâàòü ïåðåìåííîñòü ïëîòíîñòè àòìîñôåðû â
ðàçíûõ òî÷êàõ òðîñà, òî êîýôôèöèåíò fa ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì. Ïîñëåäíåå îáñòî-
ÿòåëüñòâî ñèëüíî çàòðóäíÿåò èññëåäîâàíèå â îáùåì ñëó÷àå, ïîýòîìó çäåñü, êàê ïðàâèëî,
áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñëó÷àé îäíîðîäíîé àòìîñôåðû, êîãäà fa - êîíñòàíòà. Ðåçóëüòà-
òû, ïîëó÷åííûå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà fa ïåðåìåííàÿ, áóäóò âûäåëåíû îòäåëüíî.

Òàê êàê êàæäàÿ ñèñòåìà ÎÄÓ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåò â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå îäíî èëè íåñêîëüêî ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ òðàåêòîðèé, òî ñ ó÷åòîì
ïÿòè êîýôôèöèåíòîâ çàäà÷è ïîëíîå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ôîðì òðîñà îáðàçóåò ñå-
ìåéñòâî (èëè íåñêîëüêî ñåìåéñòâ), íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò äåâÿòè ïàðàìåòðîâ.

Óìåíüøèòü îáúåì èññëåäîâàíèé ïîçâîëÿåò èçó÷åíèå ñèììåòðèé ñèñòåìû, òî-åñòü ïðå-
îáðàçîâàíèé â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ, ñîõðà-
íÿþùèõ âèä óðàâíåíèé.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêèõ ñèììåòðèé çàïèøåì åùå ðàç óðàâíåíèÿ (1.6) ñ ó÷åòîì ïîëó-
÷åííûõ âûðàæåíèé äëÿ ñèë (1.16), (2)

dp
ds = −fgx− fe sinα + fx,

dq
ds = σfa cosα + fe cosα + fy,

dx
ds = cosα, dy

ds = sinα,

sinα = q/P, cosα = p/P, P =
√
p2 + q2.

(2.5)

Ëåãêî óâèäåòü ñëåäóþùèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñèììåòðèè (â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ çà
íîìåðîì ñèììåòðèè óêàçàí ïàðàìåòð):

1. [a] y = y′ + a;
2. [b] x = x′ + b, fx = f ′x + fgb;
3. [k] P = kP ′, fg = kf ′g, fa = kf ′a,

fe = kf ′e, fx = kf ′x, fy = kf ′y;
4. [m] s = ms′, x = mx′, y = my′,

P = mP ′, fg = f ′g/m.

(2.6)

Äîáàâëÿÿ ñþäà åùå ñäâèã τ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé (òàê êàê óðàâíåíèÿ àâòîíîì-
íû) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿòèïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ñèììåòðèé ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ è êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû:

s = ms′ + τ, x = mx′ + b, y = my′ + a, P = kmP ′, α = α′;

fg = k
m
f ′g, fa = kf ′a, fe = kf ′e, fx = kf ′x + k

m
f ′gb, fy = kf ′y.

(2.7)

Áëàãîäàðÿ ýòèì ñèììåòðèÿì ìîæíî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü ìíîæå-
ñòâà èçó÷àåìûõ òðàåêòîðèé äî ÷åòûðåõ. Ïðàêòè÷åñêè, èíòåðåñíî âûäåëèòü ñðåäè âñåõ
ïðåîáðàçîâàíèé òå, êîòîðûå ñîõðàíÿþò êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé è çàòåì ðàññìàòðè-
âàòü ñèììåòðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òàê, åñëè fg 6= 0 è îòëè÷åí îò íóëÿ õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ fa, fe, fy, òî êî-
ýôôèöèåíòû ñîõðàíÿþòñÿ òîëüêî ïðè k = 1,m = 1, b = 0. Ãðóïïà ñèììåòðèé ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà (x, y, P, α) −→ (x′, y′, P ′, α′) ñîäåðæèò òîëüêî äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà
τ, a. Ðàñïîðÿæàÿñü ýòèìè ïàðàìåòðàìè, ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó èçó÷åíèÿ ìíîæåñòâà òðà-
åêòîðèé ïðè äàííîì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ ê äâóìåðíîé.

Ïóñòü òåïåðü fg 6= 0, à fa = fe = fy = 0. Òîãäà òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå â ïðî-
ñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåòñÿ ïðè k = m è kfx+bfg = fx, òî-åñòü b = (1−k)fx/fg.
Ïàðàìåòð m ïðè ýòîì îñòàåòñÿ ñâîáîäíûì è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ äîïîëíèòåëü-
íîãî ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äî îäíîìåðíîé.

Ïðè fg = 0 ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå óñëîâèå k = 1 äëÿ òîæäåñòâåííîñòè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. Îñòàâøèåñÿ ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû τ, a, b,m ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè
ðåäóêöèþ ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé ïî íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ê
íóëüìåðíîìó, òî-åñòü îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì äèñêðåòíîãî (íà ñàìîì äåëå, êîíå÷íîãî)
ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ x, y, îïðåäåëÿåìûå ïàðàìåòðàìè a, b,m,
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîìáèíàöèþ òðàíñëÿöèè (ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà) è ãîìîòåòèè
(ðàñòÿæåíèÿ). Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ ðåäóêöèé ñåìåéñòâà êðèâûõ
ïîíèæåííîé ðàçìåðíîñòè áóäóò ïðåäñòàâëÿòü âñå âîçìîæíûå êðèâûå ñ òî÷íîñòüþ äî
ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (7), èçìåíÿþùèå êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû, ïîëåçíû äëÿ óìåíüøåíèÿ
ðàçìåðíîñòè ñîâîêóïíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì. Òàê, íàïðèìåð, âûáîð ïàðàìåò-
ðà k ïîçâîëÿåò ïðîïîðöèîíàëüíî óâåëè÷èòü èëè óìåíüøèòü âñå ñèëîâûå êîýôôèöèåí-
òû, íå èçìåíÿÿ ïåðåìåííûõ x, y. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âèä êðèâûõ x(s), y(s), îòîáðàæà-
þùèõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó òðîñà çàâèñèò ïî ñóùåñòâó íå îò ïÿòè êîýôôèöèåíòîâ
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(fg, fa, fe, fx, fy), à îò ÷åòûðåõ èõ îòíîøåíèé. Ìû ýòèì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåé-
øåì, âûáèðàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè çíà÷åíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ, êàê òî÷êó íà åäè-
íè÷íîé ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðå

fg
2 + fa

2 + fe
2 + fx

2 + fy
2 = 1. (2.8)

Äàëåå, åñëè ïðè fg 6= 0 ïîëîæèòü b = fx/fg, òî f
′
x = 0. Ïîýòîìó ñèñòåìû ñ fx 6= 0

ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôîðìû òðîñà ïîëó÷àþòñÿ
èç ôîðì ïðè fx = 0 íåêîòîðûì ñäâèãîì ïî îñè x. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðè fg 6= 0 åùå
íà åäèíèöó óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì è äîâåñòè åå
äî òðåõ. Ïîñêîëüêó ïðè fg = 0 ýòî ìíîæåñòâî ñ ó÷åòîì (8) óæå òðåõìåðíî, òî ïîëíûé
îáçîð âñåãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ôîðì ðàâíîâåñèÿ òðîñà ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ äâóõ
ñèñòåì âèäà (5) ñ òðåõìåðíûì ìíîæåñòâîì êîýôôèöèåíòîâ êàæäàÿ:

A : fx = 0, fg
2 + fa

2 + fe
2 + fy

2 = 1,
B : fg = 0, fa

2 + fe
2 + fx

2 + fy
2 = 1.

(2.8′)

Êðîìå ñèììåòðèé, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äèñ-
êðåòíûå ñèììåòðèè, òî-åñòü äèñêðåòíûå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ âèä
óðàâíåíèé. Äëÿ äàííîé ñèñòåìû (5) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âåëè÷èíû fg è fa ïî ôèçè÷åñêîìó
ñìûñëó íåîòðèöàòåëüíû, ìîæíî óêàçàòü îäíî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå

x = −x′, p = −p′, fe = −f ′e, fx = −f ′x, (2.9)

âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû íå ìåíÿþòñÿ. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî
ó ñèñòåì, îòëè÷àþùèõñÿ çíàêàìè ïàðàìåòðîâ fe, fx, ôîðìû òðîñà îòëè÷àþòñÿ ñèììåò-
ðèåé îòíîñèòåëüíî îñè x. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü áåç ïîòåðè îáùíîñòè
òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ fe.

Èòàê, ñ òî÷êè çðåíèÿ àíàëèçà âîçìîæíûõ ôîðì ðàâíîâåñèÿ òðîñà çíà÷èòåëüíî ðàçëè-
÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ãðàâèòàöèîííî-ãðàäèåíòíûå ñèëû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè äëÿ
çàäà÷è è êîãäà èõ äåéñòâèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Âòîðîé ñëó÷àé, âîîáùå ãîâîðÿ, çàìåòíî
ïðîùå, íî â ïåðâîì ìîæíî íå ó÷èòûâàòü êîìïîíåíòó èíåðöèîííîé ñèëû ïî îñè x, òàê
êàê åå ó÷åò íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ ôîðì òðîñà.
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3. Ïåðâûå èíòåãðàëû. Îáçîð èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ.
Èçó÷åíèå ñèììåòðèé çàäà÷è ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü îáçîð âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé äà-

æå â ñëó÷àå ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ è óïðîñòèòü èõ êà÷åñòâåííûé àíàëèç. Íî âñå
æå àíàëèòè÷åñêàÿ èíòåãðèðóåìîñòü îòêðûâàåò ãîðàçäî áîëüøèå âîçìîæíîñòè, êàê äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ñàìîé ñèñòåìû, òàê è äëÿ àíàëèçà âîçìîæíûõ âîçìóùåíèé.

Ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé îñíîâûâàåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèè ó íåå îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ îáùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé n−îãî ïîðÿäêà
íåîáõîäèìî èìåòü n íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñîäåðæàò
íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ. Åñëè ñèñòåìà àâòîíîìíà, òî îíà ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâà-
íà ïðè íàëè÷èè n−1 èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò ôàçîâûõ (íî íå îò íåçàâèñèìîé)
ïåðåìåííûõ. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (ïîðÿäêà 2n) èíòåãðèðóåòñÿ
ïðè íàëè÷èè n íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ â èíâîëþöèè. Çäåñü ìû ïðîàíàëèçèðóåì ñ ýòîé
òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòü ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ (2.5) â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
÷àñòü ñèëîâûõ ôàêòîðîâ îòñóòñòâóåò, òî-åñòü íåêîòîðûå èç ïàðàìåòðîâ fg, fa, fe, fx, fy
ðàâíû íóëþ. Ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè óêàçàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðåäóêöèè ìîæíî
íàéòè 23 òàêèõ ñëó÷àÿ. Íèæå ïåðå÷èñëåíû ýòè ñëó÷àè è íàéäåííûå äëÿ íèõ ïåðâûå
èíòåãðàëû. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòè èíòåãðàëû ëèíåéíî çàâèñÿò îò ñèëû íàòÿæåíèÿ
P èëè åå êîìïîíåíò p, q. Äëÿ êàæäîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ âûïèñàíû ïàðàìåò-
ðû ñèñòåìû, êîòîðûå ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ, â ñêîáêàõ óêàçàíû íå îáðàùàþùèåñÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, â íóëü ïàðàìåòðû.

1) Îáùèé ñëó÷àé; (fg, fa, fe, fy). Â îáùåì ñëó÷àå â óðàâíåíèÿõ âûäåëÿåòñÿ íåçàâèñè-
ìàÿ ïîäñèñòåìà òðåòüåãî ïîðÿäêà, êóäà íå âõîäèò óðàâíåíèå äëÿ y. Äëÿ âîçìîæíîñòè
èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîé ñèñòåìû íóæíî íàéòè äâà èíòåãðàëà, íå âêëþ÷àþùèõ íåçàâèñè-
ìóþ ïåðåìåííóþ è y èëè òðè èíòåãðàëà, ñîäåðæàùèå s, íî íå y. Îäíàêî, èç (2.5) óäàåòñÿ
íàéòè òîëüêî îäèí èíòåãðàë

q − σfax− fex− fys = c1, (3.1)

ãäå c1 - êîíñòàíòà èíòåãðàëà. Òàê êàê σ ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî ýòî ñîîòíîøåíèå âû-
ïîëíÿåòñÿ òîëüêî ëîêàëüíî, ïîêà ñîõðàíÿåòñÿ çíàê êîñèíóñà α. Ïðè ïåðåìåíå çíàêà
êîíñòàíòà â (1) ìîæåò èçìåíèòüñÿ. Ýòî çàìå÷àíèå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü è â äàëüíåéøåì.
Åäèíñòâåííûé èíòåãðàë (1) íå äàåò âîçìîæíîñòè ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó â îáùåì
ñëó÷àå.

2) fg = 0; (fa, fe, fx, fy). Ýòîò ñëó÷àé íåñêîëüêî âûäåëÿåòñÿ ñðåäè îñòàëüíûõ è ñ ôè-
çè÷åñêîé è ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìû íå èìååì
âîçìîæíîñòè óïðàâëÿòü ãðàâèòàöèîííûìè ñèëàìè, ïîýòîìó îòñóòñòâèå â óðàâíåíèÿõ
ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷ëåíà îçíà÷àåò, ÷òî ýòè ñèëû ïðåíåáðåæèìî ìàëû, ÷òî èìååò, íà-
ïðèìåð, ìåñòî â èäåàëèçàöèè íåâåñîìîãî òðîñà. Îäíàêî, ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðîâåäåíèå
òàêîé èäåàëèçàöèè îçíà÷àëî áû îäíîâðåìåííîå îòñóòñòâèå è èíåðöèîííûõ ñèë. Åñëè
ïîñëåäíåå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, òî ýòî ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî âåëè÷èíà óñêîðåíèé öåíòðà
ìàññ ax, ay çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò óñêîðåíèÿ, âûçûâàåìûå ãðàäèåíòîì ãðàâèòàöèîííî-
ãî ïîëÿ. Äàííûé ñëó÷àé è ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ýòîò ñëó÷àé âûäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî çäåñü íåëüçÿ ñäâè-
ãîì âäîëü îñè x óíè÷òîæèòü ïàðàìåòð fx, ïîýòîìó â îòëè÷èå îò äðóãèõ ñëó÷àåâ îí
ïðèñóòñòâóåò â ñïèñêå ðàññìàòðèâàåìûõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ. Äðóãàÿ îñîáåííîñòü ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî ïðè fg = 0 èç ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé èñêëþ÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü îò x
è â ñèñòåìå (2.5) îòäåëÿþòñÿ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìû ïåðâûå äâà óðàâíå-
íèÿ. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîé ïîäñèñòåìû äîñòàòî÷íî íàéòè òîëüêî îäíî èíòåãðàëüíîå
ñîîòíîøåíèå ìåæäó p è q èëè äâà òàêèõ ñîîòíîøåíèÿ, åñëè îíè âêëþ÷àþò åùå è s.

Äåéñòâèòåëüíî, åùå îäèí èíòåãðàë â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ

p+ fey − fxs = c2, (3.2)



11

íî îí çàâèñèò êàê îò y, òàê è îò s, è äàæå âìåñòå ñ (1) íå îáåñïå÷èâàåò èíòåãðèðóåìîñòè
ñèñòåìû ïðè ðàññìàòðèâàåìîì â ýòîì ïóíêòå íàáîðå ñèë.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè åùå îäíî èíòåãðèðóåìîå ñîîòíîøå-
íèå. Äëÿ ýòîãî íóæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ âèäà (1.3) äëÿ ïåðåìåííûõ P è α. Èñêîìûé
èíòåãðàë ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâà

dP

P
=

σfa sinα cosα + fx cosα + fy sinα

fe + σfa cos2 α− fx sinα + fy cosα
dα. (3.3)

Ïîñëå åãî âû÷èñëåíèÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòóðàì, õîòÿ ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ ïîëó-
÷èòü íåïðîñòî.

3) fa = 0; (fg, fe, fy). Çäåñü íåòðóäíî íàéòè íîâûé èíòåãðàë

P +
1

2
fgx

2 − fyy = c3. (3.4)

Âñå æå èíòåãðàëîâ (1) è (4) íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû äî êîíöà ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó.
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4) fe = 0; (fg, fa, fy).
5) fy = 0; (fg, fa, fe). Â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ íîâûõ èíòåãðàëîâ íå âèäíî, èíòåãðàë (1)

íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ, íî ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó íå óäàåòñÿ.
6) fg = 0, fa = 0; (fe, fx, fy). Â ýòîì ñëó÷àå èìåþòñÿ âñå ïîëó÷åííûå äî ñèõ ïîð

èíòåãðàëû (1) � (4), ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå äî êîíöà.
7) fg = 0, fe = 0; (fa, fx, fy). Èìåþòñÿ èíòåãðàëû (1), (2), (3). Ìîæíî çàïèñàòü ðåøå-

íèå â êâàäðàòóðàõ, íî ôàêòè÷åñêè âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå òðóäíî.
8) fg = 0, fx = 0; (fa, fe, fy).
9) fg = 0, fy = 0; (fa, fe, fx). Ýòè äâà ñëó÷àÿ â îáëàñòè, ãäå ñîõðàíÿåòñÿ çíàê cosα,

ïðèâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó çàìåíîé p −→ q, q −→ p. Åñòü èíòåãðàëû (1), (2), (3). Ðåøåíèå
äîâîäèòñÿ äî êâàäðàòóð.

10) fa = 0, fe = 0; (fg, fy). Èìåþòñÿ äâà èíòåãðàëà (1) è (4), óðàâíåíèÿ (2.5) âûãëÿäÿò
î÷åíü ïðîñòî, íî äîâåñòè ðåøåíèå äî êâàäðàòóð íå óäàåòñÿ.

11) fa = 0, fy = 0; (fg, fe). Èíòåãðàëû (1) è (4) íå ñîäåðæàò íè y, íè s. Ôîðìà òðîñà
âûðàæàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé êâàäðàòóðîé.

12) fe = 0, fy = 0; (fg, fa). Èìååòñÿ òîëüêî îäèí ïåðâûé èíòåãðàë (1) è, õîòÿ îí íå
ñîäåðæèò y è s, ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ íå óäàåòñÿ.

13) fg = 0, fa = 0, fe = 0; (fx, fy). Çäåñü èìåþòñÿ âñå íàéäåííûå èíòåãðàëû (1) � (4) è
çàäà÷à èíòåãðèðóåòñÿ.

14) fg = 0, fa = 0, fx = 0; (fe, fy). Èíòåãðàëû (1) � (4). Èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àé.
15) fg = 0, fa = 0, fy = 0; (fe, fx). Èíòåãðàëû (1) � (4). Èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àé.
16) fg = 0, fe = 0, fx = 0; (fa, fy). Çäåñü òîëüêî òðè èíòåãðàëà (1) � (3), íî (2) èìååò

î÷åíü ïðîñòîé âèä è óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóþòñÿ.
17) fg = 0, fe = 0, fy = 0; (fa, fx). Â îòëè÷èå îò 16) òå æå òðè èíòåãðàëà ïðèâîäÿò ê

ñëîæíûì êâàäðàòóðàì.
18) fg = 0, fx = 0, fy = 0; (fa, fe). Çäåñü êðîìå òðåõ èçâåñòíûõ èíòåãðàëîâ (1) � (3)

èìååòñÿ åùå îäèí
(σfa + fe)p

2 + feq
2 = c4,

êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè ïîëíîå ðåøåíèå áåç äàëüíåéøèõ êâàäðàòóð.
19) fa = 0, fe = 0, fy = 0; (fg).
20) fg = 0, fa = 0, fe = 0, fx = 0; (fy).
21) fg = 0, fa = 0, fe = 0, fy = 0; (fx).
22) fg = 0, fa = 0, fx = 0, fy = 0; (fe).
23) fg = 0, fe = 0, fx = 0, fy = 0; (fa).
Â ïîñëåäíèõ ïÿòè ñëó÷àÿõ îò íóëÿ îòëè÷íà òîëüêî îäíà èç ñîñòàâëÿþùèõ âíåøíåé

ñèëû. Ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûå ñëó÷àè èíòåãðèðóåìûõ âà-
ðèàíòîâ 11), 15) è 16), ïîýòîìó çäåñü èìååòñÿ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî èíòåãðàëîâ è óðàâíåíèÿ
èíòåãðèðóþòñÿ.

4. Ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Èññëåäîâàíèå ðàâíîâåñíûõ ôîðì.
Ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â 17 èç ïåðå÷èñëåí-

íûõ 23 ñëó÷àåâ óðàâíåíèÿ èìåþò äîñòàòî÷íîå äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè ÷èñëî ïåðâûõ èí-
òåãðàëîâ. Íî çàâåðøåíèå èíòåãðèðîâàíèÿ è ïîëó÷åíèå ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ ðàâíîâåñíûõ
ôîðì òðîñà òðåáóåò â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ ðàçíûõ óñèëèé è íå âñåãäà ïðîñòî. Ðàññìîò-
ðèì äëÿ ýòîãî îòäåëüíûå ñëó÷àè, íà÷èíàÿ ñ áîëåå ïðîñòûõ.

Íàèáîëåå ïðîñòûìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî îäíà èç ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ñèë. Âñå ýòè ñëó÷àè èíòåãðèðóåìûå.

Ñëó÷àé 19), fg 6= 0.
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Äâà íå çàâèñÿùèõ îò y è s èíòåãðàëà âèäà (3.1) è (3.4)

q = q0 = P0 sinα0, P +
1

2
fgx

2 = P0,

ãäå P0 è α0 çíà÷åíèÿ P è α ïðè x = 0, ïîçâîëÿþò íàéòè ôîðìó òðîñà èç óðàâíåíèÿ

dx

dy
=
p

q
=

1

P0 sinα0

√(
P0 −

1

2
fgx2

)2

− P 2
0 sin2 α0.

Ïîëó÷àþùèåñÿ ôîðìû òðîñà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ è ñäâè-
ãîâ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì êðèâûõ � ãðàôèêîâ ýëëèïòè÷åñêîãî ñèíóñà

x′ = x′max sn

√x′max
2 + 2 y′,

√√√√ x′max
2

x′max
2 + 2

 . (4.1)

Ïàðàìåòð x′max ýòîãî ñåìåéñòâà îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó è äëèíó âîëíû ýòîé ïåðèîäè÷å-
ñêîé êðèâîé. Êîîðäèíàòû x, y âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðèâåäåííûå âåëè÷èíû x′, y′ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

x = x′
√
a| sinα0|, y = y′

√
a| sinα0|, a = 2P0/fg > 0.

Óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êðèâîé ïðè x = 0 ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðîì x′max

sinα0 = ± 1

1 + x′max
2

è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ äðóãîé ïàðàìåòðèçàöèè ñåìåéñòâà êðèâûõ
(1).

Ðèñ. 1. Ôîðìû òðîñà ïðè fg 6= 0.

Ïðÿìîëèíåéíàÿ ôîðìà x = 0 ïîëó÷àåòñÿ ïðè α0 = ±π/2. Îñîáûé ñëó÷àé èìååì ïðè
α0 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå q0 = 0, òðîñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæåííóþ âäîëü âåðòèêàëè (îñè
x) íèòü, îòäåëüíûå ó÷àñòêè êîòîðîé èäóò x = −

√
a äî x =

√
a è îáðàòíî.
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Ïðèâåäåííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû Â.Â.Áåëåöêèì è Å.Ì. Ëåâèíûì â 1980 ãîäó
[6] è ïîäðîáíî îïèñàíû â [1].

Îòìåòèì åùå, ÷òî ýòîò ñëó÷àé, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàçäåëà 2, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâå-
íûì, ãäå ôîðìû òðîñà îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî.

Ñëó÷àé 23), fa 6= 0.
Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò íåâåñîìîé íèòè äîñòàòî÷íîé òîëùèíû, ÷òîáû èñïûòû-

âàòü çàìåòíîå ñîïðîòèâëåíèå àòìîñôåðû. Ýòî åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, â êîòîðîì óäàåòñÿ
íàéòè ðàâíîâåñíóþ ôîðìó òðîñà ïðè ó÷åòå íåîäíîðîäíîñòè àòìîñôåðû, êîãäà fa çàâè-
ñèò îò x, ïîýòîìó â äàííîì ïóíêòå ìû áóäåì ó÷èòûâàòü ýòó çàâèñèìîñòü. Èíòåãðàë
(3.1) ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ, íî èìååò âèä:

q − σg(x) = q0, ãäå g(x) =

x∫
0

fa(ξ) dξ. (3.1′)

Âìåñòå ñ èíòåãðàëîì (3.2) p = P cosα = p0 ýòî äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè ôîðìó òðîñà â
âèäå ïðîñòîé êâàäðàòóðû

p0(y − y0) = q0x+ σ

x∫
0

g(ξ) dξ. (4.2)

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ p ñëåäóåò, ÷òî ïðè p0 6= 0 cosα íå ìåíÿåò çíàêà,
ïîýòîìó σ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé è ìîæåò áûòü âûíåñåíà èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà â (2). Â
÷àñòíîñòè, äëÿ îäíîðîäíîé àòìîñôåðû (fa = const) óðàâíåíèå (2) îïðåäåëÿåò îáû÷íóþ
êâàäðàòè÷íóþ ïàðàáîëó. Åñëè p0 = 0, òî ëèáî P = 0, ëèáî cosα = 0, ïðè÷åì â êàæäîé
òî÷êå òðîñà

Ðèñ. 2. Ôîðìû òðîñà ïðè fa 6= 0.
1 - îäíîðîäíàÿ àòìîñôåðà;
2 - ýêñïîíåíöèàëüíàÿ àòìîñôåðà.

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ðàâåíñòâ (íå îáÿçàòåëüíî îäíî è òî æå äëÿ
âñåõ òî÷åê òðîñà). Òðîñ ïðè ýòîì ðàñïîëàãàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî (x = x0); åñëè P ≡ 0,
òî îí ìîæåò ñîñòîÿòü èç êàê óãîäíî ñëîæåííûõ ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííûé ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê ïðÿìîé.

Ýòîò ñëó÷àé ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëñÿ â [3] (ñì. òàêæå [2]).

Ñëó÷àé 22), fe 6= 0.
Ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì. Òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà, ïîëó÷àþùèõñÿ èç

(3.1), (3.2), (3.4)
q − fex = q0, p+ fey = p0, P = P0,
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ïîçâîëÿþò íàéòè ôîðìó òðîñà áåç äàëüíåéøèõ êâàäðàòóð:(
x+

q0
fe

)2

+

(
y − p0

fe

)2

=
P 2
0

f 2
e

. (4.3)

Ôîðìà òðîñà � îêðóæíîñòü. Ýòîò äîâîëüíî î÷åâèäíûé ðåçóëüòàò èçâåñòåí, ïî-âèäèìîìó,
äàâíî. Â ÿâíîì âèäå îí ïðèâåäåí â [1] è ïîäðîáíî èññëåäîâàí ñ ó÷åòîì íàëè÷èÿ êîíå÷-
íûõ ìàññ â [4].

Ñëó÷àé 21), fx 6= 0.
Èíåðöèîííàÿ ñèëà ýêâèâàëåíòíà îäíîðîäíîìó ïîëþ òÿæåñòè. Ôîðìà ðàâíîâåñèÿ ãèá-

êîé íèòè â òàêîì ïîëå áûëà íàéäåíà åùå ßêîáîì Áåðíóëëè è èçâåñòíà, êàê öåïíàÿ
ëèíèÿ.

Çäåñü èìååì èíòåãðàëû (3.1), (3.2) è (3.4):

q = q0, p− fxs = p0, P − fxx = P0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå(
x+

P0

fx

)2

−
(
s+

p0
fx

)2

=
q20
f 2
x

,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

dx

dy
=
p

q
=
p0 + fxs

q0

÷åðåç x è ïðîèíòåãðèðîâàòü ýòî óðàâíåíèå. Â ðåçóëüòàòå èìååì óðàâíåíèå öåïíîé ëèíèè
(ãðàôèêà ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà)

x′ = ch y′, (4.4)

ãäå

x′ =
fx
q0

(
x+

P0

fx

)
, y′ =

fx
q0

(y − y0) q0 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, âûäåëÿåìàÿ çíà÷åíèÿìè êîíñòàíò P0, q0 6=
0, y0, ïîëó÷àåòñÿ èç åäèíñòâåííîé êðèâîé (4) òðàíñëÿöèÿìè è èçìåíåíèåì ìàñøòàáà.
Ïðè q0 = 0 öåïíàÿ ëèíèÿ âûðîæäàåòñÿ â äâàæäû ñëîæåííóþ ïðÿìóþ

y = y0, x ≥ −P0

fx
.

Ñëó÷àé 20), fy 6= 0.
Ýòîò ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî òîëüêî òåì, ÷òî èíåðöèîííàÿ ñèëà äåéñòâóåò

â íàïðàâëåíèè îñè y, à íå x, è ïðèâîäèòñÿ ê ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóþùèì ïîâîðîòîì
îñåé. Â ðåçóëüòàòå èìååì óðàâíåíèå ôîðìû òðîñà â ïðèâåäåííûõ êîîðäèíàòàõ

y′ = ch x′, (4.5)

Âñå äðóãèå ôîðìû ïîëó÷àþòñÿ èç (5) òðàíñëÿöèåé è ãîìîòåòèåé. Àíàëîãè÷íî 21) ïðè
p0 = 0 ïîëó÷àåì âûðîæäåííóþ ôîðìó � ñëîæåííûé âäâîå âäîëü ïðÿìîé x = x0 òðîñ.
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Ðèñ. 3. Ôîðìû òðîñà ïðè fx 6= 0. Ðèñ. 4. Ôîðìû òðîñà ïðè fx 6= 0,
fy 6= 0.

Èç ñëó÷àåâ, êîãäà îòëè÷íû îò íóëÿ äâà ñèëîâûõ ôàêòîðà, ðàññìîòðèì äàëåå òîëüêî
áîëåå ïðîñòûå, êîãäà fg = 0. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé âûáðàííîé ïàðû êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèé (2.5) èìååòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî (ñ òî÷íîñòüþ äî òðàíñëÿöèé è ðàñòÿ-
æåíèé) ðàçëè÷íûõ ôîðì òðîñà.

Ñëó÷àé 13), fx 6= 0, fy 6= 0.
Çäåñü èíåðöèîííàÿ ñèëà èìååò êîìïîíåíòû, êàê ïî îñè x, òàê è ïî îñè y, à òàê êàê

äðóãèõ äåéñòâóþùèõ ñèë íåò, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííûì âûøå ñëó÷àÿì 20), 21)
ñ èçìåíåííûì íàïðàâëåíèåì äåéñòâèÿ ñèëû èíåðöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

fx = f cosϕ0, fy = f sinϕ0.

Òîãäà çàìåíà ïåðåìåííûõ

x cosϕ0 + y sinϕ0 −→ x, −x sinϕ0 + y cosϕ0 −→ y,
p cosϕ0 + q sinϕ0 −→ p, −p sinϕ0 + q cosϕ0 −→ q, f −→ fx

ïðèâîäèò ýòîò ñëó÷àé ê ñëó÷àþ 21). Ñâÿçü ìåæäó x è y â ïðèâåäåííûõ êîîðäèíàòàõ
x′, y′ èìååò âèä

x′ cosϕ0 + y′ sinϕ0 = ch(−x′ sinϕ0 + y′ cosϕ0). (4.6)

Ôîðìà òðîñà � öåïíàÿ ëèíèÿ, îñü êîòîðîé íàêëîíåíà ê âåðòèêàëè íà óãîë ϕ0. Â âû-
ðîæäåííîì ñëó÷àå òðîñ ñëîæåí âäâîå âäîëü ïîëóïðÿìîé ñ òåì æå óãëîì íàêëîíà.

Ñëó÷àé 14), fe 6= 0, fy 6= 0.
Çäåñü èìååì òðè èíòåãðàëà (3.1), (3.2), (3.4):

q − fex− fys = q0, p+ fey = p0, P − fyy = P0.

Ïåðâûé èíòåãðàë ñîäåðæèò s è ïîýòîìó ìàëî ïîëåçåí â äàííîì ñëó÷àå. Èñêëþ÷àÿ y èç
äâóõ ïîñëåäíèõ, íàõîäèì:

Pf + p = c, ãäå f = fe
fy
,

èëè P (f + cosα) = c,
c = P0f + p0� êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Èñïîëüçóÿ åùå ñîîòíîøåíèå ìåæäó P è y èç òðåòüåãî èíòåãðàëà, íàõîäèì

fy
dx

dP
=

c− fP√
P 2 − (c− fP )2

. (4.7)

Ýòî óðàâíåíèå ñîâìåñòíî ñ òðåòüèì èç ïðèâåäåííûõ âûøå èíòåãðàëîâ îïðåäåëÿåò ôîð-
ìó òðîñà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå (ïàðàìåòð P ).
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Ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

À). |f | > 1.
Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ P , à òàêæå y, èçìåíÿÿþòñÿ â îãðàíè÷åííûõ ïðåäåëàõ

|c|
|f |+ 1

≤ P ≤ |c|
|f | − 1

, ymax − ymin =
2|c|

|fy|(f 2 − 1)
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÿâíîãî âèäà êðèâîé ââåäåì âìåñòî P íîâûé ïàðàìåòð ϕ:

P =
c(f + sinϕ)

f 2 − 1

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êðèâîé öèêëîèäàëüíîãî òèïà

x′ =
f cosϕ− ϕ√

f 2 − 1
, y′ = sinϕ. (4.8)

Ïðè âîçâðàùåíèè ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì x è y êîîðäèíàòû x′ è y′ óìíîæàþòñÿ íà
c/(fy(f

2 − 1)).

B). |f | < 1.
Â äàííîì ñëó÷àå âåëè÷èíû P è y îãðàíè÷åíû òîëüêî ñ îäíîé ñòîðîíû:

ïðè c > 0 P >
c

1 + f
, ïðè c < 0 P >

|c|
1− f

è äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè ôîðìû òðîñà ïàðàìåòð ϕ ââîäèòñÿ ôîðìóëîé

P =
|c|(chϕ∓ f)

1− f 2

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë, íàõîäèì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ èñêîìûõ
êðèâûõ â ïðèâåäåííûõ êîîðäèíàòàõ:

x′ =
ϕ∓ f shϕ√

1− f 2
, y′ = ± chϕ. (4.8′)

Â ôîðìóëàõ (8') âåðõíèé çíàê âûáèðàåòñÿ ïðè c > 0, íèæíèé � ïðè c < 0. Êîýôôèöèåíò
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïðè ïåðåõîäå ê ïåðåìåííûûì x, y ðàâåí c/(fy(1− f 2)).
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Ðèñ. 5. Ôîðìû òðîñà ïðè fe 6= 0, fy 6= 0.
1. |fe| > |fy|; 2. |fe| < |fy|; 3. |fe| = |fy|.

Åñëè c = 0, òî èìååì

cosα = −f, sinα = ±
√

1− f 2.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ P > 0 òðîñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîìàíóþ ëèíèþ

y − y0 =

√
1− f 2

f
|x− x0| sign fe. (4.8′′)

Òàêèì îáðàçîì ïðè |f | < 1 äëÿ êàæäîãî f â çàâèñèìîñòè îò çíàêà c èìåþòñÿ òðè
íåãîìîòåòè÷íûå ðàâíîâåñíûå ôîðìû òðîñà, âûðàæàåìûå ôîðìóëàìè (8′, 8′′). Çàìåòèì,
÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ êðèâûõ (8′, 8′′) âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ (c > 0, c < 0, c =
0) ñîâïàäàþò.

Ñëó÷àé 15), fe 6= 0, fx 6= 0.
Ýòîò ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî íàïðàâëåíèåì äåéñòâèÿ èíåðöèîííîé ñèëû.

Íî òàê êàê òîêîâàÿ ñèëà íå èìååò âûäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ â îðáèòàëüíûõ îñÿõ, òî îí
ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ 14). Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíà ïåðåìåííûõ ïî ñõåìå

x −→ y, y −→ −x, α −→ α− π

2
, p −→ q, q −→ −p, fy −→ −fx

ïðèâîäèò óðàâíåíèÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ê ñëó÷àþ 14). Óðàâíåíèÿ êðèâûõ ïîëó÷àþòñÿ èç
(8, 8′, 8′′) ýòîé æå çàìåíîé ïåðåìåííûõ.

Ñëó÷àé 18), fa 6= 0, fe 6= 0.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ýòîò ñëó÷àé, êàê áîëåå ïðîñòîé èç òåõ, â êîòîðûõ fa 6= 0. Çäåñü,

íàðÿäó ñ èíòåãðàëàìè (3.1), (3.2), êîòîðûå íå ñîäåðæàò s â äàííîì ñëó÷àå, ñóùåñòâóåò
åùå îäèí êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë:

q − (σfa + fe)x = c1, p+ fey = c2, (fe + σfa)p
2 + feq

2 = c3.
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Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü ýòîò ñëó÷àé áåç äàëüíåéøèõ êâàäðàòóð.
Èñêëþ÷àÿ èç òðåòüåãî èíòåãðàëà p è q ñ ïîìîùüþ äâóõ ïåðâûõ, ââîäÿ ïàðàìåòð

f = fa/fe è ïåðåõîäÿ ê ïðèâåäåííûì ïåðåìåííûì x′ = fex, y
′ = fey, çàïèøåì ýòè

èíòåãðàëû â âèäå:

q = (1 + σf)(x′ − x′c), p = y′c − y, (1 + σf)(x′ − x′c)2 + (y′ − y′c)2 = C. (4.9)

Çäåñü x′c, y
′
c, C � íîâûå êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé (9) ñðàçó îïðåäåëÿåò ôîðìó ðàâíîâåñèÿ, êàê êðèâóþ âòîðîãî
ïîðÿäêà � ýëëèïñ èëè ãèïåðáîëó â çàâèñèìîñòè îò çíàêà (1 + σf), ñ öåíòðîì â òî÷êå
(x′c, y

′
c)

1.
Íà ñàìîì äåëå, îäíàêî, òàêèå ïðîñòûå ôîðìû èìåþò ìåñòî, âîîáùå ãîâîðÿ, òîëüêî

ëîêàëüíî, íà îòäåëüíûõ äóãàõ êðèâûõ. Äåëî â òîì, ÷òî âåëè÷èíà σ = | cosα| ñîõðàíÿåò
ñâîå çíà÷åíèå òîëüêî, ïîêà α � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êðèâîé � íå ïåðåõîäèò
÷åðåç çíà÷åíèÿ ±π/2. Åñëè æå òàêîé ïåðåõîä ïðîèçîøåë, òî σ ñêà÷êîì èçìåíÿåò çíàê.
Â ðåçóëüòàòå â öåëîì ôîðìû ðàâíîâåñèÿ òðîñà â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàþòñÿ áîëåå ðàç-
íîîáðàçíûìè è íà ïåðâûé âçãëÿä âîâñå íåïîõîæèìè íà êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ.

1Àâòîð áëàãîäàðåí Ñ.Þ.×åáóêîâó, êîòîðûé óêàçàë åìó íà ýòî ñâîéñòâî â 1994 ãîäó.



20

Ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ ñëåäóþùèå âàðèàíòû.

A). |f | > 1.
Â ýòîì âàðèàíòå ïðè îäíîì çíàêå σ ïîëó÷àåì äóãó ýëëèïñà, ïðè äðóãîì � ãèïåðáîëû.
Ïóñòü â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå (σf < −1) êîíñòàíòà C > 0. Òîãäà äåéñòâèòåëü-

íàÿ îñü ãèïåðáîëû ñîâïàäàåò ñ îñüþ y′, êðèâàÿ íå ñîäåðæèò òî÷åê, ãäå y′ − y′c = 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó âòîðîãî èíòåãðàëà (9) íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü p = P cosα,
ïîýòîìó cosα ñîõðàíÿåò çíàê, σ íå ìåíÿåòñÿ è êðèâàÿ ðàâíîâåñèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
öåëóþ âåòâü ãèïåðáîëû, íà êîòîðîé σ(y′ − y′c) < 0.

Åñëè C < 0, òî ïîëó÷àåì âåòâü ãèïåðáîëû, äåéñòâèòåëüíàÿ îñü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ
îñüþ x′. Ïðè ýòîì âûáðàííîìó çíà÷åíèþ σ îòâå÷àåò òîëüêî ïîëîâèíà ýòîé âåòâè, ãäå
σ(y′− y′c) ≤ 0. Â âåðøèíå ãèïåðáîëû y′− y′c = 0 çíàê σ ìåíÿåòñÿ (íà÷àëüíîå çíà÷åíèå σ
áóäåì îáîçíà÷àòü σ0, à íîâîå σ1 = −σ0) è ïðè σ0(y′− y′c) > 0 êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïîëîâèíó ýëëèïñà, ìàëàÿ ïîëóîñü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îñüþ x′. Â êîíå÷íîé òî÷êè ýòîé
äóãè ýëëèïñà ïðîèñõîäèò åùå îäíà ïåðåìåíà çíàêà σ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé êðèâàÿ ïî
äóãå ãèïåðáîëû, ñèììåòðè÷íîé èñõîäíîé îòíîñèòåëüíî îñè y′, óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü.
Â öåëîì ôîðìà ðàâíîâåñèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ êðèâîé ñ îäíîé òî÷êîé
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è óõîäÿùèìè â áåñêîíå÷íîñòü âåòâÿìè ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè íàïðàâëå-

íèÿìè tgαa = ±
√
|f | − 1.

Ñëó÷àé C = 0 ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì. Ðàâíîâåñíîé ôîðìîé ÿâëÿåòñÿ ëîìàíàÿ

y′ − y′c = −σ
√
|f | − 1 |x′ − x′c|.

B). |f | < 1.
Çäåñü ïðè ëþáîì çíàêå σ òðåòèé èíòåãðàë â (9) îïðåäåëÿåò ýëëèïñ. Âäîëü äóãè ýë-

ëèïñà óãîë α èçìåíÿåòñÿ ìîíîòîííî è íåèçáåæíî ïðîõîäèò çíà÷åíèÿ ±π/2, ãäå çíàê σ
ìåíÿåòñÿ è íà÷èíàåòñÿ äóãà äðóãîãî ýëëèïñà, êîòîðàÿ çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå, ïðîòèâî-
ïîëîæíîé íà÷àëó, êîãäà ïðîèñõîäèò íîâàÿ ñìåíà çíàêà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ êðèâàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëóýëëèïñîâ, ñîïðÿãàþùèõñÿ â òî÷êàõ, ãäå èõ
îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ ãîðèçîíòàëüíà, òî-åñòü cosα = 0, à ñëåäîâàòåëüíî, è p = 0.

Íàçîâåì äóãó ýëëèïñà, ñîîòâåòñòâóþùåãî σ = 1, ïîëîæèòåëüíîé äóãîé, à äóãó ïðè
σ = −1 � îòðèöàòåëüíîé äóãîé. Çíà÷åíèÿ êîíñòàíò x′c, y

′
c, C íà ïîëîæèòåëüíîé äóãå

áóäåì ñíàáæàòü äîïîëíèòåëüíûì íèæíèì èíäåêñîì "+ à íà îòðèöàòåëüíîé äóãå � èí-
äåêñîì "−". Ðàññìîòðèì ïåðåõîä îò ïîëîæèòåëüíîé äóãè ê îòðèöàòåëüíîé. Ïóñòü â ýòîé
òî÷êå x′ = x′0, y

′ = y′0, q = q0. p â ýòîé òî÷êå ðàâíî íóëþ, è èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (9)
ñëåäóåò, ÷òî y′c+−y′0 = y′c−−y′0 = 0, òî-åñòü y′c+ = y′c− = y′0. Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòà y′

äëÿ öåíòðîâ ñîñåäíèõ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé äóã îäèíàêîâà, ñëåäîâàòåëüíî,
öåíòðû âñåõ ýëëèïñîâ, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ðàññìàòðèâàåìàÿ êðèâàÿ, ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè x′. Íà ýòîé æå ïðÿìîé ëåæàò òî÷êè ñîïðÿæåíèÿ ðàçëè÷íûõ
äóã. Äàëåå, èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (9) ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû x′ − x′c íà êîí-
öàõ îäíîé äóãè îòëè÷àþòñÿ çíàêîì, ïîýòîìó â ñèëó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (9) çíà÷åíèÿ q
â ïîñëåäîâàòåëüíûõ òî÷êàõ ñîïðÿæåíèÿ ñîâïàäàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, íî îòëè-
÷àþòñÿ çíàêàìè. Òîãäà èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé (9) çàêëþ÷àåì, ÷òî âåëè÷èíû
ïîëóîñåé âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ äóã îäèíàêîâû è ðàâíû

|q|
1− f

âäîëü îñè x′,
|q|√
1− f

âäîëü îñè y′.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ âñåõ îòðèöàòåëüíûõ äóã èìååì âåëè÷èíû ïîëóîñåé

|q|
1 + f

âäîëü îñè x′,
|q|√
1 + f

âäîëü îñè y′.

Êðèâàÿ â öåëîì èìååò âèä ñïèðàëè èëè óäëèíåííîé öèêëîèäû, âûòÿíóòîé âäîëü îñè x′.
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Ðèñ. 6. Ôîðìû òðîñà ïðè fa 6= 0, fe 6= 0.
1. |fa| < |fe|; 2. |fa| > |fe|; 3. |fa| = |fe|.

C). |f | = 1.
Â ýòîì ãðàíè÷íîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, êàê è â ïðåäûäóùèõ, êðèâóþ, ñîñòàâëåííóþ èç

äóã êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ. Äóãà ýòîãî ýëëèïñà, çà-
êàí÷èâàþùàÿñÿ â òî÷êàõ, ãäå cosα = 0, çàòåì ïðîäîëæàåòñÿ äâóìÿ ñèììåòðè÷íûìè
îòíîñèòåëüíî îñè y′ ïîëîâèíàìè ïàðàáîë, îáðàçóÿ â öåëîì êðèâóþ ñ îäíèì ñàìîïåðåñå-
÷åíèåì, íå èìåþùóþ àñèìïòîò â âèäå ïðÿìûõ.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè σ = −1, êîãäà àýðîäèíàìè÷åñêàÿ è ýëåêòðîìàãíèòíàÿ
ñèëà íàïðàâëåíû â ðàçíûå ñòîðîíû, ïîëó÷àåì ñëó÷àé ïîëíîé êîìïåíñàöèè àýðîäèíà-
ìè÷åñêîãî òîðìîæåíèÿ. Ïðè ýòîì

y = const, p = const, q = 0, (4.9′)

òî-åñòü òðîñ âûòÿíóò âäîëü ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ðàäèóñó-âåêòîðó.

Ñëó÷àé 16), fa 6= 0, fy 6= 0.
Î÷åíü ïðîñòîé âèä èìååò èíòåãðàë (3.2)

p = P cosα = p0.

Îòññþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî cosα ñîõðàíÿåò çíàê, ñëåäîâàòåëüíî σ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé
è ñîâïàäàåò ñî çíàêîì p0. Êðîìå òîãî P îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îò α, ÷òî äàåò
âîçìîæíîñòü çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ôîðìû òðîñà, èñïîëüçóÿ α êàê ïàðàìåòð:

dx
dα = p0

fy
1

cosα(σf cosα + 1)
dy
dα = p0

fy
sinα

cos2 α(σf cosα + 1)

(4.10)
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Çäåñü f = fa/fy. Õîòÿ óðàâíåíèÿ (10) èíòåãðèðóþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, íåîá-
õîäèìûå êà÷åñòâåííûå âûâîäû î ñâîéñòâàõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ìîæíî ñäåëàòü, íå
âûïèñûâàÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ âûðàæåíèé.

Âèäíî, âî-ïåðâûõ, ÷òî ïðè îäíèõ è òåõ æå ïàðàìåòðàõ çàäà÷è fa, fy âñå êðèâûå, ïî-
ëó÷àþùèåñÿ ïðè îäíîì è òîì æå âûáîðå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ α è ïðîèçâîëüíûõ êîí-
ñòàíòàõ èíòåãðèðîâàíèÿ p0, x0, y0, ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ñäâèãîì è ðàñòÿæåíèåì, òî-åñòü
ñ òî÷íîñòüþ äî ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ôîðì
òðîñà. Çàìåòèì äàëåå, ÷òî óðàâíåíèÿ (10) íå èçìåíÿþòñÿ, åñëè èçìåíèòü îäíîâðåìåííî
çíàêè ïåðåìåííûõ α è x. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñèììåòðè÷íû îò-
íîñèòåëüíî îñè y. Âèäíî òàêæå, ÷òî ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ ñëó÷àè f > −1 è f < −1.
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A). f < −1.
Â ýòîì ñëó÷àå çíàìåíàòåëè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (10) îáðàùàþòñÿ â íóëü òàêæå

âíóòðè èíòåðâàëà −π/2 < α < π/2 ïðè α = ±α∗, ãäå α∗ � ïðèíàäëåæàùèé èíòåð-
âàëó (0, π/2) êîðåíü óðàâíåíèÿ cosα = −1/f . Â ýòîì ñëó÷àå èìååì òðè ãëàäêèå äóãè
èíòåãðàëüíîé êðèâîé è, ñîîòâåòñòâåííî, òðè ðàçíûå ôîðìû òðîñà.

Ïðè −α∗ < α < α∗ èìååì ïîõîæóþ íà ãèïåðáîëó êðèâóþ ñ ýêñòðåìóìîì ïî îñè y è
àñèìïòîòè÷åñêèìè íàïðàâëåíèÿìè α = ±α∗.

Ïðè −π/2 < α < −α∗ êðèâàÿ ìîíîòîííà êàê ïî x, òàê è ïî y. Ïðèâåäåííàÿ ïåðåìåí-
íàÿ y′ = fyy/p0 ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ è èìååò àñèìïòîòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ −π/2 è
−α∗. Ïðè α∗ < α < π/2 ïîëó÷àåì ñèììåòðè÷íóþ âåòâü êðèâîé.

Îñîáûìè ôîðìàìè â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ñëîæåííàÿ âäâîå ãîðèçîíòàëüíàÿ ôîðìà
òðîñà (α = ±π/2) è äâå ïðÿìîëèíåéíûå íàêëîííûå ôîðìû (α = ±α∗).

Ðèñ. 7. Ôîðìû òðîñà ïðè fa 6= 0, fy 6= 0.
1. f < −1. 2. f > −1. 3. f = −1.

B). f > −1.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 ≤ σ cosα ≤ 1, íàõîäèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå â ñêîáêàõ

â çíàìåíàòåëÿõ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (10) âñåãäà áîëüøå íóëÿ, è êàæäàÿ ãëàäêàÿ
äóãà îïèñûâàåìûõ èìè êðèâûõ ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëó α, â êîòîðîì íå îáðàùàåòñÿ â
íóëü cosα, òî-åñòü èëè (−π/2, π/2) èëè (π/2, 3π/2). Îêàçûâàåòñÿ, âïðî÷åì, ÷òî êðèâûå,
ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì äâóì èíòåðâàëàì, ñîâïàäàþò, òàê êàê ñäâèã çíà÷åíèé α íà π íå
ìåíÿåò âèäà óðàâíåíèé (íàäî ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðè òàêîì ñäâèãå ìåíÿþòñÿ òàêæå çíàêè
p0 è σ). Ïåðåìåííàÿ x â ýòîì ñëó÷àå èçìåíÿåòñÿ ìîíîòîííî â ïðåäåëàõ îò −∞ äî +∞,
à y èìååò îäèí ýêñòðåìóì ïðè sinα = 0. Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ dy/dx áåñêîíå÷íû. Â
öåëîì êðèâàÿ íàïîìèíàåò öåïíóþ ëèíèþ.

Åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå α ðàâíî 0 èëè π, òî êðèâàÿ âûðîæäàåòñÿ â äâàæäû ïðîõî-
äèìóþ ïîëóïðÿìóþ, òî-åñòü ñêëàäûâàåòñÿ âäâîå.

Ñ). f = −1.



24

Â ýòîì ãðàíè÷íîì ñëó÷àå çíàìåíàòåëè â óðàâíåíèÿõ (10) âíóòðè èíòåðâàëà −π/2 <
α < π/2) èìåþò òîëüêî îäèí êîðåíü α = 0. Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàëüíûå êðèâûå
ñîñòîÿò èç äâóõ îòäåëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ äðóã äðóãó êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
èìååò â îäíîì íàïðàâëåíèè ãîðèçîíòàëüíóþ (α = ±π/2) àñèìïòîòó, à â äðóãîì âåäåò
ñåáÿ, êàê ëîãàðèôìè÷åñêàÿ êðèâàÿ (y′ = −2 lnx′).

Çäåñü òàêæå âîçìîæíû îñîáûå ôîðìû òðîñà: ñëîæåííàÿ âäâîå ãîðèçîíòàëüíàÿ (α =
±π/2) è ïðÿìàÿ âåðòèêàëüíàÿ (α = 0).

Ñëó÷àé 17), fa 6= 0, fx 6= 0.
Â äàííîì ñëó÷àå èíòåãðàëû (3.1) è (3.2), èìåþùèå âèä

q = q0 + σfax, p = p0 + fxs,

ìàëî ïîìîãàþò èçó÷åíèþ ôîðì òðîñà. Áîëåå ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñî-
îòíîøåíèÿ (3.3)

dP

P
=

(σ sinα + f) cosα

σ cos2 α− f sinα
dα, f =

fx
fa
. (4.11)

Ðàññìîòðèì ïðåäâàðèòåëüíî óðàâíåíèå äëÿ α

P

fa

dα

ds
= σ cos2 α− f sinα = (ξ1 + σ sinα)(σξ2 − sinα), (4.12)

ãäå

ξ1 =
f +

√
4 + f 2 sign(f)

2
, ξ2 =

−f +
√

4 + f 2 sign(f)

2
,

Çàìåòèì, ÷òî |ξ1| > 1, |ξ2| < 1. Òîãäà èç (12) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî P âñþäó ïîëîæè-
òåëüíî, ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ α(s) èìååò ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè α∗ è π + α∗, ãäå
α∗ ∈ (−π/2, π/2) è sinα∗ = ξ2. Áîëåå òî÷íî, íà èíòåðâàëå s ∈ (−∞,∞) α(s) âîçðàñòàåò
îò α∗ äî π + α∗ ïðè fx < 0 è óáûâàåò îò π + α∗ äî α∗ ïðè fx > 0. Óæå ýòè ðåçóëüòàòû
ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî êðèâàÿ (x(s), y(s)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåçàìêíóòóþ êðèâóþ
ñ ìîíîòîííî èçìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì êàñàòåëüíîé è äâóìÿ àíòèïàðàëëåëüíûìè
àñèìïòîòè÷åñêèìè íàïðàâëåíèÿìè (α∗ è π + α∗). Îíà íàïîìèíàåò ïàðàáîëó, íî íåñèì-
ìåòðè÷íóþ. Ýòà "ïàðàáîëà"èìååò ìàêñèìóì ïî x ïðè fx < 0 è ìèíèìóì ïî x ïðè fx > 0.
Â òî÷êå ýêñòðåìóìà x âî âñåõ ñëó÷àÿõ α = π/2.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå ïîëíîå ñóæäåíèå î ôîðìå êðèâûõ ðàâíîâåñèÿ, ïðî-
èíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (11).

P =
C

| sinα + σξ1|a| sinα− σξ2|b
, (4.13)

ãäå

a =
1− ρ

2
, b =

1 + ρ

2
, ρ =

|f |√
4 + f 2

.

Çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê 0 < ρ < 1, òî 0 < a < 0.5, 0.5 < b < 1.
Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî σ = ±1 � ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò α è ïîýòîìó (13) îïðåäåëÿåò

äâà ðàçíûõ âûðàæåíèÿ ïðè α∗ < α < π/2 è π/2 < α < π+α∗. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ
P (α) íå èìåëà ðàçðûâà ïðè α = π/2, êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ Ñ â (13) äîëæíà èìåòü
ðàçíûå çíà÷åíèÿ íà ýòèõ èíòåðâàëàõ. Äîîïðåäåëÿÿ åå â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, ïîëó÷èì
îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ P :

P = P0

∣∣∣∣∣ 1 + σξ1
sinα + σξ1

∣∣∣∣∣
a ∣∣∣∣∣ 1− σξ2

sinα− σξ2

∣∣∣∣∣
b

. (4.14)
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Çäåñü P0 � ñèëà íàòÿæåíèÿ òðîñà ïðè α = π/2, òî-åñòü â òî÷êå, ãäå êàñàòåëüíàÿ ê òðîñó
ãîðèçîíòàëüíà.

Òåïåðü ôîðìà òðîñà, òî-åñòü ñâÿçü ìåæäó x è y, ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ïàðà-
ìåòð α ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóð:

fa
dx

dα
=

P (α) cosα

σ cos2 α− f sinα
, fa

dy

dα
=

P (α) sinα

σ cos2 α− f sinα
, . (4.15)

Âïðî÷åì, âûðàæåíèå äëÿ x(α) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ ïåð-
âîãî èç âûïèñàííûõ â íà÷àëå ýòîãî ïóíêòà èíòåãðàëîâ:

x(α)− x0 =
σ

fa
(P (α) sinα− P0).

Óðàâíåíèå äëÿ y ïðîèíòåãðèðîâàòü òðóäíåå, íî íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïèñûâàåìîé óðàâ-
íåíèÿìè (15) êðèâîé ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç ýòèõ óðàâíåíèé. Ïîêàæåì, â
÷àñòíîñòè, ÷òî êðèâàÿ (x(s), y(s)) ñîäåðæèòñÿ â ïîëîñå êîíå÷íîé øèðèíû. Ââåäåì äëÿ
ýòîãî ïåðåìåííóþ u

u = −x sinα∗ + y cosα∗.

Èçìåíåíèå ýòîé ïåðåìåííîé ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó â íàïðàâëåíèè, íîðìàëüíîì ê àñèìï-
òîòè÷åñêîìó. Ïîäñ÷èòàåì åå èçìåíåíèå íà âñåé êðèâîé (x(s), y(s)), òî-åñòü ïðè èçìåíå-
íèè α îò α∗ äî α∗ + π.

fa∆u =
∫ π+α∗

α∗

P (α) sin(α− α∗)
σ cos2 α− f sinα

dα.

Ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ýòîé ôîðìóëå íå îãðàíè÷åíî ïðè α → α∗ è π + α∗.
Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (14) äëÿ P (α), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí ïîä-
èíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ñîäåðæèò çíàìåíàòåëü
| sinα − σξ2| â ñòåïåíè b < 1, è ïîýòîìó èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà
∆u, òî-åñòü øèðèíà êðèâîé â íàïðàâëåíèè, íîðìàëüíîì àñèìïòîòè÷åñêîìó, êîíå÷íà.
Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíû íåñêîëüêî êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàâíîâåñíûì ôîðìàì òðîñà
ïðè îäíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ fa, fx è fx > 0. Ðàçóìååòñÿ, ýòè êðèâûå ãîìîòåòè÷íû.

Ðèñ. 8. Ôîðìû òðîñà ïðè fa 6= 0, fx 6= 0.
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