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Èññëåäîâàí ðåæèì çàêðóòêè â ïëîñêîñòè îðáèòû íèçêîëåòÿùåãî èñêóñ-
ñòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè. Â ýòîì ðåæèìå ñïóòíèê âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé
ïðîäîëüíîé îñè (ãëàâíîé öåíòðàëüíîé îñè ìèíèìàëüíîãî ìîìåíòà èíåðöèè),
ñîâåðøàþùåé ìàëûå êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè îðáèòû;
óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âîêðóã ïðîäîëüíîé îñè ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî äå-
ñÿòûõ äîëåé ãðàäóñà â ñåêóíäó. Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ó÷èòû-
âàëèñü ãðàâèòàöèîííûé è âîññòàíàâëèâàþùèé àýðîäèíàìè÷åñêèé ìîìåíòû,
à òàêæå äèññèïàòèâíûé ìîìåíò îò âèõðåâûõ òîêîâ, íàâåäåííûõ â îáîëî÷-
êå ñïóòíèêà ìàãíèòíûì ïîëåì Çåìëè. Â óðàâíåíèÿ ââåäåí ìàëûé ïàðàìåòð,
õàðàêòåðèçóþùèé îòêëîíåíèå ñïóòíèêà îò äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî è
íåãðàâèòàöèîííûå âíåøíèå ìîìåíòû. Ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà è ÷èñëåí-
íî èññëåäîâàíà äâóìåðíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,
îïèñûâàþùàÿ êâàçèñòàöèîíàðíûå âðàùåíèÿ ñïóòíèêà, áëèçêèå öèëèíäðè÷å-
ñêîé ïðåöåññèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèììåòðè÷íîãî ñïóòíèêà â ãðàâèòàöèîí-
íîì ïîëå. Òàêèå êâàçèñòàöèîíàðíûå âðàùåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ñ÷èòàòü íåâîç-
ìóùåííûìè äâèæåíèÿìè ñïóòíèêà â ðåæèìå çàêðóòêè.
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1. Ðåæèìû ãðàâèòàöèîííîé îðèåíòàöèè âðàùàþùåãîñÿ ñïóòíèêà

Â êîñìè÷åñêîé ïðàêòèêå âîçíèêàëà íåîáõîäèìîñòü â ïðîâåäåíèè äëèòåëü-
íîãî ïîëåòà îðáèòàëüíîãî êîìïëåêñà áåç ýêèïàæà, ðàñõîäà òîïëèâà è ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì ñðåäíåâèòêîâîì ýíåðãîñúåìå ñ ñîëíå÷íûõ áàòàðåé. Íà
îðáèòàëüíûõ êîìïëåêñàõ Ñàëþò-6 � Êîñìîñ-1267, Ñàëþò-7 � Êîñìîñ-1443
è Ñàëþò-7 � Êîñìîñ-1686 äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçîâàëñÿ ðåæèì ãðàâèòàöè-
îííîé îðèåíòàöèè âðàùàþùåãîñÿ ñïóòíèêà [1�5]. Â ýòîì ðåæèìå îðáèòàëü-
íûé êîìïëåêñ âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé ïðîäîëüíîé îñè, ñîâåðøàþùåé ìàëûå
êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî ìåñòíîé âåðòèêàëè. Â 1999 � 2000 ãã. ýòîò ðåæèì
ïðèìåíÿëñÿ íà Ìåæäóíàðîäíîé êîñìè÷åñêîé ñòàíöèè [6].

Ïðèìåíåíèå óêàçàííîãî ðåæèìà âîçìîæíî ïðè âûïîëíåíèè òðåõ óñëîâèé.
Âî-ïåðâûõ, ñïóòíèê äîëæåí èìåòü ñïåöèôè÷åñêèé öåíòðàëüíûé ýëëèïñîèä
èíåðöèè: ìàëàÿ è ñðåäíÿÿ ïîëóîñè ýòîãî ýëëèïñîèäà äîëæíû ìàëî îòëè÷àòü-
ñÿ äðóã îò äðóãà è áûòü ñóùåñòâåííî ìåíüøå áîëüøîé ïîëóîñè. Âî-âòîðûõ,
ïðèëîæåííûé ê ñïóòíèêó ãðàâèòàöèîííûé ìîìåíò äîëæåí ñóùåñòâåííî ïðå-
âûøàòü äðóãèå äåéñòâóþùèå íà ñïóòíèê ìåõàíè÷åñêèå ìîìåíòû. Â-òðåòüèõ,
îðáèòà ñïóòíèêà äîëæíà áûòü áëèçêà ê êðóãîâîé. Ïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ
ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâàòü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà, áëèçêèå òàê íàçûâàåìîé êîíè-
÷åñêîé ïðåöåññèè îñåñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà íà êðóãîâîé îðáèòå, ïðè-
÷åì â ýòîé ïðåöåññèè îòêëîíåíèåì îñè ñèììåòðèè òåëà îò ìåñòíîé âåðòèêàëè
áóäåò ìàëûì.

Êîíè÷åñêàÿ ïðåöåññèÿ � îäíî èç òðåõ òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé
îñåñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííîãî ìîìåíòà íà
êðóãîâîé îðáèòå [7]. Ýòà ïðåöåññèÿ óäîáíà äëÿ ïðèìåíåíèÿ íà âûòÿíóòûõ
ñïóòíèêàõ, íî ïðàêòè÷åñêè áåñïîëåçíà, åñëè ó ýëëèïñîèäà èíåðöèè ñïóòíèêà
áîëüøàÿ è ìàëàÿ ïîëóîñè íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Èìåííî
ê ýòîìó ïîñëåäíåìó òèïó ñïóòíèêîâ îòíîñèëàñü îðáèòàëüíàÿ ñòàíöèÿ Ìèð â
ïîñëåäíèå ãîäû ñâîåãî ïîëåòà. Ó íåå îòíîøåíèå ìàëîé è áîëüøîé ïîëóîñåé
öåíòðàëüíîãî ýëëèïñîèäà èíåðöèè ñîñòàâëÿëî ïðèìåðíî 0.81. Óêàçàííîå îá-
ñòîÿòåëüñòâî è òîò ôàêò, ÷òî ìàëàÿ è ñðåäíÿÿ ïîëóîñè ýëëèïñîèäà èíåðöèè
ñòàíöèè áûëè áëèçêè ìåæäó ñîáîé, ïîçâîëèë èñïîëüçîâàòü äëÿ åå õðàíåíèÿ
íà îðáèòå íåóïðàâëÿåìîå äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ, áëèçêîå òàê
íàçûâàåìîé öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè îñåñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà íà
êðóãîâîé îðáèòå.

Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïðåöåññèÿ � âòîðîå èç òðåõ óïîìÿíóòûõ âûøå ñòàöè-
îíàðíûõ äâèæåíèé îñåñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà. Â ýòîé ïðåöåññèè îñü
ñèììåòðèè òâåðäîãî òåëà íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè îðáèòû. Ê ñî-
æàëåíèþ, öèëèíäðè÷åñêàÿ ïðåöåññèÿ, â îòëè÷èå îò êîíè÷åñêîé, íåóñòîé÷èâà
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé àáñîëþòíîé âåëè÷èíå óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ òåëà
âîêðóã îñè ñèììåòðèè. Ãðàíè÷íûå ïî óñòîé÷èâîñòè çíà÷åíèÿ óãëîâîé ñêîðî-
ñòè (ðàçíûå äëÿ âðàùåíèé â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ) òåì âûøå, ÷åì
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áîëåå âûòÿíóòî òåëî âäîëü îñè ñèììåòðèè. Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò
äâèæåíèÿ, áëèçêèå öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè, ïðàêòè÷åñêè íåïðèãîäíûìè
äëÿ âûòÿíóòûõ ñïóòíèêîâ èç-çà íåîáõîäèìîñòè çàêðóòêè ñ áîëüøîé óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ, íî äëÿ ñòàíöèè Ìèð óêàçàííûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ óãëîâîé
ñêîðîñòè îêàçàëèñü ïðèåìëåìûìè [8].

Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïðåöåññèÿ óæå èñïîëüçîâàëàñü â êà÷åñòâå ðåæèìà îðè-
åíòèðîâàííîãî äâèæåíèÿ íà íåêîòîðûõ ñïóòíèêàõ, ñòàáèëèçèðóåìûõ âðàùå-
íèåì (SynCom, TIROS-9,-10 è äð.), íî ýòè ñïóòíèêè èìåëè âåñüìà áîëüøóþ
óãëîâóþ ñêîðîñòü è âðàùàëèñü âîêðóã îñè ìàêñèìàëüíîãî ãëàâíîãî öåíòðàëü-
íîãî ìîìåíòà èíåðöèè. Ãðàâèòàöèîííûé ìîìåíò äåéñòâîâàë íà ýòè ñïóòíè-
êè êàê ìàëîå âîçìóùåíèå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè
íà ñòàíöèè Ìèð âðàùåíèå ïðîèñõîäèëî âîêðóã îñè ìèíèìàëüíîãî ìîìåíòà
èíåðöèè è ñ ìàëîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Ðîëü ãðàâèòàöèîííîãî ìîìåíòà â ýòîì
ñëó÷àå áûëà îïðåäåëÿþùåé, ïîýòîìó òàêîå äâèæåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ñïåöè-
ôè÷åñêèì âèäîì ãðàâèòàöèîííîé îðèåíòàöèè.

Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à î âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ðå-
æèìà çàêðóòêè â ïëîñêîñòè îðáèòû â ñëó÷àå èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåì-
ëè òèïà îðáèòàëüíîé ñòàíöèè Ìèð. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ñïóòíèê ïîìèìî
ãðàâèòàöèîííîãî ìîìåíòà äåéñòâóþò åùå âîññòàíàâëèâàþùèé àýðîäèíàìè÷å-
ñêèé ìîìåíò è äèññèïàòèâíûé ìîìåíò îò âèõðåâûõ òîêîâ, íàâåäåííûõ â îáî-
ëî÷êå ñïóòíèêà ìàãíèòíûì ïîëåì Çåìëè. Îáà ýòèõ ìîìåíòà çàäàþòñÿ óïðî-
ùåííûìè âûðàæåíèÿìè, îáåñïå÷èâàþùèìè ñïåöèàëüíûé âèä óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ ñïóòíèêà. Â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ââåäåí ìàëûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðè-
çóþùèé îòêëîíåíèå ñïóòíèêà îò äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî è íåãðàâèòàöè-
îííûå âíåøíèå ìîìåíòû. Ìåòîäîì Í.Í.Áîãîëþáîâà � Þ.À.Ìèòðîïîëüñêîãî
â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîñòðîåíà èíòåãðàëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, îïèñûâàþùàÿ êâàçèñòàöèîíàðíûå âðàùåíèÿ
ñïóòíèêà, áëèçêèå öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèììåòðè÷-
íîãî ñïóòíèêà â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå
ýâîëþöèþ óãëîâîé ñêîðîñòè ñïóòíèêà ïîä äåéñòâèåì äèññèïàòèâíîãî ìàãíèò-
íîãî ìîìåíòà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ó÷åòå äåéñòâèÿ íà ñïóòíèê òîëüêî ãðàâè-
òàöèîííîãî è àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìîìåíòîâ óêàçàííàÿ èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå òàêèõ ðå-
øåíèé ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà Ïóàíêàðå.

2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
Ñïóòíèê áóäåì ñ÷èòàòü òâåðäûì òåëîì, öåíòð ìàññ êîòîðîãî � òî÷êà O �

äâèæåòñÿ ïî íåèçìåííîé êðóãîâîé îðáèòå âîêðóã Çåìëè. Äëÿ çàïèñè óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ââåäåì äâå ïðàâûå äåêàð-
òîâû ñèñòåìû êîîðäèíàò: îðáèòàëüíóþ OX1X2X3 è îáðàçîâàííóþ ãëàâíûìè
öåíòðàëüíûìè îñÿìè èíåðöèè ñïóòíèêà Ox1x2x3. Îñè OX3 è OX1 íàïðàâëå-
íû ñîîòâåòñòâåííî âäîëü ãåîöåíòðè÷åñêèõ ðàäèóñà-âåêòîðà è ñêîðîñòè òî÷êè
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O, îñè Ox1 è Ox2 îòâå÷àþò ìèíèìàëüíîìó è ìàêñèìàëüíîìó ìîìåíòàì èíåð-
öèè ñïóòíèêà. Íèæå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ è êîîðäèíàòû òî÷åê óêàçûâàþòñÿ
â ñèñòåìå Ox1x2x3.

Îðèåíòàöèþ ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox1x2x3 îòíîñèòåëüíî îðáèòàëüíîé ñè-
ñòåìû çàäàäèì ñ ïîìîùüþ óãëîâ ψ, θ è ϕ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ñèñòåìà OX1X2X3 ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â ñèñòåìó Ox1x2x3 òðå-
ìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîâîðîòàìè: 1) íà óãîë ψ âîêðóã îñè OX3, 2) íà óãîë
θ âîêðóã íîâîé îñè OX2, 3) íà óãîë ϕ âîêðóã íîâîé îñè OX1, ñîâïàäàþùåé ñ
îñüþ Ox1. Ââåäåííûå óãëû èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë: θ � óãîë ìåæäó îñüþ
Ox1 è ïëîñêîñòüþ îðáèòû (ïëîñêîñòüþ OX1X3), ψ � óãîë ìåæäó îñüþ OX1 è
ïðîåêöèåé îñè Ox1 íà ïëîñêîñòü îðáèòû, ϕ � óãîë ïîâîðîòà ñïóòíèêà âîêðóã
îñè Ox1. Ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ñèñòåìû Ox1x2x3 ê ñèñòåìå OX1X2X3 îáîçíà-
÷èì ‖ aij ‖ 3

i,j=1 , ãäå aij � êîñèíóñ óãëà ìåæäó îñÿìè OXi è Oxj. Ýëåìåíòû
ýòîé ìàòðèöû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óãëû ψ, θ è ϕ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

a11 = cos ψ cos θ ,
a12 = − sin ψ cos ϕ + cos ψ sin θ sin ϕ ,
a13 = sin ψ sin ϕ + cos ψ sin θ cos ϕ ,

a21 = sin ψ cos θ ,
a22 = cos ψ cos ϕ + sin ψ sin θ sin ϕ ,
a23 = − cos ψ sin ϕ + sin ψ sin θ cos ϕ ,

a31 = − sin θ ,
a32 = cos θ sin ϕ ,
a33 = cos θ cos ϕ.

Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ áóäåì ó÷è-
òûâàòü ãðàâèòàöèîííûé è âîññòàíàâëèâàþùèé àýðîäèíàìè÷åñêèé ìîìåíòû,
à òàêæå ìîìåíò îò âèõðåâûõ òîêîâ, íàâåäåííûõ â îáîëî÷êå ñïóòíèêà ìàã-
íèòíûì ïîëåì Çåìëè. Êîìïîíåíòû ãðàâèòàöèîííîãî ìîìåíòà èìåþò âèä [7]

Mgi = 3ω2
0(Ik − Ij)a3ka3j .

Çäåñü èíäåêñû i, j è k îáðàçóþò ÷åòíûå ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë 1, 2 è 3, ω0 �
ñðåäíåå äâèæåíèå ñïóòíèêà (îðáèòàëüíàÿ ÷àñòîòà), Ij � ìîìåíòû èíåðöèè
ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî îñåé Oxj.

Ïðè âûâîäå âûðàæåíèé äëÿ àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìîìåíòà âíåøíþþ îáî-
ëî÷êó ñïóòíèêà ñ÷èòàåì ýëëèïñîèäîì

(x1 − d)2

b2
1

+
x2

2

b2
2

+
x2

3

b2
3

= 1 .

Ïîëàãàåì, ÷òî àòìîñôåðà íåïîäâèæíà â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå, åå ïëîò-
íîñòü âäîëü îðáèòû ñïóòíèêà ïîñòîÿííà, ìîëåêóëû âîçäóõà ïðè ñòîëêíîâå-
íèè ñî ñïóòíèêîì èñïûòûâàþò àáñîëþòíî íåóïðóãèé óäàð. Ïðè ñäåëàííûõ
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ïðåäïîëîæåíèÿõ êîìïîíåíòû àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìîìåíòà èìåþò âèä

Ma1 = 0 , Ma2 = %v2dSa13 , Ma3 = −%v2dSa12 ,

S = πb1b2b3

√
a2

11

b2
1

+
a2

12

b2
2

+
a2

13

b2
3

.

Çäåñü % � ïëîòíîñòü àòìîñôåðû íà îðáèòå ñïóòíèêà, v � ãåîöåíòðè÷åñêàÿ
ñêîðîñòü òî÷êè O. Âûïèñàííûå ôîðìóëû ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ñïóòíèê íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî íàáåãàþùåãî àýðîäèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà,
íî èìè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ è â ñëó÷àå, êîãäà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñïóòíèêà íå
ñëèøêîì âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ.

Êîìïîíåíòû äèññèïàòèâíîãî ìîìåíòà îò âèõðåâûõ òîêîâ âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì [7]

Mdi = K

(
Hxi

3∑
j=1

HxjΩj − Ωi

3∑
j=1

H2
xj

)
(i = 1, 2, 3) .

Çäåñü K � ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò, Hxi è Ωi � êîìïîíåíòû íàïðÿ-
æåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè â òî÷êå O è àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè
ñïóòíèêà. Ìàãíèòíîå ïîëå àïïðîêñèìèðóåì ïîëåì äèïîëÿ, ìàãíèòíûé ìî-
ìåíò êîòîðîãî íàïðàâëåíà ïî îñè âðàùåíèÿ Çåìëè. Ïóñòü mE � àáñîëþòíàÿ
âåëè÷èíà ýòîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà, u � àðãóìåíò øèðîòû òî÷êè O, r è I
� ðàäèóñ è íàêëîíåíèå îðáèòû ñïóòíèêà. Òîãäà â ñèñòåìå åäèíèö ÑÃÑÌ

Hxi =
mEhi

r3 , hi = (a1i cos u− 2a3i sin u) sin I + a2i cos I .

Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ âîçü-
ìåì â âèäå äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ êîìïîíåíò óãëîâîé ñêîðîñòè
Ωi è êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ óãëîâ ψ, θ è ϕ. Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ñäå-
ëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ Ω2, Ω3 7→ w2, w3:

Ω2 = w2 cos ϕ + w3 sin ϕ , Ω3 = −w2 sin ϕ + w3 cos ϕ .

Êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðîñòè áóäåì èçìåðÿòü â åäèíèöàõ ω0, â êà÷åñòâå
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïðèìåì u (íà êðóãîâîé îðáèòå àðãóìåíò øèðîòû �
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ

ϕ̇ = Ω1 + w3tg θ − sin ψ

cos θ
, Ω̇1 = Q1 ,

θ̇ = w2 − cos ψ , ψ̇ =
w3

cos θ
− tg θ sin ψ , (1)
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ẇ2 = −
(

λΩ1 + w3tg θ − sin ψ

cos θ

)
w3 + 3(1− λ) sin θ cos θ + Qθ ,

ẇ3 =

(
λΩ1 + w3tg θ − sin ψ

cos θ

)
w2 + Qψ ,

Qθ = Q2 cos ϕ−Q3 sin ϕ , Qψ = Q2 sin ϕ + Q3 cos ϕ ,

Q1 = µq1 + εm1 , Q2 =
λ[−µ(1− λ)q2 + εm2 + δσa13]

1 + λµ
,

Q3 = λ(−µq3 + εm3 − δσa12) , σ = b1

√
a2

11

b2
1

+
a2

12

b2
2

+
a2

13

b2
3

,

mi = hi(hjΩj + hkΩk)− Ωi(h
2
j + h2

k) , qi = ΩjΩk − 3a3ja3k ,

λ =
I1

I3
, µ =

I2 − I3

I1
, ε =

Km2
E

I1ω0r6 , δ =
πb2b3d%r2

I1
.

Çäåñü òî÷êîé îáîçíà÷åíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî u, â âûðàæåíèÿõ äëÿ qi è mi

èíäåêñû i, j è k îáðàçóþò ÷åòíûå ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë 1, 2 è 3, ïåðåìåííûå Ω2
è Ω3 äîëæíû áûòü âûðàæåíû ÷åðåç w2, w3. Ïî ñâîåìó ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó
ïàðàìåòð ε íåîòðèöàòåëåí, ïàðàìåòð δ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ,
ïàðàìåòðû λ è µ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì |µ| < 1, 0 < λ <
2/(1−µ). Ýòè íåðàâåíñòâà ñëåäóþò èç "íåðàâåíñòâ òðåóãîëüíèêà" Ii+Ij > Ik

äëÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè ñïóòíèêà. Íèæå ïîëàãàåì 0 < λ < 1, ïàðàìåòðû µ, ε
è δ ñ÷èòàåì ìàëûìè. Äëÿ ñòàíöèè Ìèð λ ≈ 0.65, µ ≈ 0.10.

Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (1) ÿâëÿþòñÿ π-ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ϕ
è 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè u.

3. Çàêðóòêà îñåñèììåòðè÷íîãî ñïóòíèêà â ïëîñêîñòè îðáèòû

Åñëè îñü Ox1 ÿâëÿåòñÿ îñüþ ìàòåðèàëüíîé ñèììåòðèåé ñïóòíèêà è íà
ñïóòíèê äåéñòâóåò òîëüêî ãðàâèòàöèîííûé ìîìåíò, ò. å. µ = ε = δ = 0, òî
óðàâíåíèÿ (1) ïðèíèìàþò âèä

ϕ̇ = Ω1 + w3tg θ − sin ψ

cos θ
, Ω̇1 = 0 ; (2)

θ̇ = w2 − cos ψ , ψ̇ =
w3

cos θ
− tg θ sin ψ ,

ẇ2 = −
(

λΩ1 + w3tg θ − sin ψ

cos θ

)
w3 + 3(1− λ) sin θ cos θ , (3)

ẇ3 =

(
λΩ1 + w3tg θ − sin ψ

cos θ

)
w2 .
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Â îòëè÷èå îò ñèñòåìû (1) ýòà ñèñòåìà àâòîíîìíà, ïîýòîìó íåçàâèñèìóþ ïå-
ðåìåííóþ u ìîæíî ñ÷èòàòü çäåñü íå àðãóìåíòîì øèðîòû ñïóòíèêà, à áåçðàç-
ìåðíûì âðåìåíåì.

Â ñèëó âòîðîãî óðàâíåíèÿ (2) Ω1 =const, è íå çàâèñÿùèå îò ϕ óðàâíåíèÿ
(3) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó, â êîòîðóþ Ω1 âõîäèò â êà÷åñòâå ïàðàìåò-
ðà. Ñèñòåìà (3) îïèñûâàåò äâèæåíèå îñè ìàòåðèàëüíîé ñèììåòðèè ñïóòíèêà
(îñè Ox1) îòíîñèòåëüíî îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, óðàâíåíèÿ (2) îïè-
ñûâàþò äâèæåíèå ñïóòíèêà âîêðóã ýòîé îñè.

Â ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (3) w2 = cos ψ, w3 = sin ψ sin θ, à óãëû
ψ è θ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

(λΩ1 − sin ψ cos θ) sin ψ sin θ − 3(1− λ) sin θ cos θ = 0 ,

(λΩ1 − sin ψ cos θ) cos ψ = 0 .

Ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ èìåþò òðè ïàðû ôèçè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé [7,9]

cos ψ = 0 , θ = 0 ; (4)

ψ =
π

2
, cos θ =

λΩ1

4− 3λ
( |λΩ1| < |4− 3λ| ) ; (5)

λΩ1 = sin ψ , θ = 0 ( |λΩ1| < 1 ) . (6)

Çäåñü â ñêîáêàõ óêàçàíû èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè Ω1, â êîòî-
ðûõ ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ (5), (6). Ýòè ðåøåíèÿ äëÿ ñòàíöèè Ìèð â êîíôè-
ãóðàöèè 1999 ã. íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà (ðåøåíèÿ (5) îïèñûâàþò óïîìÿ-
íóòûé âûøå ðåæèì ãðàâèòàöèîííîé îðèåíòàöèè âðàùàþùåãîñÿ ñïóòíèêà), à
ðåøåíèÿ (4) ñîîòâåòñòâóþò íåâîçìóùåííûì äâèæåíèÿì ñïóòíèêà â ðåæèìå
çàêðóòêè â ïëîñêîñòè îðáèòû.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (4) íåîáõîäè-
ìî, ÷òîáû îíè áûëè óñòîé÷èâû. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ (3) èíâàðèàíòíû îò-
íîñèòåëüíî çàìåíû ïåðåìåííûõ ψ → −ψ, Ω1 → −Ω1, w3 → −w3, îãðàíè-
÷èìñÿ îïèñàíèåì ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ (4), â êîòîðîì ψ = π/2.

Óðàâíåíèÿ (3) äîïóñêàþò îáîáùåííûé èíòåãðàë ýíåðãèè, êîòîðûé ìîæåò
ñëóæèòü ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà [7,9]. Ýòî äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷è-
âîñòè ðåøåíèÿ (4) ïðè ψ = π/2:

λΩ1 − 1 > 0 , λΩ1 − (4− 3λ) > 0 . (7)

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè òàêîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç àíàëèçà
ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû

θ̇ = w2 + ∆ψ , ∆ψ̇ = w3 − θ , (8)

7



ẇ2 = −(λΩ1 − 1) w3 + 3(1− λ) θ , ẇ3 = (λΩ1 − 1) w2 .

Çäåñü ∆ψ = ψ − π/2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âûïèñàííîé ëèíåéíîé
ñèñòåìû èìååò âèä

p4 + d1p
2 + d2 = 0 , (9)

d1 = λ2Ω2
1 − 2λΩ1 + 3λ− 1 , d2 = (λΩ1 − 1)(λΩ1 + 3λ− 4) .

Îíî áèêâàäðàòíîå, ïîýòîìó ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû îãðàíè÷åí-
íû òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (9) � ÷èñòî ìíèìûå è
ïðîñòûå, ò. å. â ñëó÷àå d1 > 0, d2 > 0, d2

1 − 4d2 > 0. Ïîñëåäíèå íåðàâåí-
ñòâà âûðàæàþò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ (4), â êîòîðîì
ψ = π/2. Ýòè óñëîâèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (7) èëè
íåðàâåíñòâ [7]

λΩ1 − 1 < 0 , λΩ1 + 3λ− 4 < 0 , d2
1 − 4d2 > 0 . (10)

Îáëàñòè âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (7) è (10) â ïëîñêîñòè (λ, Ω1) ïîêàçàíû íà
ðèñ. 1à. Íåðàâåíñòâà (7) âûïîëíåíû â îáëàñòè I, íåðàâåíñòâà (10) � â îáëàñòè
II.

Ðåøåíèþ (4) â ñëó÷àå ψ = π/2 îòâå÷àåò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ðåøåíèé ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2), (3)

ϕ = ϕ0 + (Ω1 − 1)u , ϕ0 = const , Ω1 = const , (11)

ψ =
π

2
, θ = w2 = w3 = 0

ñ ïàðàìåòðàìè ϕ0 è Ω1. Åñëè Ω1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (7) (íåðàâåí-
ñòâàì (10)), òî ðåøåíèÿ (11) óñòîé÷èâû (óñòîé÷èâû â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè)
ïî ïåðåìåííûì Ω1, θ, ψ, w2 è w3. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ (11) ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ äëÿ õðàíåíèÿ ñïóòíèêà íà
îðáèòå â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè.

Êàê âèäíî èç ðèñ. 1à, îáåñïå÷èâàþùåå óñòîé÷èâîñòü çíà÷åíèå |Ω1| äîëæíî
áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Íà èíòåðâàëå 0 < λ < 1 îïðåäåëÿåìûå íåðàâåí-
ñòâàìè (7), (10) íèæíèå ãðàíèöû |Ω1| óáûâàþò ïðè óâåëè÷åíèè λ, ïîýòîìó ñ
ðîñòîì ýòîãî ïàðàìåòðà âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ñåìåéñòâà (11) ðàñøè-
ðÿþòñÿ. Ïðè λ = 0.65 (â ñëó÷àå ñòàíöèè Ìèð) íåðàâåíñòâà (7) âûïîëíåíû
ïðè Ω1 > 3.2, íåðàâåíñòâà (10) âûïîëíåíû ïðè Ω1 < −2.2. Ýòè ãðàíè÷íûå
çíà÷åíèÿ îêàçàëèñü ïðèåìëåìûìè.

Âñëåäñòâèå ïîãðåøíîñòè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïðèâåñòè ñïóòíèê òî÷íî â
ñòàöèîíàðíîå âðàùåíèå (11) íå óäàåòñÿ, è îí ñîâåðøàåò âáëèçè íåãî íåêî-
òîðîå âîçìóùåííîå äâèæåíèå. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òîëüêî êîëåáàíèÿ îñè
Ox1 îòíîñèòåëüíî îñè OX2, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè (8). Â îáëàñòÿõ I è
II îáùåå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé èìååò âèä

θ = a(c1 sin ν1u− c2 cos ν1u) + c3 cos ν2u + c4 sin ν2u ,
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∆ψ = c1 cos ν1u + c2 sin ν1u + b(c3 sin ν2u− c4 cos ν2u) ,

ν1 =

√
1

2

(
d1 +

√
d2

1 − 4d2

)
, ν2 =

√
1

2

(
d1 −

√
d2

1 − 4d2

)
, (12)

a =
(λΩ− 2)ν1

λΩ− 4 + 3λ− ν2
1

, b = − (λΩ− 2)ν2

λΩ− 1− ν2
2

.

Çäåñü c1, c2, c3, c4 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Äëÿ ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèÿìè

θ(0) = θ0 , ∆ψ(0) = ∆ψ0 , w2(0) = w20 , w3(0) = w30

ïîñòîÿííûå c1, c2, c3, c4 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

c1 =
bw20 + (ν2 + b)∆ψ0

abν1 + ν2
, c2 =

w30 − (1 + bν2)θ0

ν1 + abν2
, (13)

c3 =
aw30 + (ν1 − a)θ0

ν1 + abν2
, c4 =

w20 + (1− aν1)∆ψ0

abν1 + ν2
.

Â îáëàñòÿõ I è II (ðèñ. 1à) çíàìåíàòåëè ýòèõ ôîðìóë îòëè÷íû îò íóëÿ.
Ïóñòü (ñëó÷àé ñòàíöèè Ìèð ) λ = 0.65, θ0 = ∆ψ0 = 0, Ω1 = −3 è

w20 = w30 = 0.15 (≈ −0.2 è 0.01 ãðàä./ñ), ò. å. â íà÷àëüíûé ìîìåíò u = 0
îñü Ox1 ñïóòíèêà ñîâïàäàåò ñ îñüþ OX2, íî â óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ èìåþòñÿ
îøèáêè. Òîãäà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïî ôîðìóëàì
(12), (13) íàõîäèì |θ|max = 18◦, |∆ψ|max = 19◦. Òàêèå îøèáêè îðèåíòàöèè
ìîæíî ñ÷èòàòü äîïóñòèìûìè.

4. Çàêðóòêà ñïóòíèêà, áëèçêîãî ê îñåñèììåòðè÷íîìó

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïóòíèê áëèçîê ê îñåñèììåòðè÷íîìó ñ îñüþ ìàòåðè-
àëüíîé ñèììåòðèè Ox1 è ÷òî âëèÿíèå íà íåãî íåãðàâèòàöèîííûõ âíåøíèõ
ìîìåíòîâ ìàëî. Èíûìè ñëîâàìè, |µ| ¿ 1, |ε| ¿ 1, |δ| ¿ 1. Äëÿ óïðîùåíèÿ
ôîðìóë îñòàâèì òîëüêî îäèí ìàëûé ïàðàìåòð µ, ïðèíÿâ ε = ε1µ, δ = δ1µ,
ε1 ∼ 1, | δ1| ∼ 1. Òîãäà â ñèñòåìå (1) Q1 ∼ µ, Qθ ∼ µ, Qψ ∼ µ, ïðè÷åì ïðàâûå
÷àñòè åå óðàâíåíèé àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò µ â îêðåñòíîñòè òî÷êè µ = 0.
Ïðè µ = 0 òàêàÿ ñèñòåìà (1) èìååò ñåìåéñòâî ðåøåíèé (11), êîòîðîå ïðè
µ 6= 0 ïîðîæäàåò ôîðìàëüíóþ äâóìåðíóþ èíòåãðàëüíóþ ïîâåðõíîñòü. Ýòà
èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ìåòîäîì Í.Í.Áîãîëþáîâà
� Þ.À.Ìèòðîïîëüñêîãî [10] â âèäå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì µ

ϕ = ξ +
∞∑

k=1

µkϕk(ξ, η, u) , Ω1 = η +
∞∑

k=1

µkΩ1k(ξ, η, u) ,
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θ =
∞∑

k=1

µkθk(ξ, η, u) , ψ =
π

2
+

∞∑

k=1

µkψk(ξ, η, u) , (14)

w2 =
∞∑

k=1

µkw2k(ξ, η, u) , w3 =
∞∑

k=1

µkw3k(ξ, η, u) ,

â êîòîðûõ ïåðåìåííûå ξ è η îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

ξ̇ = η − 1 +
∞∑

k=1

µkAk(η) , η̇ =
∞∑

k=1

µkBk(η) . (15)

Êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ (14), (15) äîëæíû áûòü π-ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
ξ è 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè u. Ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû ýòè ðÿäû çàäàâà-
ëè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), ïîëó÷èì äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ
öåïî÷êó ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

∂ϕk

∂u
+ (η − 1)

∂ϕk

∂ξ
= Ω1k + g1k − Ak ,

∂Ω1k

∂u
+ (η − 1)

∂Ω1k

∂ξ
= g2k −Bk ,

∂θk

∂u
+ (η − 1)

∂θk

∂ξ
= w2k + ψk + g3k , (16)

∂ψk

∂u
+ (η − 1)

∂ψk

∂ξ
= w3k − θk + g4k ,

∂w2k

∂u
+ (η − 1)

∂w2k

∂ξ
= −(λη − 1) w3k + 3(1− λ)θk + g5k ,

∂w3k

∂u
+ (η − 1)

∂w3k

∂ξ
= (λη − 1) w2k + g6k .

Çäåñü gkj (j = 1, . . . , 6) � íåêîòîðûå ôóíêöèè ξ, η, u, à òàêæå êîýôôè-
öèåíòîâ ðÿäîâ (14), (15) ñ èíäåêñàìè ìåíüøå, ÷åì k, è ïðîèçâîäíûõ ýòèõ
êîýôôèöèåíòîâ. Ôóíêöèè gkj çàâèñÿò îò ξ è u ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäàìè π
è 2π ñîîòâåòñòâåííî.

Óðàâíåíèÿ (16) è óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè íå îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòîâ
ðÿäîâ (14), (15) åäèíñòâåííûì îáðàçîì. ×òîáû äîñòè÷ü åäèíñòâåííîñòè, ïî-
òðåáóåì åùå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

< ϕk >= 0 , < Ω1k >= 0 (k = 1, 2, . . .) . (17)

Èñïîëüçóåìûé äëÿ çàïèñè ýòèõ óñëîâèé îïåðàòîð < . . . > è ïðèìåíÿåìûé íè-
æå îïåðàòîð {. . .} îïðåäåëåíû íà π-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî ξ è 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ
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ïî u ôóíêöèÿõ

f(ξ, u) = f0 +
∑

|l|+|m|>0

[flm cos(2lξ + mu) + f ′lm sin(2lξ + mu)] (18)

ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

< f >= f0 , {f} =
∑

|l|+|m|>0

flm sin(2lξ + mu)− f ′lm cos(2lξ + mu)

2l(η − 1) + m
.

Öåïî÷êà óðàâíåíèé (16) ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü íàéäåíû
êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ (14), (15) ñ èíäåêñàìè k = 1, . . . , N − 1, ïðè÷åì êî-
ýôôèöèåíòû ðÿäîâ (14) π-ïåðèîäè÷åñêè çàâèñÿò îò ξ è 2π-ïåðèîäè÷åñêè �
îò u. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ (16) ïðè k = N . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ â âûðàæåíèÿ gjN ýòè âûðàæåíèÿ áóäóò èçâåñòíûìè π(2π)-
ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ξ(u). Ïåðåìåííàÿ η áóäåò âõîäèòü â óðàâíåíèÿ
(16) êàê ïàðàìåòð. Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íà÷íåì ñ óðàâ-
íåíèÿ îòíîñèòåëüíî Ω1N è BN . Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

2l(η − 1) + m 6= 0 (l, m = 0,±1,±2, . . . ; |l|+ |m| > 0) (19)

ýòî óðàâíåíèå è âòîðîå ñîîòíîøåíèå (17) ïðè k = N åäèíñòâåííûì îáðàçîì
îïðåäåëÿþò èñêîìûå ôóíêöèè â âèäå: BN =< g2n > , Ω1N = {g2n} . Àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì ðåøàåòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (16). Ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèÿ (19) ýòî óðàâíåíèå è ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (17) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò
AN =< g1n > , ϕN = {g1n} . Ïîñëåäíèå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ (16) îáðàçóþò
çàìêíóòóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ñâîáîäíûìè ÷ëå-
íàìè. Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäîâ âèäà (18). Ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ

[2l(η − 1) + m]4 − (λ2η2 − 2λη + 3λ− 1)[2l(η − 1) + m]2+ (20)

+(λη − 1)(λη + 3λ− 4) 6= 0 (l, m = 0,±1,±2, . . . )

òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Â èòîãå äîêàçàíî, ÷òî ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèé (19), (20) öåïî÷êà óðàâíåíèé (16) èìååò åäèíñòâåííîå π-
ïåðèîäè÷åñêîå ïî ξ è 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ïî u ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñî-
îòíîøåíèÿì (17).

Äâèæåíèÿ ñïóòíèêà, îïèñûâàåìûå ðåøåíèÿìè âèäà (14), (15), áóäåì ñ÷è-
òàòü íåâîçìóùåííûìè äâèæåíèÿìè â ðåæèìå çàêðóòêè âîêðóã íîðìàëè ê
ïëîñêîñòè îðáèòû. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðè èññëåäîâàíèè òàêèõ äâèæåíèé
ïðåäñòàâëÿåò âòîðîå óðàâíåíèå (15), îïèñûâàþùåå âåêîâîå èçìåíåíèå óãëî-
âîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêà âîêðóã îñè Ox1. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðåä-
ñòàâëåíèå î òàêîì èçìåíåíèè äîñòàòî÷íî íàéòè ïåðâóþ îòëè÷íóþ îò òîæ-
äåñòâåííîãî íóëÿ ôóíêöèþ Bk(η). Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
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B1(η) = −5
2 ε1η sin2 I. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè âëèÿíèå àýðîäèíàìè÷åñêîãî

ìîìåíòà íå ïðîÿâëÿåòñÿ.
Ïîëîæèì κ = 5

2 ε sin2 I. Óðàâíåíèå

η̇ = −κη (21)

ñ òî÷íîñòüþ O(|µ|) íà èíòåðâàëå 0 ≤ u ≤ |µ|−1 îïèñûâàåò ýâîëþöèþ óãëî-
âîé ñêîðîñòè ñïóòíèêà â êâàçèñòàöèîíàðíîì âðàùåíèè. Â ïðîöåññå ýâîëþöèè
ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ η ìîãóò íàðóøàòüñÿ óñëîâèÿ (19), (20). Îäíàêî ïî-
ñêîëüêó ýòè íàðóøåíèÿ íå âëèÿþò íà âûðàæåíèå äëÿ B1(η), òî÷íîñòü óðàâ-
íåíèÿ (21) â îáëàñòè B1(η) 6= 0 ïðàêòè÷åñêè íå óõóäøàåòñÿ.

Äîïîëíèòåëüíûé ó÷åò â ñèñòåìå (1) äèññèïàòèâíîãî àýðîäèíàìè÷åñêîãî
ìîìåíòà íå ìåíÿåò âèäà óðàâíåíèÿ (21) è ïðèâîäèò òîëüêî ê óâåëè÷åíèþ
êîýôôèöèåíòà κ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå âëèÿ-
íèÿ îòäåëüíûõ äèññèïàòèâíûõ ìîìåíòîâ íà äâèæåíèå áîëüøèõ îðáèòàëüíûõ
êîìïëåêñîâ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.

5. Ïåðèîäè÷åñêàÿ çàêðóòêà ñïóòíèêà

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (21) óãëîâàÿ ñêîðîñòü çàêðóòêè ñïóòíèêà äîëæíà
óìåíüøàòüñÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè îïèñàííîãî ðåæèìà íà ñòàíöèè Ìèð òàêîå
óìåíüøåíèå íàáëþäàëîñü â äåéñòâèòåëüíîñòè [8], íî íàáëþäàëîñü è âîçðàñ-
òàíèå ýòîé óãëîâîé ñêîðîñòè, ïðè÷åì íà òîì æå ñàìîì äâèæåíèè ñòàíöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, äèññèïàòèâíûé ìîìåíò îò âèõðåâûõ òîêîâ íå äîìèíèðîâàë
ñðåäè íåãðàâèòàöèîííûõ ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà ñòàíöèþ. Ïî ýòîé ïðè-
÷èíå èíòåðåñíî èññëåäîâàòü äâèæåíèå ñòàíöèè â ðàññìàòðèâàåìîì ðåæèìå
ïîä âëèÿíèåì òîëüêî ãðàâèòàöèîííîãî è âîññòàíàâëèâàþùåãî àýðîäèíàìè-
÷åñêîãî ìîìåíòîâ. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à âåñüìà ñëîæíà, è íèæå â êà÷åñòâå
ïåðâîãî ýòàïà åå ðåøåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè
(14), (15) ìîäåëüíîé ñèñòåìû (1) â ñëó÷àå ε1 = 0.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè âîñïîëüçóåìñÿ âåêòîðíûìè îáîçíà÷åíèÿìè. Ââå-
äåì âåêòîð z = (ϕ, Ω1, θ, ψ, w2, w3)

T è îïðåäåëèì ôóíêöèþ F (z, µ, δ) ∈ R6

òàê, ÷òîáû ñèñòåìà (1) ïðè ε = 0 ìîãëà áûòü çàïèñàíà â âèäå

ż = F (z, µ, δ) . (22)

Ýòà ñèñòåìà àâòîíîìíà, ïîýòîìó íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ u áóäåì ñ÷èòàòü
áåçðàçìåðíûì âðåìåíåì. Óêàçàííîå âûøå ñâîéñòâî ïåðèîäè÷íîñòè ñèñòåìû
(1) ïî óãëó ϕ â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî âûðàçèòü ñîîòíîøåíèåì

F (z + πe1, µ, δ) = F (z, µ, δ) , e1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T .
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Êðîìå òîãî, ñèñòåìà (22) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (Å)1 ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå
S = diag(−1, 1,−1, 1, 1,−1), ò. å. ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ

SF (Sz, µ, δ) = −F (z, µ, δ) . (23)

Ñïðàâåäëèâî òàêæå ñîîòíîøåíèå

S ′F (S ′z, µ,−δ) = −F (z, µ, δ) , (24)

ãäå S ′ = diag(−1, 1, 1,−1,−1, 1).
Çàïèøåì äëÿ óäîáñòâà èíòåãðàëüíóþ ïîâåðõíîñòü (14) â âåêòîðíîì âèäå

z = γ(ξ, η, µ) ≡ γ0(ξ, η, µ) + µγ1(ξ, η, µ) + . . . (25)

Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (15) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî A(η, µ) è B(η, µ).
Òîãäà òîò ôàêò, ÷òî ñèñòåìà (22) ïðè δ = µδ1 èìååò èíòåãðàëüíóþ ïîâåðõ-
íîñòü (25), äâèæåíèå ïî êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (ñð. (15))

ξ̇ = A(η, µ) , η̇ = B(η, µ) , (26)

âûðàæàåòñÿ òîæäåñòâîì

∂γ

∂ξ
A +

∂γ

∂η
B = F (γ, µ, µδ1) . (27)

Ïî ïîñòðîåíèþ (ñì. âûøå)

γ(ξ + π, η, µ) = γ(ξ, η, µ) + πe1 (28)

Êðîìå òîãî, â ñèëó ñâîéñòâ ñèììåòðèè (23) èìååì

Sγ(−ξ, η, µ) = γ(ξ, η, µ), B(η, µ) = 0 . (29)

Äîêàæåì ýòî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè γ′(ξ, η, µ) = Sγ(−ξ, η, µ), A′(η, µ) =
A(η, µ), B′(η, µ) = −B(η, µ). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî íîâûå ôóíêöèè ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûìè ðÿäàìè âèäà (25), (15) è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-
íèÿì (28), (27), (17). Êðîìå òîãî Sγ0(−ξ, η) = γ0(ξ, η). Îòñþäà â ñèëó åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ öåïî÷êè óðàâíåíèé (16), óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíè-
ÿì (17) è (28), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà γ′(ξ, η, µ) = γ(ξ, η, µ), B′(η, µ) = B(η, µ),
èç êîòîðûõ ñëåäóåò (29).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ñîîòíîøåíèå (24), íî åãî
ñëåäñòâèÿ â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòüñÿ íå áóäóò.

1 Ñèñòåìà dx/dt = g(x, t), ãäå x, g ∈ Rn, îáëàäàåò ñâîéñòâîì (E), ïî îòíî-
øåíèþ ê S, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ n×n ìàòðèöà S, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñîîòíîøåíèÿì S = ST = S−1 è Sg(Sx,−t) = −g(x, t) ïðè ëþáûõ x è t [11].
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ (26). Â ñèëó (29) η = const è ðåøåíèå ñèñòåìû
(22), ïðèíàäëåæàùåå èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè (25), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïå-
ðèîäè÷åñêîå âðàùåíèå2 ñ ïåðèîäîì T = π/A(η, µ). Ýòî ðåøåíèå ñîäåðæèò
äâà ïàðàìåòðà: η è ξ(0). Çíà÷åíèå η äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì
(19) ïðè m = 0, çíà÷åíèå ξ(0) ïðîèçâîëüíî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè âîçü-
ìåì ξ(0) = 0. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (28), (29) ðåøåíèå

z(u) = γ[A(η, µ)u, η, µ] (30)

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

Sz(−u) = z(u) , z (u + T ) = z(u) + πe1 . (31)

Èç (31) ñëåäóåò, ÷òî

Sz

(
−u +

T

2

)
= z

(
u +

T

2

)
− πe1 .

Ïîëîæèâ çäåñü è â ïåðâîì ñîîòíîøåíèè (31) u = 0, íàõîäèì êðàåâûå óñëîâèÿ

Sz(0) = z(0) , Sz

(
T

2

)
= z

(
T

2

)
− πe1, (32)

êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå (30). Ñêàëÿðíàÿ ôîðìà ýòèõ óñëîâèé

ϕ(0) = θ(0) = w3(0) = ϕ

(
T

2

)
− π

2
= θ

(
T

2

)
= w3

(
T

2

)
= 0

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå z(u) êðàåâîé çàäà÷è (22), (32) óäî-
âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (31) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì
âðàùåíèåì.

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé çàäà÷è (22), (32) ìåòîäîì Ïóàíêàðå.
Ïóñòü a = (a1, a2, a3)

T , z∗(u, a, µ) � ðåøåíèå ñèñòåìû (22) ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì z∗(0, a, µ) = (0, a1, a2, 0, 0, a3)

T . Òîãäà êðàåâûå óñëîâèÿ (32) â òî÷êå
u = 0 âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Óñëîâèÿ â òî÷êå u = T/2 çàïèøåì â
âèäå

f(a, T, µ) = 0 , (33)

ãäå ëåâàÿ ÷àñòü � òðåõìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö, îáðàçîâàííûé ïåðâîé, òðåòüåé
è øåñòîé êîìïîíåíòàìè âåêòîðà z∗(T/2, a, µ). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîîòíî-
øåíèå (33) êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî a. Åñëè µ = 0, òî óðàâíåíèå èìååò

2 Ðåøåíèå z(u) ñèñòåìû (22) áóäåì íàçûâàòü âðàùàòåëüíûì ïåðèîäè÷å-
ñêèì ðåøåíèåì èëè, êîðî÷å, ïåðèîäè÷åñêèì âðàùåíèåì, åñëè ñóùåñòâóåò òà-
êîå ÷èñëî T 6= 0 (ïåðèîä), ÷òî z(u + T ) = z(u) + πe1. Çíà÷åíèÿ T ðàçíûõ
çíàêîâ îòâå÷àþò âðàùåíèÿì â ðàçíûå ñòîðîíû.
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ðåøåíèå a◦(T ) = (π/T + 1, 0, 0)T . Êàê íåòðóäíî âèäåòü, z∗[u, a◦(T ), 0] � âåê-
òîðíàÿ çàïèñü ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ (11) â ñëó÷àå ϕ0 = 0, Ω1 = π/T + 1.

Âñëåäñòâèå àíàëèòè÷íîñòè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (22) ïðè δ = µδ1 ïî µ
è z â îáëàñòè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |µ| è ‖z − z∗[u, a◦(T ), 0]‖ (−∞ < u < +∞)
ôóíêöèÿ f(a, T, µ) àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò µ è a â îêðåñòíîñòè òî÷êè µ = 0,
a = a◦(T ). Åñëè

J = det
∂f [a◦(T ), T, 0]

∂a
6= 0 , (34)

òî ñîãëàñíî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |µ| óðàâíåíèå
(33) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå a = a∗(T, µ), àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùåå îò µ
è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ a∗(T, 0) = a◦(T ). Â ýòîì ñëó÷àå êðàåâàÿ çàäà÷à
(22), (32) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

z = z∗[u, a∗(T, µ), µ], (36)

àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèå îò µ â îêðåñòíîñòè òî÷êè µ = 0 è ñîâïàäàþùåå â
ýòîé òî÷êå ñî ñòàöèîíàðíûì âðàùåíèåì (11) ïðè ϕ0 = 0, Ω1 = π/T + 1.

Èññëåäóåì óñëîâèå (34). Ñîãëàñíî òåîðèè Ïóàíêàðå ðàâåíñòâî J = 0 âû-
ïîëíåíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à

∆ϕ(0) = θ(0) = w3(0) = ∆ϕ

(
T

2

)
= θ

(
T

2

)
= w3

(
T

2

)
= 0 .

äëÿ ñèñòåìû (8) è óðàâíåíèé ∆ϕ̇ = ∆Ω1, ∆Ω̇1 = 0 èìååò íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå. Ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèé (2)
íà ðåøåíèÿõ (11). Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñîäåðæèò äâà ïàðàìåòðà: T (èëè Ω1)
è λ. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åå íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ôîðìóëèðóþòñÿ â
âèäå ñîîòíîøåíèé, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýòè ïàðàìåòðû. Çàäà÷à
ðàçáèâàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäçàäà÷è. Ïîäçàäà÷à äëÿ ∆ϕ è ∆Ω1 âñåãäà
èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ïîäçàäà÷à äëÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ
èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà óðàâíåíèå (9) èìå-
åò êîðåíü p = 2πk

√−1/T = 2k(Ω1 − 1)
√−1 ïðè öåëîì k. Ñëåäîâàòåëüíî,

óñëîâèå (34) íàðóøàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç ñîîòíîøåíèé

16k2(Ω1 − 1)4 − 4d1k
2(Ω1 − 1)2 + d2 = 0 (k = 1, 2, . . .) . (37)

Â ïëîñêîñòè (λ, Ω1) êàæäîå ñîîòíîøåíèå (37) çàäàåò êðèâóþ. Êðèâûå äëÿ
k = 1, 2, 3 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1á, 1â è 1ã. Çäåñü æå óêàçàíû ãðàíèöû îá-
ëàñòåé óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè (ñð. ðèñ. 1à). Ýòè ãðàíèöû
îòìå÷åíû ìàðêåðàìè.

Ðåøàÿ ÷èñëåííî óðàâíåíèå (33), ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå (36) â ÿâíîì
âèäå è èññëåäîâàòü åãî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Îñíîâíûì ïàðà-
ìåòðîì, â ôóíêöèè êîòîðîãî èçó÷àëèñü âû÷èñëÿåìûå ðåøåíèÿ, ñëóæèë ïå-
ðèîä T . Åãî çíà÷åíèÿ ìåíÿëèñü íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå. Â êàæäîé òî÷êå ýòîé
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ñåòêè óðàâíåíèå (33) ðåøàëîñü îòíîñèòåëüíî a. Èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Íüþòî-
íà, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà f(a, T, µ) è ìàòðèöû ∂f(a, T, µ)/∂a íà îòðåçêå
0 ≤ u ≤ T/2 (çäåñü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì T > 0) èíòåãðèðîâàëàñü ñè-
ñòåìà (1) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ. Ïðè ðåøåíèè
óðàâíåíèÿ (33) â ïåðâûõ òðåõ òî÷êàõ ñåòêè ïåðèîäà T íà÷àëüíûì ïðèáëè-
æåíèåì íåèçâåñòíîãî a ñëóæèë âåêòîð a◦(T ). Â ïîñëåäóþùèõ òî÷êàõ ñåòêè
íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âû÷èñëÿëîñü ïî ôîðìóëå êâàäðàòè÷íîãî ïðîãíîçà

aprog(T + ∆T, µ) = 3a∗(T, µ)− 3a∗(T −∆T, µ) + a∗(T − 2∆T, µ) .

Çäåñü ∆T � øàã ñåòêè, è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â åå òî÷êàõ T , T − ∆T è
T − 2∆T ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (33) óæå íàéäåíî.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ λ = 0.65, µ = 0.1, b1 = 16
ì, b2 = 14 ì, b3 = 12 ì, d = −1 ì, %r2/I1 = 10−4 ì−3, ïðè êîòîðûõ ðàññìàòðè-
âàåìûé ñïóòíèê ìîæåò ñëóæèòü ãðóáîé ìîäåëüþ ñòàíöèè Ìèð. Íàéäåííûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (33) ïðåäñòàâëåíû ëåâûìè ãðàôèêàìè íà ðèñ. 2, 3. Ýòè
ãðàôèêè âûðàæàþò çàâèñèìîñòü êîìïîíåíò âåêòîðà a, êîòîðûå îáîçíà÷åíû
çäåñü ψ(0), Ω1(0) è w2(0), îò ïåðèîäà T . Ïðàâûå ãðàôèêè íà òåõ æå ðèñóí-
êàõ õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ âðàùàòåëüíûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (22).

Óñòîé÷èâîñòü èññëåäîâàëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü z(u) � ðåøåíèå
êðàåâîé çàäà÷è (22), (32), ïðîäîëæåííîå ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (31) íà
âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåì T > 0. Ðàññìîòðèì
ñèñòåìó óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ

ẏ = C(u)y , (38)

ãäå C(u) = Fz[z(u), µ, δ], y ∈ R6. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (31) äëÿ ìàòðèöû C(u)
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

−SC(−u) = C(u)S , C(u + T ) = C(u) . (39)

Ñèñòåìà (38) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ T -ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Åå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå çàïèøåì â âèäå

|X(T )− ρE6| = 0 , (40)

ãäå E6 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà øåñòîãî ïîðÿäêà, X(t) � ðåøåíèå íà÷àëü-
íîé çàäà÷è Ẋ = C(u)X, X(0) = E6. Ïðè ëþáîì u èìååò ìåñòî ñîîòíî-
øåíèå X(u + T ) = X(u)X(T ). Âçÿâ çäåñü u = T/2, ïîëó÷èì X(T ) =
X−1(−T/2)X(T/2). Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (39) ñëåäóåò SX(−u) = X(u)S,
ïîýòîìó X(−T/2) = SX(T/2)S è X(T ) = SX−1(T/2)SX(T/2). Ïîëó÷åííàÿ
ôîðìóëà äàåò ýêîíîìíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ X(T ). Êðîìå òîãî, â ñèëó íåå
X−1(T ) = SX(T )S. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå
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(40) � âîçâðàòíîå [11]. Ñèñòåìà (38) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå y = ż(u),
ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (40) èìååò êîðåíü ρ = 1 êðàòíîñòè íå íèæå 2. Ñ
ó÷åòîì ñêàçàííîãî

|X(T )− ρE6| = (ρ− 1)2(ρ2 − t1ρ + 1)(ρ2 − t2ρ + 1) , (42)

ãäå t1 è t2 � êîýôôèöèåíòû. Åñëè t1, t2 äåéñòâèòåëüíû è |t1| ≤ 2, |t2| ≤ 2, òî
âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (40) ëåæàò íà îêðóæíîñòè |ρ| = 1 è âûïîëíåíû íåîáõî-
äèìûå óñëîâèÿ îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ z(u). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ýòî ðåøåíèå îðáèòàëüíî íåóñòîé÷èâî. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (22) àâòîíîìíà, à
èññëåäóåìûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåé-
ñòâà ñ ïåðèîäîì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, ýòè ðåøåíèÿ âñåãäà íåóñòîé÷èâû ïî
Ëÿïóíîâó.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè t1 è t2 âåùåñòâåííû, òî t1 ≤
t2. Åñëè æå ýòè êîýôôèöèåíòû ïðèíèìàþò êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ (â ýòîì
ñëó÷àå t2 = t̄1), òî Im t2 ≥ 0.

Âåðíåìñÿ ê ðèñ. 2, 3. Ïðàâûå ãðàôèêè íà ýòèõ ðèñóíêàõ âûðàæàþò çà-
âèñèìîñòü îò ïåðèîäà êîýôôèöèåíòîâ t1, t2 â ôîðìóëå (42). Øòðèõîâûå ãî-
ðèçîíòàëüíûå ëèíèè � ïðÿìûå t1,2 = ±2. Åñëè t1, t2 ïðèíèìàþò êîìïëåêñ-
íûå çíà÷åíèÿ, òî íà ãðàôèêàõ ïðåäñòàâëåíû âåëè÷èíû Re t1,2 è Im t2. Òàêèå
ó÷àñòêè ãðàôèêîâ îòìå÷åíû ìàðêåðàìè (ñð. ðèñ. 3). Ó÷àñòêè íåóñòîé÷èâî-
ñòè íà ãðàôèêàõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé òàêæå îòìå÷åíû ìàðêåðàìè. Êàê âèäíî
èç ðèñóíêîâ, îòðåçêè óñòîé÷èâîñòè íà îñè T âû÷èñëåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé ïðèìåðíî ñîâïàäàþò ñ îòðåçêàìè óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðå-
øåíèÿ (4) (åñëè èñïîëüçîâàòü ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè T è Ω1 ïî ôîðìóëå
Ω1 = π/T + 1). Õàðàêòåð ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òàêæå îäèíàêîâ. Â ñëó÷àå
T > 0 (ðèñ. 2) ãðàôèê êîýôôèöèåíòà t2 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ t2 = 2. Â òî÷êå
ïåðåñå÷åíèÿ óðàâíåíèå (40) èìååò äîïîëíèòåëüíóþ ïàðó êîðíåé ρ = 1, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ïàðå íóëåâûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (9) íà ãðàíèöå îáëàñòè I ïðè
λ = 0.65. Â ñëó÷àå T < 0 (ðèñ. 3) â òî÷êå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè t1 = t2,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò äâóì ïàðàì êðàòíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (9). Èç ýòîé òî÷êè
ñëèÿíèÿ ãðàôèêîâ êîýôôèöèåíòîâ t1 è t2 íà÷èíàåòñÿ ðàñïîëîæåííûé ïðàâåå
íåå ãðàôèê âåëè÷èíû Re t1,2. Â òî÷êå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè Im t2 = 0.

Îäíî èç íàéäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (22) ïðèâåäåíî íà
ðèñ. 4à. Çäåñü èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé δϕ(u) = ϕ(u) − πu/T , θ(u),
ψ(u). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ ëåæàò íà êðèâûõ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 2.
Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, îòêëîíåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ îò ðåøåíèÿ (11) ñ òåì æå
ïåðèîäîì, âåñüìà ìàëî.

Àíàëèç ðèñ. 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè λ > 1 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ àáñîëþò-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïåðèîäà T ïîâåäåíèå ýòèõ ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò ïåðèîäà
ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ñëîæíûì. Íà ðèñ. 4á, 4â, 5 è 6 ïðåäñòàâëåíû ðåøå-
íèÿ êðàåâîé çàäà÷è (22), (32) ïðè λ = 1.6 è ïðåæíèõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ
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ïàðàìåòðîâ. Íà ðèñ. 5, 6 ïðèâåäåíû êðèâûå, çàäàâàåìûå óðàâíåíèåì (33).
Íåêîòîðûå èç ýòèõ êðèâûõ ïîëó÷åíû ìåòîäîì, îïèñàííûì âûøå, à äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ îòðåçêîâ êðèâûõ, ñîäåðæàùèõ òî÷êè ñ âåðòèêàëüíûìè êàñàòåëüíû-
ìè, ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [12]. Â ýòîì ìåòîäå óðàâ-
íåíèå (33) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê óðàâíåíèå êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå R4(a, T ),
ïðè÷åì ñêàëÿðíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà (a, T ) èñïîëüçóþòñÿ èíâàðèàíòíûì
îáðàçîì. Îáíàðóæåííîå âåòâëåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèå (33) ñâÿçàíî ñ íàðóøå-
íèåì óñëîâèÿ (34), ò. å. ñ ðåçîíàíñàìè ìåæäó êîëåáàíèÿìè îñè Ox1 è âðàùå-
íèåì ñïóòíèêà âîêðóã ýòîé îñè (ñð. [1]). Ïðèìåðû íåðåçîíàíñíîãî (ëåæàùåãî
íà èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè (14)) è ðåçîíàíñíîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
(22), (32) ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ. 4á è 4â. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé
ðåçîíàíñíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (22), (32) ïðè λ = 1.6 è T < 0 ïðèâåäåíû â [13].

6. Çàìå÷àíèå îá îáðàòèìûõ ñèñòåìàõ

Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà èíòåðåñíû â ñëåäóþùåì îòíîøåíèè. Â
îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (5) òàêæå ìîæíî ïîñòðîèòü èíòåãðàëü-
íóþ ïîâåðõíîñòü óðàâíåíèé (1). Òàêîå ïîñòðîåíèå ïðè ε = 0, δ = µδ1, ò. å. â
ñëó÷àå ñèñòåìû (22), áûëî âûïîëíåíî â [3]. Â ýòîé ðàáîòå îäíàêî èñïîëüçî-
âàëñÿ äðóãîé ñïîñîá ââåäåíèÿ óãëîâ, çàäàþùèõ âçàèìíîå ïîëîæåíèå ñèñòåì
êîîðäèíàò Ox1x2x3 è OX1X2X3. Íàéäåííàÿ â [3] èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü
ñîäåðæàëà ðåøåíèÿ, èñïûòûâàþùèå ýâîëþöèþ ïîäîáíî ðåøåíèÿì, íàéäåí-
íûì â ðàçäåëå 4). Óêàçàííîå îòëè÷èå îáúÿñíÿåòñÿ òàê.

Ñèñòåìà (22) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé. Ýòîò ôàêò âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
(23), êîòîðîå ñûãðàëî êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðè-
îäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïðåîáðàçîâàíèå z 7→ Sz ïåðåâîäèò îêðåñòíîñòü ðåøåíèÿ
(4) â îêðåñòíîñòü ýòîãî æå ðåøåíèÿ. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî îáðàòèìîñòè íóæíûì îáðàçîì. Òî æå ïðåîáðàçîâàíèå
ïåðåâîäèò îêðåñòíîñòü îäíîãî èç ðåøåíèé (5) â îêðåñòíîñòü äðóãîãî òàêîãî
æå ðåøåíèÿ, îòëè÷àþùåãîñÿ îò ïåðâîãî çíàêîì θ. Â òàêîé ñèòóàöèè ñâîéñòâî
îáðàòèìîñòè íè÷åãî íå äàåò.

Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 05-01-00451).

18



Ëèòåðàòóðà

[1] Ñàðû÷åâ Â.À., Ñàçîíîâ Â.Â. Ãðàâèòàöèîííàÿ îðèåíòàöèÿ âðàùàþùåãîñÿ
ñïóòíèêà. Êîñìè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, 1981, ò. 19, âûï. 4, ñ. 499-512.

[2] Ñàðû÷åâ Â.À., Ñàçîíîâ Â.Â. Âëèÿíèå äèññèïàòèâíîãî ìàãíèòíîãî ìî-
ìåíòà íà ãðàâèòàöèîííóþ îðèåíòàöèþ âðàùàþùåãîñÿ ñïóòíèêà. Êîñìè-
÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, 1982, ò. 20, âûï. 2, ñ. 177-183.

[3] Ñàçîíîâ Â.Â., Ïåòðîâ À.Ë. Ýâîëþöèÿ ðåæèìà ãðàâèòàöèîííîé îðèåíòà-
öèè âðàùàþùåãîñÿ ñïóòíèêà ïîä äåéñòâèåì íåïîòåíöèàëüíîãî àýðîäè-
íàìè÷åñêîãî ìîìåíòà. Êîñìè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, 1987, ò. 25, âûï. 4, ñ.
508-522.

[4] Âåòëîâ Â.È., Ñàçîíîâ Â.Â., Ñàðû÷åâ Â.À. Âëèÿíèå äåìïôèðîâàíèÿ íà
ðåæèì ãðàâèòàöèîííîé îðèåíòàöèè âðàùàþùåãîñÿ ñïóòíèêà. Èçâåñòèÿ
ÀÍ ÑÑÑÐ. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà, 1990, âûï. 1, ñ. 3-12.

[5] Êîñòåíêî È.Ê., Âåòëîâ Â.È., Íûðêîâ À.Ã., Ñàðû÷åâ Â.À., Ñàçîíîâ Â.Â.
Ðåæèì îáîáùåííîé ãðàâèòàöèîííîé îðèåíòàöèè íà îðáèòàëüíûõ êîì-
ïëåêñàõ Ñàëþò-6 � Êîñìîñ-1267 è Ñàëþò-7 � "Êîñìîñ-1443. Êîñìè÷å-
ñêèå èññëåäîâàíèÿ, 1986, ò. 24, âûï. 1, ñ. 46-50.

[6] Âåòëîâ Â.È., Íîâè÷êîâà Ñ.Ì., Ñàçîíîâ Â.Â., Ìàòâååâ Í.Â., Áàáêèí Å.Â.
Ðåæèì ãðàâèòàöèîííîé îðèåíòàöèè Ìåæäóíàðîäíîé êîñìè÷åñêîé ñòàí-
öèè. Êîñìè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, 2001, ò. 39, âûï. 4, ñ. 436-448.

[7] Áåëåöêèé Â.Â. Äâèæåíèå èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî öåíòðà
ìàññ. Ì., Íàóêà, 1965.

[8] Áàáêèí Å.Â., Áåëÿåâ Ì.Þ., Åôèìîâ Í.È., Ñàçîíîâ Â.Â., Ñòàæêîâ Â.Ì.
Íåóïðàâëÿåìîå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå îðáèòàëüíîé ñòàíöèè Ìèð. Êîñ-
ìè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, 2001, ò. 39, âûï. 1, ñ. 27-42.

[9] ×åðíîóñüêî Ô.Ë. Îá óñòîé÷èâîñòè ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè ñïóòíèêà. Ïðè-
êëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà, 1964, ò. 28, âûï. 1, ñ. 155-157.

[10] Áîãîëþáîâ Í.Í., Ìèòðîïîëüñêèé Þ.À. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåî-
ðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Ì., Ôèçìàòãèç, 1963.

[11] Hale J.K. Ordinary di�erential equations. Wiley � Interscience, New York,
1969.

19



[12] Ñàðû÷åâ Â.À., Ñàçîíîâ Â.Â., Ìåëüíèê Í.Â. Ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðèî-
äè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ. Êîñìè÷åñêèå
èññëåäîâàíèÿ, 1980, ò. 18, âûï. 5, ñ. 659-677.

[13] Áîçþêîâ À.Þ., Ñàçîíîâ Â.Â. Îá îäíîì ñïîñîáå ãðàâèòàöèîííîé îðèåí-
òàöèè âðàùàþùåãîñÿ ñïóòíèêà. Ïðåïðèíò Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòå-
ìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, 2004, � 24.

20



Ïîäïèñè ê ðèñóíêàì

Ðèñ. 1, (à) îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè, (á) êðèâûå (37)
ïðè k = 1, (â) êðèâûå (37) ïðè k = 2, (ã) êðèâûå (37) ïðè k = 1.
Ðèñ. 2. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è êîýôôèöèåíòû óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé êðàåâîé
çàäà÷è (22), (32).
Ðèñ. 3. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è êîýôôèöèåíòû óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé êðàåâîé
çàäà÷è (22), (32).
Ðèñ. 4, óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (22), (32): (à) λ = 0.65, T = 1,
ψ(0) = 1.592, Ω1(0) = 4.165, w2(0) = −0.021; (á) λ = 1.6, T = 3.788, ψ(0) =
1.626, Ω1(0) = 1.921, w2(0) = −0.062; (â) λ = 1.6, T = 3.794, ψ(0) = 2.180,
Ω1(0) = 1.233, w2(0) = −1.967.
Ðèñ. 5. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (22), (32) ïðè λ = 1.6.
Ïðàâûå ãðàôèêè â óâåëè÷åííîì âèäå âîñïðîèçâîäÿò ôðàãìåíòû ëåâûõ ãðà-
ôèêîâ.
Ðèñ. 6. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è êîýôôèöèåíòû óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé êðàåâîé
çàäà÷è (22), (32) ïðè λ = 1.6.
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1Ñèñòåìà dx/dt = g(x, t), ãäå x, g ∈ Rn, îáëàäàåò ñâîéñòâîì (E), ïî îòíîøå-
íèþ ê S, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ n × n ìàòðèöà S, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñîîòíîøåíèÿì S = ST = S−1 è Sg(Sx,−t) = −g(x, t) ïðè ëþáûõ x è t [11].
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2Ðåøåíèå z(u) ñèñòåìû (22) áóäåì íàçûâàòü âðàùàòåëüíûì ïåðèîäè÷åñêèì
ðåøåíèåì èëè, êîðî÷å, ïåðèîäè÷åñêèì âðàùåíèåì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî T 6= 0 (ïåðèîä), ÷òî z(u + T ) = z(u) + πe1. Çíà÷åíèÿ T ðàçíûõ çíàêîâ
îòâå÷àþò âðàùåíèÿì â ðàçíûå ñòîðîíû.
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ABOUT A MODE OF GRAVITATIONAL ORIENTATION
OF ROTATING SATELLITE

A.Yu. Bozyukov, V.V. Sazonov

A spinning mode was analyzed for orientation of an Earth low orbit arti�cial
satellite. In this mode, a satellite rotated around its longitudinal axis (the prin-
cipal central axis of the minimal moment of inertia) swinging near the normal
to the orbital plane. The satellite angular rate was equal a few tenth of degree
per second in this mode. The equations of satellite attitude motion were written
taking into account a gravitational and restoring aerodynamic torques as well
as a dissipative torque of eddy currents produced by the Earth magnetic �eld.
The equations contained a small parameter which characterized asymmetry of
the satellite tensor of inertia and non-gravitational torques. Using small parame-
ter method and numerically, the two-dimensial integral manifold of the equations
was constructed which described quasi steady satellite rotations closed to the
cylindrical precession of appropriate asymmetrical satellite in the gravitational
�eld. Such quasi steady rotations could be considered to be nominal motions in
spinning mode.
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