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Àííîòàöèÿ
Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ â ñèñòåìå äëèííûõ ïðîâîäíèêîâ. Ïðèâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Ïðîâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà êàê
äèôôåðåíöèàëüíîé, òàê è ðàçíîñòíîé çàäà÷è. Âûïîëíåí ðàñ÷åò ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ
ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, è ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ðåøàåìîé ñèñòåìû.

M.P.Galanin, A.S.Rodin
The Investigation of Conditioning Number of Linear Algebraic

Equation System for the Problem of Finding of Electromagnetic Field
in the System of Long Conductors.

Abstact
The paper is dedicated to the numerical modelling of electromagnetic �eld in
the system of long conductors. The analytical solution of 1d problem for integro-
di�erential equation is presented. The proof of positive conditionality of oper-
ator is executed for di�erential as well for di�erence problem. The calculation
of eigenvalues for linear algebraic system characterizing the stated problem and
conditioning number of system under solution is made.
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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà
äâèæåíèÿ ïðîâîäÿùåãî ëàéíåðà â óñòðîéñòâå îáîñòðåíèÿ ìîùíîñòè (ñì.[1]).
Äàííûé îáîñòðèòåëü ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì óñòàíîâêè ÌÎË äëÿ ïðîåêòèðóåìîé
ñèñòåìû Áàéêàë (ñì.[13]). Ñõåìà îáîñòðèòåëÿ ïðèâåäåíà íà ðèñ.1.

Ðèñ. 1. Õàðàêòåðíàÿ ñõåìà ñå÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè, â êîòîðîé ðåøàåòñÿ çàäà÷à,
ïëîñêîñòüþ y=const. Çäåñü A - ëàéíåð, B - èíäóêòîð

Â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè êîíäåíñàòîð â öåïè èíäóêòîðà çàðÿæåí äî
íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî íàïðÿæåíèÿ. Ïîñëå çàìûêàíèÿ öåïè ïî èíäóêòîðó (è
ëàéíåðó) íà÷èíàåò òå÷ü ðàçðÿäíûé òîê. Ñîçäàííîå èì â êàíàëå óñêîðèòåëÿ
ìàãíèòíîå ïîëå âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïðîòåêàþùèì ïî ëàéíåðó òîêîì, óñêîðÿÿ
ëàéíåð â íàïðàâëåíèè îò èíäóêòîðà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè
(âîçìîæíî, íóëåâîé) çàìûêàåòñÿ è öåïü ëàéíåðà. Òîê ýòîé öåïè ïðîòåêàåò
ïî ëàéíåðó è ñîçäàåò âíóòðè ïîëîñòè ëàéíåðà äîïîëíèòåëüíîå ìàãíèòíîå
ïîëå. Óñêîðèâøèñü, ëàéíåð ñæèìàåò ýòî ïîëå, êîòîðîå îêîí÷àòåëüíî è
âûâîäèòñÿ èç ñèñòåìû â âèäå èìïóëüñà òîêà â öåïè ëàéíåðà. Òðåáóåòñÿ
ïî íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì äàííûì, ôèçè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ñðåä
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ðàññ÷èòàòü ñêîðîñòü è ïîëîæåíèå óñêîðÿåìîãî ëàéíåðà, íàïðÿæåííîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, òîêè è íàïðÿæåíèÿ âî âíåøíèõ
ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü [1,10,11,12]. Â íåé çàäà÷à
ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâåííî-äâóìåðíîì ïðèáëèæåíèè, â êîòîðîì âñå
âåëè÷èíû çàâèñÿò òîëüêî îò êîîðäèíàò x è y. Ýòî îçíà÷àåò ôîðìàëüíî
áåñêîíå÷íóþ ïðîòÿæåííîñòü ñèñòåìû â íàïðàâëåíèè îñè z. Îäíàêî â
ìîäåëè äîëæíà ó÷èòûâàòüñÿ è íåêàÿ "ýôôåêòèâíàÿ"äëèíà ñèñòåìû â z
- íàïðàâëåíèè, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿþùàÿ ïðîöåññ ïåðåêà÷êè
ýíåðãèè èç âíåøíåé ýëåêòðè÷åñêîé öåïè â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ëàéíåðà.
Èíäóêòîð ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïîäâèæíûì. Åãî ôîðìà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé,
ìàòåðèàë èíäóêòîðà ÿâëÿåòñÿ ïðîâîäíèêîì. Ëàéíåð ÿâëÿåòñÿ ïîäâèæíûì.
Åãî ïîëîæåíèå ïîäëåæèò ðàñ÷åòó â çàâèñèìîñòè îò ïðîòåêàþùèõ ïðîöåññîâ.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàòåðèàë ëàéíåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñæèìàåìóþ
ýëåêòðîïðîâîäíóþ âÿçêóþ æèäêîñòü èëè óïðóãîå òâåðäîå òåëî. Íà êàæäóþ
ýëåìåíòàðíóþ ÷àñòèöó ëàéíåðà äåéñòâóåò ñèëà Ëîðåíöà, ãèäðîäèíàìè÷åñêîå
è âÿçêîå äàâëåíèå èëè ñîîòâåòñòâóþùèå óïðóãèå íàïðÿæåíèÿ. Ëàéíåð è
èíäóêòîð ðàñïîëàãàþòñÿ â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùèì
êîæóõîì, íàõîäÿùèìñÿ îò ïðîâîäíèêîâ íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàññòîÿíèè ñ
òåì, ÷òîáû åãî âëèÿíèå áûëî íå ñëèøêîì ñóùåñòâåííûì.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ êàê èñõîäíîé
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ â ñèñòåìå, òàê è åå êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè.

Àâòîðû áëàãîäàðíû Ñ.Ñ.Óðàçîâó çà ïîìîùü â ðåàëèçàöèè ïðîãðàììíûõ
àëãîðèòìîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî
ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò N 03-01-00461).
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2 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

2.1 Ýëåêòðîäèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü

Ïîñëå ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì (áîëåå ïîäðîáíî ñì. [6]), ñèñòåìà
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â êâàçèñòàöèîíàðíîì ïðèáëèæåíèè èìååò âèä(ñì. [1]):

∂H
∂t

= rot([v×H]− E),

rotH = 4πσE = 4πj, divH = 0. (2.1)

Çäåñü σ - ýëåêòðîïðîâîäíîñòü, E è H -íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è
ìàãíèòíîãî ïîëåé, j-ïëîòíîñòü òîêà, v-ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âåùåñòâà. Âñå
âåëè÷èíû â ñèñòåìå (2.1) çàäàíû â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (ñì.[4]),
èñïîëüçîâàíû ýéëåðîâû êîîðäèíàòû.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â [1,10,11,12] èñïîëüçîâàíû ñìåøàííûå ýéëåðîâî-
ëàãðàíæåâûå (ÑÝË) ïåðåìåííûå. Ïîä íèìè ïîíèìàþòñÿ íà÷àëüíûå
êîîðäèíàòû òî÷åê äàííîé îáëàñòè. Òîãäà D/Dt = ∂/∂t + (v, grad), ãäå
∂/∂t - ïðîèçâîäíàÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ, D/Dt -
ïðè ôèêñèðîâàííûõ ÑÝË êîîðäèíàòàõ. Îòìåòèì, ÷òî â ÿâíîì âèäå ÑÝË
êîîðäèíàòû íå èñïîëüçóþòñÿ, âñå ïðîèçâîäíûå ïî-ïðåæíåìó çàïèñàíû â
ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ. Â óðàâíåíèÿõ ôèãóðèðóþò òîëüêî ïðîèçâîäíûå ïî
âðåìåíè ïðè ôèêñèðîâàííûõ ÑÝË êîîðäèíàòàõ.

Òîãäà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñèñòåìå,
îáåñïå÷èâàþùàÿ ïðîòåêàíèå ïî êàæäîìó ïðîâîäíèêó çàäàííîãî ïîëíîãî
òîêà, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé ñèñòåìû:

4πσ




DA

Dt
−

∫
Sk

σ
DA

Dt
dS + Ik

∫
Sk

σdS


 = 4A, x ∈ Sk, k = 1, 2..N, (2.2)

4A = 0 â G2,
ñ óñëîâèÿìè A|t=0 = 0, [A] = 0 íà ∂Sk, A|∂G = 0.

Çäåñü ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ââåäåí âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A =

(0, 0, A) òàêîé, ÷òî H = rotA, Sk - îáëàñòü ê-ãî ïðîâîäíèêà, G1 - âñÿ îáëàñòü,
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çàíèìàåìàÿ ïðîâîäíèêàìè, G2 - îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ äèýëåêòðèêîì, ∂Sk -
ãðàíèöà ê-ãî ïðîâîäíèêà.

×òîáû îáåñïå÷èòü ïðîòåêàíèå ÷åðåç ïðîâîäíèêè çàäàííûõ òîêîâ,
ïîòðåáóåì ñêà÷êà Ez ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ∂Sk íà âåëè÷èíó χk(t), äëÿ êîòîðîé
èìååì ñîîòíîøåíèå:

χk(t) =

− ∫
Sk

σ
DA

Dt
dS − Ik

∫
Sk

σdS
. (2.3)

Ó÷åò ýòîãî ñëàãàåìîãî è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â (2.2) èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà.

2.2 Óðàâíåíèÿ âíåøíèõ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé.

Ïàðàìåòðû âíåøíèõ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé ïðåäïîëàãàþòñÿ
ñîñðåäîòî÷åííûìè, òàê ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ öåïåé ìîæíî ïðèìåíÿòü óðàâíåíèÿ
Êèðõãîôôà. Îíè èìåþò âèä (ñì. [1]):

LA
dIA

dt
+ RAIA − UA − 2χAlz = 0,

CA
dUA

dt
= −IA,

LB
dIB

dt
+ RBIB − UB − 2(χB − χA)lz = 0,

CB
dUB

dt
= −IB.

Çäåñü èíäåêñàìè A è B ïîìå÷åíû âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ëàéíåðó è
èíäóêòîðó ñîîòâåòñòâåííî. L, R, C - èíäóêòèâíîñòü, ñîïðîòèâëåíèå è åìêîñòü
â öåïè, I è U - ñèëà òîêà è íàïðÿæåíèå íà îáêëàäêàõ êîíäåíñàòîðà. Âåëè÷èíà
χ äàåò ñêà÷îê íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ñì. [1]). Â êà÷åñòâå Ik,
óïîìèíàâøèõñÿ â ôîðìóëàõ (2.2) è (2.3), ñòîÿò çíà÷åíèÿ òîêîâ, ïðîòåêàþùèõ
ïî îïðåäåëåííîìó ïðîâîäíèêó. Ïî èíäóêòîðó - ýòî IB, à ïî ëàéíåðó - (IA−IB).
Êîýôôèöèåíò 2 â óðàâíåíèÿõ öåïåé ïîÿâèëñÿ èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ ïðÿìûõ
è îáðàòíûõ íàïðàâëÿþùèõ äëÿ ïðîòåêàþùåãî òîêà, lz - ýôôåêòèâíàÿ äëèíà
ñèñòåìû â íàïðàâëåíèè îñè z.

Óðàâíåíèÿ öåïåé äîïîëíåíû î÷åâèäíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè:

IA(0) = IA0, UA(0) = UA0, IB(0) = IB0, UB(0) = UB0.
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3 Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé

Ïðåäñòàâèì àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàøåé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (ñ íåêîòîðûìè âàðèàöèÿìè) â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
ñ ïîñòîÿííûì σ â G1.

3.1 Ïåðâûé ñëó÷àé

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ A=A(x, t) óðàâíåíèÿ

4πσ


∂A

∂t
−




∫

S

σ
∂A

∂t
dS + I


 /

∫

S

σdS


 =

∂2A

∂x2 (3.1.1)

â S = [0, l], ãäå S : {x : σ = const 6= 0} - îáëàñòü, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ
ïðîâîäíèê, ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

A(x, 0) = 0, A(0, t) = 0, A(l, t) = 0.

Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è G1 = S, G2 = ∅. Òîê I(t) ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå a2 =

1

4πσ
. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

A(x, t) = u(x, t) + V (x, t),

ãäå V = 2π(x− x2

l )I(t). Òîãäà äëÿ u(x, t) ïîëó÷àåì çàäà÷ó:

ut − 1

l

l∫

0

utdx + 2π(x− x2

l
− l

6
)I ′ = a2uxx,

u(0, t) = u(l, t) = 0, (3.1.2)

u(x, 0) = −2π(x− x2

l
)I(0).

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (3.1.2) íå èçìåíèòñÿ, åñëè çàìåíèòü x íà x1 = l − x.
Çíà÷èò, ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.1.2) äîëæíî áûòü ñèììåòðè÷íûì
îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = l

2 (íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òîæå
óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ).

Ðåøèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóÿ
ïðåäñòàâëåíèå:

u(x, t) = X(x)T (t). (3.1.3)
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Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

T ′(X − c) = a2X ′′T, (3.1.4)

ãäå c = 1
l

l∫
0

Xdx = const. Ðàâåíñòâî (3.1.4) ñïðàâåäëèâî, åñëè

T ′

a2T
=

X ′′

X − c
= const = −λ. (3.1.5)

Òîãäà äëÿ X èìååì:




X ′′ = −λ(X − c),

X(0) = X(l) = 0.
(3.1.6)

Èíòåãðèðîâàíèå (3.1.6) ïî [0, l] ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé c äàåò óñëîâèå:

X ′(0) = X ′(l) = const = c1.

Òîãäà, åñëè ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü (3.1.6) ïî x è îáîçíà÷èòü X ′(x) = Y (x),
ïîëó÷èì ñèñòåìó: 




Y ′′ = −λY,

Y (0) = Y (l) = c1.

Åå ðåøåíèå èìååò âèä:

Y = B1 cos
√

λx + B2 sin
√

λx.

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷àåì

B1 = c1, c1 cos
√

λl + B2 sin
√

λl = c1.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àé c1 6= 0 äàåò ðåøåíèå, êîòîðîå íå óäîâëåòâîðÿåò
òðåáîâàíèþ ñèììåòðèè, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àé c1 = 0. Òîãäà èìååì
ðåøåíèå çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (ñì. [8]):

Yk =

√
2

l
sin

πkx

l
, k = 1, 2, 3...

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ Xk ïîëó÷àåì, ÷òî

λn =

(
2πn

l

)2

, Xn = an(1− cos
2πnx

l
), n = 1, 2, ... (3.1.7)
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Ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèþ ñèììåòðèè, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì
áóäåì èñïîëüçîâàòü èìåííî ýòîò íàáîð ôóíêöèé.

Ñîâîêóïíîñòü {Xn}∞n=1 íå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé â L2, íî îíà

îðòîãîíàëüíà â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ 1
l

l∫
0

Lf fdx < ∞, ãäå

Lf = f − 1

l

l∫

0

fdx,

à "ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå" è "íîðìà" çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(f, g) =
1

l

l∫

0

Lf gdx, ‖f‖ =
√

(f, f). (3.1.8)

Äàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé Xn íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â òàêîì ïðîñòðàíñòâå, íî â
ñîâîêóïíîñòè ñ ñèñòåìîé

X1
n = sin

2πnx

l
(3.1.9)

îíà áóäåò ïîëíîé â ôàêòîðå äàííîãî ïðîñòðàíñòâà ïî îòíîøåíèþ
ýêâèâàëåíòíîñòè

f ∼ g ⇐⇒ f(x) ≡ g(x) + c, c = const. (3.1.10)

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíåíû âñå àêñèîìû äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(3.1.8), âêëþ÷àÿ àêñèîìó î ðàâåíñòâå íóëþ ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà (îí ðàâåí
íóëþ äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû, îäíàêî îòíîñèòåëüíî ââåäåííîãî îòíîøåíèÿ
(3.1.10) êîíñòàíòà ýêâèâàëåíòíà íóëþ). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò,
îðòîãîíàëüíûé âñåì ôóíêöèÿì èç ñèñòåì (3.1.7) è (3.1.9), òîæå ÿâëÿåòñÿ
êîíñòàíòîé, ýêâèâàëåíòíîé íóëåâîìó ýëåìåíòó, îòêóäà è ñëåäóåò (ñì.[14])
ïîëíîòà ñîâîêóïíîñòè óêàçàííûõ ôóíêöèé.

Â êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäàåìîì îòíîøåíèåì (3.1.10),
ñîäåðæèòñÿ ôóíêöèÿ f̃ , êîòîðàÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå
Xn è X1

n. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò f èç äàííîãî êëàññà
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f(x) = f̃(x) + c(f),

ãäå c(f) - êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ñàìîé f .
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

evenf(x) =
f(x) + f(l − x)

2
−

ôóíêöèÿ, ÷åòíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = l
2 . Òîãäà ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî

c(f) = evenf(0) = evenf(l), òàê êàê f̃(0) = f̃(l) = 0.
Åñëè ñàìà ôóíêöèÿ f òîæå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé (òî åñòü f(x) =

evenf(x)), òî îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå:

f(x) = f(0) + f̃(x) = f(0) +
∞∑

n=1

(f̃ , Xn)

‖Xn‖2 Xn(x). (3.1.11)

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê âûðàæåíèþ (3.1.7) è íàéäåì T :

T ′

a2T
= −λn =⇒ Tn = c̃e

−
(

2πna

l

)2

t
. (3.1.12)

Åñëè ó÷åñòü (3.1.11), (3.1.12) è ââåñòè îáîçíà÷åíèå

cn =
2c̃(X, Xn)

an
= const,

òî ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è (3.1.2) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

u(x, t) =
∞∑

n=1

cn(1− cos
2πnx

l
)e
−
(

2πna

l

)2

t
. (3.1.13)

Íàéäåì ðåøåíèå èñõîäíîé íåîäíîðîäíîé çàäà÷è (3.1.2), âçÿâ cn = cn(t). Äëÿ
cn ïîëó÷èì ñèñòåìó:





∞∑
n=1

c′n(1− cos
2πnx

l
)e
−
(

2πna

l

)2

t
−

−1

l

∞∑
n=1

c′n

l∫

0

(1− cos
2πnx

l
)dxe

−
(

2πna

l

)2

t
+ 2π(x− x2

l
− l

6
)I ′(t) = 0,

∞∑
n=1

cn(0)(1− cos
2πnx

l
) = −2π(x− x2

l
)I(0).

Îáîçíà÷èì

−
∞∑

n=1

c′ne
−
(

2πna

l

)2

t
− 2π

l

6
I ′(t) = q(t).
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Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

q(t) +
∞∑

n=1

c′n(1− cos
2πnx

l
)e
−
(

2πna

l

)2

t
+ 2π(x− x2

l
)I ′(t) = 0. (3.1.14)

Ðàçëîæèì g(x) = eveng = x− x2

l
ïî Xn â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå:

g(x) =
∞∑

n=1

l

π2n2 (1− cos
2πnx

l
). (3.1.15)

Ïîäñòàâèì (3.1.15) â (3.1.14):

q(t) +
∞∑

n=1


c′ne

−
(

2πna

l

)2

t
+

2l

πn2I
′(t)


 (1− cos

2πnx

l
) = 0.

Òàê êàê 0 = 0 +
∞∑

n=1
0 ∗Xn , òî ýòî îçíà÷àåò,÷òî :

q(t) = −
∞∑

n=1

c′ne
−
(

2πna

l

)2

t
− 2π

l

6
I ′(t) = 0. (3.1.16)

c′ne
−
(

2πna

l

)2

t
+

2l

πn2I
′(t) = 0, n = 1, 2, ...

=⇒ cn = − 2l

πn2

t∫

0

I ′(τ)e

(
2πna

l

)2

τ
dτ + c.

Ïîñòîÿííóþ c íàéäåì èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ:
∞∑

n=1

(cn(0) +
2l

πn2I(0))(1− cos
2πnx

l
) = 0,

c = cn(0) = − 2l

πn2I(0).

cn = − 2l

πn2


I(0) +

t∫

0

I ′(τ)e

(
2πna

l

)2

τ
dτ


 .
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Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî (3.1.16) äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ. Âûïèøåì
ïîëíîñòüþ íàéäåííîå ðåøåíèå:

A(x, t) = u + V = 2π(x− x2

l
)I(t) +

∞∑
n=1

2l

πn2∗

∗


I(0)e

−
(

2πna

l

)2

t
+

t∫

0

I ′(τ)e
−
(

2πna

l

)2

(t− τ)
dτ


 (cos

2πnx

l
− 1).

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
(3.1.1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ. Òîãäà äëÿ èõ ðàçíîñòè
Ar èìååì òîæäåñòâî âèäà

4π
∂

∂t

∫

S

σ


Ar −

∫

S

σArdS/

∫

S

σdS


 dS +

∫

S

(5Ar)
2dS = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî Ar åñòü ôóíêöèÿ âðåìåíè, ðàâíàÿ íóëþ ïðè t = 0. Íî
â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îíà ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî.

3.2 Âòîðîé ñëó÷àé

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ðàâíà íóëþ íà ó÷àñòêå
x ∈ [0, l0] ∪ [l − l0, l]. Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïîäîáëàñòåé âûïîëíåíî óñëîâèå
íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà À è åãî ïðîèçâîäíîé.

Åñëè ïðåäñòàâèòü ïîòåíöèàë â âèäå:

A(x, t) =





A1(x, t), x ∈ [0, l0],

A2(x, t), x ∈ [l0, l − l0],

A3(x, t), x ∈ [l − l0, l],
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òî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó (2.2) äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ:



A1xx = 0,

A1(0, t) = 0,

A1(l0, t) = A2(l0, t),

A1x(l0, t) = A2x(l0, t),

A2t − 1

l1

l−l0∫

l0

A2tdx− I

l1σ
= a2A2xx,

A2(l − l0, t) = A3(l − l0, t),

A2x(l − l0, t) = A3x(l − l0, t),

A3xx = 0,

A3(l, t) = 0,

A(x, 0) = 0,

(3.2.1)

ãäå l1 = l − 2l0.
Åñëè ñäåëàòü çàìåíó: x −→ l − x, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî

A3(x, t) = A1(l − x, t).

Ïðåäñòàâèì A1, A3 â âèäå: 



A1 = X1(x)f(t),

A3 = X1(l − x)f(t).

Ðåøàÿ ñèñòåìó (3.2.1), ïîëó÷èì:



A1 = cxf(t),

A3 = c(l − x)f(t),
(3.2.2)

ãäå ôóíêöèÿ f(t) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íà÷àëüíîìó óñëîâèþ f(0) = 0.
Óäîáíî ñäåëàòü çàìåíó y = x− l0. Òîãäà äëÿ A2 çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:




A2t − 1

l1

l1∫

0

A2tdy − I

l1σ
= a2A2yy,

A2(0, t) = A2(l1, t) = cl0f(t),

A2y(0, t) = cf(t),

A2y(l1, t) = −cf(t),

A2(y, 0) = 0,

(3.2.3)
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Ðåøåíèå èùåì â âèäå

A2(y, t) = u(y, t) + V (y, t) + W (y, t),

ãäå
V = c(y − y2

l1
+ l0)f(t),

W =
c

l31
y2(y − l1)

2f(t).

Òîãäà äëÿ u(y, t) çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä:




uyy = ut − 1

l1

l1∫

0

utdy + c(y − y2

l1
− l1

6
)f ′(t) +

2a2c

l1
f(t)+

+
c

l31
(y4 − 2y3l1 + y2l21 −

l41
30

)f ′(t) +
12a2c

l31
(y2 − yl1 +

l21
6

)f(t)− I

σl1
,

u(0, t) = u(l1, t) = 0,

uy(0, t) = uy(l1, t) = 0,

u(y, 0) = 0.

(3.2.4)

Åñëè ñâåñòè ñèñòåìó (3.2.4) ê îäíîðîäíîé çàäà÷å, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ,
óæå ðåøåííûå â ïåðâîé ÷àñòè. Çíà÷èò, ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è âûãëÿäèò
àíàëîãè÷íî (3.1.13):

u(y, t) =
∞∑

n=1

cn(1− cos
2πny

l1
)e
−
(

2πna

l1

)2

t
.

Òîãäà ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé çàäà÷è (3.2.9) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç
ñîîòíîøåíèÿ:

∞∑
n=1


c′ne

−
(

2πna

l1

)2

t
+

cl1f
′(t)

π2n2 +
3cl1f

′(t)
π4n4 +

12ca2f(t)

π2n2l1


 Xn(y)−

−
∞∑

n=1

c′ne
−
(

2πna

l1

)2

t
− cl1f

′(t)
6

+
2a2c

l1
f(t)−

−cl1f
′(t)

30
− 2ca2f(t)

l1
− I

σl1
= 0.
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Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè Xn(y), àíàëîãè÷íûå ôóíêöèÿì (3.1.7).
Ïðåäñòàâëåíèå ïðàâîé ÷àñòè â âèäå 0 = 0 +

∞∑
n=1

0 ∗Xn äàåò ðàâåíñòâà

−
∞∑

n=1

c′ne
−
(

2πna

l1

)2

t
− cf ′(t)l1

6
+

2a2c

l1
f(t)−

−cl1f
′(t)

30
− 2ca2f(t)

l1
− I

σl1
= 0, (3.2.5)

c′ne
−
(

2πna

l1

)2

t
+

cl1
π2n2f

′(t) +
3cl1f

′(t)
π4n4 +

12ca2f(t)

π2n2l1
= 0, (3.2.6)

îòêóäà

cn = −c

t∫

0

(
l1

π2n2f
′(τ) +

3l1
π4n4f

′(τ)+

+
12a2

π2n2l1
f(τ)

)
e

(
2πna

l1

)2

τ
dτ + const.

Èç íóëåâîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò:
∞∑

n=1

cn(0)(1− cos
2πny

l1
) = 0,

const = cn(0) = 0.

Ôóíêöèÿ f(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç (3.2.5) ñ èñïîëüçîâàíèåì (3.2.6) è ñîîòíîøåíèé
∞∑

n=1

1

n2 =
π2

6
,

∞∑
n=1

1

n4 =
13π4

720
:

(ýòè ñóììû ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå íà îòðåçêå [−π, π],
ñîîòâåòñòâåííî, x è x2, à çàòåì âîñïîëüçîâàòñüÿ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ)

−
∞∑

n=1

c′ne
−
(

2πna

l1

)2

t
=

cl1f
′

6
+

13cl1f
′

240
+

2ca2f

l1
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
f̃ = fc.
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Òîãäà

f̃(t) =
48

σl21

t∫

0

I(s)e
−
96a2

l21
(t− s)

ds.

Çíà÷èò

cn = −
t∫

0

(
l1

π2n2 f̃
′(τ) +

3l1
π4n4 f̃

′(τ) +
12a2

π2n2l1
f̃(τ)

)
e

(
2πna

l1

)2

τ
dτ.

Òîãäà ðåøåíèå (3.2.3) ïðèíèìàåò âèä:

A2(y, t) = u + V + W = (y − y2

l1
+ l0)f̃(t) +

1

l31
y2(y − l1)

2f̃(t)+

+
∞∑

n=1

[

t∫

0

(
l1

π2n2 f̃
′(τ) +

3l1
π4n4 f̃

′(τ)+

+
12a2

π2n2l1
f̃(τ)

)
e
−
(

2πna

l1

)2

(t− τ)
dτ ](cos

2πny

l1
− 1).

À èç (3.2.2) íàõîäÿòñÿ
A1(x, t) = xf̃(t),

A3(x, t) = (l − x)f̃(t).

4 Î ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â [1, 10, 11, 12] èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðè àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè îäíîâðåìåííî
ïðîèçâîäèëàñü äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé âíåøíèõ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé,
òàê ÷òî ÿâëåíèÿ âíóòðè óñêîðèòåëÿ è â öåïÿõ îïèñûâàëèñü ñîâìåñòíî. Ó÷åò
óðàâíåíèé öåïè ïðèâåë ê íåîáõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñîáåííîñòüþ òàêîé çàäà÷è
ÿâëÿåòñÿ ïëîõàÿ îáóñëîâëåííîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) èç-çà íàëè÷èÿ èíòåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ.
Êðîìå òîãî, â ïîëó÷åííîé ÑËÀÓ ìàòðèöà ñèñòåìû íå áóäåò ñèììåòðè÷íîé.

16



Ýòî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàòðóäíÿåò ðàáîòó ñ ñèñòåìîé. Ïîýòîìó ïðèìåíåí
òàêîé ïðèåì: ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ðàçíîñòíîé çàäà÷è ðàñøèðÿåòñÿ íà N øòóê,
òî åñòü íà êîëè÷åñòâî ïðîâîäíèêîâ ( â äàííîì ñëó÷àå N=2). Ïðè ýòîì íîâûå
ïåðåìåííûå (ñì. [2]) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ðàâíû

Yk =

∫
Sk

σ
DA

Dt
dS + Ik

(
∫
Sk

σdS

)1/2 , k = 1, ...N. (4.1)

Ïîëó÷åííàÿ ïîñëå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÑËÀÓ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
óðàâíåíèÿì ýëåêòðîäèíàìèêè è âíåøíèõ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé, è èññëåäóåòñÿ
â äàëüíåéøåì. Èìåííî î íåé ïîéäåò ðå÷ü â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

5 Èññëåäîâàíèå çíàêîîïðåäåëåííîñòè
îïåðàòîðà çàäà÷è

Â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ôèãóðèðóþò 2 ïðîâîäíèêà, îäíàêî â ýòîì ðàçäåëå
äîêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðà çàäà÷è ïðè íàëè÷èè
1 ïðîâîäíèêà. Ýòî ñäåëàíî äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè. Äîáàâëåíèå âòîðîãî
ïðîâîäíèêà íå âíîñèò íè÷åãî ñóùåñòâåííî íîâîãî â äîêàçàòåëüñòâî, à
òîëüêî äåëàåò åãî áîëåå ãðîìîçäêèì. Â ýòîì ðàçäåëå òîê, òåêóùèé ïî
ïðîâîäíèêàì, ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ óðàâíåíèé
öåïè â èñõîäíîé ìîäåëè.

5.1 Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäà÷åé (2.2) îí çàäàí ñîîòíîøåíèÿìè

LA =
4πσ

τ


A− 1

SΘ

∫

Sk

σAdS


−4A â Sk, ãäå SΘ =

∫
Sk

σdS,

LA = −4A â G\⋃
k

Sk.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

A∗ =





A− 1
SΘ

∫
Sk

σAdS, x ∈ Sk,

0, x ∈ G\⋃
k

Sk.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå
L2(G)

(u, v) =

∫

G

uvdS.

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü:

(LA,A) = (−4A,A) + (
4πσ

τ
A∗, A),

(−4A,A) = (∇A,∇A)−
∫

∂G

A
∂A

∂n
dS = (∇A,∇A).

Ïîñëåäíåå âûïîëíåíî â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äàëåå ïîëó÷èì

(
4πσ

τ
A∗, A) = (

4πσ

τ
A∗, A∗) + (

4πσ

τ
A∗,

1

SΘ

∫

Sk

σAdS) = (
4πσ

τ
A∗, A∗).

Òîãäà
(LA,A) = (∇A,∇A) + (

4πσ

τ
A∗, A∗) ≥ ‖∇A‖2 ≥ c‖A‖2

â ñèëó íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà (ñì.[7]).
Çíà÷èò, îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì.

5.2 Ðàçíîñòíûé îïåðàòîð

5.2.1 Îäíîìåðíûé ñëó÷àé áåç çàìåíû.

Ïðîâåäåì äèñêðåòèçàöèþ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (2.2) â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Íà ìíîæåñòâå G (â äàííîì ñëó÷àå [0, l]) è [0, t0]) ââåäåì
ñåòêè ωh = {xi}n

i=0 è ωτ = {tj}p
j=0. Òî÷êè (xi, tj), i = 0, 1, ..., n, j = 0, 1, ...p,

îáðàçóþò óçëû ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñåòêè ωh,τ = ωh × ωτ .
Íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ À çàìåíèì ñåòî÷íîé ôóíêöèåé y, îïðåäåëåííîé íà

ñåòêå ωhτ . Äëÿ íåå ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ yj
i - çíà÷åíèå y â òî÷êå x = xi, t = tj.

Ïðîâåäåì ñòàíäàðòíóþ ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ
÷àñòåé óðàâíåíèé.
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Â äàëüíåéøåì äëÿ îáëåã÷åíèÿ ôîðìû çàïèñè èíäåêñ ïî âðåìåíè îïóùåí,
ïðè ýòîì yj

i = yi, yj−1
i = y̌i (ñì. [9], [15]).

Ýëåêòðîïðîâîäíîñòü íå ðàâíà íóëþ íà îòðåçêå [l0, l − l0]. Ïóñòü êîíöàì
ýòîãî îòðåçêà ñîîòâåòñòâóþò óçëû ñåòêè ñ íîìåðàìè m è k. Èíòåãðàë
àïïðîêñèìèðóåì ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ:

l−l0∫

l0

σAtdx −→
l−l0∫

l0

σ
A(x, tj)− A(x, tj−1)

τ
dx −→

k∑
i=m

yi − y̌i

τ
hiσi.

Â äàííîì ðàçäåëå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñåòêà ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíîé, òî åñòü hi = h = const.

Òîãäà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ (îíà áóäåò ïîëíîñòüþ íåÿâíîé)
ïðèìåò âèä:





4πσi

(
yi − y̌i

τ
− 1

Sσ

k∑

j=m

yj − y̌j

τ
h

)
=

yi−1 − 2yi + yi+1

h2 +
4πσiI

Sσ
,

1
h2 (yi+1 − 2yi + yi−1) = 0, i = 1, ..., m− 1, k + 1, ..., n− 1

y0 = yn = 0,

ãäå Sσ =
k∑

j=m

σjh.

Äîìíîæèì âñå ñëàãàåìûå â ðàçíîñòíîé ñõåìå íà h.
Åñëè ñîáðàòü âñå ñëàãàåìûå, îòíîñÿùèåñÿ ê âåðõíåìó âðåìåííîìó ñëîþ,

â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, òî èç êîýôôèöèåíòîâ, ñòîÿùèõ ïåðåä íèìè,
ìîæíî ñîñòàâèòü ìàòðèöó - îáîçíà÷èì åå Â. Âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå
ïåðåíåñåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé è îáîçíà÷èì fi. Ïðè èññëåäîâàíèè
çíàêîîïðåäåëåííîñòè îíè íå èñïîëüçóþòñÿ.

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ðàçíîñòíóþ ñõåìó â ìàòðè÷íîì âèäå:

Ây = F,

ãäå F = (0, 0, 0, ..., fk, ..., fm, 0, ..0)T , y = (y1, ..., yn−1)
T .

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî îïåðàòîð ðàçíîñòíîé çàäà÷è. Îí çàäàí
ñîîòíîøåíèÿìè:
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(Ây)i = −h(yxx)i, i = 1, ..., m− 1, k + 1, ...n− 1

(Ây)i =
4π

τ
σih[yi − 1

Sσ
{

k∑
j=m

σjhyj}]− h(yxx)i, i = m, ..., k

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì.[9]):

‖y‖2 =
n∑

j=0

hy2
j , (u, v) =

n∑
j=0

hujvj,

(Ãu, v) =
n∑

j=0
h(Ãu)jvj, ãäå Ã = 1

hÂ.

Èñïîëüçóåì äàëåå èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ: ïåðâóþ ðàçíîñòíóþ ôîðìóëó
Ãðèíà è ðàçíîñòíóþ òåîðåìó âëîæåíèÿ (ñì.[9]).

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

B0 =




hσm

Sσ
...

hσk

Sσ

... ... ...
hσm

Sσ
...

hσk

Sσ




, B = E −B0, C =




0 0 0

0 B 0

0 0 0




(ðàçìåðíîñòü ìàòðèö B,B0, E ðàâíà (k−m)× (k−m), C− (n− 1)× (n− 1)).
Òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî âåêòîð y èìååò ðàçìåðíîñòü (n − 1) (çíà÷åíèå ðåøåíèÿ
íà ãðàíèöå èçâåñòíî çàðàíåå). Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü:

(Ãy, y) =
4π

τ
(σCy, y)− (yxx, y) =

4π

τ
(σCy, y) + ‖yx]|2.

(σCy, y) = (σBỹ, ỹ) = (σBỹ, Bỹ) + (σBỹ, B0ỹ),

ãäå ỹ = (ym, ..., yk)
T .

(σBỹ, B0ỹ) = (σỹ, B0ỹ)− (σB0ỹ, B0ỹ) = 0.

Òîãäà

(Ãy, y) =
4π

τ
(σCy, y) + ‖yx]|2 ≥ 4π

τ
(min

i
σi)(Bỹ, ỹ) + c‖y‖2 ≥ c‖y‖2.

Çíà÷èò, ìàòðèöà Â ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.
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5.2.2 Îäíîìåðíûé ñëó÷àé ñ çàìåíîé

Åñëè ñäåëàòü çàìåíó (àíàëîãè÷íóþ (4.1) äëÿ ñèììåòðèçàöèè ìàòðèöû)

yσ =

k∑
j=m

σjhyj

β
,

òî îïåðàòîð, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåé ÷àñòè, ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

(Ây)i = −h(yxx)i, i = 1, ..., m− 1, k + 1, ...n− 1,

(Ây)i =
4π

τ
σihyi − αβhσiyσ − h(yxx)i, i = m, ..., k,

(Ây)n = hn+1yσ −

k∑
j=m

σjhhn+1yj

β
,

ãäå y = (y1, .., yn−1, yσ)
T , α = 4π

τSσ
, hn+1 - äëèíà ôèêòèâíîé ÿ÷åéêè ñåòêè,

âîçíèêàþùåé èç-çà ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðà. Çíà÷åíèå hn+1 ïðîèçâîëüíî,
îáû÷íî îíî ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì 1. Êîýôôèöèåíò β íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ
ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû Â:

hn+1

β
= αβ ⇒ β =

√
hn+1

α
.

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

C1 =

(
β

Sσ
, ...,

β

Sσ

)T

, C2 =

(
βσmh

hn+1Sσ
, ...,

βσkh

hn+1Sσ

)
−

âåêòîðà ðàçìåðíîñòè (k −m);

E =




0 0 0 0

0 Ek−m 0 0

0 0 0 0

0 0 0
τ

4π




, B =




0 0 0 0

0 0 0 C1

0 0 0 0

0 C2 0 0




, B = E −B,

(ðàçìåðíîñòü ìàòðèö B, E, B ðàâíà n × n); σn+1 = 1 (îáîçíà÷åíî äëÿ
óäîáñòâà).

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü:

(Ãy, y) =
4π

τ
(σBy, y)− (yxx, y) =

4π

τ
(σBy, y) + ‖yx]|2.
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Ïðåîáðàçóåì ïåðâîå ñëàãàåìîå:

(σBy, y) =
k∑

j=m

(yj − β

Sσ
yσ)σjhyj + hn+1(

τ

4π
yσ −

k∑

j=m

σjhyj
β

hn+1Sσ
)yσ =

k∑
j=m

hσj(yj − β

Sσ
yσ)

2 − β2

S2
σ

Sσyσ +
β

Sσ
yσ

k∑
j=m

hσjyj +
τhn+1

4π
y2

σ −
β

Sσ
yσ

k∑
j=m

σjhyj.

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî
β2

Sσ
=

hn+1

αSσ
=

τhn+1

4π
,

òî

(σBy, y) =
k∑

j=m

hσjy
2
j +

β2

Sσ
y2

σ − 2
β

Sσ

k∑
j=m

(yσ

√
hσj)(

√
hσjyj).

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà äëÿ ðÿäîâ, ïîëó÷èì:

(σBy, y) ≥
k∑

j=m

hσjy
2
j +

β2

Sσ
y2

σ − 2
β

Sσ
(y2

σ

k∑
j=m

hσj)
1
2 (

k∑
j=m

hσjyj)
1
2 =

=
k∑

j=m

hσjy
2
j +

β2

Sσ
y2

σ − 2
β√
Sσ

|yσ|(
k∑

j=m

hσjyj)
1
2 .

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

2|ab| ≤ a2

ε2 + ε2b2.

Òîãäà äëÿ ε > 1 ìîæíî çàïèñàòü:

(σBy, y) ≥ β2y2
σ

Sσ
(1− 1

ε2 ) + (1− ε2)
k∑

j=m

hσjy
2
j ≥

≥ τ

4π
c1hn+1y

2
σ − (ε2 − 1) max

j
σj

k∑
j=m

hy2
j .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(Ãy, y) ≥ 4π

τ
(σBy, By) +

(
3

l

)2

‖y‖2 ≥ c1hn+1y
2
σ +

9

l2

m−1∑

i=1

hy2
i +

+
9

l2

n−1∑

i=k+1

hy2
i + (

9

l2
− 4π

τ
(ε2 − 1) max

i
σi)

k∑
i=m

hy2
i .

22



Ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 1, ÷òî

c2 =
9

l2
− 4π

τ
(ε2 − 1) max

i
σi > 0.

Åñëè îáîçíà÷èòü c = min(c1, c2), òî

(Ãy, y) ≥ c‖y‖2.

Çíà÷èò, ìàòðèöà Â ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

5.2.3 Äâóìåðíûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíóþ çàäà÷ó:

4πσ

τ


A− 1

SΘ

∫

Sk

σAdS


 = 4A + f, x ∈ Sk,

0 = 4A, x ∈ G\
⋃

k

Sk.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû èñïîëüçóåì ìåòîä Ãàëåðêèíà (ñì.[7]) (äëÿ
ñèñòåìû óçëîâ, îáðàçîâàâøèõñÿ ïîñëå òðèàíãóëÿöèè îáëàñòè) ñî ñëåäóþùèìè
èçìåíåíèÿìè: ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé äîìíîæàåòñÿ íà áàçèñíóþ ôóíêöèþ
ϕi, à ëåâàÿ - íà ψi. Ôóíêöèè ϕi îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî â òðåóãîëüíèêàõ,
ïðèìûêàþùèõ ê i-é âåðøèíå, ãäå îíè ðàâíû ϕi = ai + bix + ciy, à ψi

- õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ÿ÷åéêè Äèðèõëå, àññîöèèðîâàííûå ñ i-îé
òî÷êîé:

4π

τ




∫

Fi

σAψidS − 1

SΘ

∫

Sk

σAdS

∫

Fi

σψidS


 = −

∫

Gi

∇ϕi∇AdS +

∫

Gi

ϕifdS,

0 = −
∫

Gi

∇ϕi∇AdS. i = 1, ..., m− 1, ..., k + 1...N.

Çàòåì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé,
ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì ϕj , à â ëåâîé - ïî áàçèñíûì
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ôóíêöèÿì ψj. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà:

4π

τ


yi

∫

Fi

σdS − 1

SΘ

N∑
j=1

yj

∫

Fj

σψjdS

∫

Fi

σψidS


 = −

N∑
j=1

yj

∫

Gij

∇ϕi∇ϕjdS + fi,

N∑
j=1

yj

∫

Gij

∇ϕi∇ϕjdS = 0, i = 1, ..., m− 1, ..., k + 1...N,

ãäå yj - çíà÷åíèå A â ñîîòâåòñòâóþùåì óçëå ñåòêè, Fi -îáëàñòü, ãäå íå ðàâíà
íóëþ ôóíêöèÿ ψi, Gi -îáëàñòü, ãäå íå ðàâíà íóëþ ôóíêöèÿ ϕi, Gij -îáëàñòü,
ãäå íå ðàâíû íóëþ è ϕi è ϕj.

Åñëè âûïîëíèòü ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ
∫
Fi

σdS =
∫
Fi

σψidS = σisi,

ãäå si - ïëîùàäü ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêè Äèðèõëå, òî âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ,
âåñüìà íàïîìèíàþùàÿ îäíîìåðíûé ñëó÷àé, ïîýòîìó îïåðàòîð ðàçíîñòíîé
çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(Ây)i =

Ni∑

j=1

Cijyj, i = 1, ..., m− 1, k + 1, ...N

(Ây)i =
4π

τ
σisi[yi − 1

Sσ
{

k∑
j=m

σjsjyj}] +

Ni∑
j=1

Cijyj, i = m, ..., k

ãäå Sσ =
k∑

j=m

σjsj,

Cij =

∫

Gij

ϕi4ϕjdS = −(∇ϕj)ϕi|Gij
+

∫

Gij

(∇ϕi)(∇ϕj)dS =

∫

Gij

(∇ϕi)(∇ϕj)dS.

Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè ϕi, ïîëó÷àåì Cij = (aiaj + bibj)sj.

Êàê ïîêàçàíî â [7], îïåðàòîð, çàäàííûé ñîîòíîøåíèÿìè (Ay)i =
Ni∑
j=1

Cijyj, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Çíà÷èò, êàê è â

îäíîìåðíîì ñëó÷àå, îïåðàòîð Â òîæå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è â ñëó÷àå ñ çàìåíîé (ñì. ðàçäåë
5.2.2).
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6 Íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Âx = b.

Ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîçâîëÿþò îöåíèòü
îáóñëîâëåííîñòü ìàòðèöû ÑËÀÓ, òî åñòü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ïî
îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèÿì ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé è ñàìîé ìàòðèöû
êîýôôèöèåíòîâ. Äëÿ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû
åå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ðàâíî îòíîøåíèþ (ñì.[9]):

MA = ‖Â‖s‖Â−1‖s =
λmax

λmin
.

(‖ · ‖s - ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà)
Êðîìå òîãî, ïîëîæèòåëüíîñòü ìèíèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû Â,
à îòðèöàòåëüíîå ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì òîãî, ÷òî ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

6.1 Ñòåïåííîé ìåòîä

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ èñïîëüçóåì
ñòåïåííîé ìåòîä áåç ñäâèãà (ñì.[5]). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

|λ1| > |λ2| ≥ |λ3| ≥ ... ≥ |λn|.
Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ {zk}∞k=0

è ïðèáëèæåíèé {λk}∞k=0, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû

zk = Âzk−1, λk = (zk, zk−1),

ãäå âñå zk ÿâëÿþòñÿ íîðìèðîâàííûìè (èñïîëüçóåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà) (áîëåå
ïîäðîáíî ñì.[5]). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âåêòîðà z0 âûáåðåì åäèíè÷íûé
âåêòîð, à çàòåì åãî íîðìèðóåì. Òàêèì îáðàçîì íàõîäèòñÿ λ1. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ λn èñïîëüçóåòñÿ ñòåïåííîé ìåòîä ñî ñäâèãîì.
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6.2 Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

µ(x) =
(Âx,x)

(x,x)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

λ1 = max
x6=0

(Âx,x)

(x,x)
, λn = min

x 6=0

(Âx,x)

(x,x)

(ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà Â ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé).
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ïðîñòî ê íàõîæäåíèþ ýêñòðåìóìîâ

çàäàííîãî ôóíêöèîíàëà. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿþòñÿ íåêîòîðûå ìåòîäû
ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà (ñì. [5]).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ãðàäèåíòîì ôóíêöèîíàëà µ(x) áóäåò âåêòîð
2

(x,x)
[Âx− µ(x)x] =

2

(x,x)
ξ,

ãäå ξ = Âx− µ(x)x.
Ìîæíî óñòðîèòü ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ: ïóñòü x0 - íåêîòîðûé

íà÷àëüíûé âåêòîð, îòëè÷íûé îò íóëåâîãî; äàëåå ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåêòîðîâ

xk = xk−1 + γk−1ξk−1,

ãäå γk−1 - íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, âûáèðàåìîå òàê, ÷òîáû âî âñÿêîì
ñëó÷àå µk áûëî áû áîëüøå µk−1 (ïðè ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà, ïðè
ìèíèìèçàöèè - íàîáîðîò). Ðàññìîòðèì 2 ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ:
Ìåòîä ïîñòîÿííîãî êîýôôèöèåíòà ñ äðîáëåíèåì øàãà. Âûáèðàåì
êàêîå-íèáóäü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå γ0 è íà êàæäîé èòåðàöèè ïðèíèìàåì γk =

γ0. Åñëè äàííîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà îáåñïå÷èâàåò íóæíîå âîçðàñòàíèå
èëè óáûâàíèå ôóíêöèè, òî äåëàåì ñëåäóþùèé øàã, åñëè íåò, òî îíî
äîìíîæàåòñÿ íà çàðàíåå îïðåäåëåííîå ÷èñëî è ñíîâà èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå
ôóíêöèîíàëà. Äðîáëåíèå øàãà ïðîèñõîäèò äî òåõ ïîð, ïîêà ïðîìåæóòî÷íîå
çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà íå ñòàíåò ïðèåìëåìûì.
Ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò âûáèðàåòñÿ
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òàê:
γk =

µ(xk)− µ(xk−1)

t2k−1
.

À â êà÷åñòâå ïåðâîãî êîýôôèöèåíòà ïðèíèìàåòñÿ âûðàæåíèå

γ0 =
2√

s2
0 + 4t20 + s0

-ïðè ïîèñêå ìàêñèìóìà,

γ0 = − 2√
s2
0 + 4t20 − s0

-ïðè ïîèñêå ìèíèìóìà, ãäå

t2k =
(ξ0, ξ0)

(xk,xk)
, sk = µ(xk)− µ(ξk).

Áîëåå ïîäðîáíî ýòè ìåòîäû è äîêàçàòåëüñòâî èõ ñõîäèìîñòè èçëîæåíû â [5].

6.3 Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ è âûâîäû

Äëÿ ïðîâåðêè êà÷åñòâà îöåíîê ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ (ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà), äëÿ êîòîðîé
èçâåñòíû òî÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

λi =
4

h2 sin2 πih

2l
.

Çàïèøåì ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó, ïðîâåäÿ äèñêðåòèçàöèþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà
àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ, îïèñàííîìó â ðàçäåëå 5.2.1, è íàéäåì ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, èñïîëüçóÿ ýòè ìåòîäû.

Âñå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ
Ðàçìåð- Ãðàíèöû Òî÷íûå ñòåïåííîé ñ äðîáëåíèåì íàèñêîð.
íîñòü ñïåêòðà çíà÷åíèÿ ìåòîä øàãà ñïóñê
n=10 λmin 9.7887 9.7887 9.7887 9.7887
h=0.1 λmax 390.2113 390.21138 390.21125 390.21128
n=100 λmin 9.868 10−2 9.869 10−2 9.8707 10−2 9.8703 10−2

h=0.1 λmax 399.9013 399.9013 399.9012 399.90129
n=1000 λmin 9.8659 10−4 9.996 10−4 1.0074 10−3 1.0022 10−3

h=0.1 λmax 399.9990 399.999 399.9984 399.9989
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Êàê âèäíî èç ýòîé òàáëèöû, âñå 3 ìåòîäà äàþò ðåçóëüòàòû, áëèçêèå ê
ïðàâèëüíûì. Â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàëñÿ ñòåïåííîé ìåòîä.

Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å: èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà
âíóòðè èíäóêòîðà ñóùåñòâóåò äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîäîáëàñòü (âûðåç, çàíÿòûé
äèýëåêòðèêîì), ðàçìåðû êîòîðîé áóäóò çàäàâàòü 2 ïàðàìåòðà α, β,
èçìåíÿþùèåñÿ îò 0 äî 1 ( êîãäà îíè îáà ðàâíû 0 - ïîäîáëàñòè íåò, êîãäà
îíè ðàâíû 1 - ïîäîáëàñòü çàíèìàåò âñþ îáëàñòü èíäóêòîðà). Äåëî â òîì,

Ðèñ. 2. Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïîäîáëàñòè (âûäåëåíà øòðèõîâêîé) â
÷åòâåðòè ñå÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè, â êîòîðîé ðåøàåòñÿ çàäà÷à, ïëîñêîñòüþ
z=const.

÷òî ðåàëüíîå çíà÷åíèå òîêà â öåíòðàëüíîé ÷àñòè èíäóêòîðà î÷åíü ìàëî
è, â ïðèíöèïå, èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ñ÷èòàÿ, ÷òî òàì ñóùåñòâóåò âûðåç,
çàïîëíåííûé äèýëåêòðèêîì. Íî ýòî èìååò ñìûñë, åñëè â ðåçóëüòàòå òàêîãî
äîïóùåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ëó÷øàÿ (â ñìûñëå îáóñëîâëåííîñòè) ÑËÀÓ. Â Òàáëèöå
2 ïðèâåäåíû ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Êàê
âèäíî èç ýòîé òàáëèöû, ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè äåéñòâèòåëüíî óìåíüøàåòñÿ
ñ ðîñòîì ðàçìåðîâ âûðåçà, íî ýòè èçìåíåíèÿ íå òàê çíà÷èòåëüíû, ÷òîáû
ðàäèêàëüíî èçìåíèòü ñèòóàöèþ.
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè îò ðàçìåðà âûðåçà â èíäóêòîðå.

Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ
÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè îò ïàðàìåòðà β ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè α = 0.5.

Òàáëèöà 2. ×èñëî îáóñëîâëåííîñòè ïðè ðàçíûõ ðàçìåðàõ âûðåçà.
α β max min MA

0 0 1.1476 7.8947 10−6 1.454 105

0.25 0.25 1.1492 8.2147 10−6 1.399 105

0.5 0.25 1.1513 8.6125 10−6 1.337 105

0.25 0.5 1.15075 8.6276 10−6 1.334 105

0.25 0.75 1.15075 9.16952 10−6 1.254 105

0.5 0.5 1.1562 9.8543 10−5 1.173 105

0.5 0.75 1.1663 1.1603 10−5 1.005 105

0.99 0.99 1.1573 1.1168 10−5 1.036 105
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Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà îò øàãà ïî âðåìåíè
ïðåäñòàâëåíà â Òàáëèöå 3.

Òàáëèöà 3. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè îò øàãà ïî âðåìåíè
τ max min MA

1.0 10−6 1.1526 4.8536 10−6 2.3747 105

1.0 10−5 1.1526 5.4499 10−6 2.1149 105

1.5432 10−4 1.1526 9.1695 10−6 1.2570 105

1.0 10−3 1.1527 1.5351 10−5 0.7509 105

0.01 2.2317 6.5211 10−5 0.3422 105

0.1 22.282 5.1732 10−4 0.4307 105

1 222.78 3.5252 10−3 0.6320 105

10 2227.8 1.7513 10−2 1.2720 105

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ñ óâåëè÷åíèåì τ ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè MA

óìåíüøàåòñÿ. Íî ìàòðèöà îñòàåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé. Äëÿ íàãëÿäíîñòè íà
ðèñóíêå 4 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè îò øàãà
ïî âðåìåíè ïðè τ , ìåíÿþùåìñÿ îò 0.0001 äî 0.01.

7 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà
ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ ïëàñòèí÷àòîãî ìåòàëëè÷åñêîãî ëàéíåðà.
Îñíîâíûìè åå õàðàêòåðèñòèêàìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ äâóìåðíîñòü
è íåñòàöèîíàðíîñòü âî âðåìåíè. Ïðîàíàëèçèðîâàí îäíîìåðíûé ñëó÷àé
ñèñòåìû äëèííûõ ïðîâîäíèêîâ ñ àíàëîãè÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ.
Äàííàÿ çàäà÷à ðåøåíà àíàëèòè÷åñêè ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Ñîñòàâëåíû ðàçíîñòíûå ñõåìû: äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ - ìåòîäîì ðàçíîñòíîé
àïïðîêñèìàöèè, äëÿ äâóìåðíîãî - ìåòîäîì Ãàëåðêèíà ñ ïðèìåíåíèåì
òðèàíãóëÿöèè èñõîäíîé îáëàñòè. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïîëîæèòåëüíîé
îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà çàäà÷è â îáîèõ ñëó÷àÿõ è èññëåäîâàíèå ãðàíèö
ñïåêòðà ýòèõ ìàòðèö ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòåïåííîãî è ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ
íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îñíîâíîé âûâîä èç ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè îò øàãà ïî âðåìåíè.

ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàííûå ìàòðèöû ïëîõî îáóñëîâëåíû, ÷òî çàòðóäíÿåò
ðåøåíèå ÷èñëåííîé çàäà÷è.
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