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Í Ï(ÆdÇv·v³´Ï ÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹ÅÆ

R
d
¹�³&Ø`Î�Æ�Ï

¹ÅÈ�µ�Æ�Ï(³�Â�Æ^É�Ø`½§ÉÅÒ Ô�ÊÅÑvÈtÐdÊ¿·�Ê À�ÊÅÀ

A
∂ ã
∂t

+
d∑

k=1

Bk

∂ ã
∂xk

= 0,
Ã Æ�Ì

Ôfµ�Æ�Ð^Ò
u = (u1, u2, ..., um) º ¹ÅÆdÀ¸ÉÅ³&Ç]ÍC¾ ¶¸·vÀl¿tÈ�Õ º ¹Å³Å³&Ø`Î�Æ/Îf³´¹¿³&Ç´Õ º ÀT³´Ï�Ñ�Í�ÆdÀ�Ð^·v³¿Ô�·�Ê�Ö]Í

·tÊÌÕ º Ê ÀT³MÐ�¾�¾÷È^¿tÈ¸Æ�·¸É`½ A, Bk

Õ�¹ÌÍtÕlÀ�ÉÅÐ�Õ
m×m− Ï�Ê¿ÉÅÇvÈl¿�ÊÅÏAÈ º ÑtÇvÈtÖ¸Æ�Ï

A = A(x1, . . . , xd) = A∗ > 0, Bk = B∗
k = const.

ä ÍvÕ�Ð^ÈtÐfÉ¿Æ�Ï-½åÃ Æ�Ì Ç�Ê¿ÐdÐdÏ�ÊÌÉ&ÇvÈt¹&Ê¿Æ^ÉÅÐ�Õ�Ð^ÑvÆdÀ¸É&ÇtÊÌÍ�Ò&·tÊÌÕ�Ô�Ê�µ@Ê�ÖtÊ÷·�Ê÷³ÅÉM½éÐ^À�Ê¿·tÈ¸Æ°·vÆdÀT³@Í
É¿³&Çv³&Ù#Î^Ç¸¶¸ÑvÑl½ ·�Ê¿È�Ï(Æd·tÒMÁ�È�×xÃ ·v³�·vÆd·¸¶�Í�Æd¹M½9× Ì Ð^³ÅØ&Ð^ÉÅ¹¿Æd·t·l½¤×�Ô�·tÊ�Ö¸Æ�·vÈtÙ λ È ³ÅÉÅ¹ÅÆÍ
ÖtÊMÀ�Î�È�×
ÈtÏ Ðf³&Ø&ÐfÉ&¹¿Æd·t·^½9×�¾ ¶¸·tÀ^¿tÈvÙsæ





D ã = λ ã ¹ ³ÅØÅÍ]ÊÅÐfÉÅÈ
Ω ⊂ R

d; 0 < |λ| ≤ r1,

Φ ã |∂Ω = 0,

Ã�ç Ì

ÎXµ]Æ÷³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³&Ç
D
ÈtÏ(ÆdÆ^É�¹ÅÈ�µ

D = −
d∑

k=1

A−1Bk

∂

∂xk

,
Ã Ê#Ì



¬
Ê ÎdÇtÊÅ·vÈtÖv·l½�Æ ¶TÐ�Í�³&¹ÅÈ¸Õ

Φ ã ÑvÇvÆ�µãÑ¸³ÅÍ]ÊÅÎsÊMÀ�ÉÅÐlÕ ÀT³´·vÐ^ÆdÇv¹´ÊÌÉÅÈt¹Å·l½éÏAÈ º É�¯£Æ&¯ º ÉÌÊ¿ÀtÈ�ÏAÈ º
Ö¸ÉÅ³,ÈtÏ(ÆdÆ^É�Ï(ÆdÐfÉ¿³

∫

∂Ω

( d∑

i=1

ξiBiu,u
)
dS = 0;

Ã�è Ì
Ôfµ�Æ�Ð^Ò

(ξ1, . . . , ξd) é ¹¿ÆdÀvÉ¿³´Ç ¹&·¸Æ�Á�·vÆdÙ ·v³&Ç�Ï�ÊÌÍ�È À
∂Ω
¯ » Æ�Ç&×v·�ÕvÕ Î^Ç�Ê¿·tÈl¿tÊ r1

ÈvÐ^ÀT³TÏ(³&Ù ÖtÊÅÐfÉÅÈ Ð^ÑvÆdÀvÉÅÇtÊêÃ ÀT³&É¿³&Ç¸¶?À Ø¿¶�µ�Æ�Ï ·�ÊÓÔ�½§¹&Ê¿ÉÅÒ ÎlÍãÊ¿¹&·¸³´Ù�Ö�Ê¿Ð^ÉÅÒMÀ Ì Ï(³�Â�Æ^É
Ø`½�É&Ò�È�Ô�¹¿ÆdÐfÉ&·tÊ�µ�³´ÐfÉÓÊ¿É¿³&Öt·v³ Î^Ç�¶�Ø&³�È�¶�É¿³&Öt·�ÕtÉÅÒÅÐ�Õ ¹�ÑvÇv³`¿vÆdÐ^ÐfÆ/Ç¸Æ�Á�Æd·tÈ�Õ#Ô�ÊÓµãÊ�ÖtÈC¯

ØöÊ ÇvÆ�Á�Æd·vÈ¸Õ�×�Ð^ÈtÐfÉÅÆ�Ï-½ëÃ Æ�Ì Ð§Î^Ç�Ê¿·tÈvÖt·^½áÏAÈ�¶TÐ�Ít³´¹ÅÈ¸Õ�ÏAÈìÃ�è Ì ¹M½§Ñv³¿Í]·¸ÕvÆ^É&ÐlÕ Ð�Í�ÆÍ
µt¶?À�Î�Æ^Æ§Èt·vÉ¿ÆdÎ^Ç�ÊÓÍ]ÒÅ·v³ÅÆéÉ¿³�Â µ�ÆdÐ^ÉÅ¹¿³ º ·tÊÌÔ�½§¹&Ê¿Æ�Ï(³&Æ¤Ô�ÊÅÀT³&·v³´Ï�Ðf³�×vÇtÊÅ·¸Æd·tÈ¸Õ¸Ð�·¸ÆdÇtÎ^ÈtÈ5æ

∫

Ω

[ ∂
∂t

(Au,u) +
d∑

i=1

∂

∂xi

(Biu,u)
]
dΩ = 0.

Á ÉÅÐ.À¤µ@Ê,Ð�Í�Æ�µ�¶&Æ^É º Ö¸ÉÅ³I³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´Ç D Õt¹¿ÍvÕtÆ^ÉÅÐ�Õ ÀT³´Ðf³&Ð^È�Ï�Ï(ÆdÉÅÇvÈtÖvÆdÐ^ÀtÈtÏ
D∗ = −D

¹¬Ð�·¸ÆdÇtÎfÆ^É&ÈvÖvÆdÐ^ÀT³TÏ.Ð^À�ÊÌÍvÕ�Çv·v³´Ï ÑvÇv³&È¸Ô�¹ÅÆ�µ�Æ�·vÈtÈ

[u,v]A =

∫

Ω

(Au,v)dΩ.
Ã�í Ì

» µ@ÊÓÍ]ÒÅ·vÆdÙlÁ�Æ�Ï¢Ð^¹Å³&ÙtÐfÉÅ¹¿³ D∗ = −D ÀT³&Ðf³´Ð^È�Ï�Ï(Æ^ÉÅÇtÈtÖv·v³&ÐfÉ&È
Ø¿¶�µ]Æ^É�Ð�¶?Î�ÆdÐfÉÅ¹ÅÆd·t·¸³
ÈvÐ^Ñv³¿Í]ÒÌÔ�³&¹&ÊÅ·¸³�¯

ØöÊÓÍ]ÈtÖvÈvÆ ¹ÅÆdÇvÉÅÈvÀ�ÊÌÍ�Ò&·^½9×�×�ÊÅÇtÊÅÀ¸ÉÅÆdÇvÈtÐfÉÅÈtÀH¶�Ð^ÈvÐ^É¿Æ�Ï-½ Ã Æ�Ì È º Ð�ÍtÆfµ�³´¹&ÊÌÉÅÆfÍ]ÒÅ·v³ º
·¸Æd·¸¶ÓÍtÆd¹Å³&Îf³�Õ�µãÇtÊ/¶�³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç�Ê

D º ³ÅØ&ÆdÐ^ÑvÆdÖtÈv¹´ÊÌÆ^ÉÅÐ�Õ Ð^Ñ¸Æ�¿vÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·l½éÏAÈIÐ^¹Å³&ÙtÐfÉÅ¹´ÊÅÏAÈ
Ñ¸³´ÐfÉ¿³�Õt·t·^½9×�Ï�ÊÌÉ&ÇvÈl¿

Bk î µtÍtÕ Ç�Ê¿Ð^Ð�Ï�ÊÌÉÅÇtÈt¹&ÊÌÆ�Ï-½¤× ·tÈ]Â�Æ#¹ À�Ê�ÖvÆdÐfÉ&¹¿Æ ÑtÇvÈ�Ï(ÆdÇv³&¹
¶¸ÇtÊÅ¹Å·vÆd·vÈtÙ Ö Ê¿À�Ð^¹ÅÆfÍvÍãÊ º ÊÅÀ�¶TÐfÉÅÈtÀvÈ È#¶¸ÑtÇ¸¶¸Îf³&ÐfÉ&ÈìÐ^ÉÅÈ�Ð^¹¿³´ÙvÐ^ÉÅ¹&Ê È�Ï(Æ�À�É,Ï(ÆdÐfÉÅ³t¯

ØöÊ¿Ç´Õ¸µt¶ ÐÕÐd·vÆdÇtÎfÆ^ÉÅÈtÖvÆdÐ^ÀtÈtÏ Ð^À�ÊÌÍvÕ�Çv·l½éÏ ÑtÇ¸³´È�Ô�¹ÅÆ�µ]Æd·vÈvÆ�Ï Ã�í Ì Ï-½ Ø¿¶�µ�Æ�Ï ÈvÐÍ
Ñ¸³ÅÍ�Ò¿Ôd³&¹´ÊÌÉÅÒ º ·�Ê¿ÑtÇtÈtÏ(ÆdÇ º µtÍtÕ ³`¿vÆd·tÀvÈ Ñ¸³´Î^Ç¸Æ�Á�·v³&ÐfÉÅÈ º ¹.ÑvÇv³&Ð^ÉÅÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹¿Æ�¹ÅÆdÀ¸ÉÅ³&Ç]Í
¾ ¶¸·tÀ^¿tÈtÙ

L2(Ω)
³&Ø`½§Öt·¸¶?À Æd¹&À�Í]È�µ�³´¹Ì¶�·¸³´ÇtÏ(¶xæ

‖u‖2 =

∫

Ω

(u,u)dΩ.
Ã�ï Ì



�
Á Ð^·¸³´¹M½ É¿Æd³&ÇtÈvÈ ÎdÈvÑvÆdÇvØÅ³¿Í]ÈtÖ¸ÆdÐdÀvÈ�×�Ð^ÈtÐfÉ¿Æ�Ï µãÊÅ·^½ º ·tÊÅÑvÇtÈ�Ï(ÆdÇ º ¹ Å è Ç ¯¿¼xÊÅÏðÂ�ÆéÑvÇtÈ]Í
¹¿Æ�µ]Æd·l½ ÑvÇtÈtÏAÆdÇ^½ ÔÓÊ�µ@Ê�Ö Ï�ÊÌÉ¿Æ�Ï�ÊÌÉÅÈtÖvÆdÐ^ÀT³&Ùñ¾öÈ¸Ô�ÈtÀvÈòÃ�ÐfÍ�ÆdÀvÉÅÇ¸³TÏ�Ê¿Îd·¸Æ^É&È�Ô�Ï º Ê¿À¸¶#Í
ÐfÉÅÈtÀ�Ê º ¶¸ÑtÇ�¶¸Î^³&ÐfÉ&Ò Ìqº ÀT³ÅÉ¿³´Ç^½§Æ�³&ÑtÈvÐ.½é¹&Ê2À�É&ÐlÕ�ÉÓÊ¿ÀtÈ�ÏAÈ�ÐdÈvÐfÉÅÆ�Ï�ÊÅÏ�ÈC¯

ó ÇtÈv¹ÅÆ�µ�Æ�Ï.ÑtÇ¸³´ÐfÉM½§Æ�ÑtÇvÈ�Ï(ÆdÇl½ö¯
Æ ¯^Ò ÇtÊÅ¹Å·vÆd·vÈ¸Õ Ö ÊÅÀTÐd¹¿ÆfÍtÍ]Ê ¹

R
3

∂(εE)
∂t

= rot H º ∂(µH)
∂t

= −rot E º

div(µH) = 0, div(εE) = 0

ÑvÇvÆ�µãÐfÉÓÊÅ¹ÌÍtÕlÀ�É,Ðf³ÅØ&³&Ù
Î^ÈtÑ¸ÆdÇvØÅ³ÅÍ�ÈtÖvÆdÐ^À¸¶?À Ð^ÈtÐfÉ¿Æ�Ïx¶FÃ Æ�Ì µtÍtÕ�¹¿Æ�À¸É¿³´ÇUÍ¤¾ ¶¸·vÀl¿vÈtÈ
u = (Ex, Ey, Ez, Hx, Hy, Hz), m = 6

¯ ä ÍvÕxÐdÉ¿³&ÙHÐ^ÈtÐfÉ¿Æ�ÏK½ ¹&ÐfÆ�Ï�ÊÌÉ&ÇvÈl¿^½ ¹&È�µ@Ê
ζ1B1 + ζ2B2 + ζ3B3

µ�ÍvÕHÍoÀ�ØÅ³&Î^³
Æ�µãÈv·tÈtÖv·v³&Îf³ ¹ÅÆdÀ¸ÉÅ³&Ç�Ê
ζ
È�Ï(Æ�À�ÉôÁ�ÆdÐfÉÅÒ�¹¿Æ�Î�ÆÍ

ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·l½¤×.Ðf³&Ø&ÐfÉ&¹¿Æd·t·^½9× Ô�·�Ê�ÖvÆd·tÈvÙsæ ±c º ±c º 0 º 0 º Îlµ�Æ c = 1/
√
εµ È ÐdÀ´³´Ç¸³´ÐfÉÅÒ

ÇtÊÅÐ^ÑvÇv³&Ð^ÉÅÇ�Ê¿·vÆd·vÈ¸ÕìÐ^ÍtÆdÀvÉÅÇv³´Ï�ÊÅÎ^·tÈ¸ÉÅ·l½¤× ¹Å³¿Í]·C¯
ç�¯ªÒ ÇtÊÅ¹Å·vÆd·vÈ¸Õ ÊÅÀ�¶´Ð^ÉÅÈvÀtÈ ¹

R
2 Ñ¸³ÅÍv¶¸Ö�Ê2À�É&ÐlÕ È¸Ô�Ï(³�µ�ÆfÍ]È È¸Ô�Ðd·vÉÅÇ¸³´ÑvÈtÖvÆdÐ^ÀT³&Îf³

É¿ÆdÖvÆd·tÈ�Õ ¹�ÑtÇvÆ�µ]Ñv³¿Í�³�Â�Æd·vÈtÈ º Ö¸ÉÅ³�Ð^ÀT³&Çv³&Ð^ÉÅÒðÂ�È�µãÀT³&ÐfÉÅÈ Ï�ÊÌÍ]Êv¯ ó ¶´ÐfÉ&Ò µ@Ê¿¹¿ÍtÆ�·vÈvÆ
Ô�Ê¿¹&ÈvÐ^ÈvÉ�É¿³ÅÍ�Ò&À´³ ³ÅÉHÑ¸Í�³ÅÉÅ·v³&ÐfÉ&È È

(u, v, p, ρ) È ØÅÆdÐdÀ´³´·¸Æ�Öv·v³�Ï�ÊÓÍo½�Æ�È�ÔÓÏ(Æd·vÆd·vÈ¸Õ
Ð^ÀT³&Çv³&ÐfÉ&È º µ@Ê¿¹¿ÍtÆd·tÈ¸Õ
È�Ñ�Í�³ÅÉ&·¸³´ÐfÉÅÈ2¯]¼ ³´ÎXµ@Ê

ρ0
∂U

∂t
+ grad p = 0 ,

1

ρ0c20

∂p

∂t
+ div U = 0

Ã�õ Ì
µtÍtÕ#¹¿Æ�À¸ÉÅ³&Ç]ÍC¾ ¶¸·vÀl¿tÈvÈ

u = (U, p) = (u, v, p), m = 3
¯�ö]µ�ÆdÐdÒ

c0
ÐdÀ´³´Ç¸³´ÐfÉÅÒ�Ô�¹Ì¶¸À�Ê º

ρ0
Í�Ñ¸Ít³&ÉÅ·v³&ÐfÉÅÒ�¯#÷öÊÅÇtÊÅÀ¸ÉÅÆdÇvÈtÐfÉÅÈtÖvÆdÐdÀ´³&Æ ¶¸Ç�Ê¿¹&·¸Æd·tÈvÆ È�Ï(Æ^Æ^É Ê ¹¿Æ�Î�ÆdÐfÉÅ¹ÅÆd·t·^½9×,Ðf³&Ø@Í

ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·l½¤×�Ô�·tÊ�ÖvÆd·vÈ¸Õsæ ±c0 º 0
¯ ä ³&Ñv³¿Í]·vÈvÉ¿ÆfÍ]ÒÅ·v³ÅÆ Ðf³Å³&ÉÅ·¸³|Á�Æd·tÈvÆ º ÀT³ÅÉ¿³´Ç¸³&Æ°Ð�Í�Æ�µ�¶#Í

Æ^É�È�Ô°Ð^ÈtÐfÉ¿Æ�ÏK½¢¶¸ÇtÊÅ¹Å·vÆd·tÈvÙÉÃ�õ Ì È�Ð^³Å³ÅÉ&¹¿Æ^É&ÐfÉÅ¹Ì¶´Æ^É�¹¿ÆdÇvÉÅÈtÀ�ÊÌÍ�Ò&·¸³´Ù ×�ÊÅÇtÊÅÀ¸É¿Æ�ÇvÈtÐfÉÅÈtÀTÆ
∂x1

∂t
= 0, ∂x2

∂t
= 0 º ÈtÏ(ÆdÆ^É�¹ÅÈ�µ

∂

∂t
(ux2

− vx1
) = 0 .

Ã�ø Ì



�
Ê ¯^Ò ÇtÊÅ¹Å·vÆd·vÈ¸Õ
ÉÅÆ^³&ÇtÈvÈ
¶¸ÑvÇ¸¶¸Îf³´ÐfÉÅÈ

∂εij

∂t
− 1

2
(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

) = 0, ρ
∂ui

∂t
− ∂σij

∂xi

= 0,
Ã�ù Ì

ÎXµ]Æ

εij =
1

2µ
σij −

λ

2µ(3λ+ 2µ)
δij(σ11 + σ22 + σ33), i, j = 1, 2, 3.

ú*É&È�¶¸Ç�Ê¿¹Å·vÆd·tÈ�Õ Ï(³�Â�·v³ Ô�Ê¿ÑtÈvÐ�ÊÌÉÅÒ ¹ ¹&È�µ]Æ�Ð^È�Ï�Ï(Æ^É&ÇvÈtÖ¸Æ�Ð^ÀT³&Ù�Î^ÈtÑ¸Æ�Ç¸Ø&³¿Í]ÈvÖvÆdÐ^ÀT³&Ù
Ð^ÈvÐ^É¿Æ�Ï-½å�÷µ]³&Ñv³¿Í]·vÈvÉ¿ÆfÍ]ÒÅ·l½éÏAÈ�Ðf³Å³&ÉÅ·v³`Á�Æ�·vÈ¸Õ�ÏAÈ�·�Ê,¹¿ÆdÇvÉÅÈtÀ�ÊÌÍ�Ò&·^½9×�×�ÊÅÇtÊÅÀ¸ÉÅÆdÇvÈ]Í
ÐfÉÅÈtÀ�Ê�×FÃ Å í Ç�Ì�º µ]¹´Ê È�Ô�À´³&É¿³&Çl½¤× ÈtÏ(Æ�À�É�¹&È�µ





∂
∂t

[
∂2ε11
∂x2

2
− ∂2ε12

∂x1∂x2
+

∂2ε22
∂x2

1

]
= 0,

∂
∂t

[
∂2ε12
∂x2

3
− ∂2ε13

∂x3∂x2
− ∂2ε23

∂x1∂x3
+ 2

∂2ε33
∂x1∂x2

]
= 0,

û�ü PYý

Ê�³´ÐfÉÌÊÓÍ]ÒÅ·l½�Æ�È¸Ô�·tÈ�×
Ñv³¿Ít¶¸Ö�Ê2À�ÉÅÐ�ÕÙ¿vÈtÀ¸Í�ÈtÖ¸Æ�Ð^ÀT³&Ù�Ô�Ê&Ï(Æd·v³&Ùsæ
(1, 2, 3) → (3, 1, 2) → (2, 3, 1).

ú*É&È Ðf³Å³&ÉÅ·¸³|Á�Æd·tÈ¸Õ ·tÊÌÔ�½§¹&ÊMÀ�ÉÅÐlÕ ¶´Ð�Í�³&¹&È�Õ]ÏAÈ
Ðf³&¹´Ï(ÆdÐfÉÅ·v³&Ð^ÉÅÈ�®¤Æd·UÍ » Æd·�Ê¿·�Ê¸¯

ä ÍtÕ ¶¸ÇtÊÅ¹Å·vÆd·tÈvÙ Ö Ê¿À�Ð^¹ÅÆfÍtÍ]Ê�È Ê¿À¸¶´ÐfÉÅÈtÀvÈ Ðf³&³ÅÉÅ·v³`Á�Æd·tÈ�Õ ·�Ê�¹¿ÆdÇvÉÅÈtÀ�ÊÓÍ]ÒÅ·l½¤×
×�Ê¿Ç�Ê¿ÀvÉ¿ÆdÇtÈtÐfÉÅÈtÀ�Ê�× ÈtÏAÆ�À�É�Ðf³Å³&ÉÅ¹¿Æ^É&ÐfÉÅ¹¿Æ�·v·v³,¹ÅÈ�µ

∂

∂t
div(εE) = 0,

∂

∂t
div(µH) = 0,

Ã Æ`Æ�Ì
∂

∂t
rot U = 0.

Ã Æ ç Ì
ä ¹Ì¶vÏ(ÆdÇt·^½éÙ�Ê¿·�ÊÓÍ�³&ÎDÃ Æ ç Ì ÆdÐfÉÅÒ�Ðf³&³ÅÉÅ·v³`Á�Æd·tÈ¸ÆþÃ�ø Ì ¯
Á ÑvÆdÇtÊ¿É¿³&Ç D ¹�Ç�Ê¿ÐdÐdÏ(³ÅÉ&Ç¸Æd·t·l½¤×HÑvÇtÈtÏAÆdÇtÊÓ×�È�Ï(Æ^Æ^É�ØÅÆdÐdÀT³&·vÆdÖv·v³´Ï(Æ�Çv·v³ÅÆ�Õ�µãÇv³ º

É�¯£Æ&¯�·�¶ÓÍ�Æd¹¿³&Æ°Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·v³ÅÆáÔ�·tÊ�Ö¸Æ�·vÈvÆ�Ø&ÆdÐ^ÀT³&·vÆdÖt·¸³´Ù�ÀtÇ�ÊÌÉÅ·v³&Ð^ÉÅÈ2¯�ú*É¿³&É¸¾÷ÊÅÀ¸É�Õ�¹ÌÍtÕ]Í
Æ^ÉÅÐ�Õ�Ð�ÍtÆfµ]ÐfÉ&¹ÅÈvÆ�ÏHÐf³Å³&ÉÅ·v³`Á�Æd·vÈtÙ�·�Êö¹ÅÆdÇvÉÅÈtÀ�ÊÌÍ�Ò&·^½9× ×�Ê¿Ç�Ê¿ÀvÉ¿Æ�ÇvÈtÐfÉÅÈtÀ�Ê�×C¯vÄ/¶¸·tÀ^¿tÈtÈ
È�Ô Õ¸µ]Ç�Ê�Ï(³�Â�·¸³ ³&ÑtÈvÐdÊ¿ÉÅÒt¯�ØöÊ¿ÑtÇtÈtÏ(Æ�Ç º µtÍtÕ ¶¸Ç�Ê¿¹&·¸Æ�·vÈtÙ�Ê¿À¸¶´Ð^ÉÅÈvÀtÈ�ÑtÇvÈIÔ�Ê�µ@Ê¿·t·¸³TÏ
µãÊÅ¹ÌÍ�Æd·vÈtÈ

p = 0
·�Ê

∂Ω
¹&ÐfÆþ¾ ¶¸·tÀl¿vÈtÈ È¸Ô Õ�µãÇtÊ È�Ï(Æ�À�É�¹&È�µ

w = (U, p) º ÎXµ]Æ



ÿ
p = 0 º Ê¬¾ ¶¸·vÀl¿tÈ�Õ U

³´ÑvÇvÆ�µ]ÆfÍtÕvÆ^É&ÐlÕ
ÑvÇv³&È¸Ô�¹¿³ÅÍ�Ò&·¸³´Ùì¾ ¶¸·vÀl¿vÈvÆdÙ
Ω
Ð÷Ñv³´Ï(³|Î�Ò`À

Ç¸Æ�Á�Æd·tÈ�Õ
¹ÅÆdÀ¸ÉÅ³&Çt·¸³´Îf³ ¶¸Ç�Ê¿¹Å·vÆd·tÈ�Õ ó ¶TÊÅÐ^Ðf³´·tÊ
∆A = −Ω

À�ÊÅÀ
U = rotA

¯
ä ÍtÕ É¿³&Îf³ º Ö¸ÉÅ³ÅØ`½ È�ÔdØ&ÆRÂ ÊÌÉ&Ò�ÉÅÇ�¶�µ]·v³&Ð^É¿ÆdÙ º Ðd¹ÌÕ¸ÔÓÊ¿·t·^½9× Ð�·�ÊÓÍ]ÈtÖvÈvÆ�Ï Õ¸µ]Ç�Ê È

¶¸Ö¸Æ^ÉÅ³´Ï�³&Î^Ç�Ê¿·tÈvÖvÆd·tÈvÙ�¹&È�µ@ÊGÃ Æ��#ÌBÈ Ã Æ ç Ìqº ÖtÊÅÐfÉ¿³/¶¸ÇtÊÅ¹Å·vÆd·tÈ�ÕÉÃ Æ�Ì ÑtÇvÈt¹¿³�µ�ÕvÉ�À ¶¸ÇtÊÅ¹�Í
·¸Æd·tÈ¸Õ�Ï ¹¿É¿³´Ç¸³´Îf³�Ñv³&Ç´Õ�µãÀ�Ê

A
∂2 ã
∂t2

− ∂

∂xk

(
BkA

−1Bj

∂ ã
∂xj

)
= 0,

Ã Æ�Ê#Ì
·¸Æ�ÈtÏAÆ�À�Î�È�Ï¢¹ÅÆdÇ¸É&ÈvÀ�ÊÌÍ�Ò&·^½¤×�×�ÊÅÇtÊÅÀ¸É¿Æ�ÇvÈtÐfÉÅÈtÀ2¯

ØöÊ¿ÑtÇtÈtÏ(ÆdÇ º ¶¸Ç�Ê¿¹&·¸Æd·tÈ¸Õ Ê¿À¸¶´ÐfÉÅÈtÀvÈ Ã�õ Ì ÑtÇvÈt¹¿³�µtÕtÉÅÐlÕ À
¹Å³¿Í]·¸³´¹¿³´Ï(¶ ¶¸Ç�Ê¿¹Å·vÆd·tÈ^À

∂2p

∂t2
= c2∆p.

× ÊÅÐ^ÐdÏ�Ê¿ÉÅÇtÈv¹´ÊÓÕHÎ�Ê¿Ç�Ï(³&·tÈvÖvÆdÐ^ÀtÈvÆ Ñv³
¹ÅÇvÆ�Ï(Æ�·vÈ�ÀT³¿Í�Æ^ØTÊ¿·tÈ�Õ
p = W × exp(−iωt) º

È�Ô�¹¿³ÅÍ�·v³&¹Å³&Îf³ ¶¸Ç�Ê¿¹&·¸Æ�·vÈ¸Õ�Ñ¸³ÅÍv¶¸Ö�ÊÌÆ^É&ÐlÕ�¶¸Ç�Ê¿¹&·¸Æd·tÈvÆ�²´ÆfÍ]Ò&ÏAÎ^³¿Í]ÒM¿�Ê?æ

∆W − k2W = 0, k = ω/c,

Ôfµ�Æ�Ð^Ò
∆ È ³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´Ç���ÊÅÑ�ÍãÊ¿Ð�Ê¸¯

Á µã·tÊÅÀ´³ º ¹�ÐfÍv¶¸Ö�ÊÌÆ�ÑvÆdÇ¸Æ�Ï(Æd·t·^½9×�ÀT³MÐ�¾�¾öÈl¿vÈvÆd·vÉ¿³´¹ Ð^Ç¸Æfµo½ Ã
ε, µ

µ�ÍvÕ�¶¸Ç�Ê¿¹&·¸ÆÍ
·vÈtÙ Ö ÊÅÀ�Ð^¹¿ÆfÍtÍãÊ º ρ0, c0

È µtÍtÕ.Ê¿À¸¶´ÐfÉÅÈtÀtÈ º λ, µ È µ�ÍtÕ ¶¸ÑtÇ¸¶¸Îf³&ÐfÉ&È Ì ÑvÇtÈ ÉÌÊ¿ÀT³TÏ
Ñ¸ÆdÇvÆ�×T³dµ]Æ�Ï(³´Î�¶�É
¹¿³¿Ô�·vÈtÀv·¸¶�ÉÅÒ�Ð�Í�³�Â�·v³&ÐfÉ&È�Ð Ñv³&Ð^ÉÓÊÅ·¸³´¹ÅÀT³&Ù�Î^Ç�Ê¿·tÈvÖt·^½9×�¶´Ð�Í�³&¹&ÈvÙ º
Ô�Ê¿ÑtÈvÐdÒMÀ Ðl×´Æ�Ï-½ È�É�¯½ÑC¯ Á É&Ï(Æ^ÉÅÈ�Ï¢ÉÓÊ¿À?Â�Æ º ÖvÉ¿³�Î^ÈtÑvÆdÇ¸Ø&³¿Í]ÈvÖvÆdÐ^À�ÊÌÕ�Ñ¸³´ÐfÉÓÊÅ·¸³´¹ÅÀ�ÊìÃ Æ�Ì
Õt¹¿ÍvÕtÆ^ÉÅÐlÕ Ø&³¿Í�Æ^ÆIÆ�ÐfÉ¿ÆdÐ^ÉÅ¹¿Æd·t·v³&Ù µ�ÍvÕ ÏAÆ^É¿³�µãÊ�ÇtÊÌÔ�Ç^½é¹Å·l½¤×.ÀT³&·vÆdÖt·^½9× ÐfÍ�Æ�Ï(Æ�·¸É¿³´¹
Ã���a{�,�.[`m|c�a{mla&[`kl��i�f2y&Z�_'uUa	m Ìqº�Å ï Çcº ÖtÊÅÐfÉÅ·l½éÏ ÐfÍv¶¸Ö�ÊÌÆ�Ï¢ÀT³ÅÉ¿³´Ç¸³´Îf³ Õt¹¿ÍvÕtÆ^ÉÅÐ�Õ�ÐX×TÆ�Ï�Ê�²´³@Í
µt¶¸·v³&¹´Ê Å õ Ç ¯´± Ç¸³TÏ(Æ�É¿³´Îf³ º Î^ÈtÑvÆdÇ¸Ø&³¿Í]ÈvÖvÆdÐ^À�ÊÌÕ Ñv³&ÐfÉÌÊ¿·v³&¹ÅÀ�ÊöÑtÇ¸Æfµ]ÐfÉÌÊ¿¹¿ÍvÕtÆ^ÉöØÅ³ÅÍ�Ò`Á�³´Ù
Èv·vÉ¿ÆdÇvÆdÐ µ�ÍvÕ�ÔÓÊ�µ@Ê�Ö�Ï�ÊÅÎ^·vÈvÉÅ·v³&Ù Î^È�µãÇv³dµãÈv·�ÊÅÏ�ÈvÀtÈ Å ø Ç ¯

öCÊ�µ@Ê�ÖtÊ#Ç�Ê¿Ð^ÖvÆ^ÉÌÊ#Èt·v¹´Ê¿ÇtÈtÊÅ·¸ÉÅ·l½9×�Ñ¸³�µãÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐfÉ&¹#µ�ÍvÕÓÐ^ÍvÍ]ÈvÑvÉÅÈtÖ¸Æ�Ð^ÀvÈ�×H³&ÑvÆÍ
ÇtÊ¿É¿³&Çv³&¹�ÇtÊÅÐ^ÐdÏ�Ê¿ÉÅÇvÈt¹&ÊÌÍ]ÊÅÐ^Ò ¹ Å ù Ç ¯ » µãÊÅ·v·v³&Ù�Ç�ÊÌØ&³ÅÉ¿Æ/¹¿³ ¹&Ç¸Æ�ÏxÕ ÐdÀ�Ð^ÑvÆdÇtÈtÏ(Æ�·¸ÉÌÊÓÍ]Ò�Í
·^½9×�ÈtÐ^Ð�Í�Æ�µ�³´¹&ÊÅ·vÈtÙ�Ï-½JÑl½�ÉÌÊÓÍ]ÈvÐdÒ#ÈtÐX×´³�µãÈ¸ÉÅÒ�·¸Æ�Ñ¸³´Ð^Ç¸Æfµ]ÐfÉ&¹¿Æd·t·¸³#È¸Ô Ð^ÈvÐ^É¿Æ�Ï-½ Ã Æ�Ì




Ñ¸ÆdÇt¹¿³´Îf³ Ñv³&Ç´Õ¸µ]À�Ê¢È ÐfÉÌÊ¿Ç�ÊÓÍ]ÈvÐ^Ò ³ÅÉ`½§Ð^À�Ê¿ÉÅÒ ÑvÇtÈ¸Æ�Ï º Ñ¸³ÅÔ�¹¿³ÅÍvÕ�À�Î�ÈtÙ ÈvÐdÀ�ÍoÀ°ÖvÈvÉÅÒ
¹ÌÍ]È�Õ�·vÈvÆ�·�¶ÓÍtÆd¹Å³&Ù
Ö�Ê¿Ð^É¿³ÅÉ`½ ¹�ÑtÇ¸³|¿¸ÆdÐdÐfÆ÷¹`½§ÖtÈvÐ�Í�Æd·tÈvÙ2¯

� �	��
MÜ�¨¼AÞ�� �¨ßwÝ`â�¹#Þ#ßF¼¨»�·wß�¨¼¨ßo»¨Þ?»������¨Ü#º�����ÜwÝMÞ��¨ßw»¨Ý`Þ^·
����� � ¼¨Ý`à���¹#Þ?¼¨á|ß �A¼�!
ó ÇvÈ,È¸Ô^Ít³�Â�Æd·tÈ¸Æ ÊÌÍ�Î^³&ÇtÈ¸É&ÏDÊ�È ÖvÈtÐ�Í�Æd·v·l½¤×,ÇvÆfÔ^¶ÓÍ�Ò�ÉÓÊ¿É¿³&¹�³´Î^Ç�Ê¿·tÈvÖtÈtÏ�ÐlÕ,Ç�Ê¿Ð^Ð�Ï(³ÅÉ�Í
Ç¸Æd·tÈvÆ�Ï µãÈ^¾�¾öÆdÇ¸Æ�·^¿tÈtÊÌÍ�Ò&·¸³´Îf³�³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Ç�Ê

D º ÔÓÊ�µ@Ê¿·t·¸³´Îf³�¹�ÑvÇv³&Ð^ÉÅÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹¿Æ µã¹Ì¶#Í
Ï(ÆdÇt·^½9× ¹ÅÆ�Î�Æ�ÐfÉÅ¹¿Æ�·v·l½¤× ¾ ¶¸·tÀl¿vÈtÙ È Ðf³&³ÅÉÅ¹ÅÆ^ÉÅÐfÉ&¹Ì¶?À�Î�Æ�Îf³ Ð^ÈtÐfÉ¿Æ�Ï(Æ ¶¸Ç�Ê¿¹&·¸Æd·tÈtÙ
Ê¿À¸¶´ÐfÉÅÈtÀtÈÕÃ�õ Ì Ð c0 = 1

È
ρ0 = 1

¯ ó ¶´ÐfÉÅÒéµtÍtÕ�ÑvÇv³&Ð^É¿³ÅÉM½ ³&Ø¿ÍãÊ¿ÐfÉÅÒ
Ω = [0, π]×[0, π]

È
·�Ê Æ^Æ/Î^ÇtÊÅ·vÈl¿vÆ
∂Ω
Ñv³&ÐfÉÌÊ¿¹ÌÍ�Æd·v³ ¶´Ð�Í�³&¹&È¸Æ

p = 0.
×5Ê¿Ð^Ð�Ï(³ÅÉÅÇtÈ�Ï ÐfÆdÉ¿³&Öt·^½§Æ ³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Çl½ º ÊÅÑvÑtÇ¸³´À�Ð^ÈtÏ�ÈvÇ¸¶?À�Î�ÈvÆ µ]Èl¾�¾ ÆdÇvÆd·l¿vÈ�ÊÓÍ]Ò�Í

·^½éÙ
³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´Ç
D
¯ ä ÍtÕìÐ^É¿³&Î^³�¹Å¹¿Æfµ�Æ�Ï¢¹�³ÅØ¿ÍãÊ¿Ð^ÉÅÈ

Ω
Ç�Ê¿¹&·¸³TÏ(ÆdÇt·�¶?À Àv¹´Ê�µãÇtÊ¿ÉÅ·�¶?À

ÐfÆ^ÉÅÀ¸¶
ωh

Ð�Á Ê¿Îf³TÏ
h
æ

ωh = {(xi, yj) : xi = ih, yj = jh, i = 0, 1, ..., Nh, j = 0, 1, ..., Nh; Nhh = π} ¯

" ÊÅÎ^È Ñ¸³
x, y

Ï(³�Â�·v³ º ÀT³´·¸ÆdÖt·v³ º ¹ÌÔ^ÕtÉÅÒ.Ç�ÊÓÔ�·^½áÏAÈC¯ Á ØÅ³&Ø`Î�Æd·vÈvÆ�·tÊ ³&Ø¿ÍãÊ¿ÐfÉÅÈ Ð
Ñ¸³ÅÍ�ÈtÎf³&·�ÊÓÍ]ÒÅ·v³&Ù Î^Ç�Ê¿·tÈl¿¸ÆdÙ º Ñ�Ê¿Ç�ÊÓÍtÍ�ÆfÍt³´Î^Ç�ÊÅÏ�ÏA·l½�Æ È�Í]È µ]Ç¸¶¸Î^ÈvÆ ÐfÆ^É&ÀvÈ É&Ç¸ÆdØ¿¶&Æ^É
Ô�Ê¿ÑtÈvÐdÈ¢Ðl×´Æ�Ï-½ ·�Ê�ÕtÖvÆdÙtÀ�Ê�× ä ÈtÇvÈ�×�ÍtÆ�µ�ÍvÕ ³&ØÅÆdÐ^ÑvÆdÖvÆd·tÈ�Õ¢ÀT³&Ð^³&Ð^È�Ï�Ï(Æ^É&ÇvÈtÖv·v³&Ð^ÉÅÈ
ÇtÊÌÔ�·¸³´ÐfÉÅ·v³&Î^³ ³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç�Ê¸¯
Á Î^Ç�Ê¿·tÈvÖtÈ�ÏAÐlÕ�ÑvÇv³&ÐfÉÅÆdÙ^Á�ÈtÏ�È�Ç�ÊÓÔ�·v³&ÐfÉ&·^½áÏAÈHÊÅÑvÑtÇv³&À�Ð^È�Ï�Ê2¿tÈ�Õ]ÏAÈÓ¾ ¶¸·vÀl¿tÈvÙ�È

µ]Èl¾�¾öÆdÇvÆd·l¿vÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·v³&Îf³#³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´ÇtÊ
D º µ]ÆdÙtÐfÉÅ¹¿¶?À�Î�ÆdÎ^³ ¹,ÐfÍv¶¸Ö�ÊÌÆ�¶¸Ç�Ê¿¹&·¸Æd·tÈtÙ�Ê¿À¸¶#Í

ÐfÉÅÈtÀvÈ ·tÊ¡¾ ¶¸·tÀ^¿tÈ^À
u = (u, v, p)

Ñv³�ÑvÇ�Ê¿¹&È�Ít¶

Du = −(
∂p

∂x
,
∂p

∂y
,
∂u

∂x
+
∂v

∂y
), (x, y) ∈ Ω.

Ã Æ è Ì
ä ÍvÕ�Ç�ÊÓÔdÍ�ÈtÖv·l½¤×�Ê¿ÑtÑtÇ¸³´ÀTÐdÈtÏ�ÊM¿vÈtÙ�³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Ç�Ê

D
Ø¿¶�µt¶�ÉIÈtÐ^Ñv³¿Í]ÒÌÔd³´¹&ÊÅ·^½ Ç�ÊÓÔ^Í]ÈvÖ]Í

·^½§Æ�ÊÅÑvÑtÇ¸³´À�Ð^ÈtÏDÊ2¿tÈvÈ�Î^Ç�Ê¿·tÈtÖv·l½¤×�¶´Ð�Í�³&¹ÅÈtÙ
·�Ê
∂Ω º ³ÅØ&ÆdÐ^ÑvÆdÖtÈv¹´Ê2À�Î�ÈvÆ÷ÀT³&·tÐfÆdÇt¹&Ê�Í

ÉÅÈt¹Å·v³&ÐfÉÅÒðÃ Ðf³�×vÇtÊÅ·¸Æd·tÈvÆ�Ðd·vÆdÇtÎ^ÈvÈ Ì Ç�ÊÓÔ�·v³&Ð^ÉÅ·¸³´Îf³�³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊv¯



�o�
ó ¶´ÐfÉ&Ò ÐfÆ^É¿³´Öv·l½�Æ�¹ÅÆdÀ¸ÉÅ³&Ç]ÍC¾ ¶¸·vÀl¿tÈvÈ ³´ÑvÇvÆ�µ]ÆfÍ�Æd·^½ ¹F¿vÆd·vÉÅÇ�Ê�× ÕtÖvÆ^ÆdÀ º ¹Å·¸¶�ÉÅÇvÈ

ÀT³ÅÉ¿³´Ç^½9×¢À�Ê�Â µ@ÊÓÕ ÀT³´ÏAÑv³&·vÆd·vÉÓÊH¹¿ÆdÀvÉ¿³&Ç]Í¤¾ ¶¸·tÀ^¿tÈtÈ¢Õ�¹ÌÍtÕvÆ^ÉÅÐ�Õ.Ñv³&ÐfÉÅ³�Õ�·v·v³&Ù ¹¿ÆfÍ]ÈUÍ
ÖvÈt·¸³´ÙC¯ ä ÍtÕ�ÐfÆdÉ¿³&Öt·^½9×G¾ ¶¸·tÀ^¿tÈvÙI¹ ¿vÆd·¸É&Ç¸Æ�Õ�Ö¸ÆdÙtÀtÈ

(xi +0.5h, yj +0.5h)
Ø¿¶�µ]Æ�Ï

ÈvÐ^Ñv³¿Í]ÒÌÔ�³&¹&Ê¿ÉÅÒá³ÅØÅ³ÅÔ�·�Ê�ÖvÆd·tÈ�Õ
(ui+ 1

2
,j+ 1

2

, vi+ 1

2
,j+ 1

2

, pi+ 1

2
,j+ 1

2

)
¯ ó ³&Ð^ÉÅÇ¸³&Æd·t·¸³&Æ*ÊÅÑvÑtÇ¸³´ÀUÍ

Ð^ÈtÏ�ÈvÇ¸¶?À�Î�Æ^Æ ÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹Å³
³ÅØ&³¿Ô�·�Ê�ÖtÈ�Ï À�ÊÅÀ
Vh î Ð^ÉÅ³ N Í Ï(ÆdÇt·¸³&Æ ÀT³Å³´Ç&µ]Èt·tÊ¿ÉÅ·v³ÅÆ

ÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹¿³ Ð
N = 3N 2

h

¯
» ÑtÇv³&ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉ&¹¿Æ Vh

¹Å¹Å³dµãÈvÉÅÐlÕ�µ]ÈtÐ^ÀtÇ¸Æ^É&·^½éÙ�Ê¿·�ÊÓÍ�³&Î;Ðd·vÆdÇvÎ^Æ^ÉÅÈtÖ¸ÆdÐdÀ´³´Îf³ Ð^À�ÊÓÍtÕtÇ]Í
·¸³´Îf³÷ÑtÇv³&È¸Ô�¹¿Æ�µ]Æd·tÈ�ÕÙÃ�í Ì î µtÍtÕ ¶¸Ç�Ê¿¹Å·vÆd·tÈvÙÙÃ Æ�Ì ¹ µã¹Ì¶vÏ(Æ�Çv·v³´ÏHÐ�Ít¶¸ÖtÊ¿Æ§³&·�ÈtÏ(ÆdÆ^É÷¹ÅÈ�µ

(W, Ŵ )A = h2
∑

ij

(Awi+ 1

2
, j+ 1

2

, ŵi+ 1

2
, j+ 1

2

)
Ã Æ í Ì

È�³ÅØ&³¿Ô�·�Ê�ÖtÊ¿Æ^ÉÅÐlÕ
ÐdÈtÏA¹Å³¿Í�³´Ï
(∗) ¯

×5ÊÓÔ�·v³&Ð^ÉÅ·^½§Æ�Ê¿ÑtÑtÇ¸³´ÀTÐdÈtÏ�ÊM¿vÈtÈ�ÑtÇtÈv¹ÅÆ�µ�Æ�Ï.É¿³ÅÍ�Ò&À´³�µtÍtÕ�ÐfÉÅÇv³&Îf³�¹&·�¶�É&Ç¸Æd·t·vÆdÙ
ÕtÖvÆdÙtÀvÈI³&Ø¿ÍãÊ¿ÐfÉÅÈ º ÖvÉ¿³ÅØ|½ ·¸Æ Ô�ÊÌÉÅÇ¸¶�µ]·¸ÕvÉÅÒ�ÖtÈ¸ÉÌÊÌÉ¿Æ^ÍvÕ�È�Ô^Í]ÈlÁ�·tÈtÏAÈ µ]Æ^ÉÓÊÌÍvÕ]ÏAÈ º Ðd¹ÌÕ]Í
Ô�Ê¿·t·^½áÏAÈ�Ð ¶¸Ö¸Æ^ÉÅ³´Ï¢ÀtÇtÊ¿Æd¹M½¤×I¶´Ð�Í�³&¹ÅÈtÙ2¯]±°³´·¸Æ�Öv·v³ º ÉÓÊ¿ÀT³´Ù#¶¸Ö¸Æ^É ·�ÊÅÏ�È#Ø`½9Í�ÑtÇv³&¹¿ÆRÍ
µ�Æd·HÐ ÈvÐdÑ¸³ÅÍ�Ò¿Ôd³&¹´Ê¿·tÈ¸Æ�Ï ×´³´Ç¸³|Á�³
È�Ô�¹ÅÆdÐfÉÅ·l½¤×�ÑtÇvÈvÆ�Ï(³´¹v¯:ö@·�Ê¿À

h
¹#³ÅØÅ³ÅÔ�·�Ê�ÖvÆd·tÈ�Õ¸×

ÐfÆ^É¿³´Öv·l½¤×
³ÅØ$#�Æ�À¸É¿³´¹ º À�ÊÅÀ
ÑtÇtÊÅ¹ÅÈ¸Ít³ º Ø¿¶�µ�Æ�Ï.³&Ñ¸¶´Ð^À�ÊÌÉ&Òv¯
V ÑvÆdÇtÊ¿É¿³&Ç

D2
Ñv³¿Ít¶¸Ö�ÊÌÆ^ÉÅÐ�Õ Ð�Ñ¸³TÏ(³`Î�ÒMÀ ÊÅÑvÑtÇv³&À�Ð^È�Ï�Ê2¿tÈvÈ ¹�À�Ê�Â µ]³&Ù¢ÕtÖvÆdÙtÀ´Æ

¹ÅÐfÆ�×�ÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹ÅÆd·v·l½¤×HÑtÇv³&È¸Ô�¹¿³�µ]·l½¤×Ó¿vÆd·¸É&ÇtÊÌÍ�Ò&·^½áÏAÈHÇ�ÊÓÔfµ]ÆfÍ�Æd·t·^½áÏAÈ�Ç�ÊÓÔ�·¸³2Í
ÐfÉdÕ]ÏAÈ î È�Ï(Æd·t·¸³þÐ^É¿³&É ³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³&Ç�·�Ê,¹Å¹ÅÆ�µ�Æ�·v·v³&Ù�ÐfÆ^ÉÅÀTÆ�·�Ê¿ÐfÍtÆ�µ�¶&Æ^É Ð^¹Å³&ÙtÐfÉÅ¹Å³ ÀT³&Ðf³2Í
Ð^ÈtÏDÏ(Æ^ÉÅÇtÈvÖt·v³&ÐfÉÅÈ º ÑvÇtÈvÐf¶?Î�Æ^Æ,ÈtÐX×´³�µã·¸³TÏx¶�µ]Èl¾�¾öÆdÇvÆd·l¿vÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·v³´Ïx¶ ³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç¸¶ D º
È ÊÅÑvÑtÇ¸³´À�Ð^ÈtÏ�ÈvÇ¸¶&Æ^É�ÆdÎf³HÐf³�¹¿É¿³´Ç^½áÏ Ñ¸³´Ç&Õ¸µ]ÀT³TÏ�¯ » ÐfÉÅÇv³&Î^³�¹Å·¸¶�ÉÅÇvÆd·v·vÆdÙ¢ÕtÖvÆdÙtÀ´Æ
ÐfÆ^ÉÅÀtÈ
³&·
È�Ï(Æ^Æ^É�¹&È�µ:æ

〈D2w〉i+ 1

2
,j+ 1

2

= −(ph
x, p

h
y , u

h
x + vh

y ),

ÎXµ]Æ

ph
x =

pi+ 3

2
,j+ 1

2

− pi− 1

2
,j+ 1

2

2h
, ph

y =
pi+ 1

2
,j+ 3

2

− pi+ 1

2
,j− 1

2

2h
,

uh
x =

ui+ 3

2
,j+ 1

2

− ui− 1

2
,j+ 1

2

2h
, vh

y =
vi+ 1

2
,j+ 3

2

− vi+ 1

2
,j− 1

2

2h
.



�X�
Á Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç D1

Ê¿ÑtÑvÇv³&À�Ð^È�ÏAÈtÇ�¶´Æ^É.³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´Ç
D
Ð�ÑvÆdÇt¹M½éÏ Ñ¸³´Ç´Õ�µãÀ´³TÏ ÉÅ³&Öt·¸³´ÐfÉÅÈ

O(h)
È ¹Å³¿Ô�·tÈtÀ�ÊÌÆ^É,ÑtÇvÈ
µãÈvÐdÀvÇvÆ^ÉÅÈ¸Ô�Ê2¿tÈtÈ�¶¸Ç�Ê¿¹&·¸Æ�·vÈtÙ Ã Æ�Ì Ñv³ ÐX×TÆ�Ï(Æ�²´³dµ�¶¸·v³&¹&Ê Å õ Ç ¯

» Ð�Ít¶¸ÖtÊ¿ÆDÍ�Èt·vÆdÙv·v³&Î^³�³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊIÃ Æ è Ì ·�ÊÅÏ
¶�µ]³ÅØ´·¸³�Ô�Ê¿ÑtÈvÐ�ÊÌÉÅÒá³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç D1
¹�¾ö³&Ç]Í

Ï(Æ º Õt¹&·¸³ Ðf³dµ]ÆdÇ|Â Ê2Î�ÆdÙ ÈvÐ^À¸¶´ÐdÐfÉÅ¹¿Æ�·v·¸¶?À ¹ÌÕvÔ�ÀT³&ÐfÉÅÒt¯ » ¹¿Æ�µ]Æ�Ï ¹ÅÉ¿³&Çl½�Æ�ÇtÊÌÔ�·¸³´ÐfÉÅ·l½�Æ
ÑvÇv³&È¸Ô�¹¿³�µã·^½§Æ

ph
xx = (pi+ 3

2
,j+ 1

2

− 2pi+ 1

2
,j+ 1

2

+ pi− 1

2
,j+ 1

2

)/h2 º
ph

yy = (pi+ 1

2
,j+ 3

2

− 2pi+ 1

2
,j+ 1

2

+ pi+ 1

2
,j− 1

2

)/h2 ¯

® È�×
Ñv³´Ï(³|Î�Ò`À ³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´Ç
D1
Ô�Ê¿ÑtÈtÐ.½§¹´ÊÌÆ^ÉÅÐ�Õ
¹�¹ÅÈ�µ�Æ

〈D1w〉i+ 1

2
,j+ 1

2

= −(ph
x − 0.5huh

xx, p
h
y − 0.5hvh

yy, u
h
x + vh

y − 0.5h(ph
xx + ph

yy)),

ú*ÉÌ¶�Ô�Ê¿ÑtÈvÐdÒ
Ï-½ ÈtÐ^Ñ¸³ÅÍ�Ò¿Ô^¶&Æ�Ï º ÖvÉ¿³&Ø`½ Ñ¸³´À�ÊÓÔ�Ê¿ÉÅÒ�Ð^¹ÌÕvÔ�Ò#³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³&Çv³&¹ D1
È
D2
¯ »

µ�ÆdÙtÐfÉ&¹ÅÈvÉ¿ÆfÍ]ÒÅ·v³&ÐfÉÅÈ�Ô�Ê¿ÑtÈtÐ.½§¹´ÊÌÆ^ÉÅÐ�Õ�ÐX×´Æ�Ï�Ê/²´³�µt¶¸·v³&¹´Ê÷Ð§³´ÑvÇvÆ�µ]ÆfÍtÆ�·vÈvÆ�ÏHÑ¸³&É¿³´À´³´¹�·tÊ
Î^ÇtÊÅ·vÈl¿�Ê�×#ÕtÖvÆ^ÆdÀ
È#Ô�ÊÅÑvÈtÐ^ÒMÀ Ø´ÊÓÍãÊ¿·tÐ^·l½¤×
Ðf³&³ÅÉÅ·v³`Á�Æd·vÈtÙ
Ñv³ Õ�Ö¸ÆdÙtÀ�ÊÅÏ�¯
» Ê@Â�·v³�Ñv³dµãÖ¸Æ�ÇvÀt·�¶�É&Ò º Ö¸ÉÅ³�·�Ê�ÎdÇtÊÅ·vÈl¿¸Æ°³&Ø¿ÍãÊ¿ÐfÉ&È�µtÍtÕIÀ�Ê@Â µ�³´Îf³�³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ D1

È
D2
Ô�ÊÅÑvÈtÐ.½§¹´Ê2À�ÉÅÐ�Õ�ÀvÇ�ÊÌÆd¹`½�Æ÷¶´Ð�Í�³&¹ÅÈ¸Õ º ³&ØÅÆdÐ^ÑvÆdÖtÈv¹´Ê2À�Î�È¸Æ÷ÀT³´·vÐ^ÆdÇv¹´ÊÌÉÅÈt¹Å·v³&Ð^ÉÅÒv¯

���&% ' ��¹#àAÞ���� Ü��¹��¨ßoÞlÜ��Üw·
ó ¶´ÐfÉÅÒ

Y È ÏA·v³�Â�ÆdÐfÉÅ¹Å³�¹ÅÆdÀvÉ¿³&Çv³&¹�ÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹&Ê�ÐfÆ^ÉÅ³&Öt·^½9×ì¾ ¶¸·vÀl¿vÈtÙ Vh î É¿³´ÎXµ@Ê
span(Y ) È Í�Èt·¸Æ�Ùv·�ÊÓÕ ³ÅØ&³¿Í�³&ÖtÀ�Ê ¹¿Æ�À¸ÉÅ³&Çv³&¹ Y ¯)(AÐ�Í]È Y È Ø´ÊÌÔ�ÈvÐ�Ñv³�µ]ÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹´Ê
span(Y ) ⊂ Vh

º É¿³ dimY È Ç�ÊÓÔ�Ï(ÆdÇt·v³&ÐfÉÅÒ span(Y )
¯�®¤ÑvÆdÀ¸É&Ç È Õ�µãÇ¸³�³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³2Í

ÇtÊ
L
Ø¿¶�µ�Æ�Ï ³&ØÅ³¿Ô�·tÊ�ÖtÊ¿ÉÅÒ¢À�ÊÅÀ

Sp(L)
È
Ker(L)

Ðf³&³ÅÉÅ¹ÅÆ^ÉÅÐfÉ&¹¿Æd·t·¸³�¯�ØöÊ¿Ñv³´ÏA·tÈtÏ º
Ö¸ÉÅ³�Ñv³dµãÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹Å³

X ⊂ Vh

·tÊÌÔ�½§¹´ÊÌÆ^É&ÐlÕ�Èv·t¹&ÊÅÇvÈ�Ê¿·vÉÅ·l½éÏ Ñv³dµãÑvÇv³&Ð^ÉÅÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹¿³TÏ
³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´ÇtÊ

L º ÆdÐ�Í]È LX ⊆ X
¯

ØöÊ2Á Ê�¿¸Æ^Í�Ò,Ð^³&ÐfÉ¿³´È¸ÉI¹,Ñ¸³´ÐfÉÅÇv³ÅÆd·tÈtÈ ³´Ç¸É¿³´·¸³´ÇtÏ�ÈvÇv³&¹´Ê¿·t·¸³´Îf³IØ´ÊÓÔ�ÈvÐdÊ
YD2

Èt·v¹´Ê�Í
ÇvÈ�Ê¿·vÉÅ·v³&Îf³
Ñ¸³�µ]ÑtÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐfÉ&¹&Ê

span(YD2
)
µtÍtÕ�Ç�ÊÓÔ�·v³&Ð^ÉÅ·¸³´Îf³�Ê¿·�ÊÓÍ�³&Î�Ê

D2
³´Ñ¸Æ�ÇtÊ�Í

É¿³&Ç�Ê
D
¯* Ð^ÀT³´Ï(³&Æ Ñ¸³�µ]ÑtÇv³&ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹Å³ µ�³ÅÍ^Â�·v³ Ø|½�ÉÅÒ ÐfÆdÉ¿³&Öt·¸³´Ù�ÊÅÑvÑtÇv³&À�Ð^È�Ï�Ê2¿tÈ¸Æ�Ù

Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·v³&Î^³°Ñv³dµãÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹&Ê ³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç�Ê
D º ³ÅÉ&¹¿ÆdÖ�Ê2À�Î�ÆdÎf³áµ]³&ÐfÉÌÊÌÉ¿³´Öv·v³öÎ�Í]ÊÓµ^Í



�,+
ÀvÈ�Ï Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹¿Æ�·v·l½éÏ³¾ ¶¸·vÀl¿tÈ�Õ]Ï�¯]¼xÊ¿ÀtÈvÆ ¾ ¶¸·vÀl¿vÈtÈ�Èv·v³&ÎlµãÊ�·tÊÌÔ�½§¹´Ê2À�ÉÅÐ�Õ�·tÈ¸Ô�ÀT³&Ö�Ê�Í
ÐfÉ¿³&ÉÅ·^½áÏAÈ Ï(³�µãÊ&ÏAÈ¢È¢È�Ï(Æd·t·v³�³´·vÈ Ï(³&Îf¶�É�Ø`½�É&Ò Ê¿ÑtÑvÇv³&À�Ð^È�ÏAÈtÇ¸³´¹&Ê¿·l½ ·tÊ�Ð^Æ^ÉÅÀTÆ
ÐIµ]³&Ð^ÉÓÊÌÉÅ³&Öt·¸³´Ù ÉÅ³&Öt·¸³´ÐfÉÅÒMÀ�¯ » ½§Ðf³´ÀT³&Ö�Ê¿ÐfÉ¿³&ÉÅ·l½�Æ�ÐfÆdÉ¿³&Öt·^½§Æ�Ï(³�µw½ Ð^³Å³ÅÉ&¹¿Æ^ÉÅÐ^ÉÅ¹Ì¶#Í
À�É,Ø&³¿Í]ÒMÁ�ÈtÏ Ñ¸³#ÊÌØ´Ðf³¿ÍoÀ�ÉÅ·v³&Ù�¹¿ÆfÍ]ÈtÖvÈt·¸Æ�Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·l½éÏ Ô�·�Ê�Ö¸Æd·tÈ¸Õ�Ï È�Õ�¹ÌÍtÕlÀ�ÉÅÐ�Õ
³&Ð.¿tÈ�ÍtÍ]ÈvÇ¸¶?À�Î�È�ÏAÈ ¾ ¶¸·tÀ^¿tÈ�Õ]ÏAÈ º ·vÆ È�Ï(Æ�À�Î�È�ÏAÈ ·tÈvÀ�ÊÅÀ´³´Îf³ ³ÅÉÅ·v³`Á�Æd·tÈ�Õ À Ðf³&Ø@Í
ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·l½éÏÄ¾ ¶¸·tÀ^¿tÈ¸Õ�Ï µãÈ^¾�¾ Æ�Ç¸Æd·l¿tÈtÊÌÍ�Ò&·¸³´Ù�Ô�ÊÓµãÊ�ÖtÈC¯7¼xÊ¿À�ÊÓÕ�Ð^ÈvÉÌ¶�Ê2¿tÈ�Õ�ÉÅÈtÑvÈtÖt·tÊ
ÑvÇ�Ê¿ÀvÉÅÈtÖ¸Æ�Ð^ÀvÈ
µ�ÍvÕ ¹&ÐfÆ�× µãÈtÐ^ÀvÇvÆ^É&·^½¤×�Ê¿ÑtÑvÇv³&À�Ð^È�Ï�Ê2¿tÈtÙ
¶¸ÇtÊÅ¹Å·vÆd·tÈvÙ�Ï�Ê¿É¿Æ�Ï�Ê¿ÉÅÈvÖvÆÍ
Ð^ÀT³&ÙG¾÷È�Ô�ÈtÀtÈC¯ » ÊÓÍ]Îf³&ÇtÈvÉ&Ï(Æ°Ñv³&Ñ¸¶�ÉÅ·v³�ÐfÉÅÇv³&ÈvÉÅÐ�Õ,Ø´ÊÓÔ�ÈvÐ YD1

¹
D1

È Èt·v¹´Ê¿ÇtÈtÊÅ·¸É&·¸³TÏ
Ñ¸³�µãÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐfÉ&¹¿Æ º ÉÓÊ¿À?Â�Æ�Ê¿ÑtÑtÇ¸³´ÀTÐdÈtÏAÈtÇ¸¶?À�Î�È�Ï ÎlÍãÊ¿¹&·�¶?À ÖtÊÅÐfÉÅÒ#Ð^ÑvÆdÀvÉÅÇtÊ�µãÈl¾�Í
¾ ÆdÇvÆd·l¿vÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·v³&Î^³#³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Ç�Ê¸¯ ó ³�µ]ÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹Å³

span(YD1
)
ÈtÐ^Ñv³¿Í]ÒÌÔ^¶´Æ^ÉÅÐlÕ�µ�ÍvÕ

Ñ¸³ÅÍv¶¸ÖvÆd·tÈ�Õ
D2

È Èv·t¹&ÊÅÇvÈ�Ê¿·vÉÅ·v³&Îf³,Ñv³dµãÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹&Êv¯ ó ³&ÐfÉÅÇv³&ÈvÉÅÒ YD2

ØÅÆ^Ô/·tÊÓ×´³�Â¬Í
µ�Æd·tÈ¸Õ

YD1

Ï-½ ·¸ÆöÏA³�Â�Æ�Ï È ³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´Ç D2
·vÆfÍ]ÒÌÔ^Õ ÈtÐ^Ñv³¿Í]ÒÌÔd³´¹&Ê¿ÉÅÒ�¹�·¸¶UÂ�·^½9×#·tÊ&Ï

È¸ÉÅÆdÇtÊM¿vÈ¸Õ�×IÑ¸³�Ðf³Å³&Ø&Ç�Ê�Â�Æd·tÈ�Õ]Ï�¶´ÐfÉÅ³&ÙtÖvÈt¹¿³´ÐfÉÅÈ2¯�®¤¹ÌÕvÔ�Ò�ÑtÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐfÉ&¹
span(YD1

)
È

span(YD2
)
ÑtÇ¸³´ÐfÉÓÊ È ³&·tÈ.ÊÅÑvÑtÇ¸³´À�Ð^ÈtÏ�ÈvÇ¸¶?À�É�³�µ]·v³�È�ÉÅ³�Â�Æ
Èt·v¹´Ê¿ÇtÈtÊÅ·¸É&·¸³&Æ
Ñv³dµlÍ

ÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹¿³,³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ
D
ÐöÉ¿³´Öv·v³&Ð^ÉÅÒMÀ

O(h)
È
O(h2)

Ðf³Å³&ÉÅ¹¿ÆdÉÅÐfÉÅ¹ÅÆd·v·v³t¯
ÂD¶�µ�Æ�Ï ÑtÇ¸Æfµ]Ñv³¿ÍãÊ¿Î�ÊÌÉÅÒI¹M½éÑ¸³ÅÍ�·vÆd·t·^½áÏAÈ�Ð�Í�Æ�µ�¶?À�Î�ÈvÆ�Ð^ÑvÆdÀvÉÅÇtÊÌÍ�Ò&·^½§Æ�Ð^¹Å³&ÙtÐfÉÅ¹´Ê

µ]Èl¾�¾öÆdÇvÆd·l¿vÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·v³&Îf³,³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ
D
È�Æ�Îf³�Ê¿ÑtÑvÇv³&À�Ð^È�Ï�Ê2¿tÈtÙ

Dh

Ã É�¯£Æ´¯
D1
º D2

Ì ¯

• ®*¶?Î�ÆdÐfÉ&¹Ì¶?À�É�ÑtÊÅÇtÊ&Ï(Æ^ÉÅÇl½ r1, r0 > 0 º Ô�Ê�µ@Ê2À�Î�È¸Æ ·tÊIÀ´³TÏAÑ¸ÍtÆdÀ�Ð^·v³&Ù�Ñ¸Ít³´Ð^ÀT³@Í
Ð^ÉÅÈ µã¹¿Æ÷Ñv³¿Í�³&Ð�½ º ¹&·�¶�ÉÅÇtÈ�À´³&É¿³&Çl½¤×#Í�ÆRÂ ÊÌÉ�Ð^³ÅØ&Ð^ÉÅ¹¿Æ�·v·l½�Æ÷ÖtÈvÐ�ÍãÊ λ ∈ Sp(D) º
³&ÉÅ¹¿Æ�ÖtÊMÀ�Î�ÈvÆ�ÎlÍãÊ�µãÀ´³´Ù
Ö�Ê¿ÐfÉ&È�Ð^ÑvÆdÀ¸É&ÇtÊ^æ

0 < r0 ≤ |λ| ≤ r1 � ‖Dh‖
¯

• ��Èt·vÈtÈ
y = ±r0, ±r1

³&Ð�¶?Î�ÆdÐfÉÅ¹¿ÍvÕ�À�É/µ]È�×´³&É¿³´ÏAÈlÀ Ã Å&Æ���Ç�Ì Ð^Ñ¸Æ�À¸É&ÇtÊ�³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³2Í
Ç�Ê

D
¯

• - ¶?Î�ÆdÐfÉ&¹Ì¶&ÆdÉ µ�³´ÐfÉÓÊ¿É¿³&Öt·v³ Ñv³�µ]Çv³ÅØ´·tÊÌÕ Ð^Æ^ÉÅÀ�Ê ÐxÁ Ê¿Îf³TÏ
h º ·�Ê À´³&É¿³´Ç¸³´Ù ¹ÅÐ^Æ

Ô�·tÊ�Ö¸Æ�·vÈ¸Õ
λ ∈ Sp(D)

¹FÐ^ÉÅÈ�× Ñv³¿Í�³&ÐdÊÓ× Ï(³&Îf¶�É�Ø|½�ÉÅÒ ÊÅÑvÑtÇv³&À�Ð^È�ÏAÈvÇv³&¹´Ê¿·l½
Ð^³ÅØ&Ð^ÉÅ¹¿Æd·t·l½éÏAÈHÔ�·�Ê�Ö¸Æd·tÈ¸Õ�ÏAÈ

λh ∈ Sp(Dh) î Ñv³dµ]³ÅØ´·¸³&Æ�¶�ÉÅ¹ÅÆdÇ|Â�µ]Æd·tÈ¸Æ#Ð^ÑvÇ�Ê�Í
¹ÅÆ�µ�Í�Èt¹¿³�ÈIµ�ÍtÕ�Ðf³Å³&ÉÅ¹¿Æ^É&ÐfÉÅ¹¿¶?À�Î�È�×�Èv·t¹&ÊÅÇvÈ�Ê¿·vÉÅ·l½¤× Ñv³dµãÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹t¯



�o�
Á ÉÅÐ.À¤µ@Ê#Ð�Í�Æ�µt¶´Æ^É#Ñv³ÅÉÅÆd·^¿tÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·�ÊÓÕ�¹¿³ÅÔ�Ï(³�Â�·¸³´ÐfÉÅÒ�Ç�Ê¿Ð^ÖvÆ^ÉÌÊ#ÎlÍãÊ¿¹Å·v³&Ù�Ö�Ê¿ÐfÉ&È�Ð^ÑvÆdÀ]Í
ÉÅÇ�Ê î Ð^ÉÌ¶ ¹¿³ÅÔ�Ï(³�Â�·¸³´ÐfÉÅÒ�È.Ç¸Æ�ÊÓÍ]È�Ô^¶´Æ^É�ÑtÇ¸ÆfµtÍãÊ¿Î�ÊÌÆ�Ï-½éÙ.ÊÌÍ�Îf³´ÇvÈvÉ&Ï�¯ Á Édµ�ÆfÍ]È�Ï(³&ÐfÉ&Ò
ÎlÍãÊ¿¹&·¸³´Ù ÖtÊÅÐfÉÅÈ�ÐdÑ¸ÆdÀvÉÅÇ�Ê ³ÅÉ�·¸¶�ÍtÕ ³¿Ô�·tÊ�ÖtÊ¿Æ^É º Ö¸É¿³�·�¶ÓÍtÆ�¹¿³ÅÆ ØÅÆdÐ^ÀT³´·¸ÆdÖt·v³@ÍoÀvÇ�ÊÌÉ&·¸³&Æ
Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·v³ÅÆöÔ�·�Ê�ÖvÆd·tÈ¸Æ÷Õt¹ÌÍtÕvÆdÉÅÐlÕ
È¸Ôd³¿Í]ÈvÇv³&¹´Ê¿·t·¸³´Ù
É¿³&ÖtÀT³&Ù Ð^ÑvÆdÀ¸É&ÇtÊv¯
× ÊÌÔ�Ï(ÆdÇt·v³&ÐfÉÅÒ°ÈvÐdÀ´³TÏ(³&Î^³�Èt·v¹´Ê¿ÇtÈtÊÅ·¸ÉÅ·v³&Î^³ Ñ¸³�µ]ÑtÇv³&ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹´ÊáÔÓÊ¿Ç�Ê¿·vÆ^Æ*·¸Æ�È�Ô�¹ÅÆdÐfÉÅ·�Ê º
³&·�Ê÷·tÊÓ×´³�µ]ÈvÉÅÐlÕ,¹/Ç�Ê¿Ð^ÖvÆ^É¿Æ�È Ô�Ê¿¹&ÈvÐdÈ¸É÷³&É�ÖvÈtÐfÆfÍ

r1, r0
º ÀT³ÅÉ¿³´Ç^½§Æ Ï(³�Â�·v³/¶�É¿³´Öv·¸ÕvÉÅÒ

¹�×T³dµ]Æ/Ç�Ê¿Ð^ÖvÆ^ÉÌÊ¸¯
ó ÇtÈv¹ÅÆ�µ�Æ�Ï�ÀvÇ�ÊÌÉ&ÀvÈvÆ/Ð^¹ÅÆ�µ�Æ�·vÈ¸Õ ³ Ð^ÑvÆdÀ¸É&ÇtÊÓ×I³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´Ç¸³´¹

D, D1
È
D2
µ�ÍtÕ#¹`½=Í

Ø&Ç�Ê¿·t·¸³´Ù�Ï(³�µ]ÆfÍ�Ò&·¸³´Ù�Ô�Ê�µ@Ê�ÖvÈ Ã ØÅ³ÅÍtÆ^Æ�µ]Æ^ÉÓÊÌÍ�Ò&·¸³
ÐdÏ�¯7Ñ2¯¯è Ì ¯ ä Èl¾�¾ ÆdÇvÆd·l¿vÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·l½§Ù
³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´Ç

D
ÀT³´Ðf³&Ð^È�Ï�Ï(Æ^É&ÇvÈtÖvÆd· º ·tÊ�ÀT³TÏAÑ�Í�ÆdÀ�Ð^·v³&Ù Ñ¸Ít³´Ð^ÀT³&ÐfÉ&È ÆdÎf³�Ð^Ñ¸Æ�À¸ÉÅÇIÐf³´ÐfÉ¿³2Í

È¸É�È�Ô ÉÅ³&ÖtÀvÈ Ã �vº.�#Ì Ø&ÆdÐ^ÀT³&·vÆdÖt·¸³´Ù,ÀvÇ�ÊÌÉ&·¸³´ÐfÉÅÈ#È,É¿³´Ö¸Æ�À º Í�ÆRÂ Ê2Î�È�× ·�Ê�ÏA·tÈtÏA³&Ù,³&ÐdÈC¯
®¤ÑvÆdÀ¸É&Ç

D2
Ðf³&Ð^É¿³&ÈvÉ�È¸Ô,ÉÅ³&ÖtÀvÈÄÃ �¸º&�|Ì ¹M½§Ð^³&ÀT³&Ù ÀtÇ�ÊÌÉÅ·v³&Ð^ÉÅÈ È�É¿³´Ö¸Æ�À ·�Ê ÏA·tÈtÏ(³´Ù

³&Ð^ÈÓÃ ³ÅÉdµ�Æ^ÍtÆd·t·l½¤×I³&É ·�¶ÓÍvÕ Ì ¯�®¤Ñ¸Æ�À¸É&ÇI³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Ç�Ê D1
¶´ÐfÉ&Ç¸³&Æd·,µ�³´ÐfÉÓÊ¿É¿³&Öt·v³ ÐfÍt³�Â¬Í

·¸³DÃ ÐdÏ�¯ÅÇvÈtÐÅ¯ Æ�Ì ¯#ØöÊ ÇvÈtÐ�¶¸·tÀ´ÆáÐ�Í�Æd¹&Ê�µtÍtÕ ÐfÆdÉÅÀvÈ 32×32
Ñ¸³´À�ÊÓÔ�ÊÅ· ¹¿Æ�Ð^Ò Ð^ÑvÆdÀvÉÅÇ

D1 î
×´³&Çv³`Á�³�¹ÅÈ�µ]·v³ º ÖvÉ¿³
³&·�¹Õ¿vÆfÍ�³´Ï ·vÆ�Ê¿ÑtÑvÇv³&À�Ð^È�ÏAÈtÇ�¶&ÆdÉ
Ð^Ñ¸Æ�À¸ÉÅÇ�³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ D ¯¯Ò
³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´ÇtÊ

D1
ÏA·¸³´Îf³ ¹ÅÆ�Î�ÆdÐ^ÉÅ¹¿Æ�·v·l½¤×IÐf³ÅØ´ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·l½¤× Ô�·�Ê�ÖvÆd·tÈvÙ º Ñv³&Ç´Õ¸µ]À�Ê O(N 2

h)
¯

ØöÊ µãÊÅ·v·v³&Ù ÐfÆ^ÉÅÀTÆ°¹�Èv·vÉ¿ÆdÇt¹&ÊÌÍtÆ |Im(λ)| < 10−5 È�×�Ø&³¿Í�Æ^Æ Æ��/�$�¸º ÖtÊÅÐfÉÅÒ�È�× Í�ÆRÂ�È¸É
¹�³&ÀtÇvÆdÐfÉÅ·v³&ÐfÉ&È.·tÊ�Ö�ÊÓÍãÊ�À´³&³&Ç&µãÈv·�ÊÌÉ�¯ªú¤ÉÓÊ�À�Ê¿ÇvÉÅÈv·�Ê È Ç¸Æ^Ô^¶�Í]Ò�ÉÌÊÌÉ�Ç�ÊÓÔ�Ï�ÊÌÔ�½§¹´Ê¿·tÈ�Õ
ÈvÐ^À¸¶´ÐdÐfÉÅ¹¿Æ�·v·v³&Ù ¹ÌÕ¸Ô�ÀT³&ÐfÉÅÒ`À Õ¸µ]Ç�Ê�³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç�Ê

D2
¯¨Ø ³�¹�Ð^ÑvÆdÀvÉÅÇvÆ�³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ

D1

ÆdÐfÉÅÒIÉÅ³&ÖtÀvÈ º ³&ÉÅ¹¿Æ�ÖtÊMÀ�Î�ÈvÆ Èt·¸É¿Æ�Ç¸ÆdÐf¶?À�Î�È�Ï ·�Ê¿Ð�É¿³´ÖvÀ�ÊÅÏ Ð^Ñ¸Æ�À¸ÉÅÇ�ÊI³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ D ¯
Á ·vÈ�ÑvÇtÈ¸ÍtÆdÎ�Ê2À�É,À ÏA·tÈtÏA³&Ù
³´Ð^ÈFÃ Ñv³&À�ÊÓÔ�ÊÅ·^½ ·�Ê�ÇvÈtÐÅ¯ Æ Ð^ÑvÇ�Ê¿¹´Ê Ì È�ÑtÇvÈvØ¿Í]È?Â Ê2À�É
É¿³&ÖtÀtÈ�ÐdÑ¸ÆdÀvÉÅÇ�Ê

D º ³&ØÅ³ÅÔ�·tÊ�ÖvÆd·v·l½�Æ/ÐdÈtÏA¹Å³¿ÍãÊÅÏAÈ o
¯

Á É&Ï(ÆdÉÅÈtÏ º Ö¸É¿³÷ÑtÇtÈv¹ÅÆ�µ�Æ�·v·l½�Æ§Ð^¹¿Æfµ�Æd·tÈ¸Õ�³ ÐdÑ¸ÆdÀvÉÅÇ�Ê�×�Ñv³¿Ít¶¸Ö¸Æ�·^½¢ÑvÇ´Õ]Ï-½éÏAÈ ÇtÊÅÐ�Í
Ö¸Æ^ÉÌÊÅÏ�È�Ñ¸³�ÑvÇv³&Î^Ç�ÊÅÏDÏ�ÊÅÏ Ø&ÈvØ¿Í]È¸³&É¿ÆdÀtÈ1032 g�4 ¯ » Ö�Ê¿Ð^ÉÅ·¸³´ÐfÉÅÈ º È¸Ô�ÉÌÊ¿ÀtÈ�×�ÇtÊÅÐ^Ö¸ÆdÉ¿³&¹
Ñ¸³ÅÍv¶¸ÖvÆd·l½ Ç�ÊÓÔÓÏ(ÆdÇt·¸³´ÐfÉÅÈ#Õ¸µ�Æ�Ç#³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Çv³&¹

dimKer(D1) = 2Nh, dimKer(D2) = N 2
h + 2



�c�
ÑvÇtÈ�Ç�ÊÓÔ�Ï(ÆdÇt·v³&ÐfÉ&È

3N 2
h

ÐfÆdÉ¿³&Öt·¸³´Îf³�ÑvÇv³&Ð^ÉÅÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹&Ê
Vh

¯ ä ÍvÕ�³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³&Ç�Ê
D2
Ç�Ê¿Ð^ÖvÆÍ

ÉM½ ÑvÇv³&¹Å³dµãÈ¸Í�ÈtÐ^Ò÷·�Êö·¸ÆdÐdÀ´³ÅÍ�Ò&ÀvÈ�× Ð^Æ^ÉÅÀ�Ê�× Ñ¸³/ÐfÉÌÊ¿·�µãÊÅÇ¸ÉÅ·v³´Ù�ÑvÇv³&ÎdÇtÊ&Ï�Ï(Æ5�76 n -98 X
¹M½§ÖtÈtÐ�ÍtÆ�·vÈ¸Õ Ð^ÑvÆdÀvÉÅÇ�Ê�ÀT³TÏAÑ�Í�ÆdÀ�Ð^·v³&ÙFÐdÇtÏ�È¸É¿³´¹¿³´Ù�Ï�ÊÌÉ&ÇvÈl¿l½ Ã ¹�·tÊMÁ�Æ�Ï ÐfÍv¶¸Ö�ÊÌÆ È
Ï�ÊÌÉÅÇtÈl¿^½

iD2
Ì ¯iË�Í�Îf³´ÇvÈvÉ&Ï:�;6 n -<8 X ³&Ð^·v³&¹´Ê¿· ·tÊ�ÑtÇvÈt¹¿Æfµ�Æd·tÈtÈ Ï�Ê¿ÉÅÇtÈ^¿l½ ¶¸·vÈ]Í

ÉÓÊÅÇv·l½éÏAÈ,ÑtÇ¸Æ^³&Ø&Ç�ÊÓÔd³´¹&ÊÅ·vÈ¸Õ�ÏAÈ�À�¹¿Æ�Î�ÆdÐfÉÅ¹ÅÆd·t·¸³´Ù Ð^ÈtÏDÏ(Æ^ÉÅÇtÈvÖt·v³&Ù�ÉÅÇvÆ�×�µãÈtÊÅÎf³&·�ÊÓÍ]Ò�Í
·¸³´Ù�Ï�ÊÌÉ&ÇvÈl¿¸Æ´¯ ä ÍtÕ ÇtÊÅÐ^ÖvÆ^ÉÓÊ�Ð^ÑvÆdÀvÉÅÇtÊ�³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´ÇtÊ

D1
ÈtÐ^Ñ¸³ÅÍ�Ò¿Ôd³&¹´Ê¿·�Ê�ÑvÇv³&Î^Ç�ÊÅÏDÏ�Ê

�76 n=4?> i�¯i® É¿³&ÖtÀtÈ�Ô�ÇvÆd·tÈ�Õ�¹`½§ÖtÈvÐ�Í�Æd·tÈ�Õ�Ç�ÊÓÔ�ÏAÆdÇv·v³&Ð^ÉÅÈ�Õ�µãÇ�Ê,ÉÌÊ¿ÀT³&Ù�Ç�Ê¿ÐdÖ¸Æ^É#·vÆ
Õt¹¿ÍvÕtÆ^ÉÅÐlÕ µ]³&ÐfÉÌÊÌÉ¿³´Öv·v³,·tÊÓµ�ÆRÂ�·l½éÏ ¹ Ð^È¸Ív¶#Ð�Í�³�Â�·v³&Ù
À�ÊÅÇ¸ÉÅÈt·l½ Ð^ÑvÆdÀ¸É&ÇtÊôÃ ÇtÈtÐÅ¯ Æ�Ìqº
·¸³�É¿Æ^³´Ç¸ÆdÉÅÈvÖvÆdÐ^ÀtÈtÙ#Ê¿·�ÊÓÍ]È�Ô°µtÍtÕ�µãÊÅ·v·v³&Ù#Ï(³dµ]ÆfÍ]ÒÅ·v³&Ù�Ô�ÊÓµãÊ�ÖvÈ ÑtÇvÈt¹¿³�µãÈ¸É À,ÉÓÊ¿ÀT³TÏx¶
Â�Æ/³ÅÉ&¹¿Æ^ÉÌ¶´¯

öCÊÅÏAÆ^ÉÅÈ�Ï º Ö¸É¿³ Ð^ÇvÆ�µãÈ�Ðf³&Ø&ÐfÉ&¹¿Æd·t·^½9× ¾ ¶¸·tÀl¿vÈtÙ º Ñv³¿Ít¶¸ÖvÆd·v·l½¤×�¹°ÇtÊÅÐ^ÖvÆ^É¿Æ¤Ñv³°ÑtÇv³@Í
Î^ÇtÊ&Ï�Ï(Æ@�76 n -98 X º Ðf³�µ�Æ�Ç`Â�ÈvÉÅÐ�Õ ØÅ³ÅÍ�Ò`Á�³&Æ�ÀT³¿Í]ÈtÖ¸ÆdÐ^ÉÅ¹¿³�ÑtÊÅÇtÊÌÔ�È¸É&ÈvÖvÆdÐ^ÀtÈ�× ÇvÆ�Á�ÆRÍ
·vÈtÙ Ã�ÐdÉ¿³ ØÅ¶�µ]Æ^É Ñv³&À�ÊÓÔÓÊ¿·v³ ¹ ÑC¯wè Ì ¯ Á É¿³ÅØ´ÇtÊ¿ÉÅÒIÐ^ÇvÆ�µ]È�·tÈ�×�·¸¶UÂ�·^½§Æ ·tÊ&Ï ÊÅÑvÑtÇ¸³´ÀUÍ
Ð^ÈtÏDÊ2¿tÈvÈ�ÎlÍãÊ�µãÀT³&Ù�Ö�Ê¿ÐfÉÅÈ Ð^Ñ¸Æ�À¸ÉÅÇ�Ê�ÑtÇtÊÅÀ¸ÉÅÈtÖvÆdÐ^ÀtÈ ·¸Æ�¹¿³¿ÔÓÏ(³�Â�·v³t¯ ó ³dµ.Ñ�Ê¿Ç�ÊÓÔ�È¸ÉÅÈ]Í
Ö¸ÆdÐdÀvÈ�ÏAÈ ¾ ¶¸·tÀl¿vÈ¸Õ�ÏAÈ Ï-½ Ñ¸³�µ]Ç�ÊÓÔd¶vÏ(Æd¹&Ê¿Æ�Ï ³&Ð�¿vÈ¸ÍvÍ]ÈtÇ�¶?À�Î�È¸Æ�ÐfÆ^É¿³´Öv·l½�Æ�Ï(³�µo½ º
·¸Æ ÈtÏ(Æ�À�Î�ÈvÆ ·vÈtÀ�Ê¿ÀT³&Î^³�³ÅÉÅ·v³`Á�Æd·tÈ�ÕIÀ�µ]Èl¾�¾öÆdÇvÆd·l¿vÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·v³&ÙIÔ�Ê�µ@Ê�Ö¸Æ º ·v³�Ðf³Å³&ÉÅ¹¿Æ^É@Í
ÐfÉÅ¹¿¶?À�Î�ÈvÆ È�Ï Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·l½�Æ
Ô�·�Ê�ÖvÆd·tÈ�Õ¢Í�ÆRÂ ÊÌÉ ¹�ÔÓÊ�µ@Ê¿·t·¸³TÏ Èv·vÉ¿ÆdÇt¹&ÊÌÍtÆ�Ö�Ê¿ÐfÉÅ³ÅÉ
r0 ≤ |λ| ≤ r1

¯
Á ÑvÆdÇtÊ¿É¿³&Ç�ÉÅÈtÑtÊ D2

ÑtÇtÊÅÀ¸É&ÈvÖvÆdÐ^ÀtÈ�·¸Æ�¶¸Ñ¸³&ÉÅÇ¸ÆdØ¿ÍtÕvÆ^É&ÐlÕ�ÑtÇvÈ�ÇvÆ�Á�Æd·tÈtÈ�¶¸Ç�Ê¿¹&·¸ÆÍ
·vÈtÙFÃ Æ�Ì ¯ Á Ø`½§Öt·v³�ÈtÐ^Ñ¸³ÅÍ�Ò¿Ô^¶?À�É�Ðl×´Æ�Ï-½ ²´³dµ�¶¸·v³&¹&Ê ¹ Ç�ÊÓÔdÍ�ÈtÖv·l½¤×�ÏA³dµãÈ^¾÷ÈtÀ�ÊM¿vÈ¸Õ�× º
·tÊÅÑvÇtÈtÏAÆdÇ º ÑtÇvÈ�Ï(Æd·¸ÕlÀ�É�³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Ç D1

º À´³&É¿³&Çl½§Ù#Ï(³�Â�·¸³�Èt·¸É¿Æ�ÇvÑtÇ¸ÆdÉÅÈtÇv³&¹&Ê¿É&Ò�À�ÊÅÀ
Ð�¶vÏ�Ïx¶

D2
È�Ê¿ÑtÑvÇv³&À�Ð^È�Ï�ÊM¿vÈv³&·t·^½9×�Ö�Í�Æd·v³&¹�ÉÅÈtÑtÊ ÈtÐ^À¸¶´Ð^ÐfÉ&¹¿Æd·t·¸³´Ù#¹ÌÕvÔ�ÀT³&ÐfÉ&ÈC¯ Á µlÍ

·tÊÅÀT³ º È�Ï(Æd·t·¸³�³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³&Ç D2
·�Ê¿Ð�Í�Æ�µ�¶&Æ^É�¹&Ê�Â�·v³ÅÆ°Ð^¹¿³´ÙvÐ^ÉÅ¹¿³�ÀT³&Ð^³&Ð^È�Ï�Ï(Æ^É&ÇvÈtÖv·v³&Ð^ÉÅÈ

ÈvÐl×´³�µ]·v³&Îf³ µ]Èl¾�¾öÆdÇvÆd·l¿vÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·v³&Îf³,³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊv¯
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A ¼¨ÝCBþµ B ' �-¹U·wß?DE��ÜC�¨»��GF Ý$��¹#àAÞ�� Ü��¹��¨ßwÞ^Ü��ß
D1 H Ý/����ßw·wß�DJIK�¨ßL
$��¹#»AÞ

M �¨ÜwàBßoá|ßw»�� µON ÞlÜoâ¨¹#à Ý/�¨¹#à¨ÞP��ß Ü�¨¹���ßoÞlÜ�¨ß
D (o)

¼ QC��¼Aá|à¨¼?� à »¨¼��
Þ^Üoâ�¹#àÄÝ$��¹#à¨ÞP��ß Ü��¹��¨ßoÞlÜ��ß

D1 (x)

���&� ' 
��-ßCR ¼¨·¯ß S@T ¼¨¹ì¼¨Þ^¹���ß�¨¼A¼
ó Ç¸Æ�µ�ÍãÊ¿ÎsÊ¿Æ�Ï-½§Ù�ÊÌÍ�Îf³´ÇvÈvÉ&Ï Ø´ÊÌÔ�ÈvÇ¸¶&Æ^É&ÐlÕ�·�Ê�ÈvÐ^Ñv³¿Í]ÒÌÔ�³&¹&ÊÅ·vÈtÈ
ÉÅÇvÆ�×
³´Ð^·¸³´¹Å·l½¤×
³&ÑvÆÍ
ÇtÊ¿É¿³&Çv³&¹

D1, D2
È
Kq º ÎXµ]Æ 0 < q È Ô�Ê�µ@Ê¿·t·¸³&Æ¢¿vÆfÍt³&Æ�ÖtÈvÐ�Í�³t¯ Á Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Ç S = Kq

·tÊÌÔ�½§¹´ÊÌÆ^ÉÅÐ�Õ ·�ÊÅÏAÈVU�WYXZ\[^] _`Zba<cG]Pdö¯O®9·tÊ�Ö�ÊÓÍãÊ�Ñv³�Õ�Ð^·tÈtÏ È�µ]Æ�À ÈvÐdÑ¸³ÅÍ�Ò¿Ôd³&¹´Ê¿·tÈ�Õ
³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´ÇtÊ

S
·tÊáØÅ³ÅÍtÆ^Æ*ÑtÇv³&ÐfÉ¿³´Ù�¹&Ð^Ñv³´Ï(³´ÎsÊÌÉÅÆfÍ�Ò&·¸³´Ù÷Ô�ÊÓµãÊ�Ö¸Æ º ÀT³&É¿³&Ç�ÊÓÕ�¹�¹&È�µ]ÆDµ]Æ^ÉÓÊ�Í

Í�È Ø¿¶�µ]Æ^É ¶¸Ö�Ê¿ÐfÉ&¹¿³&¹´ÊÌÉÅÒ/¹÷ÊÌÍ�Î^³&ÇtÈ¸É´Ï(Æ&¯ ó ¶´Ð^ÉÅÒ÷Ï-½ Ç�ÊÓÔ�½éÐ^ÀvÈt¹&Ê¿Æ�Ï µã¹Ì¶vÏ(Æ�Çv·v³ÅÆéÈt·v¹´Ê�Í
ÇvÈ�Ê¿·vÉÅ·v³ÅÆ�Ñ¸³�µãÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐfÉ&¹¿³�À´³´Ðf³&ÐdÈtÏ�Ï(ÆdÉÅÇvÈtÖt·¸³´Ù�Ï�Ê¿ÉÅÇtÈ^¿l½

T ∈ R
[2×2] (T ∗ =

−T )
�ö³´Ç¸É¿³´·¸³´ÇtÏ�ÈvÇv³&¹´Ê¿·t·^½áÏ Ø´ÊÓÔ�ÈvÐf³TÏ

Y º ÉÌÊ¿ÀtÈtÏ º ÖvÉ¿³

TY = Y


 0 −λ

λ 0


 ,

ÎXµ]Æ
iλ é Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·v³ÅÆ,Ô�·tÊ�Ö¸Æ�·vÈvÆ�Ï�ÊÌÉ&ÇvÈl¿^½ T º Ø¿Í]È¸Ô�ÀT³ÅÆ#À ·vÆdÀT³ÅÉ¿³´Ç¸³TÏx¶ Ô�ÊÅÇtÊÅ·¸ÆdÆ

Ô�Ê�µ@Ê¿·t·¸³TÏx¶#ÖtÈtÐ�Ív¶
iω.

ä ÆdÙtÐfÉÅ¹&È¸Æ�³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç�Ê
S
³&ÑtÈtÐ.½§¹´ÊÌÆ^ÉÅÐ�Õ�ÐfÍtÆ�µ�¶?À�Î�Æ�ÙHÈvÉ¿ÆdÇ�Ê2¿tÈ¸³´·v·v³&Ù�ÑvÇv³`¿vÆ�µ�¶#Í

Ç¸³´ÙC¯ ó ¶´Ð^ÉÅÒ
Y0

ÍöÔ�ÊÓµãÊÅ·v·v³ÅÆ
·tÊ�ÖtÊÌÍ�Ò&·¸³&Æ
ÑvÇtÈvØ¿Í]È]Â�Æd·tÈvÆ&¯ Á ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´Ç K Õt¹¿ÍvÕtÆ^ÉÅÐ�Õ



�o�
³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´Ç¸³TÏ ÑvÆdÇ¸Æf×´³dµ@Ê ³ÅÉ,ÐfÉÓÊÅÇ¸³´Îf³,È¸ÉÅÆdÇtÊM¿vÈv³&·t·v³&Îf³ ÑtÇvÈvØ¿Í]È?Â�Æd·vÈlÀ

Yi

À�·v³&¹¿³TÏx¶

Yi+1 = K Yi

È�³&ÑtÇvÆ�µ�Æ^ÍvÕtÆ^ÉÅÐ�Õ�Ð Ñv³´ÏA³`Î�Ò`À ÇvÆ�Á�Æ�·vÈ¸Õ
Z(t)

Ð^ÈtÐfÉ¿Æ�ÏK½ µã¹Ì¶T×�µãÈ^¾jÍ
¾ ÆdÇvÆd·l¿vÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·l½¤×�¶¸Ç�Ê¿¹&·¸Æ�·vÈtÙ
Ð/·�¶ÓÍtÆ�¹M½éÏ ·�Ê�Ö�ÊÓÍ]ÒÅ·l½éÏ¢¶´Ð�Í�³&¹&È¸Æ�Ï¢Ñv³�ÑtÇtÊÅ¹ÅÈ¸Ív¶Yæ

dZ

dt
= TZ + Yi


 cos ωt −sin ωt

sin ωt cos ωt


 , Z(0) = 0,

Ã Æ ï Ì

Yi+1 =
2π

ω
Z(

2π

ω
).

Ã Æ õ Ì
» ½¤µ]ÆfÍ�Æd·vÈvÆ�·¸¶UÂ�·l½¤× ÖtÊÅÐfÉ¿³&É Ð�Ñv³´Ï(³|Î�ÒMÀ ¶¸ÇtÊÅ¹Å·vÆd·tÈvÙ Ã Æ ï Ì ³&Ðd·¸³´¹&Ê¿·v³�·�Ê È�µ]Æ^Æ
Ç¸ÆfÔ�³&·�Ê¿·tÐdÊ¸¯ ó ³´Ð�Í�Æ Ô�Ê�µ@Ê¿·t·v³&Îf³�ÖtÈtÐ�Í]Ê

q > 0
ÉÌÊ¿ÀtÈ�× È¸É¿Æ�ÇtÊM¿vÈtÙ ·tÊÅÙ�µ]Æ�Ï

Yq = Kq Y0 ≡ S Y0,
Ã Æ ø Ì

É�¯£Æ&¯9Ñ¸³ÅÍv¶¸ÖvÆd·t·^½éÙ È¸ÉÅÆdÇvÈtÇ¸¶?À�Î�ÈtÙ ³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´Ç
Kq

Ï-½ ³ÅØ&³¿Ô�·�Ê�ÖtÊ¿Æ�Ï À�Ê¿À
S
¯�Ø ³&Ç]Í

ÏAÈvÇ¸¶ÅÕ�Ñ¸³´Ð�ÍtÆfµ]·vÆ^Æ÷ÑtÇvÈvØ¿Í]È]Â�Æ�·vÈvÆ
Yq
º Ñv³¿Ít¶¸ÖtÊ¿Æ�Ï¢ÈvÐdÀ´³TÏ-½§Ù�³´Ç¸É¿³´·¸³´ÇtÏ�ÈvÇv³&¹´Ê¿·t·^½éÙ

Ø´ÊÓÔ�ÈvÐ

Y =

√
2

tr[Y ∗
q Yq]

Yq .
Ã Æ ù Ì

ØöÊ�ÖtÊÌÍ�Ò&·tÊÌÕ#ÑtÊÅÇtÊ ¹¿ÆdÀvÉ¿³&Çv³&¹
Y0
·vÆ ³ÅØ�Õ¸ÔÓÊ¿·�Ê�Ø|½�ÉÅÒ ³&ÇvÉ¿³&·v³&Ç�ÏAÈtÇ¸³´¹&Ê¿·t·v³&Ù
È º ØÅ³2Í

ÍtÆ^ÆöÉ¿³´Îf³ º ÏA³�Â�Æ^É�Ðf³´ÐfÉ¿³�ÕvÉÅÒ È¸Ô µ]¹¿¶T×#ÑtÇ¸³´Ñ¸³´Ç^¿tÈ¸³´·tÊÌÍ�Ò&·^½9×IµãÇ�¶¸Î°µãÇ¸¶¸Î�¶IÐfÉÅ³¿Í�Ø`¿v³&¹v¯
Ö ³�Â�·v³,Ñ¸³´À�ÊÓÔ�Ê¿ÉÅÒ º ÖvÉ¿³,¹�ÇvÆfÔ^¶�Í]Ò�ÉÓÊ¿É¿Æ/ÉÌÊ¿ÀT³&Î^³�ÑvÇv³`¿vÆdÐ^Ð�Ê ·¸Æd¹¿Õ¸Ô�ÀtÈ

∆i = TYi − YiAi

ÐfÉÅÇvÆ�ÏxÕtÉÅÐlÕ�À
·¸¶�ÍoÀ º Ê ·�Ê Ñ¸³&ØÅ³´Öv·v³&Ù#µ]È�Ê¿Î^³&·�ÊÓÍ]È
ÑtÇ¸³&ÆdÀl¿vÈv³&·t·¸³´Ù Ï�Ê¿ÉÅÇtÈ^¿l½

Ai = Y ∗
i TYi = −A∗

i =


 0 −αi

αi 0




Ñ¸³ÅÍv¶¸Ö�Ê2À�Î�È¸ÆdÐ�Õ Ô�·tÊ�ÖvÆd·vÈ¸Õ
αi

ÐfÉÅÇvÆ�ÏxÕtÉÅÐlÕ�À Ô�·�Ê�ÖvÆd·tÈ^À
λ º ÉÓÊÅÀT³´Ïx¶ º ÖvÉ¿³ iλ È Ðf³ÅØ2Í

ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·v³ÅÆ Ô�·tÊ�ÖvÆd·vÈvÆ�Ï�ÊÌÉ&ÇvÈl¿^½
T
¯ ä ÆdÙtÐfÉÅ¹ÅÈvÆ ³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ

S
Ï(³�Â�·v³�ÑtÇvÆ�µ]Ð^ÉÓÊ¿¹&È¸É&Ò

À�Ê¿À
ÑtÇtÈtÏ(Æ�·¸Æd·tÈvÆ/À�¹¿ÆdÀvÉ¿³&Ç�ÊÅÏ
Y0
Ï�ÊÌÉÅÇtÈtÖv·v³&ÙÙ¾ ¶¸·tÀ^¿tÈvÈ

Fω(T ) =
ω

2π
(T − iωI)−1

(
I − exp(−2π

ω
(T − iωI))

)
,



� �
³ÅØÅÆ�Ð^Ñ¸Æ�ÖvÈt¹&ÊMÀ�Î�ÆdÙHÐl×´³�µ]È�Ï(³&Ð^ÉÅÒ�À Ðf³&Ø&ÐfÉÅ¹ÅÆd·t·¸³TÏx¶�ÖtÈvÐ�Ít¶ º Ø¿Í]È]Â ÊÅÙ^Á�Æ�Ïx¶�À ω ¯i¼xÊ�Í
À�ÊÓÕ�ÀT³´·vÐfÉ&Ç�¶¸Àl¿tÈ�Õ�³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³&Ç�Ê

S
ÐfÉÅÇv³&ÈvÉÅÐ�Õ�È/³ÅØ&³&Ð^·v³&¹`½§¹&Ê¿Æ^ÉÅÐ�Õ µ�ÍtÕ�ÐfÍv¶¸Ö�ÊÓÕ�ÑvÇv³&È¸ÔRÍ

¹¿³¿Í]ÒÅ·v³&Ù�À´³´Ðf³&ÐdÈtÏ�ÏAÆ^ÉÅÇtÈvÖvÆdÐ^ÀT³&Ù
N ×N− Ï�ÊÌÉÅÇtÈl¿^½ º ÑvÇtÈ ÐdÉ¿³´Ï.ÑvÇvÆ^³�µ�³ÅÍtÆ�¹&Ê2À�É&ÐlÕ

ÉÅÇ¸¶�µã·¸³´ÐfÉÅÈ º Ð^¹ÌÕvÔ�Ê¿·t·^½§Æ¤Ð9ÀvÇ�ÊÌÉÅ·l½éÏ�È Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·l½éÏ�È�Ô�·�Ê�ÖvÆd·tÈ�Õ]ÏAÈ2¯Mú*ÉÌÊ ÖtÊÅÐfÉÅÒ ÈvÐÍ
Ð�ÍtÆfµ�³´¹&Ê¿·tÈtÙ º ³ÅÉ&·¸³´ÐlÕlÎ ÊÓÕ�ÐlÕ À ÀT³&·tÐfÉ&Ç�¶¸ÈtÇ¸³´¹&ÊÅ·vÈlÀ ³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç�Ê S º ¹M½éÑ¸³ÅÍ�·vÆd·�Ê�®°¯ » ¯
®*ÆfÍ]Èv¹´Ê¿·v³&¹Å³&Ù�Ñv³dµ#Ç�¶¸ÀT³´¹¿³�µ]ÐfÉ&¹¿³´Ï ® ¯�±�¯�²´³�µt¶¸·v³&¹´Ê/¹/Àt¹&ÊÌÍ�Èl¾öÈtÀ�Ê2¿tÈv³&·t·¸³´Ù Ç�ÊÌØ&³ÅÉ¿Æ
Ø´Ê¿À�ÊÌÍ]ÊÅ¹ÅÇ�Ê¸¯A®9ÎlÍãÊ�Â�Èt¹&Ê2À�Î�ÈvÙ ³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´Ç�µ�ÍtÕ�Ñv³&Ð^ÉÅÇ¸³&Æd·tÈ�Õ Èt·v¹´Ê¿ÇtÈtÊÅ·¸É&·¸³´Îf³�Ñv³dµlÍ
ÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹&Ê¢³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ

D2
ÈtÏ(ÆdÆ^É¢Ð�Í�Æ�µ�¶?À�Î�ÈtÙ ¹&È�µ ¯�öCÊ�µ@ÊÌÆdÉÅÐlÕ µ�³´ÐfÉÓÊ¿É¿³&Öt·v³

ÑvÇv³&È¸Ô�¹¿³ÅÍ�Ò&·^½éÙ º ·v³,Ç�ÊÓÔd¶vÏA·^½éÙ ·tÊ¿ØÅ³&Ç Ö�Ê¿ÐfÉÅ³ÅÉ ωj, j = 1, ..., J º ÎXµ]Æ 2J È Ç�ÊÓÔÓÏ(ÆdÇ]Í
·¸³´ÐfÉÅÒ.ÈtÐ^ÀT³TÏ(³&Îf³.Èt·v¹´Ê¿ÇtÈtÊÅ·¸É&·¸³´Îf³ Ñv³dµãÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹&Êv¯ ä ÍtÕ À�Ê�Â µ�³´Ù ³&É^µ]ÆfÍ]ÒÅ·v³&Ù
ÖtÊÅÐfÉ¿³&ÉM½

ω = ωj

È
Ñ�Ê¿Çl½ ¹ÅÆdÀvÉ¿³&Çv³&¹
Yω

ÇvÆ�Á�Ê¿Æ^ÉÅÐ�ÕIÔÓÊ�µ@Ê�Ö�Ê

dZ

dt
= D1Z + Yω


 cos ωt −sin ωt

sin ωt cos ωt


 , Z(0) = 0,

Ã�ç �|Ì
Ê¿·�ÊÓÍ�³&Î^ÈtÖv·�ÊÓÕ Ã Æ ï Ìqº ¹�À´³&É¿³&Çv³&Ù Ï�ÊÌÉ&ÇvÈl¿tÊ T Ô�ÊÅÏ(Æ�·�ÕtÆ^ÉÅÐ�Õ�·�Ê#ÇtÊÌÔ�·v³&ÐfÉÅ·l½§Ù�³´Ñ¸Æ�ÇtÊ�Í
É¿³&Ç

D1
¯�×iÆ�Á�Æd·vÈvÆ�ÔÓÊ�µ@Ê�ÖtÈ Ã�ç �|Ì Ð ·¸³´ÇtÏ�ÈvÇv³&¹&À´³´Ù³Ã Æ õ Ì µ�ÍvÕH¹ÅÐfÆ�Îf³I·�ÊÌØ&³&Ç�ÊIÖ�Ê¿ÐfÉÅ³ÅÉ

È�Ñ�Ê¿Ç
¹¿ÆdÀvÉ¿³´Ç¸³´¹�Õ�¹ÌÍtÕvÆ^ÉÅÐ�Õ#³dµã·¸³´Ù�ÈvÉ¿ÆdÇ�Ê2¿tÈvÆdÙ�ÊÌÍ�Î^³&ÇtÈ¸É&ÏDÊ ÐdÎlÍãÊ�Â�Èv¹´Ê¿·tÈ�Õ�¯t¼§ÇvÆ^ØÅ³2Í
¹&Ê¿·tÈ¸Õ�À�¹M½§ØÅ³&Ç¸¶�·�Ê�ÖtÊÌÍ�Ò&·¸³´Îf³

2J
Í Ï(ÆdÇt·¸³´Îf³�Ø´ÊÓÔ�ÈvÐdÊ

Y0
·vÆ^³ÅØ´Ç¸Æ�ÏAÆd·vÈvÉ¿ÆfÍ]ÒÅ·l½ö¯Yú*É¿³ º

·tÊÅÑvÇtÈtÏAÆdÇ º Ï(³�Â�Æ^ÉHØ|½�ÉÅÒ Ñ¸³´¹¿É¿³´Ç&Õ�À�Î�ÈtÙ ·tÊ¿ØÅ³&Ç ÀT³¿ÍtÍ]Èv·vÆ�Ê¿Çt·l½¤× Ñ�Ê¿Ç ¹ÅÆdÀ¸ÉÅ³&Çv³&¹v¯
öCÊ�µ@Ê�Ö�Ê Ã�ç �#Ì Ç¸Æ�Á�ÊÌÆdÉÅÐlÕ.ÖtÈtÐ�ÍtÆ�·v·v³HÐ�Ñv³´Ï(³|Î�Ò`À Õ�¹Å·v³&Ù¢ÐX×´Æ�Ï-½ Èt·¸ÉÅÆdÎ^ÇtÈvÇv³&¹´Ê¿·tÈ�Õ
Ñ¸³ ¹&Ç¸Æ�Ï(Æd·tÈ Ð�³ÅØ|½§Öt·^½éÏ ³&ÎdÇtÊÅ·vÈtÖ¸Æ�·vÈvÆ�Ï ·tÊêÁ Ê¿Î�Èt·¸É¿Æ�Î^ÇvÈtÇv³&¹&ÊÅ·vÈ¸Õ

τ = O(h)
µtÍtÕ ³&ØÅÆdÐdÑ¸ÆdÖvÆd·tÈ�Õ ¶´Ð^É¿³&ÙtÖvÈt¹¿³´ÐfÉÅÈ2¯<* ÐdÑ¸³ÅÍ�Ò¿Ôd³&¹´ÊÌÉÅÒ ¹ Ã�ç �#Ì ¹&Ï(Æ�ÐfÉ¿³ D1

³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Ç

D2
ÑvÇ�Ê¿ÀvÉÅÈtÖ¸ÆdÐdÀvÈ ·vÆfÍ]ÒÌÔ^Õ º ÉÓÊÅÀ�À�Ê¿À�ÐX×´Æ�Ï�Ê�Ð^ÉÓÊ¿·vÆ^É�·vÆf¶´ÐfÉÅ³&ÙtÖvÈt¹¿³´ÙC¯

���fe g �A¼�Ý`ßw»A¼�¹Éß��
`Ü�A¼¨Þ���ß
Ë�Í�Îf³´ÇvÈvÉ&Ï Ðf³´ÐfÉ¿³´È¸É�È�Ôöµ]¹¿¶T×#ÐfÉÌÊ�µãÈvÙ º ·�Ê�ÑvÆdÇt¹¿³´Ù�È�Ô/ÀT³ÅÉÅ³&Çl½¤×
ÐfÉÅÇv³&ÈvÉÅÐ�Õ
Èt·v¹´Ê¿ÇtÈUÍ
Ê¿·vÉÅ·v³ÅÆ Ñv³�µ]ÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹Å³

span(YD1
)
¯ » É¿³´ÇtÊÌÕ�ÐfÉÓÊÓµ]È¸Õ�Ñv³¿Ô�¹Å³¿ÍtÕvÆ^É Ô�Ê,³�µ]Èt·ÓÁ�ÊÅÎ

Ð.¾ ³´ÇtÏ�ÈvÇv³&¹´ÊÌÉÅÒ�Ø´ÊÓÔ�ÈvÐ
YD2

Èt·t¹&Ê¿ÇtÈ�Ê¿·vÉÅ·v³&Îf³,Ñ¸³�µãÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐfÉ&¹&Ê ³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç�Ê
D2
Ñ¸³



� ÿ
¶UÂ�Æ*È�Ô�¹ÅÆdÐfÉÅ·v³´Ï(¶ Ø´ÊÓÔ�ÈvÐ�¶

YD1

¯ » ÊÌÍ�Îf³´ÇvÈvÉ&Ï(Æ*ÈtÐ^Ñv³¿Í]ÒÌÔ^¶?À�ÉÅÐ�Õ/ÐfÍtÆ�µ�¶?À�Î�ÈvÆD³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³2Í
Ç^½¢³&Ø&Ç�ÊÌØÅ³&ÉÅÀtÈ ØTÊÓÔ�ÈtÐf³´¹^æ¿¹Å¹ÅÆ�µ�Æ�·v·l½§Ù ¹öÑ2¯ Ê ¯ Ê ³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç�ÊöÐ^Î�Í]Ê@Â�Èt¹&ÊÅ·vÈ¸Õ S º ³´Ñ¸Æ�ÇtÊ�Í
É¿³&Ç,³´Ç¸ÉÅ³&·v³&Ç�ÏAÈvÇv³&¹&ÀvÈ

R
Ã ÑC¯ Ê ¯qèt¯ Æ�Ìqº ³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´Ç Q Ã Ñ2¯ Ê ¯Ëè�¯)ç Ì ³&É¿ØÅ³´ÇtÊ�ÇvÆfÔd³&·�Ê¿·tÐ^·l½¤×

ÖtÊÅÐfÉ¿³&ÉÉÃ Ð�¶?Î�ÆdÐ^ÉÅ¹¿Æ�·v·v³ ³&Ðd·¸³´¹&Ê¿·t·l½§Ù
·�Ê ÀT³&Ðf³´Ð^È�Ï�Ï(Æ^ÉÅÇtÈtÖv·v³&ÐfÉ&È
³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ
D2

Ì ¯
hbikj`iml g ��¹��¨ßwÞ^Ü�ÄÜ�AÞlÜo»�Ü����¼��¨Üw·wàA¼

Rä ÆdÙvÐ^ÉÅ¹ÅÈvÆ÷³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ
R
³&ÇvÉ¿³&·v³&Ç�ÏAÈtÇ¸³´¹ÅÀtÈ�Ø´ÊÌÔ�ÈvÐ�Ê

Y

R : Y → RY, p0 = dim Y, p1 = dim RY ≤ p0

³&ÑtÇ¸Æ�µ]ÆfÍtÕvÆdÉéÐ�Í�Æ�µ�¶?À�Î�ÊÓÕ/ÑtÇv³`¿vÆ�µt¶¸Ç�Ê¸¯ÌÄ�³´ÇtÏAÈtÇ¸¶&Æ�Ï�Ï�ÊÌÉÅÇtÈl¿�¶
G = Y (∗)Y

Ç�ÊÓÔ�Ï(Æ�ÇtÊ

p0 × p0
È#µ�ÆfÍãÊÌÆ�Ï ÆdÆ÷Ð^Èt·tÎ�¶�ÍtÕtÇt·v³ÅÆ/Ç�ÊÓÔ^Í�³�Â�Æ�·vÈvÆ

G = V diag(g1, g2, . . . , gp0
)V ∗, V V ∗ = Ip0

, g1 ≥ g2 ≥ . . . ≥ gp0
≥ 0.

×5Ê¿Ð^ÐdÖvÈvÉM½§¹´ÊÌÆ�Ï ÑtÇ�Ê¿ÀvÉÅÈvÖvÆdÐ^ÀT³&Æ÷Ô�·�Ê�Ö¸Æd·tÈvÆ
p1

Ã ÑtÇvÈ
Ô�ÊÓÕ�¹ÌÍ�Æd·t·¸³´Ù#É¿³&Öt·v³&ÐfÉ&È
ε0
Ì

p1 =





p0, gp0
> ε0

p, gp > ε0 ≥ gp+1

0, g1 ≤ ε0

È
¹`½�Ø´ÈvÇ�ÊÌÆ�Ï Ñ¸Æ�Çv¹`½�Æ
p1
ÐfÉÅ³¿Í�Ø`¿v³&¹,Ï�ÊÌÉÅÇtÈl¿^½

Vp1
= (v(1)

¯¯¯
v(2)

¯¯¯
. . .

¯¯¯
v(p1))

¯
* Ð^ÀT³´Ï-½éÙ#³´Ç¸ÉÅ³&·v³&Ç�ÏAÈvÇv³&¹´Ê¿·t·^½éÙ Ø´ÊÓÔ�ÈvÐ

RY
È�Ï(Æ^Æ^É�¹&È�µ

RY = Y Vp1
diag

(
1√
g1
,

1√
g2
, . . . ,

1
√
gp1

)
.

hbikj`i.n g ��¹��¨ßwÞ^Ü�
Q

ÜoÞ�QwÜ �¨ß1�¨¹#á#Üo»�ßo»�ÝM»���� â�ßwÝMÞlÜoÞ
ωi

Á Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç Q : Y → QY
³&É¿Ø&ÈtÇ�ÊÌÆ^É�·¸¶UÂ�·^½�ÆöÇvÆfÔd³&·�Ê¿·tÐ^·l½�Æ°Ö�Ê¿Ð^É¿³ÅÉM½

ωi

È ÐfÉÅÇv³&ÈvÉ
Ðf³Å³&ÉÅ¹¿ÆdÉÅÐfÉÅ¹¿¶?À�Î�ÈtÙ�È�Ï.ØTÊÓÔ�ÈtÐ

YQ

¯ Á · µ]ÆdÙtÐfÉÅ¹Ì¶´Æ^É�ÐfÍtÆ�µ�¶?À�Î�È�Ï.³&Ø&Ç�ÊÓÔd³TÏ�¯ ä ÆfÍãÊÌÆ�Ï
Ð^Èv·tÎ�¶ÓÍvÕ�Çv·v³ÅÆ�Ç�ÊÓÔ^Í�³�Â�Æd·vÈvÆ�ÑvÇv³ÅÆ�À^¿tÈ¸³´·v·v³&Ù Ï�ÊÌÉÅÇtÈl¿^½

Λ = Y (∗)D2Y = UΣV ∗

È�ÐdÇ¸Æ�µãÈ�Ð^Èt·vÎf¶�ÍtÕtÇt·^½9×�ÖvÈtÐfÆfÍ Ï�ÊÌÉÅÇtÈl¿^½
Σ
³&É¿Ø&ÈtÇ�ÊÌÆ�ÏJ·¸Æ�·�¶ÓÍtÆ�¹M½�Æ º Ñ¸³´ÑtÊÅ¹MÁ�ÈvÆ#¹

Ô�Ê�µ@Ê¿·t·^½éÙ ·�ÊÅÏ Èt·¸ÉÅÆdÇv¹´ÊÓÍ.Ð^ÑvÆdÀvÉÅÇ�Ê¸¯-ú*ÉÅÈ�ÖtÈtÐ�Í]Ê È Ðf³&Ð^ÉÓÊÅ¹ÌÍtÕlÀ�É�·¸¶UÂ�·^½§Ù ·�ÊÌØ&³&Ç



�o
ÖtÊÅÐfÉ¿³&É

Ω = {ωi, i = p1, . . . , p2}
¯�* ÐdÀ´³TÏ-½§Ù�ØTÊÓÔ�ÈtÐ È�Ï(Æ^Æ^É�¹ÅÈ�µ

YQ = Y UΩ
º Îlµ�Æ

UΩ = [u(p1)

¯¯¯
. . .

¯¯¯
u(p2)] È Ð^³Å³ÅÉ&¹¿Æ^ÉÅÐ^ÉÅ¹Ì¶?À�Î�È¸Æ�ÐfÉ¿³ÅÍtØ|¿^½ ÏDÊÌÉÅÇtÈ^¿l½ U

¯

hbikj`ifh �	��
MÜ�¨¼¨Þ�� �¨ß¯ÝMâ�¹#Þ#ßê¼A»�·wß�¨¼¨ßw»AÞ^»������¨Ü#ºo����ÜwÝ`ÞP��ßo»¨Ý`Þ^·
prqtsvu�w�xzyL{�A ß¯ÝMâ�¹#Þ|Qwßoá|¼¨Ý|ß

YD1
, dim YD1

≤ 2M º M È Ô�ÊÓµãÊÅ·¸³�¯

Æ ¯ » ½�Ø&ÈtÇ�ÊÌÆ�Ï ¹ Ô�Ê�µ@Ê¿·t·v³´Ï Èt·vÉ¿ÆdÇt¹&ÊÓÍ�Æ 0 < |λ| ≤ r1
·tÊ�Ö�ÊÓÍ]ÒÅ·¸¶?À �fÆdÉÅÀ¸¶�Ö�Ê¿ÐfÉÅ³ÅÉ

Ω0 = {ωj, j = 1, ..., J0}
È�·tÊ¿ØÅ³&Ç�¹¿ÆdÀvÉ¿³´Ç¸³´¹

Y0
Ç�ÊÓÔ�Ï(Æ�Çv·v³&ÐfÉ&È

2J0, J0 ≤M
¯

ç�¯x± À�Ê@Â µ�³´Ù�ÑtÊÅÇ¸Æ�¹¿ÆdÀvÉ¿³&Çv³&¹
Y ω

0
º Ð^³Å³ÅÉ&¹¿Æ^ÉÅÐ^ÉÅ¹Ì¶?À�Î�È�×�Ö�Ê¿ÐfÉ¿³&É¿Æ ω = ωj

ÑtÇvÈ�Ï(ÆÍ
·¸ÕvÆ�ÏHÐ^ÎlÍãÊ�Â�Èv¹´Ê2À�Î�ÈvÙ�³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Çsæ

Y ω
1 = S Y ω

0

¯�®*³ÅØ´ÇtÊÅ·v·l½�Æ°¹&Ï(ÆdÐfÉÅÆáÑvÇv³&Ð^É¿³&Ù
ÀT³´·vÀ�ÊÌÉÅÆd·tÊM¿vÈvÆdÙ Ñ�Ê¿Çl½ ¹¿Æ�À¸ÉÅ³&Çv³&¹ ³&Ø&Ç�ÊÓÔ^¶?À�É�ØTÊÓÔ�ÈtÐ

Ŷ1 = S Y0
¯

Ê ¯ Á ÇvÉ¿³&·v³&Ç�ÏAÈtÇ�¶´Æ�Ï Ñv³¿Ít¶¸ÖvÆd·v·l½§Ù�Ø´ÊÌÔ�ÈtÐ Ŷ1
Ð÷Ñv³´Ï(³|Î�Ò`À ³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ

R
È¸Ô�Ñ2¯ Ê ¯qèt¯ Æ&º Ñ�Ít¶¸Ö�ÊÌÆ�Ï Y1 = R Ŷ1,

\la{}
Y1 = 2J1, J1 ≤ J0

¯

èt¯¨×5Ê¿Ð�Á�ÈtÇ&ÕtÆ�Ï�Ø´ÊÌÔ�ÈtÐ
Y1
¯ ä ÍtÕ¡ÐdÉ¿³&Î^³�¹M½§ÖtÈvÐfÍvÕtÆ^ÉÅÐ�Õ

D2
È ·vÆd¹ÌÕvÔ�À�Ê Ø´ÊÓÔ�ÈvÐdÊ Y1

À�ÊÅÀ

∆D2
= D2Y1 − Y1[Y

(∗)
1 D2Y1]

¯}* ÐdÑ¸³ÅÍ�Ò¿Ô^¶ÅÕìÐ^É¿¶�·¸Æd¹¿Õ¸Ô�À¸¶ º ÀT³&ÇtÇ¸Æ�À¸ÉÅÈtÇ¸¶&Æ�Ï ·�Ê�Í
Ø&³&Ç�ÖtÊÅÐfÉ¿³&É�È�Ð�ÊÅÏx¶�·¸Æd¹¿Õ¸Ô�À¸¶ Ð�Ñ¸³TÏ(³`Î�ÒMÀ ³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ

Q
È¸Ô ÑC¯ Ê ¯Ëè�¯)ç�¯söCÊÌÉÅÆ�Ï

Ñv³¿Ít¶¸ÖvÆd·v·�ÊÓÕ�·vÆd¹ÌÕvÔ�À�ÊIÐ^Î�Í]Ê@Â�Èt¹&Ê¿Æ^ÉÅÐ�ÕHÐ Ñ¸³TÏ(³`Î�ÒMÀ ³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç�Ê
S
Ã9Ð ·¸³´¹M½éÏ

·�ÊÌØ&³&Çv³´ÏHÖtÊÅÐfÉ¿³&É Ì ¯ ó ³¿Ít¶¸ÖtÊ¿Æ�Ï ∆SQ
D2

= S Q∆D2

¯U× ÊÅÐ.Á�ÈtÇ¸Æ�·v·l½§Ù Ø´ÊÌÔ�ÈtÐ�È�Ï(Æ^Æ^É
¹&È�µ

Y2 = [Y1

¯¯¯
∆SQ

D2
]
¯

í�¯xÂ9ÊÓÔ�ÈtÐ
Y2
³´Ç¸ÉÅ³&·v³&Ç�ÏAÈvÇ¸¶&Æ�Ï§¯�® Ñ¸³TÏ(³`Î�ÒMÀ ³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ

Q
·�Ê�×´³�µ]È�Ï ·v³&¹`½§Ù#·�Ê�Í

Ø&³&Ç�Ö�Ê¿Ð^É¿³ÅÉ
Ω0
È�ØTÊÓÔ�ÈtÐ

YD1
= Q R Y2

¯Bú*ÉÅ³�È�Æ�ÐfÉÅÒI·v³&¹¿³&Æ�ÈvÉ¿ÆdÇ�Ê2¿tÈ¸³´·v·v³ÅÆ
ÑtÇtÈ¸ØÅÍ�È?Â�Æd·tÈ¸Æ

(Ω0, Y0 = YD1
)
¯ ® ·vÈ�Ï µ]ÆfÍãÊÌÆ^É&ÐlÕ�Ñ¸ÆdÇvÆ�×´³�µ À�Ñ2¯Aç�µãÊÅ·v·v³&Îf³

ÊÌÍ�Î^³&ÇtÈ¸É&ÏDÊ º Æ�Ð�Í�È
·vÆ µ]³&ÐfÉÅÈtÎ^·¸¶�ÉÓÊ Ô�Ê�µ@Ê¿·t·�ÊÓÕ�ÉÅ³&Öt·¸³´ÐfÉÅÒt¯

ï¸¯�* É¿Æ�ÇtÊM¿vÈtÈ�Ô�Ê¿À�ÊÅ·vÖtÈt¹&Ê2À�É&ÐlÕ�À�ÊÅÀ�É¿³ÅÍ�Ò&ÀT³,·¸³´ÇtÏ�Ê
D1

Ío·¸Æd¹¿Õ¸Ô�ÀvÈ

‖∆D1
‖2 =

∥∥∥D1YD1
− YD1

[Y
(∗)
D1
D1YD1

]
∥∥∥

2

µ]³&Ð^ÉÅÈvÎ�ÊÌÆ^É Ô�ÊÓµãÊÅ·v·v³&Ù
É¿³&Öt·¸³´ÐfÉÅÈ2¯



+X�prqtsvu�w�xV~�{�A ß¯ÝMâ�¹#Þ|Qwßoá|¼¨Ý|ß
YD2

B
Æ ¯xÂ*ÆdÇ¸Æ�Ï Ø´ÊÌÔ�ÈtÐ º Ñv³¿Ít¶¸Ö¸Æ�·v·l½§Ù ·tÊ ÑvÆdÇt¹¿³&Ù�ÐfÉÓÊÓµ]ÈtÈ Y0 = YD1

¯

ç�¯¨×5Ê¿ÐdÐ^ÖvÈvÉM½é¹&ÊÌÆ�Ï
D2

Ík·vÆd¹ÌÕvÔ�À¸¶Yæ
∆D2

= D2Y0 − Y0[Y
(∗)
0 D2Y0] î ÐfÉÅÇv³&È�Ï ³&ÇvÉ¿³@Í

·v³&Ç�ÏAÈtÇ¸³´¹&ÊÅ·v·l½§Ù�Ø´ÊÌÔ�ÈvÐ
Y1 = R ∆D2

º dimY1 = 2J1
¯

Ê ¯xÄ�³´ÇtÏAÈtÇ¸¶&Æ�Ï ÇtÊÅÐ.Á�ÈtÇvÆd·v·l½§Ù
³&ÇvÉ¿³&·v³&Ç�ÏAÈtÇ¸³´¹&ÊÅ·v·l½§Ù Ø´ÊÌÔ�ÈtÐ Ynew = [Y0

¯¯¯
Y1]
¯

èt¯¨×5Ê¿ÐdÐ^ÖvÈvÉM½é¹&ÊÌÆ�Ï À´³´Ðf³&ÐdÈtÏ�ÏAÆ^ÉÅÇtÈvÖt·�¶?À Ï�Ê¿ÉÅÇvÈl¿¸¶
Y

(∗)
newD2Ynew

È ¹`½§Ñv³¿Í]·�ÕtÆ�Ï
ÉÌÊ¿ÀT³ÅÆ¤³&ÇvÉ¿³&Î^³&·�ÊÓÍ]ÒÅ·v³ÅÆ¤ÑtÇ¸Æd³ÅØ&Ç�ÊÓÔ�³&¹&ÊÅ·vÈvÆ º ÀT³ÅÉ¿³´Ç¸³&Æ¤ÑtÇvÈt¹¿³�µ]ÈvÉ°Æ^Æ*À/É&Ç¸Æ�×�µãÈ�Ê¿Îf³2Í
·�ÊÓÍ]ÒÅ·v³&ÙÉ¾ ³´ÇtÏ(Æ�Ð/·¸¶�Í�Æd¹Å³&Ù ÎlÍãÊ¿¹Å·v³&Ù�µ]È�Ê¿Î^³&·�ÊÓÍ]ÒMÀ�¯ » ·¸Æ�µãÈ�Ê¿Îf³´·tÊÌÍ�Ò&·^½§Æ£ÐfÍ�ÆÍ
ÏAÆd·¸É`½ Ï�Ê¿ÉÅÇvÈl¿l½ Õt¹¿ÍvÕ�À�ÉÅÐ�Õ ÈvÐdÀ´³TÏ-½éÏ�È ÑvÇtÈ¸ØÅÍ�È?Â�Æd·t·^½áÏAÈ Ð^³ÅØ&Ð^ÉÅ¹¿Æd·t·l½éÏAÈ
Ô�·tÊ�Ö¸Æ�·vÈ¸Õ�ÏAÈ�³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç�Ê

D2
¯

í�¯ Á É¿Ø´ÈvÇ�ÊÌÆ�Ï È�Ô�Ø´ÊÓÔ�ÈvÐdÊ Ynew 2J
¹¿ÆdÀvÉ¿³´Ç¸³´¹�Ã

J ≤ M Ì Ð ·�Ê¿È�Ï(Æd·tÒMÁ�ÆdÙ º ·v³
·vÆ
·¸¶�Í�Æd¹Å³&Ù
·v³&Ç�Ï(³&Ù2¯¯ú*ÉÅ³,È�ÆdÐfÉ&Ò ÈtÐ^ÀT³´ÏK½§Ù�ØTÊÓÔ�ÈtÐ

YD2

¯

ï¸¯ ó Çv³&¹ÅÆdÇ´ÕvÆ�Ï.·v³&Ç�Ïx¶
D2

È ·¸Æd¹¿Õ¸Ô�ÀtÈ ‖∆D2
‖2

¯

� A ¹#á/�P���?Þ#ßoÞ�� âA¼�Ý`�-¹#»A»������`àBÝ/�¨¹��¨¼���¹#»¨Þ^Üw·
ó Ç¸³�µ�Æ�Ï(³&·tÐfÉÅÇtÈvÇ¸¶&Æ�Ï�ÇtÊ¿ØÅ³ÅÉÅ³&Ð^Ñv³&Ðf³&Ø&·v³&ÐfÉ&Ò§³´ÑvÈtÐdÊ¿·t·v³&Îf³�ÊÌÍ�Îf³´ÇvÈvÉ&Ï�Êá·tÊ§³dµã·v³´Ï
ÑtÇv³@Í
ÐfÉ¿³TÏ º ·¸³áÉÅÈvÑtÈtÖv·v³´Ï ÑtÇvÈ�Ï(ÆdÇvÆ&¯�×5Ê¿Ð^ÐdÏA³ÅÉÅÇtÈtÏ�¶¸Ç�Ê¿¹Å·vÆd·tÈ�Õ�ÊÅÀ�¶TÐfÉÅÈtÀvÈþÃ�õ Ì ¹éÀt¹&ÊÓµ]Ç�ÊÌÉÅÆ
0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π º ·tÊ�Î^Ç�Ê¿·tÈ^¿vÆöÀT³ÅÉÅ³&Çv³&Îf³�Ô�ÊÓµãÊÅ·¸³ ·�¶ÓÍtÆ�¹¿³ÅÆ°µ@Ê¿¹ÌÍ�Æd·tÈ¸Æ|æ p = 0

¯
± ³MÐ�¾�¾öÈl¿vÈvÆd·vÉM½ Ñv³&ÐfÉ¿³�Õt·t·l½�æ

c0 = 1 º ρ0 = 1
¯

ó ³&Ð^ÉÓÊ¿¹&ÈtÏHÔÓÊ�µ@Ê�Ö¸¶ ³ÅÉM½éÐ^À�Ê¿·tÈ�Õ�µ�ÍvÕ Ç�ÊÓÔ�·v³&ÐfÉ&·¸³´Îf³�³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Çv³&¹
D2
Èv·t¹&ÊÅÇvÈ�Ê¿·vÉ�Í

·¸³´Îf³�Ñv³�µ]ÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹´Ê º ³&ÉÅ¹¿Æ�ÖtÊMÀ�Î�ÆdÎf³,Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹¿Æ�·v·l½éÏ¢Ô�·�Ê�ÖvÆd·tÈ�Õ]Ï È�Ô�Èv·vÉ¿ÆdÇt¹&ÊÌÍ]Ê
0 < |λ| < 4

¯ » ÑtÇ¸³|¿¸Æ�Ð^ÐfÆ ÇvÆ�Á�Æ�·vÈ¸ÕþÐdÉ¿³&ÙIÔ�Ê�µ@Ê�ÖvÈ#Ñv³&Ñ¸¶�ÉÅ·v³�ÐfÉÅÇv³&ÈvÉÅÐlÕ
Èt·v¹´Ê¿ÇtÈtÊÅ·¸É@Í
·¸³&Æ÷Ñ¸³�µãÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐfÉ&¹¿³ µtÍtÕ

D1
º Ñv³MÐ^ÉÅ³´Ïx¶�Ï-½ µ@Ê�µãÈtÏ�µ]Æ^ÉÓÊÌÍ�Ò&·�¶?À ×�ÊÅÇtÊÅÀ¸ÉÅÆdÇvÈtÐfÉ&ÈUÍ

À�¶ ÐdÑ¸ÆdÀvÉÅÇ�Ê�À�Ê�Â µ]³&Îf³ È¸Ôö³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´Ç¸³´¹
D1
È
D2
¯¸¼ ³&Öt·^½§ÆöÐ^³ÅØ&Ð^ÉÅ¹¿Æd·t·l½�Æ Ô�·tÊ�ÖvÆd·vÈ¸Õ
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µ]Èl¾�¾öÆdÇvÆd·l¿vÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·v³&Îf³,³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ

D
·�Ê ÈvÐ^ÐfÍtÆ�µ�¶&Æ�ÏA³´Ï.Èt·¸ÉÅÆdÇv¹´ÊÓÍ�Æ�È¸Ô�¹ÅÆdÐfÉÅ·l½�æ

λ = ±i
√

2, ±i
√

5, ±i
√

5, ±i
√

8, ±i
√

10, ±i
√

10, ±i
√

13, ±i
√

13.

*�×�Àv¹´Ê�µãÇtÊ¿ÉM½ Õ�¹ÌÍtÕlÀ�ÉÅÐ�Õ�Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹¿Æ�·v·l½éÏAÈ�Ô�·tÊ�ÖvÆd·vÈ¸Õ�Ï�È#³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Ç�ÊG��ÊÅÑ�ÍãÊ¿Ð�Ê?æ
λmn = m2 + n2, m, n > 0, m, n ∈ N.

®¤ÑvÆdÀ¸É&Ç�ÀtÇ�ÊÌÉÅ·l½§Ù º ¹ ¶¸À�ÊÓÔÓÊ¿·t·^½éÙ�Èt·¸ÉÅÆdÇv¹´ÊÓÍ Ñ¸³´ÑtÊÓµãÊ¿Æ^É�Ç¸³´¹Å·v³ Æ ïIÖvÈtÐfÆfÍ º ·v³�ÇtÊÌÔRÍ
Í�ÈtÖv·l½¤×�Ð^ÇvÆ�µãÈ�ÉÅ³¿Í]ÒÅÀT³ Æ�� ¯ » Æ�Î�ÆdÐ^ÉÅ¹¿Æd·t·l½§Ù�Ø´ÊÌÔ�ÈtÐ�¹DÐ^É¿³´Ï Æ ï�Í Ï(ÆdÇt·¸³TÏ Ðf³&Ø&ÐfÉ&¹¿Æd·]Í
·¸³TÏ¢Ñv³�µ]ÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹ÅÆ�Ðf³´ÐfÉÓÊÅ¹ÌÍtÕlÀ�ÉG¾ ¶¸·tÀl¿vÈtÈ





φmn = [u, v, p] ≡ [ 0, 0, sin(mx) sin(ny) ],

φmn = [u, v, p] ≡ [ m cos(mx) sin(ny), n sin(mx) cos(ny), 0 ],

(m,n) = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (1, 3), (3, 1), (2, 3), (3, 2)}.

Ã�ç Æ�Ì

- ÑvÆdÀvÉÅÇ ³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ D2
ÖvÈtÐfÉ¿³IÏA·tÈ�Ï-½§Ù È ·tÊ�ÐfÆ^ÉÅÀTÆ

32 × 32
Ðf³´ÐfÉ¿³´È¸É,È¸Ô Ê/� õ`ç

Ô�·tÊ�ÖvÆd·tÈvÙ Ã Ð�¶¸ÖvÆ^É¿³TÏ ÀtÇ�ÊÌÉÅ·v³&ÐfÉ&È Ì ¯ » Èt·¸ÉÅÆdÇv¹´ÊÓÍ�Æ 0 ≤ |λ| < 4
Í�ÆRÂ ÊÌÉ ÆMÆ çMç÷Ô�·�Ê�ÖvÆÍ

·vÈ¸Õ º È�×�·tÈ�×¡ù`ï ·¸Æ�·�¶ÓÍtÆd¹`½¤×�Ã ÐdÏ�¯¿¼xÊÌØÅÍ�¯ Æ�Ì ¯|ú*É&È Ç¸Æ^Ô^¶�Í]Ò�ÉÌÊÌÉ`½ Ñ¸³ÅÍv¶¸ÖvÆd·l½¢ÇtÊÅÐ^ÖvÆ^É¿³´Ï
¹ÅÐfÆdÎ^³�Ð^ÑvÆdÀvÉÅÇtÊHÐ
Ñ¸³TÏ(³`Î�ÒMÀ ÐfÉÓÊÅ·�µ@Ê¿ÇvÉÅ·l½¤× ÑvÇv³&Î^Ç�ÊÅÏDÏ�¯O®9Ç¸Æ�µãÈ ùMï�Ðf³&Ø&ÐfÉ&¹¿Æd·t·^½9×
Ô�·tÊ�ÖvÆd·tÈvÙ ³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Ç�Ê

D2
È�Ï(Æ�À�É�³ÅÉ&·¸³|Á�Æd·tÈ¸Æ
À.ÐdÑ¸ÆdÀvÉÅÇ¸¶ µãÈ^¾�¾öÆdÇ¸Æ�·^¿tÈtÊÌÍ�Ò&·¸³´Îf³

³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´ÇtÊ
D
É¿³ÅÍ�Ò&ÀT³ Æ ï º Ê�³´ÐfÉÓÊÌÍ�Ò&·^½§ÆöÕt¹ÌÍtÕlÀ�É&ÐlÕ�Ñ�Ê¿Ç�ÊÓÔ�È¸ÉÅÈtÖvÆdÐ^ÀtÈtÏAÈ2¯ *öÏ.Ðf³Å³&É�Í

¹¿Æ^É&ÐfÉÅ¹Ì¶?À�É�³&Ð�¿vÈ¸ÍvÍ]ÈtÇ�¶?À�Î�È¸Æ�ÐfÆ^É¿³´Öv·l½�Æ�Ï(³dµw½ö¯t¼xÊ¿ÀtÈ¸Æ�Ï(³�µo½ Ðf³�µ]ÆdÇ|Â ÊÌÉÅÐ�Õ#ÉÌÊ¿À?Â�Æ
¹.Èv·t¹&ÊÅÇvÈ�Ê¿·vÉÅ·l½¤× Ñv³dµãÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹´Ê�× º ³ÅÉÅ¹ÅÆdÖtÊMÀ�Î�È�× Ðf³&Ø&ÐfÉ&¹¿Æd·t·^½áÏ Ô�·tÊ�ÖvÆd·vÈ¸Õ�Ï
³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´ÇtÊ

D
È¸Ô�Èt·¸É¿Æ�Çv¹´ÊÓÍãÊ

0 < |λ| < 4
¯¯× ÊÅÐ^ÐdÏ(³&ÉÅÇvÈ�Ï ·vÆdÀT³ÅÉ¿³´Ç^½§Æ�ÑtÇtÈtÏ(Æ�Ç^½÷¯

ä ¹&Ê
ÀT³´Ï�Ñ�Í�ÆdÀ�Ð^·v³@ÍoÐf³&ÑtÇ´Õ?Â�Æd·t·^½9× ÖvÈtÐ�ÍãÊ ±1.4119i
È¸Ô ¼xÊ¿Ø¿Íi¯ Æ ³ÅÉÅ¹ÅÆdÖ�Ê2À�Éðø È

Ï(ÆdÇt·¸³TÏx¶�Ðf³&Ø&ÐfÉÅ¹ÅÆd·t·¸³TÏx¶�Ñ¸³�µãÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐfÉ&¹Ì¶´¯ » ·¸Æ�Ï º ÀvÇv³´Ï(Æ�³&Ð.¿tÈ¸ÍvÍ]ÈvÇ¸¶?À�Î�È�×¬¾ ¶#Í
·vÀl¿vÈtÙ º ÆdÐfÉÅÒ/Èt·¸ÉÅÆdÇvÆdÐ�¶?À�Î�ÊÌÕ�·tÊÅÐéÑ�Ê¿Ç�Ê�¾ ¶¸·tÀ^¿tÈvÙ º Ê¿ÑtÑvÇv³&À�Ð^È�ÏAÈtÇ�¶?À�Î�È�×�Î�ÍãÊ�µãÀvÈvÆ
Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·l½�Æ�Ï(³�µo½ µãÈl¾�¾öÆdÇvÆd·^¿tÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·v³&Îf³I³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç�Ê º Ê,ÈtÏ(Æ�·v·v³ º ÑvÆdÇt¹Ì¶?À ÑtÊÅÇ�¶
φ11, φ11

È¸ÔGÃ�ç Æ�Ì ¯ ó ÇvÈ#Ç�Ê¿Ð^ÖvÆ^É¿Æ÷Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹¿Æ�·v·l½¤× ¾ ¶¸·vÀl¿tÈvÙ
Ð Ñ¸³TÏ(³`Î�ÒMÀ ÑtÇ¸³´Î^Ç�ÊÅÏ�Ï-½
�76 n -98 X È¸Ô/Ø´È¸ØÅÍ�Èv³ÅÉÅÆdÀvÈ�032 g�4 Ï-½ Ñv³¿Ít¶¸Ö�ÊÌÆ�Ï ¹ÅÐ^Æ£ø¡¾ ¶¸·tÀl¿vÈtÙC¯
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¼5Ê¿Ø¿Íi¯ Æ ¯ã®9Ñ¸ÆdÀvÉÅÇl½ ³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´Ç¸³´¹ D È

D2
Ã ·�Ê ÐfÆdÉÅÀTÆ

32 × 32 Ì î 0 < |λ| < 4

É¿³´Öv·l½�Æ�Ð&¯ Ô´¯ É¿³´Öv·l½�Æ�ÐÅ¯£Ô´¯ ÀtÇtÊ¿ÉÅ·v³&ÐfÉ&Ò ÖvÈtÐ�Í�³
³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Ç�Ê

D
³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ

D2
Ã ÖvÈtÐ�Í�³�Ñ�Ê¿Ç Ì ÈvÐ^ÉÅÈv·t·l½¤× ÑtÊÅÇ

±0.9984i
è �

±1.4142i ±1.4119i
è Æ

±1.9872i
è �

±2.2361i ±2.2239i
ø ç

±2.8284i ±2.8103i
è Æ

±2.9568i
è �

±3.1623i ±3.1208i
ø ç

±3.6056i ±3.5625i
ø ç

±3.8980i
è �

³ÅØ`Î�Æ^Æ÷ÖtÈvÐ�Í�³�Ðf³&Ø&ÐfÉ&¹¿Æd·t·^½9×IÔ�·�Ê�Ö¸Æd·tÈtÙ
Æ ï ùMï

ØöÊ,ÇtÈvÐÅ¯�ç�Ñv³&À�ÊÓÔÓÊ¿·l½JÑvÇv³`¾÷È�Í]È�µ@Ê¿¹ÌÍ�Æd·tÈ�Õ
p(x, ymed

¹ Ð^ÆdÖ¸Æ�·vÈtÈ
ymed = π

2

µ�ÍvÕ
¹ÅÐfÆ�×Dø�Ï(³dµ�Ã ÑvÇtÈt¹¿Æ�µ]Æd·l½ È�× ¹¿Æ�Î�ÆdÐfÉÅ¹ÅÆd·v·l½�Æ°ÀT³´Ï�Ñ¸³´·¸Æd·vÉM½ º ÉÓÊÅÀIÀ�ÊÅÀIÏA·vÈ�Ï-½§Æ Ç�Ê¿¹�Í
·^½ ·¸¶�ÍoÀ Ì ¯ö²&ÍtÕ�µ�Õ ·tÊ Î^Ç�Ê2¾÷ÈvÀtÈ º Ï(³�Â�Æ^É Ñv³&À�ÊÌÔ�ÊÌÉÅÒ&ÐlÕ º ÖvÉ¿³ ÎlÍãÊ�µãÀT³&Ù Õt¹¿ÍvÕtÆ^ÉÅÐ�Õ
¾ ¶¸·tÀ^¿tÈ¸Õ

F6
¯|Ø ³OÐ^É¿³/·¸Æ§ÉÓÊÅÀ5æ&·tÊ ÇtÈvÐ&¯ Ê v º W Ñ¸³´À�ÊÓÔ�ÊÅ·^½¢ÑtÇ¸³|¾öÈ¸Í]È¡Ð^É¿³&Ù¡¾ ¶¸·vÀl¿tÈvÈ

Ã ¶vÏA·¸³�Â�Æd·t·¸³´Ù�µtÍtÕ�·�Ê¿ÎlÍtÕ�µã·v³&ÐfÉÅÈ�·�Ê Æ��|Ì ·vÆ/É¿³¿Í]ÒÅÀT³,¹�Ð^ÆdÖ¸Æ�·vÈtÈ ymed = π
2
º ·v³�È�¹

ÐfÆdÖvÆd·vÈtÈ
xmed = π

2
º ¹IÀ´³&É¿³&Çv³´ÏÄ¾ ¶¸Àl¿vÈ¸Õ�³´Ö¸Æd¹&È�µã·v³I·vÆdÎlÍãÊ�µãÀ�ÊÓÕ�¯5× ÊÅÐ^ÖvÆ^É Ñv³&À�ÊÌÔ�½=Í

¹&ÊÌÆdÉ º Ö¸É¿³�ÎlÍãÊ�µãÀ�ÊÓÕÕ¾ ¶¸·vÀl¿vÈ¸Õ φ11
È¸ÔGÃ�ç Æ�Ì Ð�×´³&Çv³`Á�ÆdÙ É¿³´Öv·v³&ÐfÉ&ÒMÀ ÑtÇvÈvØ¿Í]È]Â Ê¿Æ^É&ÐlÕ

Í�Èt·¸Æ�Ùv·v³&Ù ÀT³´Ï(Ø´Èv·�Ê2¿tÈvÆdÙ Ñv³¿Ít¶¸Ö¸Æ�·v·l½¤× Ø´ÊÓÔ�ÈvÐ^·l½¤× ¾ ¶¸·vÀl¿tÈvÙ Ð�ÀT³MÐ�¾�¾öÈl¿tÈ¸Æd·vÉÌÊ�Í
ÏAÈ5æoèt¯)õ2ù º� ¯�ø`ù|ç º ç�¯�ø ÆÅº� ¯�í@ï#õ º� ¯�õ�è]õ º í�¯qè �vº� ¯�íMç Æ&ºBÆ ¯qè � Ã ÑtÇv³`¾öÈ¸Í]È�ÑvÇtÈ¸ØÅÍ�È?Â�Æd·t·¸³´Ù
È�É¿³´Öv·v³&ÙÙ¾ ¶¸·vÀl¿vÈtÙ Ðf³´¹ÅÑ�Ê�µ@Ê2À�É�ÑtÇvÈ�ÇtÈvÐf³´¹&ÊÅ·vÈtÈ
È�Ñ¸³´À�ÊÓÔ�ÊÅ·^½ ·�Ê ÇtÈvÐÅ¯ Ê ®°¯
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0
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A ¼�Ý�B°Ú�B A ßwÝ`â�¹#Þ��¨Ü³Ý`Þ#ßo»Bº�ß�¨Þ?»�ÜF^����Ü 
$�¨ß �=��¹ B�Û��¨ÜLIì¼?��¼ ºKßw·��¹/�
»¨¼?!

p(x,ymed)
· Ý|¹#â¨¹#»¨¼A¼

ymed = π
2

º���!��	�|Ü QwÝ`Þ^·¯¹#»A»�����I��s»¨à��¨¼�F
Ý
λ = ±1.4119i
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Aλ = 1.4119 ι
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F6 (xmed , y )

Bλ = 1.4119 ι
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F1 (xmed , y )

D
λ = 0.9984 ι

A ¼¨ÝCB	��B A ßwÝ`â�¹#Þ ��Ü Ý`Þ#ßo»Bº�ß�¨Þ?»�ÜF ���¨ÜL
`��ß �;��¹ B¡Û���Ü Iì¼��¨¼ º�ßw·C�-¹#»¨¼?!
p

· Ý|¹#â¨¹#»¨¼?!��
xmed = π

2 � ymed = π
2

D	� ����� �|Ü QwÝMÞl·w¹#»¨»¨ßC! I��s»¨à��¨¼?! Ý
λ = 1.4119i H ' � Þ^Üoâ¨»¨ß!^�|Ü QwÝ`Þ^·w¹#»¨»¨ß!�I��s»Aà��A¼�!åÝ

λ = 1.4119i H9� � �¨ß���¨ßoá|¼¨Þ?¼¨â¨¹UÝ`àBßC!��`ÜLQwÝMÞl·w¹#»¨»¨ßC!�IK�s»Aà��A¼�!ñÝ
λ = 0.9984i

ó ÇtÈvÖtÈv·�Ê�Ñ¸³�Õt¹¿ÍtÆ�·vÈ¸ÕI·¸ÆdÎ�Í]ÊÓµ]ÀtÈ�×IÏ(³�µ�¹/µ@Ê¿·t·¸³TÏ�Ñv³dµãÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹ÅÆöÐ^³&ÐfÉ¿³´È¸É ¹
Ê¿ÑtÑvÇv³&À�Ð^È�Ï�Ê2¿tÈtÈ.Ñ¸ÆdÇt¹M½9×�ÑtÇ¸³´È�Ô�¹¿³�µ]·l½¤× ¿vÆd·vÉÅÇ�ÊÓÍ]ÒÅ·l½éÏAÈ¢Ç�ÊÓÔ�·v³&ÐfÉ�Õ�ÏAÈsæxÀ�Ê�Â µ�¶?À
È�ÔIµã¹Ì¶T× Î�Í]ÊÓµ]ÀtÈ�× Ðf³&Ø&ÐfÉÅ¹ÅÆd·t·^½9× ¾ ¶¸·tÀ^¿tÈvÙ

φ11, φ11

ÏA³�Â�·v³HÈ�ÔÓÏ(Æd·tÈ¸ÉÅÒ�·�Ê�Ð^Æ^ÉÅÀTÆ
ÉÓÊÅÀ º ÖvÉ¿³Õ¿¸Æ�·¸ÉÅÇ�ÊÓÍ]ÒÅ·l½�Æ Ç�ÊÓÔ�·v³&ÐfÉ&È�·¸Æ�È�Ô�ÏAÆd·�ÕtÉÅÐlÕ�¯ ä ÍvÕÙÐ^É¿³´Îf³�µ]³&ÐfÉÌÊÌÉ¿³´Öv·v³#¹¿Ô^ÕvÉ&Ò
Ô�·tÊ�ÖvÆd·tÈ�Õ ¾ ¶¸·tÀ^¿tÈtÈ�Ð�µãÇ�¶¸ÎdÈtÏ Ô�·�Ê¿ÀT³´Ï ¹�À�Ê�Â µ�³´ÙHÖvÆ^É&·¸³´Ù�ÕtÖvÆdÙtÀTÆ Ñ¸³
À�Ê@Â�µ]³´Ï(¶
È�Í]È
³dµã·v³´Ïx¶�È¸Ôöµã¹Ì¶T×
ÀT³Å³&Ç&µãÈv·�ÊÌÉ&·^½9× ·tÊÅÑvÇ�Ê¿¹¿ÍtÆ�·vÈtÙC¯

ä Ç¸¶¸ÎsÊÓÕ
Ñ�Ê¿Ç�Ê�Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·l½¤×
ÖtÈtÐfÆfÍ ±0.9984i
Ðf³Å³&ÉÅ¹¿Æ^É&ÐfÉÅ¹¿¶&Æ^Éþø�Í Ï(ÆdÇt·¸³TÏx¶�Ñ¸³�µ^Í

ÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹Ì¶ º Ñv³¿Í]·¸³´ÐfÉÅÒ`À Ðf³&Ð^É¿³�Õ�Î�Æ�Ïx¶�È�Ô�³&Ð�¿vÈ¸ÍvÍ]ÈtÇ�¶?À�Î�È�×,ÏA³dµ º ·¸Æ�ÈtÏAÆ�À�Î�È�×
³ÅÉÅ·v³`Á�Æd·tÈ¸ÆöÀIÐ^ÑvÆdÀvÉÅÇ�¶ ³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ

D î ·�Ê¡×(ÈtÐÅ¯ Ê � Ñ¸³´À�ÊÓÔ�ÊÅ·IÑvÇv³`¾÷È�Í]Ò�µ@Ê¿¹¿ÍtÆd·tÈ¸Õ
µtÍtÕ
³dµã·v³&Ù�È�Ô�ÉÓÊÅÀvÈ�×ô¾ ¶¸·vÀl¿vÈtÙ î ¹ÅÐ^Æ µãÇ�¶¸ÎdÈ¸Æ ¾ ¶¸·tÀl¿vÈtÈ�É¿³�Â�Æ�³&Ð.¿tÈ¸ÍvÍ]ÈvÇ¸¶?À�É�¯
Á ÑtÈ^Á�Æ�Ï�µãÊÅ·v·v³ÅÆéÑ¸³�µ]ÑtÇv³&ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹Å³t¯U×5Ê¿Ð^Ð�Ï(³ÅÉÅÇtÈ�Ï�Ç�ÊÓÔ�·v³&Ð^ÉÅ·^½éÙ ³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³&Ç���Ê�Í
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Ñ�ÍãÊ¿ÐdÊ

∆2h
·�ÊDí�ÍcÉÅ³&ÖvÆdÖv·v³´Ï Á ÊÌØÅÍt³´·¸Æ�Ð£Á�Ê¿Î^³´Ï

2h
Ã Ð/·�Ê�µ�ÍtÆRÂ ÊMÎ�È�Ï¢¶¸ÖvÆ^É¿³´Ï ÎdÇtÊ�Í

·vÈtÖv·l½¤×�¶TÐ�Ít³´¹ÅÈtÙ Ì ¯ Á ÑvÇvÆ�µ]ÆfÍ]ÈtÏ è�Ð^Æ^É¿³&Öt·l½¤×ì¾ ¶¸·vÀl¿tÈvÈ

ψh(x, y) = {sinx, y sinx, sin y, x sin y, (x, y) ∈ ωh} .
�/ÆdÎ^ÀT³÷ÑtÇ¸³´¹¿ÆdÇtÈ¸É&Ò º Ö¸É¿³÷µ�ÍtÕ�À�Ê@Â µ�³´Ù�È¸Ô�·tÈ�× ∆2hψh(x, y) ≈ −1

¯�*°Ô�Ð^É&È�×G¾ ¶¸·tÀUÍ
¿vÈtÙ Ñv³&ÐfÉ&Ç¸³´ÈtÏ ³´Ð.¿vÈ¸ÍtÍ�ÈtÇ�¶?Î�È¸Æ ¾ ¶¸·tÀl¿vÈtÈ

ψ̂h(x, y)
º È¸Ô�Ï(Æd·tÈt¹.Ô�·tÊÅÀ ψh(x, y)

¹
À�Ê�Â µ�³´Ù�ÖvÆ^ÉÅ·v³&Ù
ÕtÖvÆdÙtÀ´Æ/Ñv³

x
È�Ñ¸³

y
¯ Á ÖvÆd¹ÅÈ�µã·¸³ º Ö¸ÉÅ³

∆2hψ̂h(x, y) = ∆2hψh(x, y) ≈ −1.

Ø°¶�Í�Æd¹M½§Æ�Î^Ç�Ê¿·tÈvÖt·^½§Æ�¶´Ð�Í�³&¹&È�Õ�·vÆ^ÉÅÇ¸¶�µã·v³I¶�µ]³&¹¿ÍtÆdÉÅ¹¿³´ÇvÈvÉÅÒIÔ�Ê,Ð^ÖvÆ^É ³&Ð.¿tÈ¸ÍvÍtÕl¿tÈtÙC¯
» ³¿Ô�Ò´Ï(Æ�Ï ¶¸À�ÊÓÔÓÊ¿·t·^½§ÆIèÕ¾ ¶¸·vÀl¿vÈtÈ�¹IÀ�Ê�Ö¸ÆdÐ^ÉÅ¹¿Æ�µ@Ê¿¹ÌÍ�Æd·tÈ�Õ p È µtÍtÕ�À�Ê�Â µ]³&Îf³�Ðf³&Ø@Í
ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·v³&Î^³�Ô�·tÊ�Ö¸Æ�·vÈ¸Õ ±0.9984i

·�Ê¿Ù�µ�Æ�Ï À´³TÏAÑv³&·vÆd·¸É`½
u, v º Ñ¸³´ÐfÉÅÇv³&Èt¹,ÉÓÊÅÀvÈ�Ï ³&Ø@Í

ÇtÊÌÔd³´Ï.ÈtÐ^ÀT³´ÏA³ÅÆ£ø�Í Ï(ÆdÇt·v³ÅÆ÷Ñ¸³�µ]ÑtÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐfÉ&¹¿³t¯ ó ÇvÈt¹¿Æfµ�Æd·t·l½�Æ÷Ç�Ê¿Ð^Ð�¶UÂ µ]Æd·tÈ�Õ
ÑtÇv³@Í
¹¿ÆdÇvÆd·l½ Ç�Ê¿Ð^ÖvÆ^É¿³TÏ°æi·tÊ
ÑtÇv³&ÇvÆRÂ�Æd·t·¸³´Ù ÐfÆdÉÅÀTÆ�Ð�Á Ê¿Îf³TÏ

2h
Ø´ÊÌÔ�ÈvÐ º Ñv³¿Ít¶¸Ö¸Æd·t·l½§Ù ¹

ÇtÊÅÐ^Ö¸ÆdÉ¿Æ º ÑtÇ�Ê¿ÀvÉÅÈvÖvÆdÐ^ÀtÈ Ðf³´¹ÅÑ�Ê�µ@ÊÌÆ^É�ÐDÔsÉ¿³&Öt·^½áÏåÔJØTÊÓÔ�ÈtÐf³´Ï
ψh(x, y)

¯

- ÑvÆdÀvÉÅÇ�³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ D1
¶UÂ�ÆIÀtÇtÊ¿ÉÅÀT³�ÀT³´ÏDÏ(Æd·vÉÅÈvÇv³&¹´ÊÓÍ]ÐlÕ�¯�ØöÊ�ÇtÈtÐÅ¯ Æ Ñv³&À�ÊÓÔ�Ê�Í

·¸³�Ñv³¿Í�Æ/Ðf³&Ø&ÐfÉÅ¹ÅÆd·t·^½9×IÔ�·�Ê�ÖvÆd·tÈvÙ
D1
·�Ê ÀT³´Ï�Ñ�Í�ÆdÀ�Ð^·v³&Ù
Ñ¸Ít³´Ð^ÀT³&ÐfÉ&ÈC¯ » Èt·¸ÉÅÆdÇv¹´ÊÓÍ�Æ

0 < |λ| ≤ 4
¶
D1
Æ�ÐfÉÅÒ�ÉÅ³&ÖtÀvÈ�ÐdÑ¸ÆdÀvÉÅÇ�Ê º Ðf³Å³&ÉÅ¹¿Æ^É&ÐfÉÅ¹Ì¶?À�Î�È¸Æ#Ð^Ñ¸Æ�À¸ÉÅÇ¸¶�³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³2Í

ÇtÊ
D î ³´·vÈ.Ñ¸³´À�ÊÌÔ�Ê¿·l½ ·�Ê�ÇvÈtÐÅ¯ Æ Ð^ÑtÇ�Ê¿¹&Êv¯ » È�µ]·v³ º Ö¸ÉÅ³HÀvÇv³´Ï(Æ#ØÅ³ÅÍ�Ò`Á�³&Î^³�ÖtÈvÐfÍ]Ê

¹¿Æ�Î�ÆdÐfÉÅ¹ÅÆd·t·^½9×�Ðf³&Ø&ÐfÉÅ¹ÅÆd·t·^½9×
Ô�·�Ê�ÖvÆd·tÈvÙ�ÆdÐfÉÅÒ Æ�� ÉÅ³&ÖvÆdÀ�Ð^ÑvÆdÀ¸É&ÇtÊ,³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³&Ç�Ê D1
º

ÑvÇtÈ�Í�ÆdÎ�Ê2À�Î�È�×#À�ÏA·vÈ�Ï(³´ÙI³&Ð^È#ÈIØ¿Í]È¸Ô�ÀvÈ�×#ÀIÉ¿³&ÖtÀ�ÊÅÏ¢Ð^Ñ¸Æ�À¸ÉÅÇ�Ê�³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Ç�Ê
D
¯ ó ³@Í

Ð�ÍtÆfµ]·tÈ¸Æ�Í�ÆRÂ ÊÌÉ¢·tÊ.ÏA·vÈ�Ï(³´Ù ³´Ð^È È ³ÅØÅ³ÅÔ�·�Ê�ÖvÆd·l½ Ð^È�ÏA¹Å³¿ÍãÊÅÏAÈ
o
¯§±öÊÅÀ Ï-½ ¶UÂ�Æ

Îf³&¹Å³&ÇtÈ�Í]È º Ð^ÑvÆdÀvÉÅÇ ÀtÇtÊ¿ÉÅ·l½§Ù È Æ�� É¿³´ÖvÀ�ÊÅÏ ÐdÑ¸ÆdÀvÉÅÇ�Ê Ð^³Å³ÅÉ&¹¿Æ^É&ÐfÉÅ¹Ì¶´Æ^É Æ ï�Í Ï(ÆdÇt·¸³&Æ
Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·v³ÅÆ§Ñv³�µ]ÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹Å³t¯ ó ÇvÈ È�ÔÓÏ(ÆfÍ�ÒqÖvÆd·tÈvÈ ÐfÆ^É&ÀvÈ Ñv³&À�ÊÓÔ�ÊÅ·v·l½�Æ Æ�� É¿³´Ö¸ÆdÀ
Ð^Ñ¸Æ�À¸É&ÇtÊö³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Ç�Ê

D1
ÑvÇtÈ¸ØÅÍ�È?Â Ê2À°É&ÐlÕ,À É¿³´ÖvÀ�Ê&Ï�Ð^ÑvÆdÀvÉÅÇtÊ µ]Èl¾�¾öÆdÇvÆd·l¿vÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·v³@Í

Îf³ ³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç�Ê
D
¯

ó ÇtÈv¹ÅÆ�µ�Æ�Ï ÇvÆfÔ^¶�Í]Ò�ÉÓÊÌÉ`½ Ç�Ê¿Ð^ÖvÆ^É¿³´¹�Ð^ÑvÆdÀ¸É&Ç¸³´¹�Ñv³
ÑvÇvÆ�µ�Ít³�Â�Æd·t·¸³TÏx¶HÊÓÍ]Îf³&ÇtÈ¸É´Ïx¶
ÑC¯ Ê ¯Ëè�¯ Ê ¯ ä ÍvÕ�·�Ê�×´³�Â µ�Æd·tÈ¸Õ�Ø´ÊÌÔ�ÈvÐ�Ê Ðf³&Ø&ÐfÉÅ¹ÅÆd·t·¸³´Îf³#Ñv³dµãÑvÇv³&Ð^ÉÅÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹&Ê
ÇtÊÌÔ�Ï(ÆdÇt·v³@Í
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ÐfÉÅÈ

M = 16
¹�À�Ê�Ö¸Æ�ÐfÉÅ¹¿Æ�·�Ê�Ö�ÊÓÍ]ÒÅ·l½¤×�ÖtÊÅÐfÉ¿³&É�¹¿Ô^ÕvÉ
·tÊ¿ØÅ³´Ç

Ω0 = {ω1 = 1, ω2 =

2, ω3 = 3, ω4 = 4} ¯o×5Ê¿Ð^ÖvÆ^É`½ ÑtÇ¸³´¹¿Æ�µ]Æd·l½ ·�Ê Ñ¸³´Ð�ÍtÆfµ�³´¹&ÊÌÉÅÆfÍ�Ò&·¸³´ÐfÉÅÈ
Ð^Î�¶?Î Ê2À�Î�È�×UÍ
ÐlÕ/Àt¹&Ê�µãÇ�ÊÌÉÅ·l½¤×�ÐfÆ^ÉÅ³&À/ÐDÖtÈtÐ�Ít³TÏôÁ�Ê¿Î^³&¹

16×16 º 32×32 º 64×64
¯Ì®�È�ÔÓÏ(ÆfÍ]Ò�ÖvÆd·tÈ¸Æ�Ï

ÐfÆ^ÉÅÀtÈ�ÉÓÊÅÀ¸ÉÅÈtÀ�Ê�Ð^Ö¸ÆdÉÓÊ Ï(Æ�·�ÕvÍ]ÊÅÐ^Òv¯oØ Ê ÐfÆ^ÉÅÀTÆ
16 × 16

·�Ê ÑvÆdÇv¹Å³&Ù
ÐfÉÓÊÓµ]ÈtÈFÃ µ�ÍvÕ�Ñ¸³2Í
ÐfÉÅÇv³ÅÆd·tÈ¸Õ�Ø´ÊÓÔ�ÈvÐdÊ

YD1

Ì ÐXµ]ÆfÍãÊ¿·v³�è È¸É¿Æ�ÇtÊM¿vÈtÈ/µ�ÍtÕ/¶vÏAÆd·vÒ`Á�Æd·tÈ¸Õ�·vÆd¹ÌÕvÔ�ÀtÈöµ�³ 10−6 Ìqº
Ê�¹�³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³&ÇvÆ÷Ð^ÎlÍãÊ�Â�Èt¹&ÊÅ·vÈ¸Õ

S = Kq
ÈtÐ^Ñv³¿Í]ÒÌÔd³´¹&ÊÓÍ�³&ÐdÒ

q = 10
µtÍtÕ�À�Ê@Â µ�³´Ù�Ö�Ê�Í

ÐfÉ¿³&ÉM½ö¯2®*Æ^É&À�Ê
32 × 32

Ñ¸³&ÉÅÇ¸ÆdØÅ³&¹´ÊÓÍãÊ í ÈvÉ¿ÆdÇ�Ê2¿tÈvÙ�·tÊ�Ñ¸Æ�Çv¹Å³&Ù ÐfÉÓÊÓµ]ÈtÈ�Ð
q = 20

¹
³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´Ç¸Æ

S
¯?ØöÊ÷Ð^Æ^ÉÅÀTÆ

64×64
Ô�ÊÌÉ&ÇtÊ�Ö¸Æ�·¸³¸ï/ÈvÉ¿ÆdÇ�Ê2¿tÈvÙ�µ�ÍtÕ,Ñv³&ÐfÉÅÇv³ÅÆ�·vÈ¸Õ�ØTÊÓÔ�ÈtÐdÊ

YD1

Ð É¿³&Öt·v³&ÐfÉÅÒ`À
5 · 10−6 ÑtÇvÈ q = 30

¹�³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&ÇvÆ
S = Kq

¯ » ¼xÊ¿Ø¿Íi¯oç÷µtÍtÕ�Ñv³@Í
Ð�ÍtÆfµ�³´¹&ÊÌÉÅÆfÍ]ÒÅ·v³&ÐfÉÅÈ#ÐfÆ^É¿³´ÀIÑ¸³´À�ÊÌÔ�Ê¿·l½ ÑvÇtÈ¸ØÅÍ�È?Â�Æd·t·^½§Æ÷Ðf³&Ø&ÐfÉÅ¹ÅÆd·t·^½§Æ�Ô�·�Ê�Ö¸Æd·tÈ¸Õ

λh

³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´ÇtÊ
D2
º É¿³´Öv·l½�Æ�Ðf³&Ø&ÐfÉ&¹¿Æd·t·^½§Æ Ô�·tÊ�ÖvÆd·vÈ¸Õ λ µãÈl¾�¾öÆdÇ¸Æ�·^¿tÈtÊÌÍ�Ò&·¸³´Îf³�³´Ñ¸ÆdÇ�Ê�Í

É¿³&Ç�Ê
D2
º È
È�×�Ç�ÊÓÔ�·v³&ÐfÉ&È º Ñv³�ÀT³ÅÉ¿³´Ç^½áÏ Ï(³�Â�·¸³�Ð�¶�µ]ÈvÉÅÒ ³�Ð^ÀT³&Çv³&ÐfÉ&È�Ðl×´³�µ]È�Ï(³&Ð^ÉÅÈ

λh

À
λ î ×´³&Çv³`Á�³�¹&È�µ]Æd·,¹ÅÉ¿³&Çv³&Ù Ñv³&Ç´Õ¸µ�³´À,ÐX×T³dµãÈ�Ï(³&ÐfÉ&È5æ&µã¹Ì¶¸ÀtÇtÊ¿ÉÅ·¸³&Æ È�Ô�ÏAÆfÍ�ÒqÖvÆd·tÈ¸Æ

ÐfÆ^ÉÅÀtÈ ¹�À�Ê�Â µ�³TÏ ·tÊÅÑvÇ�Ê¿¹¿ÍtÆd·tÈtÈ ÑtÇvÈt¹¿³�µ]ÈvÉ À Ö¸Æ^É`½§ÇvÆ�×vÀvÇ�ÊÌÉ&·v³´Ïx¶¢¶vÏ(Æd·tÒMÁ�Æd·tÈ^À
³`Á�È¸Ø´ÀvÈ2¯

ó ÇtÈ¸ØÅÍ�È?Â�Æd·v·l½�Æ¤Ðf³&Ø&ÐfÉÅ¹ÅÆd·t·^½§Æ�Ô�·tÊ�ÖvÆd·vÈ¸Õ÷³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Ç�Ê
D1
º ¹M½§ÖtÈtÐ�ÍtÆ�·v·l½�Æ*¹éÑtÇv³@Í

¿¸ÆdÐdÐfÆ°Ñ¸³´ÐfÉÅÇv³ÅÆ�·vÈ¸Õ
span(YD2

) º Ê¿ÑtÑvÇv³&À�Ð^È�ÏAÈtÇ�¶?À�É ÎlÍãÊ¿¹&·�¶?À Ö�Ê¿ÐfÉ&Ò�Ð^ÑvÆdÀvÉÅÇ�Ê÷µãÈ^¾jÍ
¾ ÆdÇvÆd·l¿vÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·v³&Î^³°³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ

D
ÐOÉ¿³´Öv·v³&ÐfÉ&ÒMÀ

O(h) î Ðf³&³ÅÉÅ¹ÅÆ^ÉÅÐfÉ&¹Ì¶?À�Î�¶?À ÉÓÊ¿Ø¿Í]È^¿¸¶
µtÍtÕ�ÀvÇ�ÊÌÉ&ÀT³&ÐfÉÅÈ�·vÆ/ÑtÇvÈt¹¿³�µ]È�Ï�¯

*°Ô^¶¸ÖtÈtÏ�ÐX×T³dµãÈtÏA³&ÐfÉÅÒ�ÑtÇvÈvØ¿Í]È?Â�Æd·v·l½9×,Ðf³&Ø&ÐfÉ&¹¿Æd·t·^½9×�¾ ¶¸·vÀl¿vÈtÙ À�É¿³&Öt·l½éÏê¾ ¶#Í
·vÀl¿vÈ¸Õ]ÏFÃ�ç Æ�Ìqº ÑtÇv³&¹¿³�µ�Õ/Ð^Ç�Ê¿¹&·¸Æ�·vÈvÆO·¸ÆO³ÅÉ^µ]ÆfÍ]ÒÅ·l½¤× ¾ ¶¸·tÀl¿vÈtÙ º Ê§Ð^³Å³ÅÉ&¹¿Æ^ÉÅÐ^ÉÅ¹Ì¶?À�Î�È�×
Ñ¸³�µãÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐfÉ&¹v¯�((Ð^É¿ÆdÐfÉ&¹¿Æd·t·¸³´Ù ³|¿¸Æd·tÀT³&Ù Ñv³&Î^ÇvÆ�Á�·v³&Ð^ÉÅÈ Õ�¹ÌÍtÕvÆ^É&ÐlÕ ¶¸Îf³ÅÍ Ï(ÆRÂ¬Í
µt¶ Ñv³&ÐfÉ&Ç¸³&Æd·v·l½éÏ.Ñv³dµãÑvÇv³&Ð^ÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹¿³TÏ

span(YD2
)
È ÉÅ³&Öt·^½áÏ.Ñ¸³�µãÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹¿³TÏ

span(Yex)
º Îlµ�Æ/¹�À�Ê�Ö¸ÆdÐ^ÉÅ¹¿Æ Yex

ÈtÐ^Ñv³¿Í]ÒÌÔ^¶&ÆdÉÅÐlÕ�ØTÊÓÔ�ÈtÐ º Ñ¸³ÅÍv¶¸ÖvÆd·t·^½éÙ
³´Î^ÇtÊÅ·vÈtÖvÆd·vÈ]Í
Æ�Ï ¹Ù¿¸Æ�·¸ÉÅÇl½ ÕtÖvÆ^ÆdÀHÉÅ³&Öt·¸³´Îf³ ØTÊÓÔ�ÈtÐdÊFÃ�ç Æ�Ì Ð,Ñ¸³´Ð�ÍtÆfµt¶?À�Î�ÆdÙ�³&ÇvÉ¿³&·v³&Ç�ÏAÈtÇ¸³´¹ÅÀT³&Ù2¯
Ò Îf³¿Í

α
Ã ÐdÏ�¯ Å&Æ���Ç�Ì Ï(ÆRÂ µ�¶.Ñv³dµãÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹&Ê&ÏAÈ span(X)

È
span(Y )

ÇtÊÌÔ�Ï(ÆdÇ]Í



+l�
·¸³´ÐfÉÅÈ

p
È
q
³&ÑtÇ¸Æ�µ]ÆfÍtÕvÆ^É&ÐlÕ�Ñ¸³#Ð�Í�Æ�µ�¶?À�Î�È�Ïñ¾ö³&Ç�Ïx¶�ÍãÊÅÏ�¯ ó ¶´Ð^ÉÅÒ,ØTÊÓÔ�ÈtÐ.½

X, Y
³&ÇvÉ¿³&·v³&Ç�ÏAÈtÇ¸³´¹&Ê¿·l½�æ

X(∗)X = Ip, Y
(∗)Y = Iq

¯ » ½§ÖtÈvÐfÍvÕtÆ�Ï Ï�Ê¿ÉÅÇtÈ^¿¸¶ X(∗)Y
È

·tÊÓ×´³�µ]È�Ï Æ^Æ Ð^Èt·vÎf¶�ÍtÕtÇt·¸³&Æ ÇtÊÌÔ^Í�³�Â�Æd·tÈvÆ&¯ ó ³¿Í�³�Â�È�Ï
X̂ = XU, Ŷ = Y V º Îlµ�Æ

Ñ�¶TÐfÉÅÒ
U, V

Í ÍtÆd¹`½�Æ�È�ÑtÇ�Ê¿¹M½§Æ°Ð^Èv·tÎ�¶ÓÍvÕ�Çv·l½�Æ°¹¿ÆdÀvÉ¿³&Çl½ö¯ ó ³dµãÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹´Ê
X̂, Ŷ

ÈtÏ(Æ�À�É ³dµãÈt·tÊÅÀ´³´¹Ì¶?À Ç�ÊÓÔ�ÏAÆdÇv·v³&Ð^ÉÅÒ
r = min(p, q) º É�¯£Æ&¯7Ï�Ê¿ÉÅÇtÈ^¿l½JØ´ÊÌÔ�ÈvÐ^³&¹ X̂, Ŷ

ÈtÏ(Æ�À�É�³�µ]Èt·�Ê¿ÀT³&¹Å³ÅÆ�ÖtÈtÐ�Ít³HÐfÉÅ³¿Í�Ø`¿v³&¹v¯O®9Ç¸Æ�µãÈ
r
�^Èv·tÎ�¶ÓÍvÕ�Çv·l½¤×.ÖvÈtÐfÆfÍ Ï�Ê¿ÉÅÇvÈl¿l½

(X̂− Ŷ )(∗)(X̂− Ŷ ) º ÇtÊÅ¹Å·l½¤× 4 sin2(αk/2), k = 1, 2, ..., r º ·�Ê�×´³�µãÈtÏ�Ï�ÊÅÀ�Ð^ÈtÏDÊÓÍ]Ò�Í
·¸³&Æ�ÖtÈtÐ�Ít³�¯�(AÏ(¶�Ðf³&³ÅÉÅ¹ÅÆ^ÉÅÐfÉÅ¹¿¶&Æ^É ÈtÐ^ÀT³´Ï-½éÙ�¶¸Îf³¿Í

α
Ï(ÆRÂ µt¶HÑv³dµãÑvÇv³&Ð^ÉÅÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹&Ê&ÏAÈ

span(X)
È
span(Y )

¯

¼xÊÌØÅÍ�¯¯ç�¯t¼ ³&Öt·^½§Æ�È
ÑtÇtÈ¸ØÅÍ�È?Â�Æd·t·^½§Æ�Ðf³&Ø&ÐfÉ&¹¿Æd·t·^½§ÆöÔ�·�Ê�ÖvÆd·tÈ�Õ
³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ
D2

É¿³´Öv·l½�Æ�Ð&¯ Ô´¯ Ð^Æ^ÉÅÀ�Ê
16 × 16

ÐfÆdÉÅÀ�Ê
32 × 32

ÐfÆ^É&À�Ê
64 × 64

λ λh |λh − λ| λh |λh − λ| λh |λh − λ|

±1.4142i ±1.4051i � ¯ �/� ù Æ ±1.4119i � ¯ �$� ç Ê ±1.4136i � ¯ �/�$� ï
±2.2361i ±2.1876i � ¯ � è|ø|í ±2.2239i � ¯ �?Æ çMç ±2.2330i � ¯ �/�MÊ^Æ
±2.2361i ±2.1876i � ¯ � è|ø|í ±2.2239i � ¯ �?Æ çMç ±2.2330i � ¯ �/�MÊ^Æ
±2.8284i ±2.7563i � ¯ � õMç Æ ±2.8103i � ¯ �?Æ ø Æ ±2.8239i � ¯ �/� è]í
±3.1623i ±2.9989i � ¯ Æ ï Ê è ±3.1208i � ¯ � è Æ í ±3.1519i � ¯ �^Æ�� è
±3.1623i ±2.9989i � ¯ Æ ï Ê è ±3.1208i � ¯ � è Æ í ±3.1519i � ¯ �^Æ�� è
±3.6056i ±3.4358i � ¯ Æ ïMùMø ±3.5625i � ¯ � è Ê?Æ ±3.5948i � ¯ �^Æ�� ø
±3.6056i ±3.4358i � ¯ Æ ïMùMø ±3.5625i � ¯ � è Ê?Æ ±3.5948i � ¯ �^Æ�� ø
» ¼xÊÌØÅÍ�¯ Ê ÑtÇtÈv¹ÅÆ�µ�Æ�·^½ ÐdÈv·¸¶´Ð.½ ¶¸ÎlÍ�³&¹ sin(Yex, YD2

)
ÏAÆRÂ µt¶ Èt·v¹´Ê¿ÇtÈtÊÅ·¸É&·^½;Í

ÏAÈ�Ñv³dµãÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹´ÊÅÏAÈ
span(Yex)

Ã ÉÅ³&Öt·^½áÏ Ì È span(YD2
)
Ã Ñ¸³´ÐfÉÅÇv³ÅÆd·t·^½áÏ Ì µ�ÍvÕ

µ]¹¿¶T×�Ð�Ít¶¸Ö�ÊÌÆd¹ È ³&Ð^·v³&¹&·¸³´Îf³ º ÀT³&Îlµ@Ê
Ç�ÊÓÔ�Ï(ÆdÇt·v³&ÐfÉ&Ò�Ñv³dµãÑvÇv³&Ð^ÉÅÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹&Ê M = 16
È

µ�³´Ñ¸³ÅÍ�·tÈ¸ÉÅÆfÍ]ÒÅ·v³&Îf³�Ð
M = 6

¯ » Ñv³&Ð�Í�Æ�µã·¸Æ�Ï Ð�Ív¶¸Ö�ÊÌÆ Ñ¸³�µ]ÑtÇv³&ÐfÉ&ÇtÊ¿·tÐfÉ&¹¿³�³ÅÉ&¹¿ÆdÖ�ÊÌÆdÉ
Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹ÅÆd·v·l½éÏ ÖtÈvÐ�ÍãÊÅÏ ±1.4142i

È ±2.2361i
È Ðf³dµ]ÆdÇ|Â�È¸É ïHÑvÆdÇt¹M½¤× Ã È ØÅ³ÅÍtÆdÆ



+ ÿ
ÎlÍãÊ�µãÀvÈ�× Ì Ðf³&Ø&ÐfÉ&¹¿Æd·t·^½9× ¾ ¶¸·tÀ^¿tÈvÙ�È�Ô Æ ï�ÍoÏ(Æ�Çv·v³&Îf³ Ñv³dµãÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹´Ê¸¯ ä ÍtÕ#Ð^Ç�Ê¿¹@Í
·¸Æd·tÈ¸Õ Ñv³&À�ÊÌÔ�Ê¿·l½ ÔNÐdÉÓÊÓÍ�³&·t·l½�ÆHÔ�·tÊ�Ö¸Æ�·vÈ¸Õ:Ôq¶¸ÎlÍ�³&¹ Ï(ÆRÂ µ�¶

span(Yex)
È Ñv³dµãÑvÇv³@Í

ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹Å³´Ï
span(DYex)

º Ñv³¿Ít¶¸ÖvÆd·v·l½éÏåÔqÉÅ³&Öt·^½éÏ�ÔsÑtÇvÈ�Ï(Æd·vÆd·tÈ¸Æ�Ï.µãÈ^¾�¾ Æ�Ç¸Æd·l¿tÈUÍ
ÊÓÍ]ÒÅ·v³&Îf³.³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ

D
À ØTÊÓÔ�ÈtÐ�¶ÏÃ�ç Æ�Ì ¯�ú*ÉÌÊ.ÑtÇ¸³|¿¸Æfµt¶¸Ç�Ê.Ð^¹¿³�µ]ÈvÉÅÐ�Õ À É¿³´Öv·v³´Ï(¶

µ]Èl¾�¾öÆdÇvÆd·l¿vÈtÇ¸³´¹&ÊÅ·vÈlÀò¾ ¶¸·tÀl¿vÈtÙFÃ�ç Æ�Ì È#È�× ³&ÎdÇtÊÅ·vÈtÖ¸Æ�·vÈlÀ ·�Ê�Ð^Æ^ÉÅÀ¸¶&¯*�Ô÷¼xÊÌØ¿Íi¯ Ê
¹ÅÈ�µ]·v³ º Ö¸ÉÅ³ Ð È¸Ô�Ï(Æ^Í�ÒqÖvÆd·tÈ¸Æ�Ï�ÐfÆ^ÉÅÀtÈ ØTÊÓÔ�ÈtÐ.½ Èt·v¹´Ê¿ÇtÈtÊÅ·¸ÉÅ·l½9×#Ñv³�µ]ÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹ Yex

È
YD2

ÐfØÅÍ�È?Â Ê2À�É&ÐlÕ�ÈôÐ^ÉÓÊ�Ðl×´³dµãÈ�Ï(³&ÐfÉ&Ò�Àt¹&ÊÓµ]Ç�ÊÌÉÅÈtÖt·tÊÌÕ�Ñ¸³
h
¯7® Çv³&Ð^É¿³´Ï ÇtÊÌÔ�Ï(ÆdÇ]Í

·¸³´ÐfÉÅÈ
M
Ñ¸³�µãÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐfÉ&¹#É¿³&Öt·v³&ÐfÉÅÒI¶T×�¶�µoÁ ÊÌÆ^ÉÅÐ�Õ º ¹�µ@Ê¿·t·¸³TÏ Ð�Ít¶¸ÖtÊ¿Æ�¹ìç�ÇtÊÌÔ�Ê¸¯

ú*É¿³�×´³´Ç¸³|Á�³�Ðf³&Î�Í]ÊÅÐ�¶&Æ^ÉÅÐ�Õ,Ð Ê¿ÑtÑvÇv³&À�Ð^È�Ï�ÊM¿vÈv³&·t·^½áÏAÈ#Ð^¹¿³´ÙvÐfÉ&¹&ÊÅÏ�È,³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³&Ç�Ê
D2
¯

¼5Ê¿Ø¿Íi¯ Ê ¯t¼ ³´Öv·v³&ÐfÉ&Ò�ÇtÊÅÐ^Ö¸ÆdÉÓÊ Èt·v¹´Ê¿ÇtÈtÊÅ·¸É&·^½9× Ñv³dµãÑvÇv³&Ð^ÉÅÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹�³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ D2

Æ ï�ÍoÏAÆdÇv·v³ÅÆ/Ñv³dµãÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹¿³ ï�ÍoÏ(Æ�Çv·v³ÅÆ/Ñ¸³�µãÑvÇv³&Ð^ÉÅÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹¿³
ÐfÆ^ÉÅÀ�Ê

sin(Yex, YD2
) sin(Yex, DYex) sin(Yex, YD2

) sin(Yex, DYex)

16 × 16 0.16e− 01 0.70e− 06 0.78e− 02 0.30e− 07

32 × 32 0.39e− 02 0.70e− 06 0.19e− 02 0.20e− 07

64 × 64 0.96e− 03 0.40e− 06 0.48e− 03 0.10e− 07

Á µã·¸³´¹ÅÇvÆ�Ï(Æd·t·¸³�Ð YD2

Ñv³¿Ít¶¸Ö¸Æd·l½ Ñ¸³�µ]ÑtÇv³&ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹´Ê º Èv·t¹&ÊÅÇvÈ�Ê¿·vÉÅ·l½�Æáµ�ÍtÕ�³&ÑvÆÍ
ÇtÊ¿É¿³&Ç�Ê

D1
º ÊÅÑvÑtÇ¸³´À�Ð^ÈtÏ�ÈvÇ¸¶?À�Î�ÆdÎ^³/µãÈ^¾�¾öÆdÇ¸Æ�·^¿tÈtÊÌÍ�Ò&·^½éÙI³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Ç D Ð�ÑvÆdÇt¹M½áÏ

Ñ¸³´Ç´Õ�µãÀ´³TÏ�¯ã¼xÊ¿Ø¿Íi¯oè ³ÅÉ�Í�ÈtÖtÊ¿Æ^ÉÅÐ�Õ�Ñ¸³IÐfÉÅÇ¸¶¸ÀvÉÌ¶¸ÇvÆ�³ÅÉIÑvÇvÆ�µw½¤µ�¶?Î�ÆdÙ�¼xÊÌØ¿Íi¯ Êvº ¹,·vÆdÙ
Ñ¸³´À�ÊÓÔ�ÊÅ·^½.¶¸Î�Í�½

(Yex, YD1
)
È

(D1Yex, YD1
) º Îlµ�Æ§ØTÊÓÔ�ÈtÐ D1Yex

ÆdÐfÉÅÒö³&Ø&Ç�ÊÓÔéÉ¿³´Öv·v³&Î^³
Ø´ÊÓÔ�ÈvÐdÊÕÃ�ç Æ�Ì ÑtÇtÈ#ÑtÇtÈtÏ(Æ�·¸Æd·tÈtÈI³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Ç�Ê D1

¯UÒ Ø|½§¹&ÊÅ·vÈvÆ÷¹¿Æ^Í�ÈtÖvÈt·
sin(Yex, YD1

)
Ñ¸³´À�ÊÓÔ�½§¹´ÊÌÆ^É º ÖvÉ¿³ ÐX×´³�µ]È�Ï(³´ÐfÉÅÒ�ÑtÇvÈvØ¿Í]È?Â�Æd·v·v³&Î^³ Ñv³�µ]ÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹´Ê°À�É¿³&Öt·¸³TÏx¶÷Õ�¹�Í
ÍvÕtÆ^ÉÅÐ�Õ Í�Èt·¸Æ�Ùv·v³&Ù,Ñv³

h º Ê/È¸Ô Ê¿·�ÊÓÍ]È�ÔÓÊ ¶¸Î�Ít³´¹ (D1Yex, YD1
)
Ð�Í�Æ�µ�¶&Æ^É º ÖvÉ¿³ D1

ÍxÈv·]Í
¹&Ê¿ÇtÈ�Ê¿·vÉÅ·v³ÅÆ�Ñv³dµãÑvÇv³&Ð^ÉÅÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹¿³�ØÅÍ�È¸Ô�ÀT³/À ³&Ø&Ç�ÊÓÔ^¶�Ñv³�µ]ÑtÇv³&ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹´Ê º ·tÊ¿ÉdÕ�·�¶�É¿³´Îf³
·tÊ�É¿³´Öv·l½§Ù ØTÊÓÔ�ÈtÐôÃ�ç Æ�Ì ¯ » È�µãÈtÏ º Ö¸ÉÅ³ Ðl×´³�µ]È�Ï(³´ÐfÉÅÒ YD1

À
D1Yex

Àt¹&ÊÓµ]Ç�ÊÌÉ&ÈvÖt·tÊÌÕ º
Ö¸ÉÅ³ µ�³´ÐfÉÓÊ¿É¿³&Öt·v³,·vÆ^³�Â�È�µ@Ê¿·t·¸³�¯



+X
Á Ø$#2Õ�Ð^·tÈtÏ Ð^É¿³&É ¾/Ê¿ÀvÉ º Ê¢ÉÓÊÅÀ]Â�Æ Ñ¸³´Ö¸Æ�Ï(¶ ³�µ]·v³&ÀtÇtÊ¿ÉÅ·v³ÅÆ�ÑtÇvÈ�Ï(Æd·vÆd·tÈ¸Æ D2

À

span(YD1
)
³&ØÅÆdÐ^ÑvÆdÖtÈv¹´ÊÌÆ^ÉáÉ¿³´Öv·v³&Ð^ÉÅÒ

O(h2)
¯ » ÑvÇv³`¿vÆdÐ^Ð^Æ*Ñ¸³´ÐfÉÅÇv³ÅÆd·tÈ¸Õ YD1

Ã�ÈvÉ¿ÆdÇ�Ê�Í
¿vÈtÈ�®¤ÉÓÊÓµ]ÈtÈ Æ�Ì ¹M½9µ�Æ^ÍvÕ�À�ÉÅÐlÕ�ÎlÍãÊ�µãÀtÈ¸Æ÷Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹¿Æ�·v·l½�Æ�¾ ¶¸·vÀl¿vÈtÈ
Ð Ñ¸³´Î^Ç¸Æ�Á�·v³&ÐfÉÅÒ`À
O(h)

¯�Ø ÊMÁ�Ê�Î^ÈtÑv³ÅÉ¿ÆfÔÓÊ Ðf³&ÐfÉÅ³&ÈvÉ¢¹ É¿³TÏ º ÖvÉ¿³ ¹.ÐfÉÅÇ¸¶¸À¸É¿¶¸Ç¸Æ�Ð^ÉÅ³&Ù Ñv³&Î^ÇvÆ�Á�·¸³´ÐfÉÅÈ
ÎlÍãÊ¿¹&·^½éÏ�È�Ö�Í�Æd·�ÊÅÏAÈ�Õ�¹ÌÍtÕlÀ�ÉÅÐ�Õ�ÀtÇ�¶¸Ñt·^½§Æ ¹ÅÈ�×vÇvÆd¹M½§Æ¸¾ ¶¸·tÀ^¿tÈvÈ º É�¯£Æ´¯]µ�³´ÐfÉÓÊ¿É¿³&Öt·v³
ÎlÍãÊ�µãÀvÈvÆ�Ð^Æ^É¿³&Öt·l½�ÆI¾ ¶¸·tÀl¿vÈtÈ º ÑvÇtÈvØ¿Í]È]Â�Æd·t·v³ ¶�µ]³&¹ÌÍ�Æ^ÉÅ¹Å³&Ç´ÕlÀ�Î�È¸Æ�Ðf³&³ÅÉÅ·v³`Á�Æd·tÈ^À
Ã�ø Ì ¯ Ö ÆfÍ]ÀvÈvÆ�¹&È�×vÇtÈ�×´³´Ç¸³|Á�³,Î�Ê¿ÐlÕtÉÅÐ�Õ
Ðl×´Æ�Ï(³´Ù
Èt·vÉ¿ÆdÎ^ÇtÈvÇv³&¹´Ê¿·tÈ�Õ�Ñv³,¹&Ç¸Æ�Ï(Æ�·vÈ2¯¯Ø ³
³&ÑvÆdÇtÊ¿É¿³´Ç

D2
Ê¿·t·�¶ÓÍ�ÈtÇ¸¶&Æ^É#ÀvÇ¸¶¸Ñv·l½�Æ ¹&È�×vÇtÈ º ÉÓÊ¿À�À�Ê¿À�³&·tÈ�Õ�¹ÌÍtÕlÀ�ÉÅÐ�Õ�Ê¿ÑtÑvÇv³&À�Ð^È]Í

Ï�Ê2¿tÈ�Õ]ÏAÈ ¾ ¶¸·tÀl¿vÈtÙ È¸ÔIÆdÎf³ Õ�µãÇtÊv¯A®OÍ�Æ�µ]³&¹&Ê¿É¿ÆfÍ]ÒÅ·v³ º ÇvÆfÔ^¶�Í]Ò�ÉÅÈvÇ¸¶?À�Î�ÊÌÕ Ñv³&Î^ÇvÆ�Á£Í
·¸³´ÐfÉÅÒ�Æ�ÐfÉÅÒ

O(h2)
¯ ó ³d×T³�Â�È�ÏAÈIÐf³&³ÅØ´ÇtÊ@Â�Æd·vÈ¸Õ�Ï�È#Ï(³�Â�·v³�³&Ø$#2Õ�Ð^·vÈvÉÅÒ�Àv¹´Ê�µãÇtÊ¿ÉÅÈtÖUÍ

·�¶?À ÐX×T³dµãÈtÏA³&ÐfÉÅÒ
YD1

À
D1Yex

æAÑvÇtÈ¢ÑtÇtÈtÏ(Æ�·¸Æd·tÈtÈ
D1

À.É¿³&Öt·v³´Ïx¶ ØTÊÓÔ�ÈtÐ�¶
Yex

¹¿³¿Ô�·vÈtÀ�ÊÌÆ^É�Ñ¸³´Î^ÇvÆ�Á�·v³&ÐfÉ&Ò
O(h) º È�Ï(Æ�À�Î ÊÓÕ ¹ÅÈ�×vÇ¸Æd¹¿¶?À ÀT³´ÏAÑv³&·vÆd·vÉÌ¶ º ÉÓÊÅÀ]Â�Æ�Ðf³2Í

µ�ÆdÇ|Â ÊMÎ�¶?À°Ð�Õ�¹
YD1

¯ ó [2Ík¹&È�µãÈtÏA³´Ïx¶ º Ñ¸³´Î^ÇvÆ�Á�·v³&ÐfÉ&È O(h)
ÀT³´Ï�Ñ¸Æd·tÐ^ÈtÇ�¶?À�É&ÐlÕ2¯

ú*ÉÅ³#³�µ]·�Ê È¸Ô ÑvÇtÈtÖvÈt·�¶´ÐfÉÌÊ¿·v³&¹¿ÍtÆd·tÈ¸Õ
D1

È ·vÆd¹ÌÕvÔ�ÀtÈ�·�Ê,³&ÑtÇvÆ�µ�Æ^ÍtÆd·t·v³´Ï ¶¸Ç¸³´¹Å·vÆ
Ã Ö¸É¿³�·tÊ¿Ø¿ÍoÀ¤µãÊÌÍt³´Ð^Ò�¹�ÇtÊÅÐ^Ö¸ÆdÉÓÊ�× Ì æ(Ñv³&Ð�Í�Æ#·vÆ^ØÅ³ÅÍ�Ò`Á�³&Î^³�ÖvÈtÐ�ÍãÊ�È¸ÉÅÆdÇtÊM¿vÈtÙ¢¹�ØTÊÓÔ�È]Í
ÐfÆ
YD1

¾/Ê¿ÀvÉÅÈvÖvÆdÐdÀvÈ�³´ÐfÉÓÊ¿Æ^ÉÅÐ�Õ�³|Á�ÈvØ&À�Ê Ñ¸³´Ç´Õ�µãÀ�Ê Ñv³&Î^ÇvÆ�Á�·v³&Ð^ÉÅÈ�Ê¿ÑtÑtÇ¸³´ÀTÐdÈtÏ�ÊM¿vÈtÈ
O(h)

È#µãÊÌÍ�Ò&·¸ÆdÙlÁ�ÆdÆ ¶vÏ(Æ�·vÒ`Á�Æd·tÈ¸Æ/·vÆd¹ÌÕvÔ�ÀvÈ#¶UÂ�Æ�·vÆ/È�Ï(Æ^Æ^É�ÐdÏ-½éÐ�ÍãÊ¸¯

¼5Ê¿Ø¿Íi¯lèt¯t¼ ³´Öv·v³&ÐfÉ&Ò�ÇtÊÅÐ^Ö¸ÆdÉÓÊ Èt·v¹´Ê¿ÇtÈtÊÅ·¸É&·^½9× Ñv³dµãÑvÇv³&Ð^ÉÅÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹�³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´ÇtÊ
D1

Æ ï�Í Ï(ÆdÇt·¸³&Æ÷Ñv³�µ]ÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹Å³ ï�ÍoÏ(Æ�Çv·v³ÅÆ/Ñv³dµãÑvÇv³&Ð^ÉÅÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹¿³
ÐfÆ^ÉÅÀ�Ê

sin(Yex, YD1
) sin(D1Yex, YD1

) sin(Yex, YD1
) sin(D1Yex, YD1

)

16 × 16 0.75e− 01 0.82e− 02 0.53e− 01 0.38e− 02

32 × 32 0.37e− 01 0.23e− 02 0.26e− 01 0.92e− 03

64 × 64 0.18e− 01 0.59e− 03 0.13e− 01 0.23e− 03



�X�

1/h

E
rr

or

16 32 48 64

10-3

10-2

10-1
D2 dim=16
D2 dim=6
D1 dim=16
D1 dim=6
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A ¼¨ÝCB � BAÛÙÜ 
$�¨¹���»�ÜwÝMÞ����¨ß¯ÝMâ�¹#Þ#ß�Ý|Ü QwÝ`Þ^·w¹#»¨»A»�������Ü#º�����ÜwÝMÞ��¨ßo»�Ý`Þ^·FÜ��¹/�
�¨ßoÞlÜ��Üw·

D1
¼
D2

¼ ³&Öt·v³&ÐfÉÅÒ�Ç�Ê¿Ð^ÖvÆ^ÉÓÊ Èt·v¹´Ê¿ÇtÈtÊÅ·¸É&·^½9×ôï È Æ ï�Í Ï(ÆdÇt·l½¤×#Ñ¸³�µãÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐfÉ&¹�Ñv³´Ï�ÈtÏ(³
ÉÓÊ¿Ø¿Í]È^¿�Ñv³&À�ÊÓÔ�ÊÅ·tÊ�·�Ê�ÇtÈtÐÅ¯lè î Ñv³,À�Ê�Â µ]³&Ù�È¸Ô�³´ÐfÆdÙ�¹ÌÔ^ÕtÉ Í�³&Î�Ê¿ÇtÈ^¾/ÏAÈtÖ¸Æ�Ð^ÀvÈtÙ�Ï�ÊÅÐ�ÍÁ�ÉÌÊÌØt¯|÷ ³&Çv³`Á�³�¹ÅÈ�µã·tÊ�Àt¹&ÊÓµ]Ç�ÊÌÉÅÈtÖt·tÊÌÕIÈ�Í�Èt·vÆdÙv·�ÊÓÕ Ðl×´³dµãÈ�Ï(³&ÐfÉ&Òöµ�ÍvÕ,³&ÑvÆdÇ�ÊÌÉ¿³´Ç¸³´¹
D2
È
D1
Ðf³&³ÅÉÅ¹ÅÆ^ÉÅÐfÉÅ¹ÅÆd·t·¸³�¯

Á É&Ï(ÆdÉÅÈtÏ ¹&Ê@Â�·v³ÅÆ�Ð^¹Å³&ÙtÐfÉÅ¹´Ê�ÊÓÍ]Îf³´ÇvÈvÉ&Ï�Ê^æ�ÐfÉÅÇv³&ÈvÉÅÐlÕ D2
È Èv·t¹&ÊÅÇvÈ�Ê¿·vÉÅ·v³ÅÆ Ñv³dµlÍ

ÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹¿³ ÉÅ³&Öt·¸³´ÐfÉÅÈ
O(h2)

ØÅÆ^Ô�È¸ÉÅÆdÇtÊM¿vÈtÙJÐ�³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Çv³´Ï
D2
¯7* É¿ÆdÇ�Ê2¿tÈvÈ

¹¿Æ�µ�¶�ÉÅÐ�Õ ÉÅ³¿Í]ÒÅÀT³ Ð�³´Ñ¸ÆdÇ�ÊÌÉÅ³&Çv³´Ï
D1

ÑtÇtÈ ÆdÐfÉ¿ÆdÐ^ÉÅ¹¿Æd·t·v³´Ï ³&Î^Ç�Ê¿·tÈvÖvÆd·tÈvÈ ·�Ê Á�ÊÅÎ
τ = O(h)

¯



����  ªßwà?��Sþâ�¹#»¨¼¨¹
» µãÊÅ·v·v³&Ù Ç�ÊÌØ&³ÅÉ¿Æ�Ñv³&Ð^ÉÅÇ¸³&Æd· È³ÐdÀ�Ð^ÑvÆdÇvÈ�Ï(Æd·vÉÓÊÌÍ�Ò&·¸³�È�Ô^¶¸ÖvÆd· ÊÌÍ�Îf³´ÇvÈvÉ&Ï ÇtÊÅÐ^Ö¸ÆdÉÓÊ
ÎlÍãÊ¿¹&·^½¤×IÈt·v¹´Ê¿ÇtÈtÊÅ·¸É&·^½9×�Ñv³dµãÑvÇv³&Ð^ÉÅÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹ ÀT³&Ð^³&Ð^È�Ï�Ï(Æ^ÉÅÇtÈtÖ¸ÆdÐdÀvÈ�×IÎ^ÈvÑvÆdÇvØÅ³ÅÍ�ÈtÖ¸ÆRÍ
Ð^ÀvÈ�×¢µ]Èl¾�¾ ÆdÇvÆd·l¿vÈ�ÊÓÍ]ÒÅ·l½9× ³´Ñ¸Æ�ÇtÊ¿É¿³&Çv³&¹t¯°×5ÊÓÔ�Ç�ÊÌØ&³ÅÉÅÀ�Ê�ÊÓÍ]Îf³´ÇvÈvÉ&Ï�Ê�Õt¹&È�Í�³&ÐdÒ Ç¸ÆRÍ
Ô^¶�Í]Ò�ÉÓÊÌÉÅ³´ÏFÐdÀ�Ð^Ñ¸Æ�ÇvÈ�Ï(Æd·vÉÓÊÌÍ�Ò&·¸³´Ù�Ç�ÊÌØÅ³&ÉM½ º ¹�ÑvÇv³`¿vÆdÐ^Ð^ÆéÀT³&É¿³&Çv³&Ù�Ø|½9Í�³/³&É¿Ø&Ç�Ê¿ÀT³´¹&Ê�Í
·¸³,ÏA·v³&Î^³�ÑtÇ¸Æ�µã¹&ÊÅÇvÈvÉ¿ÆfÍ]ÒÅ·l½¤× ¹&ÊÅÇvÈ�Ê¿·vÉ¿³&¹t¯

¡ ÈtÐ�ÍtÆ�·v·l½�Æ�ÇtÊÅÐ^Ö¸ÆdÉM½ ÑtÇ¸³´¹¿Æ�µ]Æd·l½ ·�Ê ÑvÇtÈ�Ï(ÆdÇvÆ ¶¸Ç�Ê¿¹Å·vÆd·tÈvÙ Ê¿À¸¶´ÐfÉ&ÈvÀtÈ È Ñv³@Í
À�ÊÓÔ�½§¹´Ê2À�É Ðl×´³�µ]È�Ï(³&Ð^ÉÅÒ ÑtÇvÈvØ¿Í]È]Â�Æ�·v·l½¤× Ðf³ÅØ´ÐfÉÅ¹¿Æ�·v·l½¤× Ô�·�Ê�ÖvÆd·tÈvÙ ÈJÐf³&Ø&ÐfÉ&¹¿Æd·]Í
·^½9× Ñv³�µ]ÑtÇ¸³´ÐfÉÅÇ�Ê¿·tÐfÉÅ¹�À É¿³´Öv·l½éÏ§¯�®9ÀT³&Çv³&ÐfÉÅÒ/ÐX×T³dµãÈtÏA³&ÐfÉÅÈ�Ðf³&¹&ÑtÊÓµãÊ¿Æ^ÉöÐ§Ñv³&Ç´Õ¸µ]ÀT³´Ï
ÇtÊÌÔ�·¸³´ÐfÉÅ·l½¤×�ÊÅÑvÑtÇv³&À�Ð^È�Ï�Ê2¿tÈvÙ�Ñv³�ÑvÇv³&ÐfÉ&ÇtÊÅ·vÐ^ÉÅ¹Ì¶´¯YØöÊÅÏ(ÆdÖvÆd·l½ Ñ¸¶�ÉÅÈ ÑvÇvÆ^³�µ�³ÅÍtÆd·tÈ¸Õ
ÉÅÇ¸¶�µã·¸³´ÐfÉ¿ÆdÙ º Ð^¹¿Õ¸Ô�ÊÅ·v·l½¤×�Ð�Ø&ÆdÐ^ÀT³&·vÆdÖt·¸³´Ù�ÀtÇtÊ¿ÉÅ·v³&ÐfÉÅÒ`À ·¸¶ÓÍtÆd¹Å³&Ù�É¿³´ÖvÀtÈHÐdÑ¸ÆdÀvÉÅÇ�Ê¸¯
¼xÊ¿À�ÊÓÕ�Ð^ÈvÉÌ¶�Ê2¿tÈ�Õ,·�ÊÌØ¿ÍoÀ¤µ@ÊÌÆ^É&ÐlÕ�¶�ÏA·¸³´Î^È�×�¶¸Ç�Ê¿¹&·¸Æd·tÈtÙ�ÏDÊÌÉ¿Æ�ÏDÊÌÉÅÈtÖ¸Æ�Ð^ÀT³&ÙG¾÷È¸Ô�ÈvÀtÈ2¯

ØöÊÅÏ ÑvÇvÆ�µãÐfÉÓÊÅ¹ÌÍtÕvÆ^ÉÅÐ�Õ º ÖvÉ¿³ ÑvÇvÆ�µ�Ít³�Â�Æd·t·^½éÙ ÊÌÍ�Î^³&ÇtÈ¸É&Ï Ø¿¶�µ]Æ^ÉñÐ�¾�¾ Æ�À¸ÉÅÈt¹¿Æ�·
ÑvÇtÈ
ÆdÎf³�ÇvÆ�ÊÓÍ]È�ÔÓÊ2¿tÈvÈ�·tÊ Ñ�Ê¿Ç�ÊÓÍtÍtÆ^Í�Ò&·^½9×
ÀT³´Ï�ÑvÒ`À�É¿ÆdÇ�Ê�×C¯

' �A¼�Ý`Üwà���¼AÞl¹��¨ßwÞP�����
ÅdÆRÇ¢4 ¯£��Z�}GuM[�¤�a{�¦¥ º�§ ¯b2�[`mlu º - tC¯ g �Nt)¤�f2� º£4 ¯ n fM_b\lfM�oZRc¤�Uf2m2¯b2ôf\¨O¤;Z�y	y�6�a{zMZ�m|eMf2y{k^Z��

f2ml\©��a	�,�._'ZRc,Z - [`}D�lfM�c�m?Z��,� a{mÄp�¤=[���a{}GZ�m^�,a&[|mC¯KÍ	0�m|cd¯9ªv¯ - [`}G�lk]c,Z�_b��f2ml\2ìf@c�t?Z�}þf�c�a{���«¤�a&c,tìvj�^�ly{a	��f@c,a{[`ml�°è � Ã�ç �/�$�#Ì�º í@øMù�Í¤ï � í
Å ç Ç¢§ ¯)XO¯�vjm|cb[|m^a{ZRcbc�a º v�¯¢W�kP¬5f º 0V¯ § Z�_bk?z|a	fv¯E��a	�,�R[`m|c�a&[|mUk?[|k^�êi�f2y{Z�_buUa{m vj�^�l_'[@Í

¨^a{}Df@c,a{[`m [M~�c�t^Z 4 f2�ly	f2�.Z|6�a{zMZ�m^�l_'[`�ly&Z�}�¯ - [|}G�^k?c,Z�_b�K2ÕZ.c�t?[]\l�Õa{mñvj�l�ly{a&Z�\
2ÕZ��Nt�f2mla{�.��fMm^\�6�m^z`a	m?Z.Z�_ba{m^z º cb[þf2�l�oZ�f2_ º �^�2¯¯ç@ø

ÅËÊ@Ç ªv¯ g ¯ 8 Z��'c�tlf�e`Z�m º pö¯  fM_b�^kl_+cb[|mC¯ 8 a&z|tUÍC[`_b\^Z�_jm?[?\lfMy¨\^a	�,�R[|m`c�a{[`mUk?[|k^�£i�f2y&Z�_buUa{m
}�ZRc�t?[?\^�;~�[|_;c�t?Z�2ôf\¨O¤;Z�y	yYZ�a&z`Z�m|e2f2y	k?Z��^_'[|�^y{Z�}�¯ > [��#fMy g [?�Å¯ º 4 [`ml\^[`m º
g Z�_�v Ê ï|ç º ç �/� è º �l�2¯lè|ù Ê Í+í`ç�è�¯ § k^�ly{a	�,t?Z�\�[|m^y	a{m^Z¢ç2ù®ª`f2mUk�f2_+�Éç �/� è



��+
Å è Ç ®°¯�±�¯ã²´³dµ�¶¸·¸³´¹v¯^Ò Ç�Ê¿¹Å·vÆd·tÈ�Õ�Ï�ÊÌÉ¿Æ�Ï�ÊÌÉÅÈtÖvÆdÐ^ÀT³&Ùô¾÷È¸Ô�ÈvÀtÈ2¯

Ö ¯	æwØöÊd¶¸À�Ê ºsÆ ù|õ2ù º�Ê ù|çI�&¯

Å í Ç ®°¯ ó ¯t¼§È�Ï(³`Á�Æd·tÀ´³ º ä Â�¯ã²7¶�µãÒ¿ÆdÇ2¯t¼ Æd³&ÇtÈ�Õ�¶¸ÑvÇ¸¶¸Îf³´ÐfÉÅÈ º
Ö ¯	æwØöÊd¶¸À�Ê ºsÆ ù|õ2ù º í2ï � Ð&¯

Å ï Ç ªv¯�ªv¯L ¯weMf2mx\?Z�_ n Z.zMc º 8 ¯¯e2fMmð\^Z�_ n Z�m º f2ml\�V�¯vªv¯�Wª[UZ�y&Z�ml�^¯}��a	�,�R[`m|c�a{mUk^[`kl�
iOfMy&Z�_buUa	m¯2�ZRc�t^[]\^��~�[|_ 8 �?�oZ�_b�w[`y{a	� § fM_+c,a f2y���a°¬¯Z�_'Z�m|c�a	fMy�6��Uk�f�c�a{[`ml�^¯0�m5æ�ij[]\lk^m^[�e©2�ZRc�t?[]\l�.æ;p�t^Z.[`_+� vjm^\ vj�l�^y	a{��f@c�a&[`ml�^¯¢6-\^a&c,Z�\ �|�±6 XÏp:[`_'[�¯
hjy	k)¤=Z�_;v���fM\?Z�}Da{�\² § y&Z�mUk^} § kl�^y	a{�,t^Z�_b� º ç �/�?ÆÅº �l�2¯oùMø|í ÈðÆ��$� õ

Å õ Ç ¡ ÈtÐ�Í�Æd·t·¸³&Æ�ÇvÆ�Á�Æd·vÈvÆ ÏA·¸³´Îf³´ÏAÆdÇv·l½¤× Ô�Ê�µ@Ê�Ö�Î�ÊÓÔ�³&¹¿³´Ù
µ]Èt·�ÊÅÏAÈtÀvÈ2¯ ó ³dµHÇvÆ�µ]À]Í
¿vÈvÆdÙ�® ¯�±�¯ã²&³�µ�¶¸·¸³´¹&Ê¸¯ Ö ¯{æ¯Ø Êd¶¸À�Ê ºsÆ ù|õ@ï º è �$� ÐÅ¯

Å ø Ç Ë�¯�²]¯�±°¶�Í]ÈvÀT³´¹ÅÐ^ÀtÈvÙ º Ø�¯ » ¯ ó ³&Î^³&ÇvÆfÍt³´¹ º Ë�¯.³ ¯�®*Æ�Ï(Æ�·¸³´¹v¯ Ö Ê¿É¿Æ�Ï�Ê¿ÉÅÈvÖvÆdÐ^ÀtÈvÆ
¹¿³&ÑtÇv³&Ð.½ ÖvÈtÐ�Í�Æd·v·v³&Î^³#Ç¸Æ�Á�Æd·tÈ�Õ�Î^ÈvÑvÆdÇvØÅ³ÅÍ�ÈtÖ¸Æ�Ð^ÀvÈ�×�Ð^ÈtÐfÉ¿Æ�Ï ¶¸Ç�Ê¿¹&·¸Æd·tÈtÙC¯ Ö ¯{æ
Ä�È¸Ô�Ï�Ê¿ÉdÍ]È¸É º ç �/�?ÆÅº ï � ø ÐÅ¯

Å ù Ç°g ¯�h�¯ ij[]\lk^m^[�e º 2H¯ g fM\^u@f2m^Z º 2�¯ > [|�oZ&¯ - [|}G�lk]c�a{m^z a	m|e2f2_ba f2m|c��,kl�^�,��f2�RZ��
[2~�Z�y{y	a{�?c�a{��[|�oZ�_,f@c,[`_b�¸k^�,a	m?zÓ}¸klydc�a�ÍCz`_ba{\�c,Z��Ntlmla{�Uk^Z��^¯:vj�^�ly{a{Z�\µ´�kl}�Z�_ba{��f2y¢2ôf�Í
c,t^Z�}Df@c�a{�.� º ç �$�/�¸º e7¯ Ê`Ê¸º �^�2¯ Ê è Æ Í Ê è]õ

ÅdÆ���Ç ®°¯�±�¯@²&³�µ�¶¸·¸³´¹v¯@®¤³&¹&Ç¸Æ�ÏAÆd·v·l½�Æ�ÊÅÐ^Ñ¸Æ�À¸É`½ Í�Èt·vÆdÙv·v³&Ù�ÊÌÍ�Î^Æ^Ø&Çl½ö¯¯Ø ³&¹¿³´Ð^ÈvØ&ÈtÇvÐ^À º
Ø Êd¶¸Öt·tÊÌÕ�± ·vÈtÎsÊ º5Æ ùMù#õ º�Ê ù � �Å¯

ÅdÆ`ÆÇ Ë�¯)Ø�¯ Ö ÊÌÍ�½�Á�Æd¹t¯ » ¹¿Æfµ�Æd·tÈvÆ ¹ ¹M½§ÖtÈtÐ�Í�ÈvÉ¿ÆfÍ]ÒÅ·¸¶?À Í�Èt·¸Æ�Ùv·¸¶?ÀJÊÓÍ]ÎfÆ^Ø&Ç¸¶´¯lØ ³´¹¿³@Í
Ð^È¸Ø´ÈvÇtÐ^À º ØöÊd¶¸À�Ê ºsÆ ùMù ÆÅº ç`ç@ø ÐÅ¯


