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ДЕРЕВЬЯ ХУА ЛО-КЕНА В ТЕОРИИ СРАВНЕНИЙ

В. Н. ЧУБАРИКОВ

(МОСКВА)

Введение

Настоящая работа посвящена памяти Олега Борисовича Лупанова. На
одном из заседаний семинара по дискретной математике и математической
кибернетике он обратил внимание на перспективность рассмотрения вза-
имосвязи между разрешимостью сравнений по модулю, равному степени
простого числа, и теорией графов. На этом заседании обсуждалась теоре-
ма Хуа Ло-кена о построении 𝑝-адического решения уравнения 𝑓(𝑥) = 0 для
произвольного многочлена с целыми рациональными коэффициентами, ле-
жащая в основе вывода оценки полной рациональной тригонометрической
суммы [5, c. 17—18].

Заметим, что первые утверждения о разрешимости полиномиальных
уравнений в целых 𝑝-адических числах сводились к нахождению условий,
при которых решение соответствующего решения сравнения по некоторому
модулю, равному степени простого числа 𝑝, возможно было бы «поднять»
до решения соответствующего уравнения в целых 𝑝-адических числах. Как
правило, таким способом удавалось получать обобщения утверждений для
однократных корней сравнений и уравнений.

В основу своей схемы Хуа Ло-кен положил утверждение о взаимосвя-
зи кратностей корней соответствующих 𝑝-адических сравнений по простому
модулю (теорема Д). В частности, в случае многочленов от одной перемен-
ной он показал, что все решения сравнения можно интерпретировать как
некоторое дерево.

§ 1. Критерий, теорема Гензеля и ее следствия для
разрешимости уравнения в целых 𝑝𝑝𝑝-адических числах

Взаимосвязь теории сравнений по модулям, равным степеням фиксиро-
ванного простого числа с теорией 𝑝-адических чисел содержится в следую-
щем простом критерии [2].

Т е о р е м а А. Для многочлена 𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟), 𝑟> 1, с целыми раци-
ональными коэффициентами разрешимость уравнения

𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) = 0

c○ В.Н.Чубариков, 2007
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в целых 𝑝-адических числах эквивалентна разрешимости при любом на-
туральном числе 𝑘 сравнения

𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)≡ 0 (mod 𝑝𝑘).

Первый результат о «подъеме» решения сравнения до решения соответ-
ствующего уравнения в 𝑝-адических числах известен как лемма Гензеля [6].

Т е о р е м а Б. Пусть 𝑓(𝑥)—многочлен с целыми коэффициен-
тами и

𝑓(𝑥)≡ 𝑔0(𝑥)ℎ0(𝑥) (mod 𝑝),

где 𝑔0(𝑥) и ℎ0(𝑥)—взаимно простые многочлены, тогда существуют
два многочлена 𝑔(𝑥), ℎ(𝑥) с целыми 𝑝-адическими коэффициентами, та-
кие, что

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥).

Весьма простое достаточное условие для 𝑝-адической разрешимости по-
линомиального уравнения в случае однократного корня с использованием
всего лишь конечного числа сравнений дает следующее утверждение, ос-
нованное по существу на методе касательных Ньютона для приближенного
решения уравнения в действительных числах [2].

Т е о р е м а В. Пусть 𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)—многочлен с целыми 𝑝-адиче-
скими коэффициентами, 𝛿—неотрицательное целое рациональное число
и пусть существует набор целых 𝑝-адических чисел (𝛾1, . . ., 𝛾𝑟) таких,
что при некотором 𝑠, 16𝑠6𝑟, справедливы соотношения

𝐹 (𝛾1, . . ., 𝛾𝑟)≡ 0 (mod 𝑝2𝛿+1),
𝜕𝐹 (𝛾1, . . ., 𝛾𝑟)

𝜕𝑥𝑠
≡ 0 (mod 𝑝𝛿),

𝜕𝐹 (𝛾1, . . ., 𝛾𝑟)

𝜕𝑥𝑠
̸≡ 0 (mod 𝑝𝛿+1),

Тогда существует набор целых 𝑝-адических чисел (𝜃1, . . ., 𝜃𝑟)такой, что

𝐹 (𝜃1, . . ., 𝜃𝑟) = 0,

𝜃1 ≡ 𝛾1 (mod 𝑝𝛿1), . . ., 𝜃𝑟 ≡ 𝛾𝑟 (mod 𝑝𝛿𝑟).

Следующий критерий 𝑝-адической разрешимости диофантовых уравне-
ний нашли Б. Д. Бёрч и К. Мак Кэнн [4]. Они определили эффектив-
но вычислимое число 𝐷𝑛(𝐹 ), названное ими дискриминантом многочле-
на 𝐹 = 𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) с целыми рациональными коэффициентами. Это число
𝐷𝑛(𝐹 ) находится из самого многочлена 𝐹 и всех его формальных частных
производных. Далее, определим наивысшую степень 𝑅 числа 𝑝, входящую
в 𝐷𝑛(𝐹 ).

Т е о р е м а Г. Пусть 𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)—многочлен с целыми рацио-
нальными коэффициентами, 𝑅—неотрицательное целое рациональное
число, определенное выше, и пусть существует набор целых рациональ-
ных чисел (𝛾1, . . ., 𝛾𝑟) таких, что справедливо сравнение

𝐹 (𝛾1, . . ., 𝛾𝑟)≡ 0 (mod 𝑝𝑅).

Тогда существует набор целых 𝑝-адических чисел (𝜃1, . . ., 𝜃𝑟)такой, что

𝐹 (𝜃1, . . ., 𝜃𝑟) = 0

𝜃1 ≡ 𝛾1 (mod 𝑝𝑅), . . ., 𝜃𝑟 ≡ 𝛾𝑟 (mod 𝑝𝑅).

Последняя теорема является многомерным обобщением леммы Гензе-
ля— Рычлика, описанном в [3].
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§ 2. Деревья Хуа Ло-кена для полиномиальных сравнений от
одной переменной по модулю, равному степени простого числа

Необходимость разработки другого подхода к понятию разрешимости
полиномиальных сравнений возникла в связи нахождением оценок полных
рациональных тригонометрических сумм Хуа Л.-к. [5] при нахождении точ-
ного значения показателя сходимости особого ряда в проблеме Терри.

Пусть 𝑝—фиксированное простое число и 𝑙>1—фиксированное нату-
ральное число. Пусть 𝑓1(𝑥)=𝑓(𝑥)—многочлен степени 𝑛 с коэффициентами
из кольца вычетов по модулю 𝑝𝑙. Пусть 𝜏0>0—наибольшее целое число та-
кое, что 𝑝𝜏0 делит все коэффициенты многочлена 𝑓1(𝑥). Пусть 𝑥1 —решение
сравнения

𝑝−𝜏0𝑓1(𝑥)≡ 0 (mod 𝑝), 06 𝑥1 < 𝑝.

Положим
𝑓2(𝑥) = 𝑝𝜏0𝑓1(𝑝𝑥+ 𝑥1).

Рассмотрим 𝑓2(𝑥) вместо 𝑓1(𝑥) и модуль 𝑝
𝑙−𝜏0 вместо модуля 𝑝𝑙. Тогда опреде-

лим наивысшую степень 𝜏1 числа 𝑝 такую, что 𝑝𝜏1 делит все коэффициенты
многочлена 𝑓2(𝑥). Имеем 𝜏1>1. Пусть, теперь, 𝑥2 —решение сравнения

𝑝−𝜏1𝑓2(𝑥)≡ 0 (mod 𝑝), 06 𝑥2 < 𝑝.

Аналогично строится многочлен 𝑓3(𝑥) и модуль 𝑝
𝑙−𝜏0−𝜏1 и т. д.

После 𝑠 шагов получим 𝜏0 + . . .+ 𝜏𝑠−1 > 𝑙, но 𝜏0 + . . .+ 𝜏𝑠−2 < 𝑙, и все
коэффициенты 𝑔𝑙(𝑥) делятся на 𝑝𝑙−(𝜏0+...+𝜏𝑠−2).

Символически рассмотренное решение сравнения 𝑓(𝑥)≡0 (mod 𝑝𝑙) обо-
значим через

𝑥1 + 𝑝𝑥2 + . . .+ 𝑝𝑠−1𝑥𝑠. (1)

Пусть теперь 𝑘, 16 𝑘6 𝑠, и 𝑔(𝑥) = 𝑓𝑘(𝑥). Тогда справедливо следующее
утверждение.

Т е о р е м а Д. Пусть 𝑔(𝑥)—многочлен с целыми рациональными
коэффициентами и 𝑎—корень кратности 𝑚 сравнения

𝑔(𝑥)≡ 0 (mod 𝑝).

Пусть, далее, 𝑢—наивысшая степень числа 𝑝, делящая все коэффици-
енты многочлена ℎ(𝑥)= 𝑔(𝑝𝑥+𝑎). Тогда число корней с учетом их крат-
ности сравнения

𝑝−𝑢ℎ(𝑥)≡ 0 (mod 𝑝),

не превосходит 𝑚.

Заметим, что величина показателя степени 𝑢 не превосходит𝑚.
Множество решений (1) сравнения 𝑓(𝑥)≡ 0 (mod 𝑝𝑙) по теореме Д бу-

дет представлять совокупность деревьев в количестве, не превосходящем
степени 𝑛 многочлена 𝑓(𝑥)= 𝑓1(𝑥). Пусть количество деревьев равно 𝑛16𝑛.
Их вершины 𝑎1,𝑢, 1 6 𝑢 6 𝑛1, отвечают решениям 𝑥1 = 𝑥1,𝑢 кратности 𝑚𝑢

сравнения 𝑓1(𝑥)≡ 0 (mod 𝑝). Для того, чтобы рассматривать одно дерево,
введем вершину 𝑎0. Проведем из нее 𝑛1 ребер к вершинам 𝑎1,𝑢, 16 𝑢6 𝑛1.
Далее из каждой вершины 𝑎1,𝑢, 16 𝑢6 𝑛1, проведем не более 𝑚𝑢, которые
отвечают решениям 𝑥1+𝑝𝑥2=𝑥1,𝑢+𝑝𝑥2,𝑢,𝑣, 16𝑢6𝑛1, 16 𝑣6𝑚𝑢, кратности
𝑚𝑢,𝑣 6𝑚𝑢.
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Таким образом для каждого корня (1) сравнения 𝑓(𝑥)≡ 0 (mod 𝑝𝑙) од-
нозначно определяется ветвь построенного дерева некоторой длины 𝑠. Ко-
личество корней (1) не превосходит 𝑛.

Свяжем описанную схему построения решения сравнения по моду-
лю, равному степени простого числа, с оценкой модуля тригонометриче-
ской суммы.

Пусть (𝑎𝑛, . . ., 𝑎1, 𝑝) = 1 и 𝑔(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛+ . . .+ 𝑎1𝑥+ 𝑎0 —многочлен с це-

лыми рациональными коэффициентами.
Рассмотрим, следуя Хуа Л.-к., решение 𝑥0 + 𝑝𝑥 + . . . + 𝑝𝑟𝑥𝑟 срав-

нения 𝑔′(𝑥) ≡ 0 (mod 𝑝𝑙). Определим последовательность многочленов
𝑔1(𝑥), . . ., 𝑔𝑟(𝑥) и набор показателей 𝑢1, . . ., 𝑢𝑟 из следующих соотношений

𝑝𝑢1𝑔1(𝑥) = 𝑔(𝑥0 + 𝑝𝑥)− 𝑔(𝑥0),

где коэффициенты многочлена 𝑔1(𝑥) в совокупности взаимно просты с 𝑝.
Аналогично определяются многочлены 𝑔𝑠(𝑥), 𝑠=2, . . ., 𝑟,

𝑝𝑢𝑠𝑔𝑠(𝑥) = 𝑔𝑠−1(𝑥𝑠−1 + 𝑝𝑥)− 𝑔𝑠−1(𝑥𝑠−1) =

= 𝑝−𝑢1−...−𝑢𝑠−1
(︀
𝑔(𝑥0 + 𝑝𝑥1 + . . .+ 𝑝𝑠−1𝑥𝑠−1 + 𝑝𝑠𝑥𝑠)−

−𝑔(𝑥0 + 𝑝𝑥1 + . . .+ 𝑝𝑠−1𝑥𝑠−1)
)︀
.

Заметим, что показатели 𝑢𝑠, 𝑠=1, . . ., 𝑟, удовлетворяют условиям

𝑛> 𝑢1 > 𝑢2 > . . .> 𝑢𝑟 > 2,

и количество многочленов с данным набором показателей не превосходит

𝑝𝛼, 𝛼= 𝑟+ 𝑛𝑙− 0.5𝑢1(𝑢1 − 1)− . . .− 0.5𝑢𝑟(𝑢𝑟 − 1).

Полной рациональной тригонометрической суммой по модулю 𝑞 на-
зывают сумму вида

𝑆 = 𝑆(𝑞; 𝑓(𝑥)) =
𝑞∑︀

𝑥=1

𝑒2𝜋𝑖 𝑓 (𝑥)

𝑞 ,

где 𝑞>1—натуральное число и 𝑓(𝑥)=𝑎𝑛𝑥
𝑛+. . .+𝑎1𝑥—многочлен с целыми

рациональными коэффициентами.

Положим 𝑤=
[︁
ln 𝑛

ln 𝑝

]︁
.

Т е о р е м а Е. Пусть 𝑔(𝑥)—многочлен с целыми рациональными
коэффициентами, которые в совокупности взаимно просты с 𝑝, и 𝜉 не
является корнем сравнения

𝑝−𝜏𝑔′(𝑥)≡ 0 (mod 𝑝).

где 𝜏 —наивысшая степень числа 𝑝, делящая все коэффициенты много-
члена 𝑔′(𝑥). Тогда при 𝑙 >2𝑤+1 имеем

𝑝𝑙−1∑︀
𝑥=1

𝑒
2𝜋𝑖𝑔(𝜉+𝑝𝑥)

𝑝𝑙 = 0.

Отсюда следует равенство

𝑆(𝑝𝑙; 𝑓(𝑥)) =
∑︀
𝜉

𝑝𝑢1−1𝑒
𝑓 (𝜉)

𝑝𝑙

𝑝𝑙−𝑢1∑︀
𝑥=1

𝑒
2𝜋𝑖𝑓1(𝑥)

𝑝𝑙−𝑢1 ,

где 𝜉 пробегает по всем корням сравнения

𝑝−𝜏𝑓 ′(𝑥)≡ 0 (mod 𝑝).
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§ 3. Полиномиальные сравнения от нескольких
переменных по модулю, равному степени простого числа

Здесь мы построим решение сравнения

𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)≡ 0 (mod 𝑝𝑙),

где 𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)—многочлен с целыми рациональными коэффициентами,
которые в совокупности взаимно просты с 𝑝, 𝑟>1, 𝑎(0, . . .0)=0 и

𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) =
𝑛1∑︀

𝑡1=0

. . .
𝑛𝑟∑︀

𝑡𝑟=0

𝑎(𝑡1, . . ., 𝑡𝑟)𝑥
𝑡1
1 . . . 𝑥𝑡𝑟

𝑟 .

Рассмотрим решение 𝑥𝑠,0 + 𝑝𝑥𝑠,1 + . . . + 𝑝𝑡𝑥𝑠,𝑡, 𝑠 = 1, . . ., 𝑟, системы
сравнений ⎧⎨

⎩
𝐹 ′

𝑥1
(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)≡ 0 (mod 𝑝𝑙),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝐹 ′

𝑥𝑟
(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)≡ 0 (mod 𝑝𝑙).

Определим последовательность многочленов 𝐹1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟), . . ., 𝐹𝑡(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)
и набор показателей 𝑢1, . . ., 𝑢𝑡 из следующих соотношений

𝑝𝑢1𝐹1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) = 𝐹 (𝑥1,0 + 𝑝𝑥1, . . ., 𝑥𝑟,0 + 𝑝𝑥𝑟)− 𝐹 (𝑥1,0, . . ., 𝑥𝑟,0),

где коэффициенты многочлена 𝐹1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) в совокупности взаимно про-
сты с 𝑝.

Аналогично определяются многочлены 𝐹𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟), 𝑠=2, . . ., 𝑡,

𝑝𝑢𝑠𝐹𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) = 𝐹𝑠−1(𝑥1,0 + 𝑝𝑥1, . . ., 𝑥𝑟,0 + 𝑝𝑥𝑟)− 𝐹𝑠−1(𝑥1,0, . . ., 𝑥𝑟,0).

Отсюда имеем

𝑝−𝑢1−...−𝑢𝑠𝐹𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) =

=𝐹 (𝑥1,0+𝑝𝑥1,1+ . . .+𝑝𝑠−1𝑥1,𝑠−1+𝑝𝑠𝑥1, . . ., 𝑥𝑟,0+𝑝𝑥𝑟,1+ . . .+𝑝𝑠−1𝑥𝑟,𝑠−1+𝑝𝑠𝑥𝑟)−

− 𝐹 (𝑥1,0 + 𝑝𝑥1,1 + . . .+ 𝑝𝑠−1𝑥1,𝑠−1, . . ., 𝑥𝑟,0 + 𝑝𝑥𝑟,1 + . . .+ 𝑝𝑠−1𝑥𝑟,𝑠−1).

Заметим, что показатели 𝑢𝑠, 𝑠=1, . . ., 𝑡, удовлетворяют условиям

𝑛> 𝑢1 > 𝑢2 > . . .> 𝑢𝑟 > 2,

и количество многочленов с данным набором показателей не превосходит

𝑝𝛼, 𝛼= 𝑡+ 𝑛𝑙− 0.5𝑟𝑢1(𝑢1 − 1)𝑟 − . . .− 0.5𝑟𝑢𝑡(𝑢𝑡 − 1)𝑟.

В качестве приложения построенного множества решений дадим оценку
тригонометрической суммы (см., например, [1, с. 77]).

Полной кратной рациональной тригонометрической суммой по мо-
дулю 𝑞 называют сумму вида

𝑆 = 𝑆(𝑞; 𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)) =
𝑞∑︀

𝑥1=1

. . .
𝑞∑︀

𝑥𝑟=1

𝑒2𝜋𝑖
𝐹 (𝑥1,...,𝑥𝑟 )

𝑞 ,

где 𝑞 > 1—натуральное число и

𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) =
𝑛1∑︀

𝑡1=0

. . .
𝑛𝑟∑︀

𝑡𝑟=0

𝑎(𝑡1, . . ., 𝑡𝑟)𝑥
𝑡1
1 . . . 𝑥𝑡𝑟

𝑟
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многочлен с целыми рациональными коэффициентами.
В основе оценки лежит следующая теорема.

Положим 𝑛=max (𝑛1, . . ., 𝑛𝑟), 𝑤=
[︁
ln 𝑛

ln 𝑝

]︁
.

Т е о р е м а. Пусть 𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)—многочлен с целыми рациональ-
ными коэффициентами, которые в совокупности взаимно просты с 𝑝, и
(𝜉1, . . ., 𝜉𝑟) не является корнем системы сравнений

⎧⎨
⎩
𝑝−𝜏1𝐹 ′

𝑥1
(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)≡ 0 (mod 𝑝),

.....................................

𝑝−𝜏𝑟𝐹 ′

𝑥𝑟
(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)≡ 0 (mod 𝑝).

где 𝜏𝑠, 𝑠=1, . . ., 𝑟,—наивысшая степень числа 𝑝, делящая все коэффици-
енты многочлена 𝐹 ′

𝑥𝑠
(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟). Тогда при 𝑙>2𝑤+1 имеем

𝑝𝑙−1∑︀
𝑥1=1

. . .
𝑝𝑙−1∑︀
𝑥𝑟=1

𝑒
2𝜋𝑖𝐹 (𝜉1+𝑝𝑥1,...,𝜉𝑟+𝑝𝑥𝑟 )

𝑝𝑙 = 0.

Отсюда следует равенство

𝑆(𝑝𝑙; 𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)) =
∑︀

(𝜉1,...,𝜉𝑟

𝑝𝑟(𝑢1−1)𝑒
𝐹 (𝜉1,...,𝜉𝑟 )

𝑝𝑙

𝑝𝑙−𝑢1∑︀
𝑥1=1

. . .
𝑝𝑙−𝑢1∑︀
𝑥1=1

𝑒
2𝜋𝑖𝐹1(𝑥1,...,𝑥𝑟 )

𝑝𝑙−𝑢1 ,

где наборы (𝜉1, . . ., 𝜉𝑟) пробегают по всем корням системы сравнений

⎧⎨
⎩
𝑝−𝜏1𝐹 ′

𝑥1
(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)≡ 0 (mod 𝑝),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑝−𝜏𝑟𝐹 ′

𝑥𝑟
(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)≡ 0 (mod 𝑝).

Таким образом получена рекуррентная формула для полной кратной
рациональной тригонометрической суммы по модулю, равному степени про-
стого числа 𝑝. Она позволяет получить оценку этой суммы. К сожалению,
найти аналог теоремы Д пока не удалось.
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