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Keldysh Institute of Applied Mathematics RAS, Moscow1. Ââåäåíèå�àññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå â äâèæóùåéñÿ ñðåäå ïîëó÷à-þùååñÿ çàìåíîé ïåðåìåííîé x′ = x+at â âîëíîâîì óðàâíåíèè utt−c2(uxx +uyy) = 0.Çäåñü a çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü, c ñêîðîñòü çâóêà, 0 ≤ a < c,
utt + 2autx′ + a2ux′x′ − c2(ux′x′ + uyy) = 0. (1.1)×åðåç x îáîçíà÷åíà îñü â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íàïðàâëåííàÿ âïðàâî, à÷åðåç x′ � îñü â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàâíîìåðíî äâèæóùåéñÿ âëåâî. Ïî-ñëåäíÿÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü àññîöèèðîâàíà ñ äâèæóùèìñÿ òåëîì, íàïðèìåð êðû-ëîì. Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ñ ïîìîùüþêîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ èëè ìåòîäîâ êîíå÷íûõ îáúåìîâ òðåáóþòñÿ ñïåöèàëü-íûå íåîòðàæàþùèå óñëîâèÿ íà îòêðûòûõ ãðàíèöàõ.Ñóùåñòâóåò ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ èëè ïðîçðà÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé(TBC), îïèñàííûé â [2℄,[3℄,[4℄,[5℄,[6℄. Ïîäõîä ðàáîòàåò, â ÷àñòíîñòè, äëÿ 2D/3D âîë-íîâîãî óðàâíåíèÿ ïðè a = 0 â ñëó÷àå ñ�åðè÷åñêîé ãðàíèöû è ïðè a ≥ 0 â ñëó÷àåïëîñêîé ãðàíèöû â êàíàëå.Â óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî ïðè a > 0 óðàâíåíèå (1.1) íå äîïóñêàåò ðàçäåëåíèåïåðåìåííûõ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èç-çà òîãî ÷òî êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿíåïîñòîÿííû îòíîñèòåëüíî àçèìóòàëüíîãî óãëà è ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêèå Ï�Ó äëÿñ�åðè÷åñêîé ãðàíèöû íå óäàåòñÿ.



2 Î.Â.ÏîäãîðíîâàÂ [1℄ ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ.Èäåÿ ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà äëÿ çàðàíååäèñêðåòèçèðîâàííîé çàäà÷è, è â ïîñëåäóþùåì åãî ñæàòèè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èäåÿèñïîëüçîâàíèÿ äèñêðåòíîé ïîñòàíîâêè äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèéáûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà Â.Ñ. �ÿáåíüêèì 1990 ãîäó è ðåàëèçîâàíà äëÿ 3D âîëíî-âîãî óðàâíåíèÿ â [8℄. Ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà â ïîäõîäàõ çàêëþ÷àåòñÿ â ñïîñîáåàïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà, èçíà÷àëüíî ñèëüíî äîðîãîãî ñ òî÷êè çðåíèÿâû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Ìåòîä [8℄ áàçèðóåòñÿ íà íàëè÷èè ëàêóí äëÿ 3D âîëíîâî-ãî óðàâíåíèÿ, íàø æå ïîäõîä èñïîëüçóåò àïïðîêñèìàöèþ âðåìåíí�îé ñîñòàâëÿþùåéîïåðàòîðà ïîñðåäñòâîì ñóìì ýêñïîíåíò è ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ïðè îòñóòñòâèè ëà-êóí. �àáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïàðàãðà�å 2 ïðèâåäåíà �îðìó-ëèðîâêà çàäà÷è. Â ïàðàãðà�å 3 îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå øàãè àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿîïåðàòîðà äèñêðåòíûõ Ï�Ó è åãî àïïðîêñèìàöèè ("ñæàòèÿ"). ×èñëåííûå ïðèìå-ðû, äåìîíñòðèðóþùèå òî÷íîñòü äàâàåìóþ ïîäõîäîì, ðàññìîòðåíû â ïàðàãðà�å 4. Âïîñëåäíåì ïàðàãðà�å 5 ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå çàêëþ÷åíèÿ.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÄëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ìû îïóñêàåì ′ â óðàâíåíèè (1.1). �àññìîòðèì çà-äà÷ó Êîøè
utt + 2autx −

(

c2 − a2
)

uxx − c2uyy = f, (x, y) ∈ R
2, (2.1)

u |t=0 = u0,

ut |t=0 = u1.Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå âîçìóùåíèÿ è íà÷àëüíûå äàííûå íàõîäÿòñÿ âíóòðè îãðàíè-÷åííîé îáëàñòè D: supp f(t, x, y) ⊂ D ∀t, supp u0(x, y) ⊂ D, supp u1(x, y) ⊂ D.Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè íåîòðàæàþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ∂D, ãäå D� ýòî êðóã D = {(r, θ), r ≤ R0}.Çàìå÷àíèå: Äëÿ ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íåîáõîäèìî çíàòü ëèøü óðàâ-íåíèÿ âíå îáëàñòè D è íèêàêîé êîíêðåòèçàöèè óðàâíåíèé âíóòðè îáëàñòè D íåòðåáóåòñÿ. Ýòî åñòåñòâåííî, òàê êàê ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîäìåíÿþò ñîáîé íåîáõîäè-ìîñòü ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è.Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, x = r cos θ, y = r sin θ, óðàâíåíèå (1.1) ïðåîá-ðàçóåòñÿ ê âèäó
utt + 2a

(

cos θutr −
sin θ

r
utθ

)

−
(

c2 − a2 cos2 θ
)

urr (2.2)
−

(

c2 − a2 sin2 θ
)

(uθθ

r2
+

ur

r

)

− a2 sin 2θ
(urθ

r
−

uθ

r2

)

= 0.Òàêæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðîñòîå ëîêàëüíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ (2.2) íà
∂D. Äëÿ åãî ïîëó÷åíèÿ â èçâåñòíîì ëîêàëüíîì óñëîâèè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ



Íåîòðàæàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ äâèæóùåéñÿ ñðåäû 3
ut/c + ur + u/(2r) = 0 ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x → x′ è ïîäñòàâèì t = 0 âêîý��èöèåíòû çàâèñÿùèå îò âðåìåíè. Ïîëó÷èì

ut + (−a cos θ + c) ur + a
sin θ

r
uθ +

c

2r
u = 0. (2.3)3. Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà ïðîçðà÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé3.1. Âñïîìîãàòåëüíûå �óíêöèè �ðèíàÁóäåì ÷èñëåííî êîíñòðóèðîâàòü ðåøåíèå âíåøíåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ñ ïðî-èçâîëüíûìè äàííûìè Äèðèõëå f(t, θ) íà âíóòðåííåé ãðàíèöå r = R0:
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∂ttu − ∆c,au = 0 â (R0,+∞) × (0,+∞)

u |t=0 = 0, ∂tu |t=0 = 0

u |r=R0 = f(t, θ)

u |r→+∞ = 0

(3.1)
Çäåñü ∂tt − ∆c,a � âîëíîâîé îïåðàòîð èç (2.2).Ïåðåéäåì ê ñåòî÷íûì óðàâíåíèÿì. Ìû ââîäèì ïîëÿðíóþ ñåòêó Ωh íà R

2\D:ðàâíîìåðíóþ ïî ðàäèóñó è óãëó, R0 = r0 < r1 < . . . < rI , 0 = θ0 < θ1 < . . . <
θM−1 < θM = 2π. Òàêæå ââîäèì ðàâíîìåðíóþ ïî âðåìåíè ñåòêó Υτ ñ øàãîì τ ,
0 = t0 < t1 < . . . < tp < . . .. Áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäåêñû h è τ äëÿ îáîçíà÷åíèÿñåòî÷íûõ àíàëîãîâ îïåðàòîðîâ è �óíêöèé.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕm(θ), m = 0, . . . ,∞ � �óíêöèè îáðàçóþùèå áàçèñ íà ãðà-íèöå (sin(mθ), cos(mθ)), à ÷åðåç ϕm

h , m = 0, . . . ,M − 1, äèñêðåòíûé áàçèñ.�àññìîòðèì äèñêðåòèçàöèþ (3.1) íà ñåòêå Ωh × Υτ :
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Dτ
ttuτ,h − ∆h

c,auτ,h = 0 â Ωh × Υτ ,

uτ,h |t=0 = 0, Dτ
t uτ,h |t=0 = 0,

uτ,h |r=R0 = fτ,h,

uτ,h |r=rI
= 0.

(3.2)
Çäåñü Dτ

tt − ∆h
c,a � öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûé àíàëîã âîëíîâîãî îïåðàòîðà èç (2.2).Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gm(t, r) �óíêöèè �ðèíà çàäà÷è (3.1), òî åñòü ðåøåíèÿ çàäà÷âèäà (3.1) ñî ñïåöèàëüíîé �óíêöèåé f(t, θ) = δ(t)ϕm(θ) íà ãðàíèöå r = R0.Ïîñòðîèì ïðèáëèæåíèå f(t, θ) èç (3.1), èñïîëüçóþùåå òîëüêî äèñêðåòíûå çíà-÷åíèÿ fτ,h. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ãëàäêóþ �óíêöèþ δτ (t), ìîäåëèðóþùóþ äåëüòà-�óíêöèþ Äèðàêà δ(t) íà ñåòêå Υτ , à èìåííî δτ (t0) = 1 è δτ (tp) = 0 ïðè p 6= 0.Êîíêðåòíûé âèä δτ (t) áóäåò óòî÷íåí ïîçæå. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî òàê êàê supp δτ (t)ìîæåò çàõâàòûâàòü òî÷êè âðåìåííîé ñåòêè ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè, òî ðàñ÷åò



4 Î.Â.Ïîäãîðíîâàâñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ïðîâîäèòñÿ ñ ìîìåíòà áîëåå ðàííåãî ÷åì t = 0, êîíêðåòíîåçíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì δτ (t). Èòàê ïðèáëèæåíèå åñòü
f̃τ,h(t) =

M−1
∑

m=0





∞
∑

p=0

(

f̂m
τ

)p

δτ (t − tp)



 ϕm(θ), (3.3)ãäå f̂m
τ êîý��èöèåíòû Ôóðüå �óíêöèè fτ,h â áàçèñå {ϕm

h }M−1
m=0 .Òîãäà ðåøåíèå ũτ,h çàäà÷è (3.1) äëÿ ãðàíè÷íîé �óíêöèè f̃τ,h(t) åñòü ũτ,h(t, r, θ) =

M−1
∑

m=0

∑

p

(Gm ∗ δτ ) (t−tp)
(

f̂m
τ

)p

·ϕm(θ). Çàìåòèì, ÷òî âíóòðåííÿÿ ñóììà åñòü äèñêðåò-íàÿ ñâåðòêà ïî èíäåêñó p, à èìåííî ∑

p

(Gm ∗ δτ ) (t− tp)
(

f̂m
τ

)p

= (Gm ∗ δτ ) ∗ f̂m
τ . Ïðèïðîåêöèè íà ñåòêó ïîëó÷àåì

uτ,h ≈ (ũτ,h(t, r, θ)) |Υτ×Ωh
=

M−1
∑

m=0

(Gm ∗ δτ ) |Υτ×Ωh
∗ f̂m

τ ϕm
h . (3.4)Ìû áóäåì ÷èñëåííî íàõîäèòü èìåííî Gm ∗ δτ , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íå ÷åì èíûì êàêðåøåíèÿìè çàäà÷ âèäà (3.1) äëÿ f(t, θ) = δτ ·ϕ

m(θ).Äëÿ ýòîãî, íàðÿäó ñ îñíîâíîé ñåòêîé Υτ×Ωh ñ øàãîì τ , ðàññìîòðèì òàêæå ïîä-ñåòêè Υ
(s)
τ ×Ω

(s)
h ñ êðàòíûìè øàãàìè τs := τ/s, hs := h/s, s = 1, 2, 4, 8, .... Îáîçíà÷èì÷åðåç δ

(s)
τ ïðîåêöèþ �óíêöèè δτ (t) íà ïîäñåòêó Υ

(s)
τ .�àññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ðàçíîñòíûå íà÷àëüíî-êðàåâûå çà-äà÷è íà ïîäñåòêå ñ øàãàìè (τs, hs):
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Dτs
tt E

m
τs,hs

− ∆hs
c,aE

m
τk,hs

= 0 â Ω
(s)
h × Υ

(s)
τ ,

Em
τs,hs

|t=0 = 0, Dτs

t Em
τs,hs

|t=0 = 0,

Em
τs,hs

|r=r0 = δ
(s)
τ ϕm

hs
,

Em
τs,hs

|r=rI
= 0.

(3.5)
Ýòè M äèñêðåòíûõ çàäà÷ (3.5) îïðåäåëÿþò ïðèáëèæåíèÿ

Em
τ,h := Em

τs,hs
|Ωh×Υτ ≈ (Gm ∗ δτ ) |Υτ×Ωh

. (3.6)Çàìå÷àíèå: Ôóíêöèè Em
τ,h ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïðèáëèæåíèÿ äèñêðåòíûõ�óíêöèè �ðèíà çàäà÷è (3.2).Çàòåì ìû ââîäèì ìàòðèöó Eτ,h ñ ýëåìåíòàìè (

Em,k
τ,h

)p

i
, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êî-ý��èöèåíòàìè Ôóðüå (

Em
τ,h

)p

i,j
, ãäå i, j è p èíäåêñû ïî ïåðåìåííûì r, θ è t ñîîòâåò-ñòâåííî. Ñëåäóþùåå ìàòðè÷íîå îáîçíà÷åíèå áîëåå íàãëÿäíî
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. (3.7)



Íåîòðàæàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ äâèæóùåéñÿ ñðåäû 5Çàìå÷àíèå: Â ñëó÷àå a = 0 èç-çà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ìàòðèöà (3.7) äèàãîíàëüíà,òî åñòü Em,k
τ,h = 0 ïðè k 6= 0.Èç (3.4) è (3.6) ïîëó÷àåì îïåðàòîð äèñêðåòíûõ íåîòðàæàþùèõ ãðàíè÷íûõóñëîâèé

(uτ,h)p
i,j

=
M−1
∑

m=0

{

M−1−m
∑

k=−m

(

Em,k
τ,h

)p

i
∗ (f̂m

τ )p
(

ϕk+m
h

)

j

}

. (3.8)Âåðíåìñÿ ê âûáîðó �óíêöèè δτ (t). Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçìåð ïîäñåòêè s áûëíå ñëèøêîì áîëüøèì, òî÷íîñòü óäîâëåòâîðèòåëüíîé, à ðåøåíèå íåîñöèëëèðóþùèì,�óíêöèÿ δτ (t) äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî ãëàäêîé. Òàêæå èìååò ñìûñë áðàòü àïïðîê-ñèìàöèè (3.3) íå ìåíüøåãî ïîðÿäêà ÷åì ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ñõåìû.Ìû èñïîëüçóåì δτ (t) ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ñïëàéíà �ÿáåíüêîãî [9℄ ñ íåïðå-ðûâíîé âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ýòîò ñïëàéí, ñì. �èñ. 1, èìååò ëîêàëüíûé íîñèòåëüè îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèíîìîì 5-îé ñòåïåíè ïî ñëåäóþùåé òàáëèöå çíà÷åíèé â òî÷êàõñåòêè Υτ : S5(t−2) = 0, S5(t−1) = 0, S5(t0) = 1, S5(t1) = 0, S5(t2) = 0.
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points number�èñ. 1. Äâàæäû íåïðåðûâíî�äè��åðåíöèðóåìàÿ áàçèñíàÿ �óíêöèÿ S
(5) ëîêàëüíîãî ñïëàéíà �ÿ-áåíüêîãî3.2. ×èñëåííûå àñïåêòû àëãîðèòìà�àññìîòðèì âíóòðåííþþ çàäà÷ó íà ñåòêå Υτ × Ωh è ïóñòü òî÷êè . . . < r−2 < r−1 <

r0 = R0 ïðèíàäëåæàò âíóòðåííåé îáëàñòè, òàêæå ïðèâëå÷åì äîïîëíèòåëüíóþ ãðà-íè÷íóþ òî÷êó r1 äëÿ äèñêðåòèçàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè ïåðåõîäå ñ âðåìåííîãîñëîÿ tn íà tn+1 çíà÷åíèÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáíîâëÿþòñÿ ïî âíóòðåííåé ñõåìå, àâ ãðàíè÷íîé � ïî �îðìóëå (3.8), ãäå â êà÷åñòâå (f̂m
τ )p èñïîëüçóþòñÿ êîý��èöèåíòûÔóðüå (ûm

τ,h)p0 �óíêöèè (uτ,h)p0,j .Äëÿ ïðèìåíåíèÿ (3.8) íåîáõîäèìî çíàòü âåëè÷èíû (

Em
τ,h

)p

i
äëÿ i = 1 è äëÿ âñåõâðåìåííûõ øàãîâ p òàêèõ, ÷òî tp < T , ãäå T èíòåðåñóåìîå âðåìÿ ðàñ÷åòà. Îäíàêî âòàêîì âèäå îïåðàòîð ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ î÷åíü äîðîãèì: áîëüøèå ðåñóðñûòðåáóþòñÿ äëÿ õðàíåíèÿ ìàòðèöû Eτ,h è âû÷èñëåíèÿ âðåìåííûõ ñâåðòîê.



6 Î.Â.ÏîäãîðíîâàÌîäè�èöèðóåì �îðìóëó (3.8) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ ðàçäåëèì ïðè-õîäÿùèå âîëíû íà íèçêî÷àñòîòíûå è âûñîêî÷àñòîòíûå ñîãëàñíî èñïîëüçóåìîé ïðî-ñòðàíñòâåííîé ñåòêå. Áóäåì îáðàáàòûâàòü íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìèòîëüêî íèçêî÷àñòîòíûå ãàðìîíèêè ñ m = 0, . . . ,M ′ < M , à äëÿ âûñîêî÷àñòîòíûõáóäåì èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.8). Òàêîé øàã ïðèâîäèò ê îá-ðåçàíèþ ìàòðèöû Eτ,h, òî åñòü, âìåñòî M ×M ìàòðèöû ìû ðàññìàòðèâàåì M ′ ×Mìàòðèöó. Âî-âòîðûõ, ââåäåì îãðàíè÷åíèÿ ïî èíäåêñó ñóììèðîâàíèÿ k, áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü k = −K ′, . . . ,K ′. Âòîðîé øàã ïðèâîäèò ê èñïîëüçîâàíèþ èç ìàòðèöû
Eτ,h òîëüêî ëåíòû øèðèíû 2K ′ + 1.Íàêîíåö, ñàìûé âàæíûé øàã äëÿ óìåíüøåíèÿ ñòîèìîñòè ãðàíè÷íûõ óñëîâèéñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè òåõíèêè ðàçðàáîòàííîé â [7℄, � ïðèáëèæåíèè êàæäîãî ýëå-ìåíòà ìàòðèöû Eτ,h ñóììîé ýêñïîíåíò:

(

Em,k
τ,h

)p

1
≈

(

Ẽm,k
τ,h

)p

1
=

Lm,k
∑

l=1

am,k
l

(

qm,k
l

)p

, ñ ∣

∣

∣q
m,k
l

∣

∣

∣ ≤ 1, (3.9)ãäå p â ïîñëåäíåì ìíîæèòåëå åñòü ñòåïåíü.Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ñâåðòêó â (3.8) ïî ðåêóððåíòíûì�îðìóëàì.Çàòðàòû íà õðàíåíèå ìàòðèöû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îöåíèâàþòñÿ O(LM ′K ′)÷èñëîì äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé, à âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû O(LM ′K ′) îïåðàöèéíà âðåìåííîé øàã, L = max(Lm,k). Íà ïðàêòèêå ìû èñïîëüçóåì Lm,k ∼ 30 äëÿäîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåí âû÷èñëåíèé.Ñîãëàñíî àëãîðèòìó [7℄, àïïðîêñèìàöèè (3.9) ïîëó÷àþòñÿ èç (

Em,k
τ,h

)p

1
ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè òîëüêî p = 0, 1, . . . , 2L. Òàêèì îáðàçîì, âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó (3.5)íóæíî ðåøàòü ëèøü íà íåáîëüøîì ÷èñëå âðåìåííûõ øàãîâ.4. ×èñëåííûå ïðèìåðûÄëÿ èçáåæàíèÿ îñîáåííîñòåé â íóëå ìû ðàññìàòðèâàåì êîëüöåâóþ îáëàñòü

1 ≤ r ≤ 2. Íà r = 1 ñòàâèì îäíîðîäíûå óñëîâèÿ Äèðèõëå, à íà r = 2 ïðåäëàãàåìûåíåîòðàæàþùèå íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ. Ñêîðîñòü a = 0.7 è c = 1. Íà÷àëüíûå äàííûåïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ, âîçìóùåíèå ââîäèòñÿ ÷åðåç ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ(1.1), à èìåííî f(r, θ, t) = h(t)g(|r − rs|)p(θ). Âðåìåííîå âîçìóùåíèå h(t) çàäàåòñÿèìïóëüñîì �èêêåðà h(t) =
(

2π(f0t − 1)2 − 1
)

exp(−π2(f0t − 1)2) ñ öåíòðàëüíîé ÷à-ñòîòîé f0 = 2. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå åñòü g(r) = exp(−r2/(d2 − r2)) ïðè
|r| ≤ d, d = 0.4 è g(r) = 0 ïðè |r| > d. ×àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü îïèñûâàåòñÿ êàê
p(θ) = cos θ + cos 2θ + cos 3θ + cos 5θ + cos 7θ.Òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ïðîâåðÿåòñÿ íà äâóõ ðàâíîìåðíûõ âëîæåííûõ ñåòêàõ: ãðó-áîé ñ hr = 0.0125, hθ = 2π/256, ht = 0.01 è ìåëêîé ñ hr = 0.00625, hθ = 2π/256,
ht = 0.005. Ýòàëîííîå ðåøåíèå ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà î÷åíü ìåëêîé ñåòêå â ðàñøèðåí-íîé îáëàñòè ïî r, 1 ≤ r ≤ 11, òàê ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ âðåìåí îòðàæåíèå îòâíåøíåé ãðàíèöû r = 10 íå äîñòèãíåò èíòåðåñóåìîé îáëàñòè 1 ≤ r ≤ 2.Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíà L2-íîðìà êîý��èöèåíòîâ (

Em,k
τ,h

)p

1
ïî âðåìåííîìó èí-òåðâàëó ñîîòâåòñòâóþùåìó âðåìåíè T = 1. Ïèê àìïëèòóä ïðèõîäèòñÿ íà äèàãîíàëü,

k = 0, è ïðîèñõîäèò ðåçêîå óáûâàíèå êîý��èöèåíòîâ ïðè óäàëåíèè îò äèàãîíàëè.
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à) á)�èñ. 2. (à) L2-íîðìà (

E
m,k

τ,h

)p

1
îòíîñèòåëüíî ðàññòîÿíèÿ k, äëÿ ïîäñåòîê s = 1 è s = 4, ãðóáàÿ ñåòêà;(á) L2-íîðìà (

E
m,k

τ,h

)p

1
îòíîñèòåëüíî ðàññòîÿíèÿ k, äëÿ ïîäñåòîê s = 1 è s = 4, ìåëêàÿ ñåòêà.
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à) á)�èñ. 3. (à) Îøèáêà íåîòðàæàþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ íà
1 < r < 2, ãðóáàÿ ñåòêà, L2-íîðìà, èñïîëüçîâàëèñü M

′
= 48, K

′
= 4, ïîäñåòêà s = 1 ; (á) Îøèáêàíåîòðàæàþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ íà 1 < r < 2, ìåëêàÿñåòêà, L2-íîðìà, èñïîëüçîâàëèñü M

′
= 48, K

′
= 4, ïîäñåòêà s = 1.Çà îøèáêó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìû áåðåì îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ìåæäóðåøåíèÿìè íà ìàëîì è ðàñøèðåííîì èíòåðâàëàõ ïðè îäíèõ è òåõ æå øàãàõ ñåòêè.Ïîãðåøíîñòü ðåøåíèé íà ìàëîì èíòåðâàëå ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòàëîííûì ñêëàäûâàåòñÿèç îøèáêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû.Íà ðèñóíêàõ 3(à),(á) ïðåäñòàâëåíû îøèáêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è îøèáêè àï-ïðîêñèìàöèé ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû: âî-ïåðâûõ, ïî-ãðåøíîñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìíîãî ìåíüøå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ñõåìû;âî-âòîðûõ, íàáëþäàåòñÿ ñõîäèìîñòü ñî âòîðûì ïîðÿäêîì.Îøèáêè ëîêàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé âíåøíåé
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à) á)�èñ. 4. (à) Îøèáêà ëîêàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé âíåøíåé ãðàíèöû èîòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ íà 1 < r < 2, ãðóáàÿ ñåòêà, L2-íîðìà; (á) Îøèáêà ëîêàëüíûõãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé âíåøíåé ãðàíèöû è îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòüðåøåíèÿ íà 1 < r < 2, ìåëêàÿ ñåòêà, L2-íîðìà.ãðàíèöû, r = 3 è r = 4, èçîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ 4(à),(á). Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì:âî-ïåðâûõ, äàæå äëÿ ãðóáîé ñåòêè íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü âòðîå ðàñ÷åòíóþ îáëàñòüäëÿ òîãî, ÷òîáû íå ïîòåðÿòü â òî÷íîñòè; âî-âòîðûõ, èçìåëü÷åíèå ñåòêè òðåáóåò äî-ïîëíèòåëüíûé ïåðåíîñ ãðàíèöû.5. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ìåòîä ÷èñëåííîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ îïåðàòîðà ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â äâèæóùåéñÿ ñðåäå. Ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûåïðèìåðû, íà êîòîðûõ ìåòîä äåìîíñòðèðóåò òî÷íîñòü, óäîâëåòâîðèòåëüíóþ äëÿ âû-÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷. Çàìåòèì, ÷òî èäåÿ êîíñòðóêöèè îïåðàòîðà íîñèò îáùèé õàðàê-òåð, íå ñâÿçàííûé ñ ðàññìàòðèâàåìûì â äàííîé ðàáîòå óðàâíåíèåì, è ìîæåò áûòüïðèìåíåíà ê äðóãèì ïîñòàíîâêàì.Àâòîð ïðèçíàòåëåí È.Ë.Ñî�ðîíîâó çà èäåþ ìåòîäà, ìíîãî÷èñëåííûå äèñêóñ-ñèè è ñîâåòû.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Sofronov I.L., Podgornova O.V. A spe
tral approa
h for generating non-lo
al boundary
onditions for external wave problems in anisotropi
 media // Journal of S
ienti�
Computing, V. 27, No 3, 2006, pp. 419-430.2. Ñî�ðîíîâ È.Ë.: Óñëîâèÿ ïîëíîé ïðîçðà÷íîñòè íà ñ�åðå äëÿ òðåõìåðíîãî âîëíîâîãîóðàâíåíèÿ. // Äîêëàäû �ÀÍ. Ò.326. No.6 , ñ.453�457 (1992)3. M.J.Grote and J.B.Keller Exa
t nonre�e
ting boundary 
onditions for the time dependentwave equation // SIAM J.Appl.Math. 55 (1995), 280-297.4. Sofronov, I. L. Arti�
ial boundary 
onditions of absolute transparen
y for two- and three-dimensional external time-dependent s
attering problems // Euro. J. Appl. Math., V.9, No.6(1998) 561-588.5. I.L. Sofronov Non-re�e
ting in�ow and out�ow in wind tunnel for transoni
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uratesimulation // . Math. Anal. Appl., V. 221, (1998) 92-115.
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