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Íàñòîÿùèé ïðåïðèíò ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ïðåïðèíòà [1℄ è ñîäåðæèòîïèñàíèå âû÷èñëåíèé ïî ïðîâåðêå óñëîâèé òåîðåìû 7.1 [1℄ äëÿ ðåçîíàíñîâ1:2 è 1:3. Âñå âûêëàäêè áûëè ïðîäåëàíû ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû Mathemati
a.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðìàëüíîé �îðìû è íîðìàëèçóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿáûë èñïîëüçîâàí ïàêåò [4℄. � 1. �åçîíàíñ 1:2Íà ðèñ.3 ïðåïðèíòà [1℄ ýòîìó ðåçîíàíñó ñîîòâåòñòâóþò äâå âåòâè êðèâîéñ æ = 17/4: âåðõíÿÿ F1 ñ δ = 1 è íèæíÿÿ F2 ñ δ = −1 (�îðìóëà (5.7) [1℄).Ïðè ýòîì êðèâàÿ F2 ïðîõîäèò ÷åðåç èñêëþ÷èòåëüíóþ òî÷êó (3.10) [1℄ (ñì.ëåììó 5.1).1.1. Âû÷èñëåíèå èçâåñòíûõ èíòåãðàëîâ. Âäîëü êðèâûõ F1 è F2 ñíà-÷àëà áûëè àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëåíû íîðìàëüíûå �îðìû ñèñòåìû (2.10)[1℄ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà (ò.å. äî ÷ëåíîâ êâàäðàòè÷íûõ ïî ïåðåìåí-íûì ñèñòåìû). Ïðè ýòîì áûëè âû÷èñëåíû è òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà (2.3)[1℄ â êîîðäèíàòàõ íîðìàëüíîé �îðìû. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî èç ýòèõòðåõ èíòåãðàëîâ áûëè ïîëó÷åíû êîý��èöèåíòû α1, α2, α3, α4 â (7.10) [1℄êàê �óíêöèè îò δ = ±1 è c ∈ (0, 2].Îáîçíà÷èì ÷åðåç α(j) = (α
(j)
1 , α

(j)
2 , α

(j)
3 , α

(j)
4 ) - âåêòîð èç êîý��èöèåí-òîâ èíòåãðàëà Fj, j = 1, 2, 3 â (2.3) [1℄. Ñîãëàñíî òåêñòó ïåðåä �îðìó-ëèðîâêîé òåîðåìû 7.1 [1℄ îáðàçóåì èç âåêòîðîâ α(1), α(2), α(3) èõ âíåøíååïðîèçâåäåíèå V = (v1, v2, v3, v4). Îêàçàëîñü, ÷òî âåêòîð V íà êðèâûõ F1 è

F2 ìîæíî âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà äåëàåìóíè�îðìèçàöèþ
c =

18h

80 + 34h − h2
, (1.1)ò.å. çàìåíÿåì ïàðàìåòð c íà ïàðàìåòð h. Ïðè ýòîì c ∈ R ñîîòâåòñòâóåòèíòåðâàë

−2.20937 ≈ 17 − 3
√

41 < h < 17 + 3
√

41 ≈ 36.2094, (1.2)êîíöû êîòîðîãî ñóòü êîðíè çíàìåíàòåëÿ â (1.1). Ñîãëàñíî �îðìóëàì (5.7)-(5.9) [1℄ ïðè δ = 1 ïîëó÷àåòñÿ
p0 =

1

6

√

√

√

√−4 +
640

h
− h

2
. (1.3)
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Êîìïîíåíòû vi âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ V ñóòü
v1 =

(−320+(−40+h)h)2(80+h2)
1296h3 ,

v2 =
−(−320+(−40+h)h)2

7776h4
√

2(32−h)(40+h)/h
×

×(−102400+h(−41600+h(−5040+(−40+h)h))),

v3 =
−(−320+(−40+h)h)2

18h(40+h)
,

v4 =
−(−320+(−40+h)h)2

9(−32+h)h2 .

(1.4)

Óðàâíåíèå V = 0, ò.å. ñèñòåìà ÷åòûðåõ óðàâíåíèé
vi = 0, i = 1, 2, 3, 4, (1.5)èìååò òîëüêî äâà ðåøåíèÿ

h1 = 4(5 − 3
√

5) ≈ −6.83282,

h2 = 4(5 + 3
√

5) ≈ 46.83282.
(1.4)Îáà ýòèõ ðåøåíèÿ ëåæàò âíå èíòåðâàëà (1.2). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè δ = 1âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå V 6= 0.Àíàëîãè÷íî, ïðè δ = −1 èìååì

p0 =
1

3

√

√

√

√−1 +
10

h
− 2h, (1.7)

v1 =
−(−20+(−10+h)h)2(80+h2)

81h3 ,

v2 =

√
−1+(10/h)−2h(−20+(−10+h)h)2

243h3(h−2)(2h+5)
×

×(−800+h(−400+h(630+h(−65+2h)))),

v3 =
16(−20+(−10+h)h)2

9h2(h−2)
,

v4 =
(−20+(−10+h)h)2

9h(2h+5) .

(1.8)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.5) èìååò ïðè ýòîì òîëüêî äâà ðåøåíèÿ
h3 = 5 − 3

√
5 ≈ −1.7082,

h4 = 5 + 3
√

5 ≈ 11.7082.
(1.9)Îáà îíè ëåæàò â èíòåðâàëå (1.2), èì ñîîòâåòñòâóþò ïî (1.1) çíà÷åíèÿ c

c(h3) = −(
√

5 + 1)/2 ≈ −1.618034,

c(h4) = (
√

5 − 1)/2 ≈ 0.618034.4



Òîëüêî ïîñëåäíåå çíà÷åíèå c ëåæèò â ïîëóèíòåðâàëå (0, 2] è åìó ñîîòâåò-ñòâóåò íà êðèâîé F2 èñêëþ÷èòåëüíàÿ òî÷êà (3.10) [1℄. Ñëåäîâàòåëüíî, íàêðèâîé F2 âíå ýòîé èñêëþ÷èòåëüíîé òî÷êè âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå V 6= 0.Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåçîíàíñå 1:2 âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå V íèãäå â ìå-õàíè÷åñêîé îáëàñòè íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ò.å. â òåîðåìå (7.1) [1℄ ïåðâàÿñåðèÿ óñëîâèé íå âûïîëíÿåòñÿ. Íèæå ðàññìîòðèì âòîðóþ ñåðèþ óñëîâèéñóùåñòâîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî �îðìàëüíîãî èíòåãðàëà.1.2. Ñëó÷àé Ξ = 0. Ñîãëàñíî (7.10) è (8.5) [1℄ ïî êîý��èöèåíòàì íîð-ìàëüíîé �îðìû ìîæíî âû÷èñëèòü âåëè÷èíû (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)
def
= Ξ êàê �óíê-öèè δ = ±1 è c ∈ (0, 2]. Â ðàáîòàõ [2,3℄ áûëè âû÷èñëåíû íîðìàëüíûå�îðìû äî ÷ëåíîâ 4-ãî ïîðÿäêà è ïî íèì � âåëè÷èíû ξ3 = −a, ξ4 = b. Ýòèâû÷èñëåíèÿ èñïîëüçîâàëè óíè�îðìèçàöèþ (1.1), ïîçâîëÿþùóþ èçáàâèòü-ñÿ îò äâîéíûõ ðàäèêàëîâ ïðè âû÷èñëåíèè äèàãîíàëèçèðóþùåãî ëèíåéíóþ÷àñòü ñèñòåìû ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.2) [1℄ è ïðîèçâîäèëèñü ïî íåêîòîðîé ñåò-êå ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèé h. Ïðîâåñòè âû÷èñëåíèÿ äî 4-ãî ïîðÿäêà ïîëíî-ñòüþ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå íå óäàëîñü ââèäó ÷ðåçâû÷àéíîé ãðîìîçäêîñòèðåçóëüòàòà, ñîäåðæàùåãî ñëîæíûå âûðàæåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íûìè êîðíÿìèîò ïîëèíîìîâ ïî ïàðàìåòðó h, íå ïîääàþùèìèñÿ äàëüíåéøåé óíè�îðìè-çàöèè. Ñ÷åò, îäíàêî, ïðîâîäèëñÿ ïîëíîñòüþ â ðàöèîíàëüíîé àðè�ìåòèêåñ óäåðæàíèåì âñåõ êîðíåé îò ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ò.å. áåç êàêèõ-ëèáîîêðóãëåíèé.Îêàçàëîñü, ÷òî âåëè÷èíû ξ3 è ξ4 îáðàùàþòñÿ â íîëü òîëüêî îäíîâðå-ìåííî è òîëüêî ïðè

c1 = 1, c2 = 1/2, c3 ≈ 0.2527783, äëÿ δ = 1;
c1 = 1, c2 = 1/2, c4 ≈ 0.0452287, c5 ≈ 0.1893723,

c6 ≈ 0.51292, äëÿ δ = −1.

(1.10)Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ òî÷åê c3, c4, c5 è c6 çäåñü îçíà÷àþò, ÷òî íàìèçâåñòíû èíòåðâàëû, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñìåíà çíàêà ξ3 è ξ4 è ìû ïðè-âîäèì çíà÷åíèÿ öåíòðîâ ýòèõ èíòåðâàëîâ. Íèæå, â ï. 1.3, óêàçàíû ãðàíèöûèíòåðâàëîâ.Äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïîñëå ïóáëèêàöèè ðàáîò[2,3℄, ïîêàçàëè, ÷òî â ýòèõ æå òî÷êàõ (1.10) îáðàùàþòñÿ â íîëü òàêæåâåëè÷èíû ξ1 è ξ2, îïðåäåëåííûå ñîãëàñíî (8.5),(7.10) [1℄. Ïîýòîìó â íèõ
Ξ = 0 è äëÿ ïðîâåðêè òåîðåìû 7.1 [1℄ íàäî â òî÷êàõ (1.10) âû÷èñëèòü ðàíãìàòðèöû M , îïðåäåëåííîé â (7.8),(7.10) è (8.5) [1℄.
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1.3. Âû÷èñëåíèå ðàíãà ìàòðèöû M â îñîáûõ òî÷êàõ (1.10). Äëÿâû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû M êîý��èöèåíòû íîðìàëüíîé �îðìûâû÷èñëÿëèñü äî 7-ãî ïîðÿäêà. Ïîñêîëüêó ðàöèîíàëüíûå òî÷êè c1 = 1 è
c2 = 1/2 èçâåñòíû òî÷íî, òî â íèõ ïîëó÷åíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ êîý��èöè-åíòîâ íîðìàëüíîé �îðìû, ò.å. òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû M . Ïðè
c = 1 äëÿ δ = ±1 îêàçàëîñü, ÷òî rank M = 0, ò.å. âñå ýëåìåíòû ýòîéìàòðèöû íóëåâûå. Ïðè c = 1/2 ìàòðèöà M èìååò âèä

M =





























0
−111i
16
√

2
117i
28

−7i
32

−i
2

0
111i
16

−117i
64
√

2
7i

16
√

2
i√
2

0
111i
2
√

2
−117i

16
7i
4 4i

0
−333i
32
√

2
351i
256

−21i
64

−3i
4





























äëÿ δ=1,

M =





























0
−24√

7
−85i

4 0
−7i
2

0
−96i

7
85√

7
0 2

√
7

0
576

49
√

7
510i
49

0
12i
7

0
219
7
√

7
6205i
224 0

73i
16





























äëÿ δ=−1.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ rank M = 1. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òåîðèè �7 [1℄.Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ (1.10) â êîòîðûõ Ξ = 0, çíà÷åíèÿ c îïðåäåëåíûëèøü ïðèáëèæåííî, ñ òî÷íîñòüþ äî èíòåðâàëà, ÷òî çàòðóäíÿåò âû÷èñëå-íèå òàì ðàíãà ìàòðèöû M . ×òîáû ïðåîäîëåòü ýòó òðóäíîñòü, äëÿ êàæäîéòî÷êè ci (i = 3, 4, 5, 6) âûáèðàëàñü òðîéêà ÷èñåë c
(1)
i < c

(2)
i < c

(3)
i òàêèõ,÷òîáû c

(1)
i è c

(3)
i ëåæàëè ó ãðàíèö ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåðâàëà. Â ýòèõòðîéêàõ òî÷åê âû÷èñëÿëèñü ìèíîðû òðåòüåãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû

M è èç íèõ îáðàçîâûâàëèñü ìàòðèöû ResM3 è ResM2 ñîîòâåòñòâåííî.Ýòè ìàòðèöû ñòðîèëèñü òàê: à) äëÿ êàæäîãî èç ìèíîðîâ ïðîèçâîäèëàñüïðîâåðêà, ÷òî îí èëè ÷èñòî äåéñòâèòåëåí èëè ÷èñòî ìíèìûé. Ìíèìàÿ åäè-íèöà îòáðàñûâàëàñü; á) äëÿ òðåõ óêàçàííûõ âûøå çíà÷åíèé ci ïàðàìåòðà
c ïðîâåðÿëàñü ìîíîòîííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ìèíîðà. Åñëèýòè òðè çíà÷åíèÿ âåëè ñåáÿ ìîíîòîííî, òî: åñëè çíàêè ïåðâîãî è ïîñëåäíå-ãî çíà÷åíèé ìèíîðà áûëè ïðîòèâîïîëîæíûìè, ýëåìåíò ìàòðèöû ResM3èëè ResM2 ïîëàãàëñÿ íóëåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýëåìåíò çàìåíÿëñÿ íàñòðîêó èç ýòèõ òðåõ çíà÷åíèé ìèíîðà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîàíàëèçèðîâàòü,6



âîçìîæíî ëè îáíóëåíèå ìèíîðà âíóòðè èíòåðâàëà (c
(1)
i , c

(3)
i ). Òðåòüå çíà-÷åíèå âî âíóòðåííåé òî÷êå èíòåðâàëà ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòüïàðàáîëè÷åñêîãî îáíóëåíèÿ ìèíîðà.Âñå ìèíîðû âû÷èñëÿëèñü â òî÷íîé àðè�ìåòèêå, à ïðåäñòàâëåííûå íè-æå ðåçóëüòàòû åñòü îêðóãëåííûå âåëè÷èíû, ïîëó÷åííûå èç âû÷èñëåíèéñîîòâåòñòâóþùèõ àíàëèòè÷åñêèõ (ñèìâîëüíûõ) çíà÷åíèé ìèíîðîâ â àðè�-ìåòèêå ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé ñ âíóòðåííåé òî÷íîñòüþ 24 çíàêà.Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëàñü îòëè÷íàÿ îò (1.1) óíè�îðìèçàöèÿ

c =
18h

h2 + 34h − 80
(1.11)ñ

0 < h < ∞, (1.12)÷òî ñîîòâåòñòâóåò c ∈ (0, 2].Îïèøåì ðåçóëüòàòû äëÿ òî÷åê c3, c4, c5, c6 ïî-îòäåëüíîñòè.Òî÷êà c3. Äëÿ íåå c
(1)
3 åñòü

c = 2759625/10917334 ≈ 0.2527746,

h = 4906/125 ≈ 39.248, p0 =
√

23684086/12265/15,â íåé
Ξ = (−0.0030096i,−0.0173395i, 0.000254485i,−0.000350348i).

c
(2)
3 åñòü

c = 78494000/310525001 ≈ 0.2527784,

h = 39247/1000 ≈ 39.247, p0 = (3/10)
√

18712389/196235,â íåé
Ξ = (−0.0013087i,−0.00753993i, 0.000110666i,−0.00015235i).

c
(3)
3 åñòü

c = 176607000/698653129 ≈ 0.252782,

h = 19623/500 ≈ 39.246, p0 =
√

378906379/196230/15,â íåé
Ξ = (0.000391896i, 0.00225786i,−0.0000331409i, 0.0000456228i).Âèäíî, ÷òî ñìåíà çíàêà ýëåìåíòîâ âåêòîðà Ξ ïðîèñõîäèò â èíòåðâàëå

(c
(2)
3 , c

(3)
3 ). 7



Îêàçàëîñü, ÷òî ìàòðèöà ResM3 ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåé. Ó ìàòðèöû
ResM2 ïåðâàÿ ñòðîêà ñîñòîèò èç íóëåé, íî âñå îñòàëüíûå ñîñòîÿò èç ýëå-ìåíòîâ � ñòðîê âèäà (a(c

(1)
3 ), a(c

(2)
3 ), a(c

(3)
3 )), ïðè÷åì ýòî áëèçêèå ìåæäóñîáîé ÷èñëà îäíîãî çíàêà è íåêîòîðûå èç íèõ èìåþò ïîðÿäîê 104. Ñëåäî-âàòåëüíî, â òî÷êå c3 èìååì rankM = 2. (1.13)Òî÷êà c4. Äëÿ íåå c

(1)
4 åñòü

c = 182099000/4026192089 ≈ 0.0452286,

h = 182099/500 ≈ 364.198, p0 = (3/20)
√

396440121/1820990,â íåé
Ξ = (0.000339567i, 0.000831985i, 0.0000753677i,−3.38669× 10−7i).

c
(2)
4 åñòü

c = 409720500/9058836901 ≈ 0.0452288,

h = 91049/250 ≈ 364.196, p0 =
√

8027822401/455245/60,â íåé
Ξ = (−0.00403305i,−0.00988149i,−0.000895151i, 4.02243× 10−6i).

c
(3)
4 åñòü

c = 29135600/644180569 ≈ 0.0452289,

h = 72839/200 ≈ 364.195, p0 =
√

570864169/431/520,â íåé
Ξ = (−0.00621932i,−0.0152381i,−0.00138041i, 6.20298× 10−6i).Âèäíî, ÷òî ñìåíà çíàêà ýëåìåíòîâ âåêòîðà Ξ ïðîèñõîäèò â èíòåðâàëå

(c
(1)
4 , c

(2)
4 ).Îêàçàëîñü, ÷òî ìàòðèöà ResM3 ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåé. Ó ìàòðèöû

ResM2 ïåðâàÿ ñòðîêà ñîñòîèò èç íóëåé, íî âñå îñòàëüíûå ñîñòîÿò èç ýëå-ìåíòîâ � ñòðîê âèäà (a(c
(1)
4 ), a(c

(2)
4 ), a(c

(3)
4 )), ïðè÷åì ýòî áëèçêèå ìåæäóñîáîé ÷èñëà îäíîãî çíàêà è íåêîòîðûå èç íèõ èìåþò ïîðÿäîê 108. Ñëåäî-âàòåëüíî, â òî÷êå c4 âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî (1.13).Òî÷êà c5. Äëÿ íåå c

(1)
5 åñòü

c = 4986800/26333521 ≈ 0.1893708,

h = 12467/200 ≈ 62.335, p0 =
√

9364321/12467/40,8



â íåé
Ξ = (−0.000288642i,−0.000182106i,−0.000911707i, 6.92574× 10−6i).

c
(2)
5 åñòü

c = 4488084000/23699851561 ≈ 0.1893718,

h = 124669/2000 ≈ 62.3345, p0 =
√

8427655561/1246690/120,â íåé
Ξ = (−0.0000799131i,−0.0000504167i,−0.00025242i, 1.91748× 10−6i).

c
(3)
5 åñòü

c = 280503000/1481220889 ≈ 0.1893728,

h = 31167/500 ≈ 62.334, p0 =
√

526713889/34630/180,â íåé
Ξ = (0.000128813i, 0.0000812654i, 0.000406886i,−3.09084× 10−6i).Âèäíî, ÷òî ñìåíà çíàêà ýëåìåíòîâ âåêòîðà Ξ ïðîèñõîäèò â èíòåðâàëå

(c
(2)
5 , c

(3)
5 ).Îêàçàëîñü, ÷òî ìàòðèöà ResM3 ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåé. Ó ìàòðèöû

ResM2 ïåðâàÿ ñòðîêà ñîñòîèò èç íóëåé, íî âñå îñòàëüíûå ñîñòîÿò èç ýëå-ìåíòîâ � ñòðîê âèäà (a(c
(1)
5 ), a(c

(2)
5 ), a(c

(3)
5 )), ïðè÷åì ýòî áëèçêèå ìåæäóñîáîé ÷èñëà îäíîãî çíàêà è íåêîòîðûå èç íèõ èìåþò ïîðÿäîê 105. Ñëåäî-âàòåëüíî, â òî÷êå c5 âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî (1.13).Òî÷êà c6. Äëÿ íåå c

(1)
6 åñòü

c = 6850800/13361809 ≈ 0.51272,

h = 1903/200 ≈ 9.515, p0 = (19i/120)
√

140231/1903,â íåé
Ξ = (−0.0092055i, 0.00696932, 0.0115424i, 0.00178156i).

c
(2)
6 åñòü

c = 1711800/3337801 ≈ 0.51285,

h = 951/100 ≈ 9.51, p0 = (i/160)
√

12656399/1902,â íåé
Ξ = (−0.0023456i, 0.00177428, 0.00293913i, 0.000454018i).9



c
(3)
6 åñòü

c = 760400/1482289 ≈ 0.51299,

h = 1901/200 ≈ 9.505, p0 = (i/40)
√

5625311/1901,â íåé
Ξ = (0.00473497i,−0.00357856,−0.0059292i,−0.000916647i).Âèäíî, ÷òî ñìåíà çíàêà ýëåìåíòîâ âåêòîðà Ξ ïðîèñõîäèò â èíòåðâàëå

(c
(2)
6 , c

(3)
6 ).Îêàçàëîñü, ÷òî ìàòðèöà ResM3 ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåé. Ó ìàòðèöû

ResM2 ïåðâàÿ ñòðîêà ñîñòîèò èç íóëåé, íî âñå îñòàëüíûå ñòðîêè ñîñòî-ÿò èç ýëåìåíòîâ�ñòðîê âèäà (a(c
(1)
6 ), a(c

(2)
6 ), a(c

(3)
6 )), ïðè÷åì ýòî áëèçêèåìåæäó ñîáîé ÷èñëà îäíîãî çíàêà è íåêîòîðûå èç íèõ èìåþò ïîðÿäîê 102.Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå c6 âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî (1.13).Èòàê, â òî÷êàõ c3, c4, c5, c6 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1.13), ò.å. íå âûïîëíÿ-åòñÿ âòîðîå èç óñëîâèé âòîðîé ñåðèè òåîðåìû 7.1 [1℄. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìåâ ýòèõ òî÷êàõ ñèñòåìà (2.10) [1℄ íå èìååò äîïîëíèòåëüíîãî �îðìàëüíîãîèíòåãðàëà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé.� 2. �åçîíàíñ 1:3Íà ðèñ.3 ïðåïðèíòà [1℄ ýòîìó ðåçîíàíñó ñîîòâåòñòâóþò äâå âåòâè êðèâîé

Fδ ñ æ = 82/9: âåðõíÿÿ F1 ñ δ = 1 è íèæíÿÿ F2 ñ δ = −1 (�îðìóëà (5.7)[1℄). Ïðè ýòîì êðèâàÿ F2 ïåðåñåêàåò îñü x â òî÷êå
c = 1/9 (2.1)è ïðîõîäèò ÷åðåç èñêëþ÷èòåëüíóþ òî÷êó (3.10) [1℄ (ñì. òàì ëåììó 5.1).2.1. Âû÷èñëåíèå èçâåñòíûõ èíòåãðàëîâ. Âäîëü êðèâûõ F1 è F2 ñíà-÷àëà áûëè àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëåíû íîðìàëüíûå �îðìû ñèñòåìû (2.10)[1℄ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà (ò.å. äî ÷ëåíîâ êâàäðàòè÷íûõ ïî ïåðåìåí-íûì ñèñòåìû). Ïðè ýòîì áûëè âû÷èñëåíû è òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà (2.3)[1℄ â êîîðäèíàòàõ íîðìàëüíîé �îðìû. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ òðåõ èíòå-ãðàëîâ áûëè ïîëó÷åíû êîý��èöèåíòû (α1, α2, α3, α4) = α â (7.10) [1℄ êàê�óíêöèè îò δ = ±1 è c ∈ (0, 2].Âåêòîð V = (v1, v2, v3, v4) âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ âåêòîðîâ

α(1), α(2), α(3), ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëàì F1, F2, F3 â (2.3) [1℄, áûë âû-÷èñëåí àíàëèòè÷åñêè ñ ïîìîùüþ óíè�îðìèçàöèè
c =

64h

495 + 82h − h2
, (2.2)10



ãäå c ∈ R ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàë
−5.65 ≈ 41 − 8

√
34 < h < 41 + 8

√
34 ≈ 87.65, (2.3)êîíöû êîòîðîãî ñóòü êîðíè çíàìåíàòåëÿ â (2.2). Ñîãëàñíî �îðìóëàì (5.7)-(5.9) [1℄ ïðè δ = 1 ïîëó÷àåòñÿ

p0 =
1

24

√

√

√

√

(81 − h)(495 + h)

h
.Êîìïîíåíòû vi âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ V ñóòü

v1 =
(−4455+(−90+h)h)2(495+h2)

41472h3 ,

v2 =
−(−4455+(−90+h)h)2

995328h4
√

(81−h)(495+h)/h
×

×(−19847025+h(−1648350+h(−65520+(−450+h)h))),

v3 =
−(−4455+(−90+h)h)2

72h(495+h)
,

v3 =
(−4455+(−90+h)h)2

72h2(81−h)
.Ñèñòåìà (1.5) èìååò â ýòîì ñëó÷àå òîëüêî äâà ðåøåíèÿ

h1 = 9(5 − 4
√

5) ≈ −35.4984,

h2 = 9(5 + 4
√

5) ≈ 125.498.Îáà ýòèõ ðåøåíèÿ ëåæàò âíå èíòåðâàëà (2.3). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè δ = 1âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå V 6= 0.Àíàëîãè÷íî, ïðè δ = −1 èìååì
p0 =

1

8

√

√

√

√−46 +
55

h
− 9h, (2.4)

v1 =
−(−55+(−10+h)h)2(495+h2)

512h3 ,

v2 =

√
−46+(55/h)−9h(−55+(−10+h)h)2

4096h3(h−1)(9h+55)
×

×(−27225+h(−24750+h(7280+h(−370+9h)))),

v3 =
9(−55+(−10+h)h)2

8h2(h−1)
,

v4 =
(−55+(−10+h)h)2

8h(9h+55) .11



Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.5) èìååò ïðè ýòîì òàêæå òîëüêî äâà ðåøåíèÿ
h3 = 5 − 4

√
5 ≈ −3.94427,

h4 = 5 + 4
√

5 ≈ 13.9443.
(2.5)Îíè îáà ëåæàò â èíòåðâàëå (2.3), èì ñîîòâåòñòâóþò ïî (2.2) çíà÷åíèÿ c

c(h3) = −(
√

5 + 1)/2 ≈ −1.618034,

c(h4) = (
√

5 − 1)/2 ≈ 0.618034.Òîëüêî ïîñëåäíåå çíà÷åíèå c ëåæèò â ïîëóèíòåðâàëå (0, 2] è åìó ñîîòâåò-ñòâóåò íà êðèâîé F2 èñêëþ÷èòåëüíàÿ òî÷êà (3.10) [1℄. Ñëåäîâàòåëüíî, íàêðèâîé F2 âíå ýòîé èñêëþ÷èòåëüíîé òî÷êè âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå V 6= 0.Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåçîíàíñå 1:3 âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå V íèãäå â ìå-õàíè÷åñêîé îáëàñòè íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ò.å. â òåîðåìå (7.1) [1℄ ïåðâàÿñåðèÿ óñëîâèé íå âûïîëíÿåòñÿ. Íèæå ðàññìîòðèì âòîðóþ ñåðèþ óñëîâèéñóùåñòâîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî �îðìàëüíîãî èíòåãðàëà.2.2. Ñëó÷àé Ξ = 0. Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòàìè [2,3℄ áûë ïðîâåäåí ïîèñêíóëåé âåëè÷èí ξ3 è ξ4 êàê �óíêöèé δ = ±1 è c ∈ (0, 2] äëÿ ðåçîíàíñà 1:3.Êîý��èöèåíòû âåêòîðà Ξ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿëèñü ñîãëàñíî (8.4),(9.3)[1℄. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.1-3, àíàëîãè÷íûõ ðèñ.1-3 ðàáîòû [3℄. Êàê è â óïîìÿíóòîé ðàáîòå, ñèìâîëàìè a è b íà ðèñóíêàõîáîçíà÷åíû a = −xi3 è b = ξ4. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñâîäÿòñÿ ê ñëå-äóþùåìó. Îêàçàëîñü, ÷òî âåëè÷èíû ξ3 è ξ4 îáðàùàþòñÿ â íîëü òîëüêîîäíîâðåìåííî è òîëüêî ïðè
c1 = 1, c2 = 1/2, äëÿ δ = 1, (2.5)

c1 = 1, c2 = 1/2, c7 = 1/9, äëÿ δ = −1. (2.6)Ïðè÷åì çíà÷åíèå c7 ÿâëÿåòñÿ îñîáûì, èáî â íåì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ξ3è ξ4 ïðè c → 1/9 îòëè÷íû îò íóëÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ýòîé òî÷êåâåëè÷èíà h ñîãëàñíî (2.2) îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó è ïîäêîðåííîå âûðàæåíèåâ �îðìóëå (2.4) äëÿ p0 ìåíÿåò çíàê.Äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â òî÷êàõ (2.5),(2.6) îäíî-âðåìåííî ñ ξ3 è ξ4 îáðàùàþòñÿ â íîëü è âåëè÷èíû ξ1 è ξ2, ò.å. òàì îáíó-ëÿåòñÿ âåñü âåêòîð Ξ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.1 [1℄, äëÿ ïðîâåðêè ëîêàëüíîéèíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû (2.10) [1℄ â òî÷êàõ (2.5),(2.6) íàäî òîëüêî âû-÷èñëèòü â íèõ ðàíã ìàòðèöû M , îïðåäåëåííîé â (7.5),(7.8),(9.3) [1℄.2.3. Âû÷èñëåíèå ðàíãà ìàòðèöû M â îñîáûõ òî÷êàõ (2.5),(2.6).Ïîñêîëüêó âñå ýòè òî÷êè òî÷íû, òî â íèõ ïîëó÷åíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ êî-12



ý��èöèåíòîâ íîðìàëüíîé �îðìû, ò.å. òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû
M . Ïðè c = 1 äëÿ δ = ±1 îêàçàëîñü, ÷òî rank M = 0, ò.å. âñå ýëåìåíòûýòîé ìàòðèöû íóëåâûå. Ïðè c = 1/2 ìàòðèöà M èìååò âèä

M =





























0
−7i

√
7

2
7i
12

−49i
72

−7i
6

0 7i −i
√

7
6

7i
√

7
36

i
√

7
3

0 53i
√

7
−53i

6
371i
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Åå ðàíã ðàâåí 1. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òåîðèè �7 [1℄.Â òî÷êå c = 1/9, δ = −1 âû÷èñëåíèå ìàòðèöû M äàåò
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Çäåñü ðàíã M ðàâåí äâóì, ò.å. â òî÷êå c = 1/9, δ = −1 íå âûïîëíåíîâòîðîå óñëîâèå âòîðîé ñåðèè óñëîâèé òåîðåìû 7.1 [1℄. Ñîãëàñíî óêàçàííîéòåîðåìå â ýòîé òî÷êå ñèñòåìà (2.10)[7℄ íå èìååò äîïîëíèòåëüíîãî �îðìàëü-íîãî èíòåãðàëà.Èòàê, âî âñåõ òî÷êàõ êðèâûõ Fδ, êðîìå èñêëþ÷èòåëüíîé òî÷êè (3.10)[1℄ è òî÷åê ñ c = 1, c = 1/2, ñèñòåìà (2.10) [1℄ ëîêàëüíî íåèíòåãðèðóåìà.Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñèñòåìà ãëîáàëüíî íåèíòåãðèðóåìà ïðè âñåõ c ∈ (0, 2],êðîìå c = 1 è c = 1/2, ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àÿì èíòåãðè-ðóåìîñòè Ëàãðàíæà-Ïóàññîíà è Ñ. Êîâàëåâñêîé.
13



Ëèòåðàòóðà1. Áðþíî À.Ä. Òåîðèÿ íîðìàëüíûõ �îðì óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà// Ïðåïðèíò N 100. Ì.: Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà, 2005. 27 ñ.2. Bruno A.D. and Edneral V.F. Normal forms and integrability of ODEsystems // Pro
eedings of CASC 2005. (V.G. Ganzha, E.W. Mayr, andE.V. Vorozhtsov Eds.), LNCS 3718, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg,2005, p. 65�74.3. Áðþíî À.Ä., Åäíåðàë Â.Ô. Íîðìàëüíàÿ �îðìà è èíòåãðèðóåìîñòüñèñòåì ÎÄÓ // Ïðîãðàììèðîâàíèå, 2006, ò. 32, No 3, ñ. 22�29.4. Edneral V.F. and Khanin R. Appli
ation of the resonant normal formto high order nonlinear ODEs using MATHEMATICA // Nu
learInstruments and Methods in Physi
s Resear
h. A. 2003. vol. 502, No2�3, p. 643�645.

14



-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0 0.5 1 1.5 2

c0.618

a
b

�èñ. 1: Êîý��èöèåíòû Im a(c), Im b(c) ïðè δ2 = 1.

15



-10

-5

0

5

10

0 0.5 1 1.5 2

c0.6181/9

a

a
b

�èñ. 2: Êîý��èöèåíòû Im a(c), Im b(c) è a(c), b(c) ïðè δ2 = −1.

16



-1

-0.5

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5 2

c0.6181/9

a

a
b

�èñ. 3: Êîý��èöèåíòû Im a(c), Im b(c) ïðè δ2 = −1 â óêðóïíåííîì ìàñøòàáå.

17


	prep_2007_1_heading
	prep2007_01.pdf

