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� ����� ��������� ���������� ����� ��� ���������� ������� ���������

�������������� ��������� ����� ��� ��������� ������������� !�"#$ ��

������������������� ������� ��� �����%

&���� �� �������� ���������� ��� ���������� ���� ��� ��������� ���'

�� ��� �"# � ����������� ������ �������� ����������� ���(����� ����'

��� ���������������� ���������� ����% )���������� ����� ��� ��������'

������ ������ *+, �� �������(� � ����������� ������ �������� -�� ��������

� �������� � ���������( ���������� ������% .��� ���/�� ��0���������

�������� ������� !��������1 ��������� ���� ��������$1 ��������� �����'

��� �������� ���������� ������ *
,1 ������� ��/�� ������ �� ����������

����������%

#����� ������ ������� � ���������������� ������������� ������ � ��'

���� 2������ ��������� ���������� ����% 3���� ������ �/� �� ���������

����� �"# ������� �������� � ����4 ( ���� ���� "�������1 � ������

�������� ���4����� �����% ) ������ �������1 ����� ������ �� ���������1

�������(4�� ������ �� ������� � ��������� 0��������� ��������1 ������'

���� ���������� ��� �����/���� ����� ������� ������� � �������������

������ �������� ��/���� �� -��� ���������%

� ����� ��������� ������������ ��� ���������� ���������� ����� ��

������������������� ������� ��� ������% 5������ ����� ���� ����� ��'

(��� ��� ������� �"# ������� � �������������� 0���� ���/�� ����� ��'

����1 ��� �� ������� ������ ���/���� ��������� �������� �������� ���'

������� ������ ���������� �� ������� ����% 6�� ������� � ���1 ��� ������'

������� ������� ���������������� ���������� ����1 ���������� ������� �

�������� �� ���������� �����1 ���������� ������� ���� ������������� ���

����� �������1 ��������1 ������� ��� -��������%

� �� /� �����1 ������������������� ����� ������� ����������� ���

������� ����� � ������� �� ���/��� ����������% 7���� ����1 �������

������ ��������� ���/�� ����������� �������� ����� �� ��������� ��'

��� ���� ������������� 0��������� ������� � ��������� ������% � �����

��������� ���������� ���������� ����� ��� ��������"# ����� �� ������� '

��� ������ �4��� ����1 � ���/� ���������� ������ � ������� ���������
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���������� ����� �� ���������� �������%

5��������� ����� ���� �������� �������� ��������(�1 ��� �����������

����� ������ ����� ����������� ���������� -00�������� � �������� ��

�������1 ����������� �� �������������� 0���� �"# �������% )��������

��������� � ����� ������ ��������� ���� �� ��������� ��� ������%

8���� ��������� ��� ��������� 0��������� ������/�� 8229 !������

: 	;'	+'		<�+$%

�  ��������� ������

)������ �������������� ��������� ����� ��� ��������� �������������

��������(� ��������� ������� �������� !��������� �������������1 ������

���������� ����� �� � -������$ � ����� 2������ ��������� ���������� ����

!����� ����� ��������� ������� ������������ �� �������(4���� ��������1

������� i1 j ������(��� �� + �� =$>

∂U

∂t
+
∂F

∂x
+
∂G

∂y
= Φ(U,B), !�%+$

∂B

∂t
= ∇× (v × B), !�%�$

��� ������ �������������� ������� ���������� U = [ρ, ρu, ρv, ρw, e]T1 ���'

���� �������

�(�) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ρu

ρu2 + p

ρuv

ρuw

(e+ p)u

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,  (�) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ρv

ρuv

ρv2 + p

ρvw

(e+ p)v

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

������ ���� ���������������� ������� !0������ ���� ����������'������$

Φ(U,B) =
1

4π

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

Bi

(
∂Bx

∂xi
+ ∂Bi

∂x

)
Bi

(
∂By

∂xi
+ ∂Bi

∂y

)
Bi

∂Bz

∂xi

∂Bi

∂xj
(viBj −Bivj)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, !�%=$
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ρ � �������� 1 e = p/(γ − 1) + ρ!2/2 � ������ ������� -������ �������

�?���1 p � �������� ����1 ������ �������� ! = [u, v, w]T1 !2 = u2 + v2 + w21

������ �����/������� ���������� ���� " = [Bx, By, Bz]
T1 "2 = B2

x+B2
y +B2

z 1

γ � ��������� �������% ��� 0������ ������� �� ������� t � ����������

��������� x � y1 ����������� �� z ����� ���(%

5�� �������� ���������� � ������ ��������� ������� ��������/���� �

����� ����� ����1 ��������� ��������� �������� ����� ���>

p = (γ − 1)ρε, !�%<$

��� ε � ���� ��� ���������� -������%

&������1 ��� ��� ����� ������� ����������� 0���� ������ 2������

!�%�$ ��� ������������ ���������� �� ������ � ������� ��������� ����'

��� ���������������� ���������� ���� @ABB = 01 �%�% ��� ���������� -����

������� ��� ����� ���� ������������� ���������� ���� ��� ���� �������'

�� � � �(�� �������(4�� ������ �������% #��������� ��1 ���� ������� 

-�� ���������� �������� �������� ����������� � ����� � ������ ������

��������� !�%�$%

)������ ��������� !�%+$'!�%�$ ���������� ��� ������� ����� ��� � ���'

������ ������� �� 0������ ���������1 ��������1 ���������� ���� � -������%

! ���������� �	
��

#�$ ��%&'(�'��' () *�+�,'%��� (-).'%%��

5�� �������� � n ���������� ���� �� n+ 1 ���� ���� ����� ����� �����('

4�( ����� ���4������� �� 0��������� ��������� *C,>

+% "��������������� ������� ���������> Un �→ Un+1/2%

�% D���� 2������> (Un+1/2,Bn) �→ Bn+1%

=% ����������� ������� ���������� �� ���� �������� -��������������'

���� ���> (Un+1/2,Bn+1) �→ Un+1%

E� ��/��� -���� ����� ��(��� ��������� ����������� �������� �������%

3���� ������1 ��� ���������� ���������������� ���������� �� �������
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��������� ���� ��������� ������ ��� ���� !���� + � =$1 � ��� �������'

��� ���������� ���� � ����% #�� ��������� �������� ����� ��������� ��

-����� � � = ����� �� ��������� ������� �������� *++,%

#�/ ��+)01' �-�0�'��2 0 *)-�' 34�'-�

E� ������ -���� �������� ���������� ������� ���������������� ���������

∂U

∂t
+
∂F

∂x
+
∂G

∂y
= 0. !=%+$

������ ������� ������� ������ ������� ���/���� � ��������������

����������1 � ���������1 � ������ *+, � *+=,% 5������� ��� �� �������� ���'

������� 0����%

)������ !=%+$ �������� ��������������1 � ������� F��� ������� F(U)

� G(U) ����������������% ������� F��� ������ F(U) ����� ���

A(U) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0 0

−u2 + 1
2(γ − 1)v2 (3 − γ)u (1 − γ)v (1 − γ)w γ − 1

−uv v u 0 0

−uw w 0 u 0

u
(1

2(γ − 1)v2 − h
)
h− (γ − 1)u2 (1 − γ)uv (1 − γ)uw γu

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

��� h = (e+ p)/ρ � -���� ���%

������� A(U) ��/�� �� ��������� � ����

A = ΩRΛΩL,

��� Λ = @AGH[u− a, u, u, u, u+ a]1 ������������� ������� ����� a =
√
γp/ρ1

������� ������ ���������� ��������

ΩR =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 1 1

u− a 0 0 u u+ a

v 1 0 v v

w 0 1 w w

h− au v w 1
2v

2 h+ au

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

������� ����� ���������� �������� ΩL = Ω−1
R %
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5�� ���� ������������ �������1 ��/�� ������ ������������ ������'

��� �����1 ���������� �� �����/����� ������� ������ 8����� �� �����'

�� ���������� ����� � ������ 7������'9�������'8���1 I����'2��'������1

JKK1 JKKL% 5������� ���� �� -��� �������1 ��������

Un+1/2 = PUUn.

E�/� � �������� �������� ����� ������ ����� JKKL1 ��� ��(4�� ����'

��� ������ ����� ��� � ����� ����� ��� �����������(4�� ������( ����'

��������1 ������� ��/���� ��� ������� ����� �"#%

#�# -�0�'��' 5�-�6'2

5������ ������ Un+1/21 0�������� �������� ������� �������� � �������'

��� ��� ������� � �������������� ��������� 2������% #�� -���� ��������

�� ���������� ������ ������ ��������� ������1 �������������� ���������

!�%�$ �� ���4����� Si !��% ���% +$ � ������ ������ 0������� )�����>∫∫
Si

∂B

∂t
· nidS =

∮
∂Si

v ×Bdl, i = 0, 3. !=%�$

�����1 ��� �� !=%�$ ��/�� ������� ��������� ��� ���������� ������ '

��� � ���4����� Si ��������� ������� B !���4����� �����$% 5�������



���

�����>

∂tBz =
1

S0

3∑
i=1

(v ×B, ei), !=%=$

∂tB
i
n =

1

li

(
[v ×B]iz − [v × B]i+1

z

)
, i = 1, 3, i = 3 ⇒ i+ 1 �→ 1, !=%<$

��� (·, ·) � ��������� ������������ ��������1 ∂t � ���������� ����������

����������� �� �������1 [·]iz �������� ��� ���������� �������1 ��������� �

i'� �����1 li � ����� i'� ������� ������% � ������ ����� ��������� !=%=$

������� v � B ������ � ������� ������ ������ !����� x0$1 � � ���������

!=%<$ � � ������� ������ ������%

3���� ������1 �������� �������� Bz � Bn �� ����� ��������� ����% #��

������/���� ���������� ��������� ����� ������������ ������� �����'

��� Bz �� ����� ������1 Bx1 By � ������ � �������� ������% D������� Bx

� By ������ ������ ������(��� ����� ������������ Bn � ����� ��������

������� 0������ MGBAGNO'PQRSGT *+�,1 �����(4�� ��������� �����������'

�����>

ϕi(x) =
1

2S0
(x − xi−1), i = 1, 3,

i = 1 ⇒ i− 1 �→ 3.

������ b = [Bx, By]
T � ������ ������ �������� �� ����/����>

b =

3∑
i=1

Bi
nliϕi(x0).

#�7 �)�)8)��+�.�2 %9'�1

)���� ���������� ���������� ���� � �������������� ���� �� �������� ��'

��������1 ��-���� ��������� ��������� �������������% &�� �����������

� ����4 ( �������� �������� ������������� 0������ ������ ����������

����� � ����� �������� ������������� �� ������% 3���� ������������� ���'

�������� ��� ���������� �������� B � v � ������� ���� � � ��������

�����% 8��������� -�� ��������� ��������%

5��� ��������� �������� �������( ������������( 0������ ψ ������

������ G0 � ��������� �������� Gi1 i = 1, 3 !��������� ������������� ���%+$%



���

9������� �������� �������� 0������ � ������� ����� ψi1 i = 0, 31 ������'

������� ������� ����� yi = [yi
1, y

i
2]

T1 i = 0, 3% 5������� ������ ������ Gi

�������'�������� ������������� �������� 0������ � ����

ψ(x) = ψi + (x1 − yi
1)αi + (x2 − yi

2)βi, !=%U$

��� x = [x1, x2]
T ∈ Gi1 � αi � βi � ��������� ��-00�������% V�������

���������� αi � βi ���/�� ������������ �����(4�� �������� *+,>

• αi = α � βi = β ��� �������� 0������ ψ(x) = ψ0 + αx1 + βx2W

• ������� αi � βi ���/�� �� ���������� ����� ������1 ���� � ��'

�������� ������ ����� ���������� � PXY'�����%

��/�� ������� 1 ��� ��� ������������ �������� -��� ���������� ���'

���������� �����(4�� ���������%

8���� �����(4�� ��� ������� �������� ��������� ��������� �� α
(i)
0 �

β
(i)
0 >

ψ0 + (yi
1 − y0

1)α
(i)
0 + (yi

2 − y0
2)β

(i)
0 = ψi,

ψ0 + (yi+1
1 − y0

1)α
(i)
0 + (yi+1

2 − y0
2)β

(i)
0 = ψi+1,

i = 1, 2, 3; i = 3 ⇒ i+ 1 �→ 1.

Z���� ����������� ���������� ������� � ����4 ( ��������>

α0 = minmod(α1
0, α

2
0, α

3
0), !=%;$

β0 = minmod(β1
0 , β

2
0 , β

3
0), !=%
$

��� �������

minmod(a, b, c) =

{
min(|a|, |b|, |c|), ���� sign(a) = sign(b) = sign(c),

0, �����.

5�� ���� �������������� !=%U$ � ��������� !=%;$'!=%
$1 ������� ��������

0������ ψ ������ !ψR$ � ����� !ψL$ �� ���� ������% D������� ��������

0������ �� ���� ����� ��/�� ������� ��� ���������

ψLR =
ψL + ψR

2
!=%[$



����

��� ��� ������� �� 8��

ψRoe
LR =

ψL
√
ρL + ψR

√
ρR√

ρL +
√
ρR

, !=%C$

��� ρL � ρR �������� ���� �������������� ����� � ������ �� ����%

5�������� ������������� � ����� �������� 0������ !=%C$ �����������

���� -00��������1 ��� � ����� �������� !=%[$% ���4� ������1 ����� ����

8�� !� ����������� !=%C$$ � ������ ���������� ����� �������� � ������'

������( ��0������� ������� ���� �����/����1 ��4���������� ������� �

��00�������� ��� ������ �����4��� ������� \������� *+;,% � ������ /�

������ �������� -00���� �� ���������1 ��� ��� ����������� ���������� ���'

�� � ����� ������� ����/���� ��� ������� ������� (1 ����4�� �������('

4�� ����/����%

#�: �)%()��'��' ;�+)019 ('-'�'��19

5���� ������� �������� ��4����� �� ���������������� ������� � �������'

��� ���������� ���� Bn+1 ��������� ����� ������� -������������������

��� �� ��������� �������% #�� -���� ����� ������ ���������� ������

Un+1 − Un+1/2

τ
= Φ(Un+1/2,Bn+1). !=%+	$

]�������� !=%+	$ ������������� �� ���������� ������1 � ����� ���� �����/'

��� ������������� �������� ����( ����� ��� ���������� Un+1%

#�< �)%8��)0�� ;-���,�19 �%�)0�4

5���������� ������������ ��������1 ��� ��������� ������ ������� �����

�"# �������(��� ������� �������� � ������������� ��������� �������%

6�� ������� ���/�� ����� � ���1 ��� �����/��� 0��������� �������� ����'

��� ���������� ��� ��������� ������������� ���� ���������� � �������

��������� ���������� ����% #������ �������1 ����� ���������� �������

���������� �������� � ��0��������� ����������� ���������� ����1 ����'

��� ���� �������� � ������������( ���������� ��� ������� � ���������

������%



����

��	
 �� ������ �����	�� �� !�"���� � #��� �


&������� �������� � ������������� ��������� ������� �������� ��'

�������� 0�������� ����� ��� ��������� ������1 �������(4�� ����� ��'

��� � ��������� ���������� ������� !���% �$% � -��� ������ ��� ��������

Ai !���� A � �(�� �� �������������� ������� ����������$ � ���������

������ ��/�� ������� Ãi � ���������(4�� 0�������� ������ �����(4��

������>

+% Ãi = Ai � ������ ��������� �������1 ���������(4�� ��������� ����

�� ��������� ������ !∂A
∂n = 01 ��� ∂

∂n � ����������� � �����������

������� � �������$%

�% Ãi = f(x) � ������ ������� ��������� 0������� f(x) ������ ��4�����

����� �������%

=% 9� ������� ����/���� ������ ���� � ������ ���������� ������� � �����'

�������� ������%

3�� �� ����� ��� ������������ �������� ����� ������������� ����/�'

�� �������������� ���������� ������% E�������1 ��� �����/����� 0�����

�����1 ��������� ���� ������� � ��������� ������� ����1 ��������� ��0�'

�������� ���� ��4�����% 6���� ��/�� ���/�� 1 ���������� ����0��������'

��( ��������� ������������� !��% ���% �1 ������$% 5�� -��� ������� ����'

/����� �� ������� �������� �����������(4�� 0�������� ������ ��� �����



����

j � k1 � i'� ������ ��������������� ��� ����������� ���1 ������� �������'

��� � ��� ������(��� �� 0������� ��������?����� ����� ���� "�������%

D������1 ��� � ������ ��������� ������� ��� ���������� ���� ������� ��'

������ �� ��������� !��� �������� ����4����� ��������� �� ��������������

0���� �"#'�������$ � �� �������� ���������� ��� �������� ���������

������� �� �������%

" #
�����
 ����
��

#�� ������ ������� ����������� ����� ����������� ������ �� �����������

�������� ����� �"#1 �4���� �� ��������� � ���������� *
,1 *+U,1 *=,% #�'

��� ������� ���������� ��� ����� 1/N !^���� � N^$1 ��� N � ���������

!�����������$ ����� ������� �����1 �������4���� �� ������� ����� ���� 

������������ ��� Ox%

7�$ =�%�'���2 6�%%�(�.�2

� ������� �� ���������� ����1 ����������� �� ���������� ������1 ������

����� �������� ����� ��������� �� ����������� ��������������� ����% ��'

�4� ������1 ��� ������������ ����� !�4�� ������ ������������ #�����$

��� ����������� �����������1 ��� ��� ���������� �� ������� �� ���� ��/��

������������ ��������������� ����� � ������������� �����% &�������1

��� �������������� �������������� ����� �� ���������� ����� !� ��������'

������� ������� ������$ ���/�� ������� ��%

5�� ���������� ����� ����� ������ PXY'������ ��� ������������� �

����������� minmod1 ��� ��/�� �������� ���������( �������% #�� ��'

���������� -���� ������� ��/� ������ �������� ������ � ������� �� 0��'

������� ����� *+U,%

V� 0��������� ����� �������� � ����4 ( ��������������� 0���������

�������� � ���������� ���� � ������ [−r/2, r/2] × [−r/2, r/2]1 ��� r = 6%

&�� ���������������� ���� �������

n = nxex + nyey =
1√
r2 + 1

ex +
r√
r2 + 1

ey.

]��� ��/�� n � �� ( y ��� r = 6 ���������� 9.462◦% )������ �����



����

������������ � ����4 ( ��������� ξ �� 0������

v = (v0nx − ξny cosϕ)ex + (v0ny + ξnx cosϕ)ey + ξ sinϕez,

��� ϕ � 0��� �����>

ϕ =
2π

ny

(
nxx+ nyy − B0√

4πρ0
t

)
.

��������� ���� �������� � ����>

B =
(
B0nx + ξny

√
4πρ0 cosϕ

)
ex+

+
(
B0ny − ξnx

√
4πρ0 cosϕ

)
ey − ξ

√
4πρ0 sinϕez.

5���������� ����������� ����(��� ������������� �������� �������

!�%+$'!�%�$1 ��������� ���� � ������������� ������ �� ����(��� � ������'

�� �������% 5�-���� ������ ������� ��/�� ����� ����� ��� ������������

������������� ������� �����1 ��������� �� ��/��� ��������� ���� ����'

�����( ��������� ���������� �������%

5�� t = 0 ����(��� �������4����� �������� ��������� � �������� ρ0 = 1

� p0 = 1 ��������������% 9���� ������� �����(4�� �������� ����������>

v0 = 01 B0 = 11 ξ = 0.21 ��������� ������� γ = 5/3% � ��������� ������

�������� ����� 1/201 ���������� ���������� � ������ 7������ C = 0.41

����� ������ ������������� ��������� �������%

� ������ + ��������� ������ �� -���(��� ��������� �������� ��� ��'

������(4�� �������� w � ����������� �� ������ ���������� ���� Nt1 ��'

����� ������� t% ��������� ��������� ��� ����� ����������� ���������

δw(Nt) = |Aw(Nt) − A0
w|/|A0

w| = |ΔAw(Nt)|/|A0
w|,

��� Aw(Nt) � ��������� ���������1 A0
w = 0.2 � ������ ���������1 � �����'

���������� ������� ��������� ���������

R(Nt) =
ΔAw(Nt)

Δt
.

5���������� ������ �������(� �� ��������� ���������� �������1 ���'

�/������ ��������� ����������% &��������� -��1 ��� �� �����1 �������'

(��� ��������� ������� ( �����% &������1 ��� ����� 1/20 �������� ���� 



����

Nt t Aw(Nt) δw(Nt) R(Nt)

500 1.89165 0.20099 0.495 · 10−2 0.000523

1000 3.78847 0.19295 3.525 · 10−2 −0.00424

1500 5.68167 0.19081 4.595 · 10−2 −0.00113

2000 7.57617 0.18365 8.175 · 10−2 −0.003779

2500 9.46377 0.18773 6.135 · 10−2 0.002161

3000 11.3563 0.17795 11.025 · 10−2 −0.005168

3500 13.2433 0.18381 8.095 · 10−2 0.003105

4000 15.1340 0.16838 15.81 · 10−2 −0.008161

4500 17.0155 0.17702 11.49 · 10−2 0.004592

5000 18.8923 0.16044 19.78 · 10−2 −0.008834

5500 20.7375 0.17071 14.645 · 10−2 0.00898

6000 22.0984 0.15531 22.345 · 10−2 −0.015945

$%"�  �� &�	"���� ��"��'( !�����")��� 	�	�!"�*+�� 	����	�� w � 	����	�) ��
��������� ! �!�	���	�� �� ����� !�������#� ,#

����� ��� ����� �"#% � ���� ��� ����������� ����� ��(��� ����� 1/200

� 1/4001 �� ������� ��������� ������� ����� ��4�������� ���� ������ *+,%

)�������� � ����� ������1 ������������ � *+U,1 ����������1 ��� ������'

����� ����� �� �������� �������� �������� � ����������� ������������'

���� ������� !_`AHQO`@ `TT`aOAGbbc aRa'RTdAbbGORNc TdQ`S` ��� efgh$1 ���� �

�������� ������ �� ��� � ������ iijK *;,%

7�/ ��%(-)%8-��'��' .�-���2-�) ()�2-�+)0���)4 ��>*0'�)0%�)4
0)��1

6�� ������ ����� ������ ��� ��������� �������� ��������� ���� �� �������

�������� *
,% &�� ��������� ��������������� ���������� ��������������

�� 0��������� ����� ��� ����� α = 30◦ � ��� x � ������ [0, 1/ cosα] ×
[0, 1/ sinα]% E���� ��� ������� ���(� ���>

ρ = 1, v|| = 0, v⊥ = 0.1 sin 2πξ, w = 0.1 cos 2πξ,

B|| =
√

4π, B⊥ = 0.1
√

4π sin 2πξ, Bz = 0.1
√

4π cos 2πξ, p = 0.1,

��� ξ = x cosα + y sinα% D��� ��� ������� ������ ��������� u1 v1 Bx �

By ����� ��(��� ���������� �������� � ���������� ����1 �������� ���



����

� ��������� ��� ����������( ���/���� �� 0��������� ����� !��������1

B|| = Bx cosα+By sinα1 B⊥ = By cosα−Bx sinα$% ����� ���������������� �

����������� ����� x = [0, 0]T �� ������� ( B||/
√

4πρ = 1% D������1 ��� ���

v|| = 1 ����� ������4����� � ������(%

D����� ������� �� ����� ΩN
h ���� 1/N ��� N = 8, 16, 32 � 64% #�� ��/'

���� �������� ���������� ��������� ��� ����� ���������� �� 0������

δN(ψ) =

∑
x∈ΩN

h

|ψN (x) − ψE(x)|∑
x∈ΩN

h

|ψE(x)| , ��� ψ = v⊥, w, B⊥, Bz, !<%+$

��� ψE(x) � ������ ������� !�� ������ ���������� �������1 �����������

��� N = 128$% )������ ���������� ���������� ���

RN = log2
(
δN/2/δN

)
, !<%�$

��� � �������� δN ����� �������

δN =
1

4
(δN(v⊥) + δN(w) + δN(B⊥) + δN(Bz)) !<%=$

8����� ���������� �� ������� ������� t = 5 � ������ 7������ C = 0.41

��������� ������� γ = 5/31 ����� ������� ������������� ���������

�������% E� ���% = ������������ ���0��� ��������� ��� ���������� B⊥
���������� ���� ��� �������� �� ��������� ������% 9����/��� ������� ��'

����� ���� ����� ��������������� ����� � ����������� �� ���������� x%

5�� ���������� N ������� �������� � �������% )�������� � ����� ������

�� *
, ����������1 ��� ����������� ����� ����� �� ��������� ���������� �

������ ������ � �������� kA`b@'LY � kblm'LYnLP1 ����������� �� �����'

������ �������������� ��������(4�� ������� ��������� �"#%

� ������ � ������������ ����������� ��������� ��� ����� !<%=$ � ���'

���� ���������� !<%�$% #�� ��������� ����� ������1 ���������� �������

�� ������ ���������� �� ��������� !� ������ � 85$1 ���� ����� ���� ���'

���� ����� ��� ����� kblm'LY1 ������ �� *
,1 � ��� �������'��������������

������ �� ����� ��� ������ !iijK$1 ������ �� *;,% ���������� ��������'

(�1 ��� ���� ����� ����1 ���������� ������� 85 ������ �� ������(� kblm'

LY � iijK � ��������1 ������� ���������� ������ �������� �� ���������

�������������� kblm'LY � iijK ����%
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��	
 �� -(� � �	���	�������  ���'"���� ��"�����!���� ").!���!	��� !�"��
 /�0
��#��")�� ��������� B⊥ �#�����#� ��"� ��� �	���1 � ��"����1 	���1 � ������
t = 5
 2��� 1/8 � �'����� 3− − −45 	��� 1/16 � ,���10�'����� 3− · −45 	��� 1/32 �
,���10,���10�'����� 3− · ·−45 	��� 1/64 � 	�"�,�� "���� 3 4

7�# ?�6�,� "@ABCDE

6��� ���� ������������ ���� ������ 8����� � ������� ������� � ���������'

���� -���(��( ���/���1 � ��� ����� ���4���� ���1 ��������%

3�� ��� ������� ������� ��� �� �� ����� ���������������� ����������1

��� ������������ ��� ����� ���������� �������� �������� �� ������

������������ ������������ ����% 8�������� ����� Ω = [0; 1] × [0; 0.1]%

E���� ��� ������� ���(� ���>

ρ = 1, u = 0, v = 0, w = 0,

p = 1, Bx = 0.75, By = 1, Bz = 0, x < 0.5,

ρ = 0.125, u = 0, v = 0, w = 0,

p = 0.1, Bx = 0.75, By = −1, Bz = 0, x > 0.5.

5�������� ������� γ = 2%



����

#����� ������ ������������ ����� ������� � ����� �� �����(4�� �'

������� �����% Z������ � ��������� �"#'�������1 � ������� ����������

���� ������ ����1 �� -���(������ *�,% � -��� ������ �������(4�� �������

�����/�� ��������( �����1 ������4�( �� ���������� �"#'�������1 �� ��'

����� ���������� ���� ������ ����1 � �������(4�� � ���� ������� �����1

������ �� �������� ������� ���� !� ������� ���������1 ��������� � �����'

���$ ����� ��������� �������� ����� *=,% E� ������� < ��������� ����� !�

���� ����$ ������ ����� �� ���0���� ��������� � ������ ��� ��������% �

�������� -��������� ������� !�������� �����$ ����� ����� ���� �������'

���� ������� -��� ������ ������� JKK �� �����1 �����/�4�� 10000 �����%

3������� ����� ���� !����� �� ���0����$ �������� �� ����� 1/5001 ������

���������� �� ������� ������� t = 0.1%

9� ���% < �����1 ��� ����������� ����� ��������� �������� ����������

���/��� ���� ��������1 �� ������� � ������������( ���������% 3�� ��

�����1 ��� ������� ��������� ��������� �����������1 ��� ����� �� ������

������� �������� ���0���� ������������� ��������� � ��������%

#����� ������ �������� ���������� ���������� ��� � ��������� �������'

��� �����% 3��1 ����� ������� ������������ �����1 ����(4���� �4�� ���'

���� ������������ #�����1 �������� � ��������( ���������� ��� �����'

��� ���������� � ������ ������� � �� �������� ����������� 0������ ����'

�����1 �������� � ��������% 5������ ��������� �� �������(� ��� ����� '

������� ���������� �����1 ������4�� �� ������ ��� ������� �����1 ����

�� ������ ������� ������������� �������� �� 0����� �������% &������'

��� �� ��������� � ��� ������ ����������1 �� ��������� ������1 ��������1

�������� ���� ������������ � ���� ����� ��������� ������%

N 85 iijK kblm'LY

δN RN δN RN δN RN

8 1.1622 − 6.1129 · 10−1 − 9.71 · 10−1 −
16 6.3135 · 10−1 0.88 2.2419 · 10−1 1.4471 3.93 · 10−1 1.305

32 1.494 · 10−1 2.079 6.9068 · 10−2 1.69886 1.05 · 10−1 1.904

64 3.54 · 10−2 2.077 2.5900 · 10−2 1.4151 2.9 · 10−2 1.856

$%"�  �� 6	��(����� �,�%� � 	����	�) 	1�(���	�� ! �(�� � �	���	������� ")0
.!���!	��� !�"��
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��	
 �� -(� 789:0;<
 �	���(�"���� �!�	���1 ���������1 3	!��1' !��� � 	"�! �0
��!� �"����	�)5 ���������� 	����	�� u � v5 ��������� �#�����#� ��"� By � (!"����4
� ������ t = 0.1




����

7�7 �-�&'��' .����6-� 0 ()�)2&'4%2 %-'6'

#����� ������ ����� ����� ������ ��� ������������ ������������ �������'

��� ���� �"#% &�� ����������� ���/��� ��� ������ �� ���1 �%�% � ��������

����� �������(� ��0��������� ��������� ��� �������� �������� *
,%

���������� ������������ � ������ Ω = [0, 1] × [0, 1] � ���������� ���'

������ � ��������� �����% � ����� ��� ������ ��� �� ���� ����������

���������� ���� Bx 
= 0% � ������ ������ �������� ���4�(4���� �������

���� !������� ��������$ ������� r0 = 0.1% 5�� r < r0 �������� �������� 

ρ = 10 � ������ �������� � ������������

u = −v0(y − 0.5)/r0, v = v0(x− 0, 5)/r0, w = 0,

��� ����� [x, y]T ∈ Ω1 r =
√

(x− 0.5)2 + (y − 0.5)2% 5�� r > r1 = 0.115

����� �������/�� !u = v = w = 0$ � ����� �������� ρ = 1% � ����������

���� ��� r0 < r < r1 ����� ������ �������� ��������� �� r �������������

�������> ρ = 1 + 9f(r)1 u = −f(r)v0(y − 0.5)/r01 v = f(r)v0(x − 0.5)/r01

��� f(r) = (r1 − r)/(r1 − r0)% D������� ����� ������ ������� �� ��������

�����������% ���4�(4���� ��4����� ���� ���������� ��������������� ��

�� ��������� ������1 ���������� �������/��( ��� ���� 1 ������ ���������

���� ���� ����/���� ���(�����( 0���� ���/�4���� ����� ��4�����%

)����� *
, ��������� ������� � ����� ���������� ��������� ������>

+% v0 = 21 p = 11 Bx = 51 γ = 1.41 ����� ����� t = 0.15W

�% v0 = 11 p = 0.51 Bx = 2.51 γ = 5/31 ����� ����� t = 0.295%

8������ ��������� �� ����� 1/400 � ������ 7������ C = 0.5% "��������

������� ���������(� �������� ��������� ��4����� �� ������ Ω% E� ���% U

� ; ������������ ����� ���� �� �������� ������� ������� ��� ���������

+ � � ��������������% E� ���% 
 � [ �������� ������� ��������� �������

���� ��������� x = y% 9� ����� ����� �����1 ��� �������1 ���������� ��

��������� �����1 ���������� �� ���4������� �� ���������1 ����� �������

���������� � �� �������� �������� � ���������1 ����������� ��������

iijK *;, � kblm'LP *
,%
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��	
 �� ��+����  �"��(� 3!���� �4
 2"�! ���!� 	!��1' !��� 30 "���� '��!��
�"����	�� ! (������ �� 1.3 (� 13.55 (!"���� � �� 0.12 (� 2.15 �#�����#� (!"����
B2/(8π) � �� 0.0177 (� 2.642 � ��	" =1 � �� 0.144 (� 4.27 � ������ t = 0.15
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��	
 �� ��+����  �"��(� 3!���� �4
 2"�! ���!� 	!��1' !��� 30 "���� '��!��
�"����	�� ! (������ �� 0.9 (� 10.15 (!"���� � �� 0.036 (� 0.75 �#�����#� (!"����
B2/(8π) � �� 0.007 (� 0.702 � ��	" =1 � �� 0.096 (� 2.86 � ������ t = 0.295
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��	
 �� ��+����  �"��(� 3!���� �4
 2"�! ���!� 	������ !(�") (�#��"� x = y
("� �"����	��5 (!"���� � ��	" =1 � ������ t = 0.15 3�!�	���	�� �� ����(����
x4


��	
 �� ��+����  �"��(� 3!���� �4
 2"�! ���!� 	������ !(�") (�#��"� x = y
("� �"����	��5 (!"���� � ��	" =1 � ������ t = 0.295 3�!�	���	�� �� ����(����
x4


7�: ��9-> �-+�;�C���;�

#����� ������ ����� ����� ������ ��� ������������ ��������� ������� ���'

������ �"# !*
,$% &�� ���(�������� ������� 0����������� ������� ����1

�� �������������� � ������� � ������������� �������������% E������� ��

������� ����� ��� �������1 ���/���� ����� ���������� ���� ���/��� �

0���������� ����� ��� �������� ��������� � ��������%

� ������ ���������� !*
,1 *;,$ ��������(��� ������ �������� ����������

����� ��� �������1 ������(4���� ����������� ��������� ������ � ������'

��(4�� �������% � ������ ����� ��������� �����(4�� ��������� �����%

� ��������� ������ [0, 1] × [0, 1] ��������� ������ ����������� ���������

ρ = 25/(36π) � �������� p = 5/(12π)% 5�������� ������� ����� γ = 5/3%



����

5�� -��� �������� ������� ����� c =
√
γp/ρ = 1% )������� � ����������

���������� ���� ����(��� ������������� ������>

u = − sin 2πy, v = sin 2πx, w = 0,

Bx = − sin 2πy, By = sin 4πx, Bz = 0.

"�������� ������� �������������%

��	
 �� ��1�) /��#0$�#
 30 "���� '��!�� (!"���� ! (������ �� 0.02 (� 0.5 �
������ t = 0.5


5������� ������ �� ������ 1/N � ���������� ������� N � ������ 7�'

����� C = 0.5% E� ���%C ������� ������ �������� ������������� ��������

�� ��������� ������ � ������ ������� t = 0.5% E� ���% +	 �������� �����



����

��	
 ��� ��1�) /��#0$�#
 >!"���� !(�") "���� y = 0.3125 � y = 0.4277 � ������
t = 0.5


�������� ���� ����� y = 0.3125 � y = 0.42771 �� ������� ��/�� ������ 

������ ���������� ��������%

9� ���% C � ��������� � *;, �����1 ��� ����������� � ������ ����� �����

�� �������� � ����� ��4��������� ����������� �������1 ��� iijK �����1

���� ��� /� ������ ���������� ��������%

3�� /�1 ��� � � ������ � ��������������� ���������� ��������������

�� 0��������� �����1 ��������� ����������� ��������� ��� ����� δN �

������� ���������� ������� � ������� RN ��� �������� �� ������ �N = 501

100 � 200 �� 0������� !<%=$ � !<%�$ �������������� !� !<%=$ ���������� 

����� ��� �� ��������� ����������� �������� u � v � ���������� ���� Bx

� By$% D� ������ ������� ������� �� ����� 1/400% � ������ ������������

����� ���� ��� ������� ������� t = 0.5% #�� ��������� ��������� ������

��� �������'�������������� ������ �� ����� ��� ������ !iijK$ � ���



����

����� � ������������ �������� !kblm'LY$1 ������ �� *;, � *
, ��������������

!������ � *
, �������� ��� ���� ���������� ��������� ������1 � ��-����

��������������� ������� ������� ������(��� � 2π ���$%

N 85 iijK kblm'LY

δN RN δN RN δN RN

50 1.347 · 10−1 − 1.2246 · 10−1 − 1.380 · 10−1 −
100 7.5832 · 10−2 0.829 6.9122 · 10−2 0.8251 7.75 · 10−2 0.8324

200 3.539 · 10−2 1.099 3.0589 · 10−2 1.1761 3.73 · 10−2 1.0550

9� ������ �����1 ��� ����� ����1 ���������� �� ����� � �����������

��������� �� ������(� !� � ������ kblm'LY ������ �� ����������� �� ���'

�����$ ���� ������ ������% Z���� ����1 � ������� �� ������ �������� ����'

��� !������ � ��������������� ���������� �������������� �� 0���������

�����$ ���(������ ������������ �� �������� � �������� ���������� ����

�������% � ��������� � ����������� ���������� ���������� � � ����� ��'

������ ���� ��������� ���� ���� ����� ����� ���� ����������� ��������

�������(� ������� � ������4����� ������������ ������ ��� ������� ���'

���������� � 0�������� ���/��� ����� ��������� �������������%

7�< �';��2-�1' � �'-';��2-�1' %'8��

� ������ ������� � ������ ������������� 0������ ������� ���� ��� ���'

��� ������� �������������� ����������� ������� �������� ���� ��/��

����� �������� ���������� ����� !���% ++1 ������$% 5�� ����������� ( �

������ ������ ���������� ���������� ����� � ����4 ( �������������� ���'

���� �����1 ���� �� ������ ������� �������� �� ��� ��� ���� ������������

���% � ��������� ������ ���� ������� � ������������ ������%

� ������� �� �����1 ����������� � ����� �������� ������������ #�����

�4��� ���� !���% ++1 �����$1 ���������� ����� �������(� ���� ��� ��'

�������� ��������� ������� � �������1 �������(4�� � 0����� �������%

6�� ���������� �� ���� ����1 ��� �������� � ��00�������� ��� ��������'

�� 0���� � ������ ����� ������� ��� ������������� ������������ �����

���������1 ���4� ������1 �� ��������% V -�� ������1 ��� �����(��� ��'

�������� ���1 �� �����������(4�� �������� ����������1 ����� ��� ������



����

��	
 ��� ?���#'"���� 3	"�!4 � ��#'"���� 3	��!4 	����


��4�����% � ������� �������� ������� ������ �� ���� ��������� �������'

��� ����� �� �������(� �������� ���� ������� �� ������� ������� � ��

�������� � �������� �����������% E������ /� � ������� ���������� ����

�������� � ����������( � ���������� �������( ������� �������1 ��� ���

�� ��� �������� ������� ��/�� �������� � ������������ ����������%

� �� /� �����1 ��� ������� ��4�������� ��������� �����1 �� ���(4��

���� ����/����� ����������� !-�� ��������� � ����� �������1 ��� ���4�'

��� �������� ��� ���� &�����'3����$1 ����� ������� ���������� � ������'

������ ����� �������� � ���������� ����� �����%

$ %��&�
��


� ����� ������������ ��������� ����� ��� ������� ����� ����������� ���'

�� ��� �"# �� ������������������� ������� ��� ������1 ���������� �� ��'

���� ������ ����� *+	,% )������ ��������� ����� ��� �"# ������������

� ������ ������ �� � �������������� ���� ������ *+,1 � � ������������ ���

��/���� �� ����� ��������� 0����%

#��/���� ���� ����������� ����������� ������� �������� � 0���� !=%+$1

��� ������� ������� ����� ������ ����� ���� "�������1 ���������� �� ��'

����������� ������� ��4�����1 ����� �� � -������ ����� ����� �������'

��� ��� ������% 9���� ������� ������ ������ ������� ���������� 0�����'

���� �������� ������� �������� � �������� ��������� ���������1 �������� �



����
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