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À.Ä. Áðþíî, È.Â. Ãîðþ÷êèíà. Îáçîð âñåõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæå-
íèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ P6. Ïðåïðèíò èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà, 2007.

Çäåñü èçëîæåíà èñòîðèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïðîáëåìû, äàí êðàòêèé îáçîð
ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ íåé, ñôîðìóëèðîâàíà öåëü èññëåäîâàíèÿ è ïðèâåäåíû
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â âèäå òåîðåì. Ìû ðàññìàòðèâàëè âñå àñèìïòîòè÷å-
ñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé øåñòîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå âáëèçè âñåõ òðåõ
åãî îñîáûõ òî÷åê x = 0, x = 1 è x = ∞ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ åãî ÷åòûðåõ
êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ. Îíè îáðàçóþò 111 ñåìåéñòâ è âêëþ÷àþò ðàçëî-
æåíèÿ ÷åòûðåõ òèïîâ: ñòåïåííûå, ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå, ñëîæíûå è
ýêçîòè÷åñêèå. Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ýòèõ ðàçëîæåíèé � íîâûå.

A.D. Bruno, I.V. Goryuchkina. Review of all asymptotic expansions of
solutions to the equation P6. Preprint of the Keldysh Institute of Applied
Mathematics of RAS. Moscow, 2007.

Here are the history of origin of the problem, short review of works,
formulating of purpose of the research and main results in form of theorems. We
considered all asymptotic expansions of solutions to the sixth Painlev�e equation
near all three its singular points x = 0, x = 1 and x = ∞ for all values of its four
complex parameters. They form alltogether 111 families and include expansions
of four types: power, power-logarithmic, complicated and exotic. Most of these
expansions are new.
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Ââåäåíèå

Â 1884-1885 ãîäàõ Ë. Ôóêñ [35] è À. Ïóàíêàðå [53�55] ïðåäëîæèëè èñ-
êàòü íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ðåøåíèÿ êîòîðûõ íå èìå-
þò êðèòè÷åñêèõ ïîäâèæíûõ îñîáûõ òî÷åê è íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðàíåå
èçâåñòíûå ôóíêöèè. Â 1889 ãîäó Ñ. Êîâàëåâñêàÿ [25] ïîêàçàëà, ÷òî îòñóò-
ñòâèå ïîäâèæíûõ êðèòè÷åñêèõ îñîáûõ òî÷åê â ðåøåíèÿõ ïîçâîëÿåò ïîñòðî-
èòü ðåøåíèÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå.

Îñîáàÿ òî÷êà x = x0 ôóíêöèè y(x) êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé x íàçû-
âàåòñÿ êðèòè÷åñêîé îñîáîé òî÷êîé, åñëè ïðè îáõîäå ýòîé òî÷êè çíà÷åíèå
ôóíêöèè y(x) ìåíÿåòñÿ. Ïîäâèæíîé îñîáîé òî÷êîé ðåøåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà, ïîëîæåíèå êîòîðîé
çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ çàäà÷è. Òàê, äëÿ ðåøåíèÿ y = 1/

√
x− x0,

ãäå x0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, òî÷êà x = x0 ÿâëÿåòñÿ ïîäâèæíîé êðè-
òè÷åñêîé îñîáîé òî÷êîé. Ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé íàçûâàþò âñÿêóþ îäíî-
çíà÷íóþ ôóíêöèþ íå èìåþùóþ â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè îñîáûõ òî÷åê,
êðîìå ïîëþñîâ.

Â 1887 ãîäó Ý. Ïèêàð [52] ïðåäëîæèë èññëåäîâàòü êëàññ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ = F (x, y, y′), (1)

ãäå F � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò y è y′ è ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ îò x, è
íàéòè ñðåäè óðàâíåíèé (1) òå óðàâíåíèÿ, ðåøåíèÿ êîòîðûõ íå èìåþò ïî-
äâèæíûõ êðèòè÷åñêèõ îñîáûõ òî÷åê. Â íà÷àëå XX âåêà Ï. Ïåíëåâå [49�51],
åãî ó÷åíèêè: Á. Ãàìáüå [37] è Ð. Ãàðíüå [38, 39], ðåøèëè çàäà÷ó, ïîñòàâëåí-
íóþ Ôóêñîì è Ïèêàðîì. Îíè íàøëè 50 êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà (1)
ñ ðåøåíèÿìè, íå èìåþùèìè ïîäâèæíûõ êðèòè÷åñêèõ îñîáûõ òî÷åê. Ïðè
ýòîì ðåøåíèÿ 44-õ óðàâíåíèé èç ýòèõ 50-òè âûðàæàëèñü ÷åðåç èçâåñòíûå
(ýëåìåíòàðíûå èëè ñïåöèàëüíûå) ôóíêöèè, à ðåøåíèÿ îñòàâøèõñÿ øåñòè
óðàâíåíèé îïðåäåëÿëè íîâûå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå òåïåðü íàçû-
âàþòñÿ òðàñöåíäåíòàìè Ïåíëåâå.

Øåñòîå óðàâíåíèå Ïåíëåâå âïåðâûå áûëî îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå Ð. Ôóê-
ñà [36]. Îíî èìååò âèä
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, (2)

ãäå a, b, c, d � êîìïëåêñíûå ïàðàìåòðû, x è y � êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå,
y′ = dy/dx. Óðàâíåíèÿ (2) èìååò òðè îñîáûå òî÷êè x = 0, x = 1 è x = ∞
è îáîçíà÷àåòñÿ êàê P6. Ý. Ïèêàð [52] íàøåë åãî ðåøåíèÿ â ÿâíîì âèäå ïðè
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îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ: a = b = c = 0, d = 1/2.
Ð. Ãàðíüå [39] èçó÷àë åãî ðåøåíèÿ áåç îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû.

Íîâàÿ âîëíà èíòåðåñà ê óðàâíåíèÿì Ïåíëåâå âîçíèêëà â 70-å ãîäû XX
âåêà ïîñëå îáíàðóæåííèÿ Ì. Àáëîâèöåì, À. Ðàìàíè è Õ. Ñåãóðîì [1, 31]
ñâÿçè èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ
óðàâíåíèÿìè Ïåíëåâå (ñì. òàêæå [24], [26]). Òàê øåñòîå óðàâíåíèå Ïåíëå-
âå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ðåäóêöèåé óðàâíåíèÿ Ýðíñòà, îïèñûâàþùåãî äâèæåíèå
ñîëèòîíîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ óðàâíåíèé Ïåíëåâå ðàññìàòðèâàþòñÿ
çàäà÷è: îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè èõ ðåøåíèé âáëèçè îñîáûõ òî÷åê;
ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé; ðàöèîíàëüíûå è àëãåáðàè÷å-
ñêèå ðåøåíèÿ; äèñêðåòèçàöèÿ; ïðèëîæåíèÿ óðàâíåíèé Ïåíëåâå (â îñíîâíîì
â ôèçèêå).

Çäåñü èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé øåñòîãî óðàâ-
íåíèÿ Ïåíëåâå (2) â åãî îñîáûõ òî÷êàõ x = 0, 1, ∞. Ðàçëîæåíèÿ â íåîñîáûõ
òî÷êàõ îïèñàíû â [42, � 46] è ñ ïîìîùüþ ñòåïåííîé ãåîìåòðèè � â [12]. Ïî-
äîáíûå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè. C. Øèìîìóðà [56 �
59], Ì. Æèìáî [45], Õ. Êèìóðà [46], K. Îêàìîòî [48] äîêàçàëè ðàçíûìè ìå-
òîäàìè ñóùåñòâîâàíèå è ñõîäèìîñòü äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ðàçëî-
æåíèé ðåøåíèé øåñòîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå. Â êíèãå Â. Ãðîìàêà, È. Ëýéíå,
Ñ. Øèìîìóðà [42, � 46] îïèñàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ åãî ðåøåíèé
ïî öåëûì ñòåïåíÿì íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ øåñòîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå Á. Äóáðîâèí è Ì. Ìàççîêêî [34,
47] ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïî öåëûì ñòåïåíÿì íåçàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé è ïåðâûå íåñêîëüêî ÷ëåíîâ íåñòåïåííûõ àñèìïòîòèê, à Ä. Ãóççåòòè
[43] � ýêçîòè÷åñêèå àñèìïòîòèêè. Ñðàâíåíèå èõ ðåçóëüòàòîâ ñ íàøèìè ïðè-
âåäåíû â � 2 ãë. 4.

Ïðè x → 0 ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ (2) âèäà

y = crx
r +

∑
s

csx
s, (3)

ãäå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè r è s � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, Re s > Re r, Re s âîç-
ðàñòàþò.

Áóäåì ðàçëè÷àòü ÷åòûðå òèïà ðàçëîæåíèé (3); â ïåðâûõ òðåõ èç íèõ
êîíå÷íî ÷èñëî ïîêàçàòåëåé s ñ îäèíàêîâîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ Re s.

Òèï 1. cr è cs � ïîñòîÿííûå (ñòåïåííûå ðàçëîæåíèÿ);

Òèï 2. cr � ïîñòîÿííûé, cs � ìíîãî÷ëåíû îò ln x (ñòåïåííî-ëîãàðèôìè-
÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ);

Òèï 3. cr è cs � ñòåïåííûå ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì ln x (ñëîæíûå
ðàçëîæåíèÿ).
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Òèï 4. Èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîêàçàòåëåé s ñ ôèêñèðîâàííîé Re s

è íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âûïóêëàÿ îáîëî÷êà òî÷åê r è s èç (3)
ñîäåðæèòñÿ â óãëå ñ âåðøèíîé â òî÷êå r, ó êîòîðîãî îäèí èç ãðàíè÷íûõ
ëó÷åé ïàðàëëåëåí ìíèìîé îñè è ðàñòâîð óãëà ìåíüøå π (ýêçîòè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ).

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî àðãóìåíò êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé x

îãðàíè÷åí ñ îäíîé ñòîðîíû.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òèïû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïðè x →

1 è x →∞.
Öåëü ðàáîòû � íàéòè âñå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ (3) ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ (2) âáëèçè åãî îñîáûõ òî÷åê x = 0, x = 1 è x = ∞ ïðè âñåõ êîì-
ïëåêñíûõ çíà÷åíèÿõ åãî ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ a, b, c, d.

Óðàâíåíèå (2) èìååò òðè ñèììåòðèè, ïåðåâîäÿùèå îñîáûå òî÷êè äðóã â
äðóãà:

1) x = 1/z, y = 1/w;
2) x = z, y = z/w;
3) x = 1− z, y = 1− w.

(4)

Ïåðâàÿ ñèììåòðèÿ îòîáðàæàåò ðàçëîæåíèÿ âáëèçè òî÷êè x = 0 â ðàç-
ëîæåíèÿ âáëèçè òî÷êè x = ∞. Âòîðàÿ ñèììåòðèÿ îòîáðàæàåò ðàçëîæåíèÿ
âáëèçè êàæäîé îñîáîé òî÷êè â ðàçëîæåíèÿ âáëèçè ýòîé æå òî÷êè. Òðå-
òüÿ ñèììåòðèÿ ïðåîáðàçóåò ðàçëîæåíèÿ âáëèçè òî÷êè x = 0 â ðàçëîæåíèÿ
âáëèçè òî÷êè x = 1.

Ïîýòîìó ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ çàäà÷à âáëèçè x = 0, à çàòåì ñ ïîìîùüþ
ñèììåòðèé ïîëó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé âáëèçè x =
∞ è x = 1.

Ñëó÷àé a · b 6= 0

Óðàâíåíèå (2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîé ñóììû. Äëÿ ýòî-
ãî îíî óìíîæàåòñÿ íà 2x2(x−1)2y(y−1)(y−x) è ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðåíîñèòñÿ
âëåâî. Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

f(x, y)
def
= 2y′′x2(x− 1)2y(y − 1)(y − x)− (y′)2[ x2(x− 1)2(y − 1)(y − x)+

x2(x− 1)2y(y − x) + x2(x− 1)2y(y − 1) ]+

2y′[ x(x− 1)2y(y − 1)(y − x) + x2(x− 1)y(y − 1)(y − x)+

x2(x− 1)2y(y − 1) ]− [ 2ay2(y − 1)2(y − x)2 + 2bx(y − 1)2(y − x)2+

2c(x− 1)y2(y − x)2 + 2dx(x− 1)y2(y − 1)2 ] = 0. (5)

Îíî èìååò 4 èñêëþ÷èòåëüíûõ ðåøåíèÿ:

I1 : y = 0 ïðè b = 0,



6
I2 : y = 1 ïðè c = 0,

I3 : y = x ïðè d = 1/2,

I4 : y = ∞ ïðè a = 0.

Ìíîãîóãîëüíèê óðàâíåíèÿ (5) è îáîçíà÷åíèÿ ñåìåéñòâ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì è ðåáðàì ìíîãîóãîëüíèêà, ïîêà-
çàíû íà ðèñ. 1.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ (3) ðåøåíèé âáëèçè íóëÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå âåðøèíàì ìíîãîóãîëüíèêà, èìåþòñÿ òîëüêî äëÿ âåðøèíû ñ êîîðäèíà-
òàìè (q1, q2) = (0, 3).

Òåîðåìà 1 . Ïðè x → 0 ñóùåñòâóþò ïÿòü ñåìåéñòâ äâóïàðàìåòðè÷å-
ñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (ïî cr è r),
îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé

y = crx
r +

∑
s

csx
s, (6)

ãäå êîìïëåêñíûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè òàêîâû: r � ïðîèçâîëüíûé, s ∈
{r + lr + m(1 − r); l, m ≥ 0; l + m > 0; l, m ∈ Z}. À èìåííî: ñåìåé-
ñòâî A0 ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé ñ Re r ∈ (0, 1), ñåìåéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé Aτ

00 ñ Re r = 0, r 6= 0 è Aτ
01 ñ Re r = 1, r 6= 1, τ = ±1.

Ñåìåéñòâà Aτ
00 èìåþò âèä

y =
r2

β cos2 [ln(C11 x)γ] + α sin2 [ln(C11 x)γ]
+

∑
Re s≥1

csx
s,

ãäå r � ïðîèçâîëüíàÿ ÷èñòî ìíèìàÿ ïîñòîÿííàÿ, τ = sgn (Im r), γ =
Im r/2, α + β = r2 − 2c + 2a, α · β = 2a r2, C11 � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëü-
íàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ðàçëîæåíèÿ (6) ñõîäÿòñÿ äëÿ ìàëûõ |x|. Ñåìåéñòâî A0 è åãî ñõîäèìîñòü
áûëè èçâåñòíû [44 � 46, 48, 56 � 61]. Ñåìåéñòâà A0, Aτ

00 è Aτ
01 ñóùåñòâóþò

ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ è èñ÷åðïûâàþò âñå ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå âåðøèíå (0, 3).

Èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé âáëèçè íóëÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ëåâîìó âåðòèêàëüíîìó ðåáðó ìíîãîóãîëüíèêà (ðèñ. 1).

Òåîðåìà 2 . (a) Ïðè a 6= c 6= 0 è x → 0 ñóùåñòâóþò îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé Bi è Bτ

i , i = 1, 2, τ = ±1, êîòîðûå â
çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé θ1 =

√
2c−

√
2a è θ2 =

√
2c+

√
2a îïðåäåëÿþò-

ñÿ îäíîé èç ôîðìóë (7), (9), (10), ïðèâåäåííûõ íèæå.
Åñëè Re θi = 0, òî ñåìåéñòâà Bτ

i îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Bτ
i : y = c0i +

∑
s

csix
s =

c0i

1− C7 xτθi
+

∑
Re s≥1

csix
s, (7)
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ãäå s ∈ {l + mτθi; l,m ∈ Z; l, m ≥ 0; l + m > 0}, êîìïëåêñíûå êîýôôèöè-
åíòû:

c0i = 1 + (−1)i
√

c/a, (8)

C7 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå csi � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíû.

Ïóñòü Re θi 6= 0 è ki = θi · sgn (Re θi).
Åñëè Re θi 6= 0 è θi 6∈ Z, òî ñåìåéñòâî Bi îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Bi : y = c0i +
∑

s

csix
s, (9)

ãäå s ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {l + mki, l, m ∈ Z, l, m ≥ 0, l + m > 0}, êîì-
ïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (8), ckii � ïðîèç-
âîëüíûé, îñòàëüíûå csi ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.
Åñëè θi ∈ Z\{0}, òî ñåìåéñòâî Bi îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Bi : y = c0i +
∞∑

s=1

csi(ln x) xs, (10)

ãäå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (8), csi ñ s < ki � ïî-
ñòîÿííû, ckii = αkii + βkii ln x, αkii � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîýôôèöè-
åíò βkii ïîñòîÿííûé è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé, îñòàëüíûå csi ñ s > ki

� ìíîãî÷ëåíû îò ln x, êîòîðûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ.
Â ñëó÷àå C7 = 0 ðàçëîæåíèÿ (7) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè, èõ ñåìåéñòâî îáî-

çíà÷àåòñÿ Bi.
Ñåìåéñòâî B2 ñóùåñòâóåò òàêæå ïðè a = c 6= 0.

(b) Ïðè a · c 6= 0 è x → 0 ñóùåñòâóþò òðè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåé-
ñòâà ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé.
À èìåííî, ñåìåéñòâî B3, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè a 6= c è îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëàìè

B3 : y = ϕ0 +
∞∑

σ=1

ϕσx
σ, (11)

ãäå

ϕ0 =
2

c− a

1

ln2 x
+

c−3

ln3 x
+

∞∑
s=4

c−s

lns x
=

2(c− a)

(c− a)2(ln x + C3)2 − 2a
, (12)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c−3 è C3 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿí-
íûå, îñòàëüíûå c−s � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; ϕσ ðÿäû ïî
óáûâàþùèì ñòåïåíÿì ëîãàðèôìîâ;
ñåìåéñòâà B4 è B5, êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè a = c 6= 0 è îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè

B3+j : y = φ0j +
∞∑

σ=1

φσjx
σ, j = 1, 2, (13)
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ãäå

φ0j = (−1)j 1√
2a

1

ln x
+

c−2j

ln2 x
+

∞∑
s=3

c−sj

lns x
=

(−1)j

√
2a ln x + C3

, j = 1, 2, (14)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c−2j (ò. å. C3)� ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ, îñòàëüíûå c−sj � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; φσj ðÿäû ïî
óáûâàþùèì ñòåïåíÿì ëîãàðèôìîâ.

(c) Ïðè c = 0 è x → 0 ñóùåñòâóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà
ðàçëîæåíèé B6, Bτ

6 , τ = ±1, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

y = 1 + cρx
ρ +

∑
s

csx
s, (15)

ãäå ρ =
√

2a è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Re
√

2a > 0 (ñåìåéñòâî ñòåïåí-
íûõ ðàçëîæåíèé B6) èëè Re

√
2a = 0 (ñåìåéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæå-

íèé Bτ
6), s ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {ρ + lρ + m; l, m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈

Z}, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: cρ � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ, âñå cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Ñåìåéñòâà Bτ
6 èìåþò òàêæå âèä

y =
1

1− cρxρ
+

∑
Re s≥1

csx
s.

Ðÿäû (7), (9), (10) è (15) ñõîäÿòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |x|. Ñåìåéñòâà
B1 � B6, Bτ

1 , Bτ
2 , Bτ

6 , ãäå τ = ±1, èñ÷åðïûâàþò âñå ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ëåâîìó âåðòèêàëüíîìó ðåáðó ìíîãîóãîëüíèêà (ðèñ. 1). Äëÿ ñåìåéñòâ
B1, B2 áûëè èçâåñòíû òîëüêî ïîäñåìåéñòâà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè è öåëûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíè [42]. Ñåìåéñòâà Bτ

1 , Bτ
2 , Bτ

6 , B3 � B6 �
íîâûå. Ñåìåéñòâà A0, Aτ

00, B1 � B6, Bτ
1 , Bτ

2 , Bτ
6 ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè. Ñ ïîìî-

ùüþ îñíîâíûõ ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ èç íèõ ïîëó÷àþòñÿ äðóãèå ñåìåéñòâà
ðàçëîæåíèé. Ïðè x → 0 èç áàçîâûõ ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé B1 � B6 Bτ

1 , Bτ
2 ,

Bτ
6 ñ ïîìîùüþ âòîðîé ñèììåòðèè (4) óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ñåìåéñòâà H1

� H6, Hτ
1 , Hτ

2 , Hτ
6 , ñîîòâåòñòâóþùèå íèæíåìó íàêëîííîìó ðåáðó ìíîãî-

óãîëüíèêà (ðèñ. 1). Èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ïðè x → 0,
îáðàçóþùèõ ñåìåéñòâà A0, Aτ

00, Aτ
01, B1 � B6, Bτ

1 , Bτ
2 , Bτ

6 , H1 � H6, Bτ
1 ,

Bτ
2 , Bτ

6 , ñ ïîìîùüþ ïåðâîé ñèììåòðèè (4) óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ñåìåéñòâà
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé A∞, Aτ

∞0, Aτ
∞1, G1 � G6, Gτ

1 , Gτ
2 , Gτ

6 , D1 � D6,
, Dτ

1 , Dτ
2 , Dτ

6 ïðè x →∞.

Ñëó÷àé a = 0, b 6= 0

Ïðè a = 0, b 6= 0 ìíîãîóãîëüíèê óðàâíåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 2. Ïðè
a = 0, b 6= 0 èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé âáëèçè íóëÿ
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(îòëè÷íûå îò ðàçëîæåíèé èìåþùèõñÿ â ñëó÷àå a · b 6= 0), ñîîòâåòñòâóþùèå
âåðøèíå (0, 4).

Òåîðåìà 3 . (a) Ïðè x → 0 è a = 0, b 6= 0, c 6= 0 ñóùåñòâóþò îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé ðåøåíèé B7 è Bτ

7 , τ = ±1, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

y = crx
r +

∑
s

csx
s, (16)

ãäå r =
√

2c è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Re
√

2c < 0 (ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ
ðàçëîæåíèé B7) èëè Re

√
2c = 0 (ñåìåéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Bτ
7 , τ = sgn (Im r)), s ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {r− lr+m; l, m ≥ 0; l+m >

0; l, m ∈ Z}, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: cr � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, âñå cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Ñåìåéñòâà B7 è Bτ
7 òèïîâ 1 è 4 èñ÷åðïûâàþò âñå ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå âåðøèíå (0, 4) (ðèñ. 2). Ïðè a = 0, b 6= 0 îòñóòñòâóþò àñèìïòîòè-
÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé âáëèçè íóëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãîðèçîíòàëü-
íîìó ðåáðó. Òåïåðü ïðè a = 0, b 6= 0 èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæå-
íèÿ ðåøåíèé âáëèçè íóëÿ, îòëè÷íûå îò ðàçëîæåíèé, èìåþùèõñÿ â ñëó÷àå
a · b 6= 0, è ñîîòâåòñòâóþùèå âåðòèêàëüíîìó ðåáðó.

Òåîðåìà 3. (b) Ïðè x → 0 è a = c = 0, b 6= 0 ñóùåñòâóåò îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ñ ïîñòîÿííûìè
êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè

B8 : y = c0 +
+∞∑
s=1

csx
s, (17)

ãäå c0 6= 0, 1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ïðè a = 0 6= c èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëî-

æåíèé B3. Ñåìåéñòâà B3 è B8 èñ÷åðïûâàþò ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
ëåâîìó âåðòèêàëüíîìó ðåáðó ðèñ. 2. Ðÿäû (16) è (17) ñõîäÿòñÿ äëÿ äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ |x|. Ñåìåéñòâà B8 è B7 äëÿ öåëûõ r èçâåñòíû [42].

Ñåìåéñòâà B7, Bτ
7 è B8 òàêæå ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè. Ñ ïîìîùüþ ñèììåò-

ðèé óðàâíåíèÿ èç 19 áàçîâûõ ñåìåéñòâ A0, Aτ
00, B1 � B8, Bτ

1 , Bτ
2 , Bτ

6 , Bτ
7

ïîëó÷àþòñÿ âñå îñòàëüíûå ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé ðåøåíèé â îêðåñòíîñòÿõ
âñåõ òðåõ îñîáûõ òî÷åê. Âáëèçè êàæäîé îñîáîé òî÷êè èìååì 18 · 2 + 1 = 37
ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé è âñåãî 3 · 37 = 111 ñåìåéñòâ. Â òàáë. 1 ïîêàçàíî
ñóùåñòâîâàíèå áàçîâûõ ñåìåéñòâ B1 � B8, Bτ

1 , Bτ
2 , Bτ

6 , Bτ
7 â çàâèñèìîñòè îò

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ.
C ïîìîùüþ ïåðâîé ñèììåòðèè (4) èç áàçîâûõ ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé B7,

Bτ
7 è B8 ïîëó÷àþòñÿ ñåìåéñòâà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé G7,
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Gτ

7 è G8 âáëèçè áåñêîíå÷íîñòè (îòëè÷íûå îò ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé èìåþ-
ùèõñÿ â ñëó÷àå a · b 6= 0), ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíå è íàêëîííîìó ðåáðó.
Èç ñëó÷àÿ a = 0, b 6= 0 ñ ïîìîùüþ âòîðîé ñèììåòðèè (4) óðàâíåíèÿ ïîëó-
÷àþòñÿ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé â ñëó÷àå b = 0, a 6= 0. Ñëó÷àé a = b = 0 íå
äàåò íîâûõ ðåçóëüòàòîâ.

C ïîìîùüþ òðåòüåé ñèììåòðèè (4) óðàâíåíèÿ èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàç-
ëîæåíèé ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïîëó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëî-
æåíèÿ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè åäèíèöû.

Èòàê, ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèé (4) èç 19 áàçîâûõ ñåìåéñòâ A0, Aτ
00, B1�B8,

Bτ
1 , Bτ

2 , Bτ
6 , Bτ

7 ïîëó÷àþòñÿ âñå îñòàëüíûå ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé ðåøåíèé â
îêðåñòíîñòÿõ âñåõ òðåõ îñîáûõ òî÷åê. Âáëèçè êàæäîé îñîáîé òî÷êè èìååì
18 · 2 + 1 = 37 ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé è âñåãî 3 · 37 = 111 ñåìåéñòâ. Â
òàáë. 1 ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå áàçîâûõ ñåìåéñòâ B1�B8, Bτ

1 , Bτ
2 , Bτ

6 , Bτ
7 â

çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû âñå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ (5), èáî êàæäîå óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå ëèáî ðåøàåòñÿ â ÿâíîì
âèäå, ëèáî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíî íå èìååò íóæíûõ ðåøåíèé; ýòî äàåò âñå
àñèìïòîòèêè ðåøåíèé. Êàæäàÿ àñèìïòîòèêà ïðîäîëæàåòñÿ âñåìè âîçìîæ-
íûìè ðàçëîæåíèÿìè.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [11, 15], à
äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ � â ïðåïðèíòàõ [13, 14, 23].
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uniformes liées par une relation algébrique // Acta Math. 1887. 11. 1�
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Òàáëèöà 1.
Çàâèñèìîñòü áàçîâûõ ñåìåéñòâ B îò ïàðàìåòðîâ.

0 6= a 6= c 6= 0 a = c 6= 0 a 6= 0 = c a = 0 6= c a = c = 0

B1, Bτ
1 B2, Bτ

2 I2 I4 I4

B2, Bτ
2 B4 B6, Bτ

6 B7, Bτ
7 I2

B3 B5 B3 B3 B8

Ðèñ. 1. Ðèñ. 2.
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