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À.Ä. Áðþíî, È.Â. Ãîðþ÷êèíà. Ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå ïðè èññëåäîâàíèè
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ P6. Ïðåïðèíò èíñòèòóòà
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà, 2007.

Çäåñü èçëîæåíû òå ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ñòåïåííîé ãåîìåòðèè, êîòî-
ðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøå-
íèé øåñòîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå. Ìåòîäû ñòåïåííîé ãåîìåòðèè ïðèìåíèìû
ê âåñüìà øèðîêîìó êëàññó óðàâíåíèé è ñèñòåì. Óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå îòíî-
ñÿòñÿ ê ñðàâíèòåëüíî óçêîìó êëàññó óðàâíåíèé ñî ñâîåé ñïåöèôèêîé. Â
÷àñòíîñòè, ýòà ñïåöèôèêà ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî ñòåïåííûå àñèìïòîòèêè
ðåøåíèé èìåþò íå áîëåå îäíîãî êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà è â ðàçëîæåíèÿõ îò-
ñóòñòâóþò êðàòíûå ëîãàðèôìû. Ïîýòîìó çäåñü èçëàãàþòñÿ òîëüêî ñëó÷àè,
ñîîòâåòñòâóþùèå íå áîëåå ÷åì îäíîìó êðèòè÷åñêîìó ÷èñëó è íåêðàòíîìó
ëîãàðèôìó.

A.D. Bruno, I.V. Goryuchkina. Methods are used for researching of
asymptotic expansions of solutions to the equation P6. Preprint of the Keldysh
Institute of Applied Mathematics of RAS. Moscow, 2007.

Here are written methods and results of power geometry which are used
to research asymptotic expansions of solutions to the six Panlev�e equation.
The methods of power geometry are applied to very wide class of equations
and systems. The equations of Painlev�e relate to comparatively narrow class of
equations with their speci�c character. Particular, this speci�c character shows
up in that the power asymptotic forms have no more than one critical value
and multiple logarithms are lacking in expansions. Thats why here is written
only cases corresponding to no more than one critical value and logarithm.

c©ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà, 2007 ã.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 05-01-
00050).

e-mail: abruno@keldysh.ru, chukhareva@yandex.ru
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�1. Ñòåïåííûå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé

1.1.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü x � íåçà-
âèñèìàÿ è y � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííûå, x, y ∈ C. Ïîëîæèì X = (x, y).

Äèôôåðåíöèàëüíûì ìîíîìîì a(x, y) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå îáû÷íî-
ãî ìîíîìà

cxr1yr2, (1.1.1)

ãäå c = const ∈ C, R = (r1, r2) ∈ R2, è êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîèçâîäíûõ âèäà

dly/dxl, l ∈ N. (1.1.2)

Ñóììà äèôôåðåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ

f(X) =
∑

ai(X) (1.1.3)

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñóììîé.
Ïóñòü çàäàíî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

f(X) = 0, (1.1.4)

ãäå f(X) � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñóììà, â êîòîðóþ y âõîäèò â öåëûõ ñòåïå-
íÿõ. Ïîëîæèì

ω =

{
−1, åñëè x→ 0,

1, åñëè x→∞.
(1.1.5)

Ïóñòü x→ 0 èëè x→∞ è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1.4) èìååò âèä

y = crx
r + o

(
|x|r+ε

)
, (1.1.6)

ãäå êîýôôèöèåíò cr = const ∈ C, cr 6= 0, ïîêàçàòåëè ñòåïåíè r, ε ∈ R è
ωε < 0. Òîãäà âûðàæåíèå

y = crx
r, cr 6= 0 (1.1.7)

ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé ðåøåíèÿ (1.1.6).

Çàäà÷à 1.1.1. Äëÿ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ (1.1.4) íàéòè âñå ñòåïåííûå
àñèìïòîòèêè (1.1.7) åãî ðåøåíèé âèäà (1.1.6).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.1.1 ñòåïåííàÿ ãåîìåòðèÿ äàåò òåîðèþ è àëãîðèòìû,
îñíîâàííûå íà âûäåëåíèè óêîðî÷åííûõ óðàâíåíèé.

1.1.2. Âûäåëåíèå óêîðî÷åííûõ óðàâíåíèé. Êàæäîìó äèôôåðåíöè-
àëüíîìó ìîíîìó a(X) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åãî (âåêòîðíûé) ïîêàçà-
òåëü ñòåïåíè Q(a) = (q1, q2) ∈ R2 ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì. Äëÿ ìî-
íîìà âèäà (1.1.1) èìååì Q(cXR) = R, ò. å. Q(cxr1yr2) = (r1, r2); äëÿ
ïðîèçâîäíîé (1.1.2) èìååì Q(dly/dxl) = (−l, 1); ïðè óìíîæåíèè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ èõ ïîêàçàòåëè ñòåïåíè ñêëàäûâàþòñÿ êàê âåêòîðû
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Q(a1a2) = Q(a1)+Q(a2). Ìíîæåñòâî S(f) ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé Q(ai) âñåõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ ai(X), âõîäÿùèõ â äèôôåðåíöèàëüíóþ ñóì-
ìó (1.1.3), íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì ñóììû f(X). Î÷åâèäíî, S(f) ∈ R2.
×åðåç fQ(X) îáîçíà÷èì ñóììó òåõ ìîíîìîâ ai(X) èç (1.1.3), ó êîòîðûõ
Q(ai) = Q. Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíóþ ñóììó (1.1.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(X) =
∑

fQ(X) ïî Q ∈ S(f).

Çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè Γ(f) íîñèòåëÿ S(f) íàçûâàåòñÿ ìíîãîóãîëü-
íèêîì ñóììû f(X). Ãðàíèöà ∂Γ(f) ìíîãîóãîëüíèêà Γ(f) ñîñòîèò èç âåð-
øèí Γ

(0)
j è ðåáåð Γ

(1)
j . Èõ íàçûâàþò (îáîáùåííûìè) ãðàíÿìè Γ

(d)
j , ãäå âåðõ-

íèé èíäåêñ óêàçûâàåò ðàçìåðíîñòü ãðàíè, à íèæíèé � åå íîìåð. Êàæäîé
ãðàíè Γ

(d)
j ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííàÿ ñóììà

f̂
(d)
j (X) =

∑
ai(X) ïî Q(ai) ∈ S(f) ∩ Γ

(d)
j . (1.1.8)

Ïóñòü ïëîñêîñòü R2
∗ ñîïðÿæåíà ïëîñêîñòè R2 òàê, ÷òî äëÿ P = (p1, p2) ∈

R2
∗ è Q = (q1, q2) ∈ R2 îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈P ,Q〉 def

= p1q1 +

p2q2. Êàæäîé ãðàíè Γ
(d)
j â ïëîñêîñòè R2

∗ ñîîòâåòñòâóåò ñâîé íîðìàëüíûé
êîíóñ

U
(d)
j =

{
P : 〈P ,Q〉 = 〈P ,Q′〉, Q,Q′ ∈ S

(d)
j ,

〈P ,Q〉 > 〈P ,Q′′〉, Q′′ ∈ S(f) \ S
(d)
j

}
.

Ïóñòü âåêòîð Nj � ýòî âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ðåáðó Γ
(d)
j . Äëÿ ðåáðà Γ

(1)
j íîð-

ìàëüíûé êîíóñ � ýòî ëó÷, êîòîðûé íàïðàâëåí îò ðåáðà Γ
(1)
j íàðóæó ìíî-

ãîóãîëüíèêà Γ(f) è íàòÿíóò íà âåêòîð Nj. Äëÿ âåðøèíû Γ
(0)
j íîðìàëüíûé

êîíóñ U
(0)
j � ýòî îòêðûòûé ñåêòîð (óãîë) íà ïëîñêîñòè R2

∗ ñ âåðøèíîé â
íóëå P = 0, îãðàíè÷åííûé ëó÷àìè, ÿâëÿþùèìèñÿ íîðìàëüíûìè êîíóñàìè
ðåáåð, ïðèìûêàþùèõ ê âåðøèíå Γ

(0)
j .

Èòàê, êàæäîé ãðàíè Γ
(d)
j ñîîòâåòñòâóþò: íîðìàëüíûé êîíóñ U

(d)
j â R2

∗ è
óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

f̂
(d)
j (X) = 0. (1.1.9)

Òåîðåìà 1.1.1 [3, ãë. VI, òåîðåìà 1.1]. Åñëè óðàâíåíèå (1.1.4) èìååò ðå-

øåíèå (1.1.6) è ω(1, r) ∈ U
(d)
j , òî óêîðî÷åíèå (1.1.7) ðåøåíèÿ (1.1.6) ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ (1.1.8), (1.1.9).

Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ óêîðî÷åííûõ ðåøåíèé (1.1.7) óðàâíåíèÿ
(1.1.4) íàäî âû÷èñëèòü: íîñèòåëü S(f), ìíîãîóãîëüíèê Γ(f), âñå åãî ãðàíè
Γ

(d)
j , íîðìàëüíûå êîíóñû ðåáåð U

(1)
j è íîðìàëüíûå êîíóñû âåðøèí U

(0)
j .

Çàòåì äëÿ êàæäîãî óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ (1.1.8), (1.1.9) íàäî íàéòè âñå
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åãî ðåøåíèÿ (1.1.7), ó êîòîðûõ îäèí èç âåêòîðîâ ±(1, r) ëåæèò â íîðìàëü-
íîì êîíóñå U

(d)
j . Åñëè d = 0, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäèí èç âåêòîðîâ ±(1, r)

ëåæèò â U
(d)
j . Åñëè d = 1, òî ýòî ñâîéñòâî âñåãäà âûïîëíåíî.

1.1.3. Ðåøåíèå óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ. Çäåñü ðàññìîòðèì ïî îò-
äåëüíîñòè äâà ñëó÷àÿ: âåðøèíû Γ

(0)
j è ðåáðà Γ

(1)
j . Âåðøèíå Γ

(0)
j = {Q}

ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (1.1.9) ñ òî÷å÷íûì íîñèòåëåì Q è

ñ d = 0. Ïîëîæèì g(X)
def
= X−Qf̂

(0)
j (X), òîãäà ðåøåíèå (1.1.7) óðàâíåíèÿ

(1.1.9) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ g(X) = 0. Ïîäñòàâëÿÿ y = cxr â g(X),
ïîëó÷àåì, ÷òî g(x, cxr) íå çàâèñèò îò x è c è ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò r, ò.
å. g(x, cxr) ≡ χ(r), ãäå χ(r) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äèôôåðåí-
öèàëüíîé ñóììû f̂

(0)
j (X). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèÿ (1.1.7) óðàâíåíèÿ

(1.1.9) ïîêàçàòåëü r ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

χ(r)
def
= g(x, xr) = 0, (1.1.10)

à êîýôôèöèåíò cr � ïðîèçâîëüíûé. Èç êîðíåé ri óðàâíåíèÿ (1.1.10) íàäî
îòîáðàòü òîëüêî òå, äëÿ êîòîðûõ îäèí èç âåêòîðîâ ω(1, r), ãäå ω = ±1,

ëåæèò â íîðìàëüíîì êîíóñå U
(0)
j âåðøèíû Γ

(0)
j . Ïðè ýòîì çíà÷åíèå ω îïðå-

äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ (1.1.7) ñ ïðîèçâîëüíîé
êîíñòàíòîé cr ÿâëÿþòñÿ êàíäèäàòàìè íà ðîëü óêîðî÷åííûõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (1.1.4).

Óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (1.1.9) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî íå
ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûõ.

Çàìå÷àíèå 1.1.1 [3]. Åñëè óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (1.1.9) c d = 0 ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì, òî îíî íå èìååò ðåøåíèé âèäà (1.1.7). Ïîýòîìó óêîðî÷å-
íèÿ, ñîñòîÿùèå èç îäíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìîíîìà, ìîæíî íå ðàññìàòðè-
âàòü.

Ðåáðó Γ
(1)
j ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (1.1.9) ñ d = 1, íîð-

ìàëüíûé êîíóñ U
(1)
j êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ëó÷îì {λNj, λ > 0}. Âêëþ÷åíèåì

ω(1, r) ∈ U
(1)
j îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè r óêîðî÷åííîãî

ðåøåíèÿ (1.1.7) è çíà÷åíèå ω = ±1 â (1.1.5). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöè-
åíòà cr íàäî âûðàæåíèå (1.1.7) ïîäñòàâèòü â óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (1.1.9).
Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà íåêîòîðóþ ñòåïåíü x ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêîå îïðå-
äåëÿþùåå óðàâíåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà cr

˜̃f (cr)
def
= x−sf̂

(1)
j (x, crx

r) = 0. (1.1.11)

Êàæäîìó åãî êîðíþ cr = c
(i)
r 6= 0 ñîîòâåòñòâóåò ñâîå âûðàæåíèå (1.1.7),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êàíäèäàòîì íà ðîëü óêîðî÷åííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
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(1.1.4). Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (1.1.5), åñëè â íîðìàëüíîì êîíóñå U
(1)
j êîîðäè-

íàòà p1 < 0, òî x→ 0, à åñëè p1 > 0, òî x→∞.

Èòàê, êàæäîå óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (1.1.9) èìååò íåñêîëüêî ïîäõîäÿ-
ùèõ ðåøåíèé (1.1.7) ñ ω(1, r) ⊂ U

(d)
j . Îáúåäèíèì èõ â íåïðåðûâíûå ïî ω,

r, cr è ïàðàìåòðàì óðàâíåíèÿ (1.1.4) ñåìåéñòâà.
Åñëè íàñ èíòåðåñóþò íå âñå ðåøåíèÿ (1.1.6) óðàâíåíèÿ (1.1.4), à òîëüêî

òå, ó êîòîðûõ ω(1, r) ëåæèò â íåêîòîðîì çàäàííîì êîíóñå K, òî K íàçûâà-
åòñÿ êîíóñîì çàäà÷è [3, ãë. I, � 6]. Íàïðèìåð, äëÿ óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ
(1.1.9) íîðìàëüíûé êîíóñ U

(d)
j ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì çàäà÷è, åñëè íåò äðóãèõ

îãðàíè÷åíèé.

1.1.4. Êðèòè÷åñêèå ÷èñëà óêîðî÷åííîãî ðåøåíèÿ. Åñëè íàéäåíî
óêîðî÷åííîå ðåøåíèå (1.1.7), òî çàìåíà

y = crx
r + z, (1.1.12)

ïðèâîäèò óðàâíåíèå (1.1.4) ê âèäó

f̃(x, z)
def
= f(x, cxr + z) = 0, (1.1.13)

ãäå f̃(x, z) � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñóììà, âñå òî÷êè Q = (q1, q2) åå íîñèòåëÿ
S(f̃) èìåþò öåëóþ íåîòðèöàòåëüíóþ êîîðäèíàòó q2. Ê óðàâíåíèþ (1.1.13)
ìîæíî ïðèìåíèòü îïèñàííûå âûøå âû÷èñëåíèÿ (ò. å. íîñèòåëÿ, ìíîãî-
óãîëüíèêà, óêîðî÷åíèé è ò.ä.) è ïîëó÷èòü äëÿ ðåøåíèÿ (1.1.6) ñëåäóþùèé
÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ck0

xk0, ó êîòîðîãî k0 > r, åñëè x → 0, è k0 < r, åñëè
x → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èëàñü çàäà÷à 1.1.1 äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1.13),
íî òåïåðü ñ êîíóñîì çàäà÷è

K = {k = p2/p1 : kω < rω, p1ω > 0}. (1.1.14)

Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñóììà f̃(x, z) èìååò ñïå-
öèàëüíûé âèä, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âû÷èñëåíèÿ ðàçëî-
æåíèé ðåøåíèÿ (1.1.6). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.1.13) èìååò âèä

f̃(x, z)
def
= L(x)z + h(x, z) = 0, (1.1.15)

ãäå L(x) � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð è íîñèòåëü S(Lz) ñîñòî-
èò èç îäíîé òî÷êè (v, 1), ÿâëÿþùåéñÿ âåðøèíîé Γ̃

(0)
1 ìíîãîóãîëüíèêà Γ(f̃),

ó âñåõ òî÷åê Q = (q1, q2) íîñèòåëÿ S(h) êîîðäèíàòà q2 ≥ 0 è íåò òî÷êè
Q = (v, 1), íîðìàëüíûé êîíóñ âåðøèíû Γ̃

(0)
1 ñîäåðæèò âåêòîð P = (p1, p2)

ñ p1ω > 0.
Ïî àíàëîãèè ñ èçâåñòíîé â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå ïðîèçâîäíîé Ôðåøå

[28] ìû ââåäåì ôîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå (èëè ïåðâóþ âàðèàöèþ)
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δf(x, y)/δy äèôôåðåíöèàëüíîé ñóììû f(x, y), êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè è îïðåäåëÿåòñÿ èìè:

δ(cxq1yq2)/δy = cq2x
q1yq2−1, δ(dly/dxl)/δy = dl/dxl,

δ(f + g)/δy = δf/δy + δg/δy, δ(fg)/δy = (δf/δy)g + f(δg/δy).

Ñîãëàñíî âòîðîìó ñâîéñòâó ïåðâàÿ âàðèàöèÿ � ýòî ëèíåéíûé äèôôåðåíöè-
àëüíûé îïåðàòîð, ò. å. èìååò âèä

l∑
k=0

gk(x, y)
dk

dxk
, (1.1.16)

ãäå gk(x, y) ñóòü äèôôåðåíöèàëüíûå ñóììû.

Òåîðåìà 1.1.2 [32, 4]. Ïóñòü (1.1.7) � ðåøåíèå óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ

(1.1.9) ñ ω(1, r) ∈ U
(d)
j . Òîãäà â óðàâíåíèè (1.1.15) îïåðàòîð

L(x) =
δf̂

(d)
j (x, y)

δy
íà y = crx

r, (1.1.17)

ò. å. ðàâåí ïåðâîé âàðèàöèè, âû÷èñëåííîé íà ðåøåíèè (1.1.7). Ïðè ýòîì

S(Lz) = (v, 1), ãäå v = 〈 Q1, (1, r) 〉 − r ñ Q1 ∈ Γ
(d)
j .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè (1.1.13) óðàâíåíèå (1.1.4) ïðèíèìàåò
âèä (1.1.15), åñëè

L(x) 6≡ 0.

Ïóñòü ν(k) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äèôôåðåíöèàëüíîé ñóììû
L(x)z, ò. å.

ν(k) = x−v−kL(x)xk. (1.1.18)

Åñëè ν(k) 6≡ 0, òî êîðíè k1, ..., ks ìíîãî÷ëåíà ν(k) íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè óêîðî÷åííîãî ðåøåíèÿ (1.1.7). Òå èç âåùåñòâåííûõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë ki, êîòîðûå ëåæàò â êîíóñå çàäà÷è, ò. å. óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâàì (1.1.14), íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè ÷èñëàìè. Îíè èãðàþò
âàæíóþ ðîëü ïðè íàõîæäåíèè ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ (1.1.6), ÷òî áóäåò ïî-
êàçàíî â � 2.

Çàìå÷àíèå 1.1.2. Ñòåïåííîå ðåøåíèå (1.1.7) àëãåáðàè÷åñêîãî óêîðî÷åí-
íîãî óðàâíåíèÿ (1.1.9) ñ d = 1 íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è êðèòè÷å-
ñêèõ ÷èñåë, èáî äëÿ íåãî

ν(k) ≡ ν0 = const =
∂f̂

(1)
j

∂y
(1, cr).
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Åñëè cr � ïðîñòîé êîðåíü óðàâíåíèÿ (1.1.11), òî ν0 6= 0. Åñëè cr � êðàòíûé
êîðåíü óðàâíåíèÿ (1.1.11), òî ν0 = 0.

Åñëè L(x) 6≡ 0, òî ν(k) 6≡ 0. Åñëè æå L(x) ≡ 0, òî äëÿ óðàâíåíèÿ
(1.1.13) ñ ó÷åòîì êîíóñà çàäà÷è (1.1.14) íàäî âû÷èñëÿòü åãî ðåøåíèÿ êàê
îïèñàíî â ïï. 1.1.2, 1.1.3.

1.1.5. Àñèìïòîòèêè ñ êîìïëåêñíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíè. Ðàñ-
ñìîòðèì ðåøåíèÿ âèäà

y = cρx
ρ + o

(
|x|r+ε

)
, cρ 6= 0 (1.1.19)

ñ êîìïëåêñíûì ïîêàçàòåëåì ρ = r+ is, ãäå εω < 0. Èõ àñèìïòîòèêè èìåþò
âèä

y = cρx
ρ, cρ 6= 0. (1.1.20)

Äëÿ òàêèõ ðåøåíèé ñïðàâåäëèâî âñå ñêàçàííîå â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ, åñ-
ëè r = Re ρ.

Óòî÷íèì òîëüêî, ÷òî ðåøåíèÿ âèäà (1.1.20) óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ
(1.1.9) âîçíèêàþò òîëüêî äëÿ âåðøèí Γ

(0)
j , ò. å. äëÿ d = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1.1.10) ìîæåò èìåòü êîìïëåêñíûå êîðíè,
êîòîðûå îáîçíà÷èì ρ1, . . . , ρl. Ïîäõîäÿùèì êîðíåì ρi ÿâëÿåòñÿ òàêîé, äëÿ
êîòîðîãî îäèí èç âåêòîðîâ ±(1, Re ρi) ëåæèò â íîðìàëüíîì êîíóñå U

(0)
j .

Åñëè âìåñòî (1.1.12) ñäåëàòü çàìåíó

y = cρx
ρ + z, (1.1.21)

òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñóììà f̃(x, z)
def
= f(x, cρx

ρ+z) áóäåò ñîäåðæàòü îáû÷-
íûå ìîíîìû âèäà cxr1zr2 ñ êîìïëåêñíûìè r1. Òåîðåìà 1.1.2 ñîõðàíÿåòñÿ,
òîëüêî ïåðâóþ âàðèàöèþ íàäî âû÷èñëÿòü íà ðåøåíèè (1.1.20). Õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ν(k) òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ïî (1.1.18). Åãî êîðíè ki

òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè óêîðî÷åííîãî ðåøåíèÿ (1.1.20).
Òå èç íèõ, ó êîòîðûõ âåùåñòâåííûå ÷àñòè Re ki ëåæàò â êîíóñå çàäà÷è, ò. å.
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì (1.1.14), íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè ÷èñëàìè
óêîðî÷åííîãî ðåøåíèÿ (1.1.20).

Äëÿ óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ (1.1.9), ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðó Γ
(1)
j ,

èùóòñÿ òîëüêî ðåøåíèÿ (1.1.7) ñ âåùåñòâåííûì ïîêàçàòåëåì r, êîòîðûé îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íîðìàëüþ ê ýòîìó ðåáðó. Ðåøåíèÿ æå âèäà (1.1.20)
ñ êîìïëåêñíûì ρ, Re ρ = r è Im ρ 6= 0 ïðèâîäÿò ê ñòåïåííûì ðàçëîæå-
íèÿì (3), ó êîòîðûõ ó êîòîðûõ èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ csxs ñ
ôèêñèðîâàííûì Re s. Ïîýòîìó èõ íå ðàññìàòðèâàåì.

Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà èìååòñÿ íå áîëåå îäíîãî êðè-
òè÷åñêîãî ÷èñëà.
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�2. Còåïåííûå è ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå

ðàçëîæåíèÿ

1.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1.15) ñ ν(k) 6≡ 0 èñ-
êàòü ðåøåíèÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

z =
∑

ckx
k, ωk < ωr, (1.2.1)

ãäå ck = const ∈ C, òî ñîãëàñíî [4] òàêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèé ñóùåñòâóåò
òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ. Ïðè ýòîì îñíîâíîå óñëîâèå ýòî îòñóò-
ñòâèå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Åñëè æå íå íàêëàäûâàòü ýòèõ óñëîâèé, òî
ïîëó÷àþòñÿ ðàçëîæåíèÿ âèäà (1.2.1), ãäå ck ñóòü ìíîãî÷ëåíû îò lnx.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1.1.15), ò. å.

f̃(x, z)
def
= L(x)z + h(x, z) = 0, (1.2.2)

ãäå f̃(x, z) � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñóììà, â êîòîðóþ z âõîäèò â öåëûõ íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ, L(x) � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð.

Çàäà÷à 1.2.2. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.2.2) íàéòè âñå ðàçëîæåíèÿ åãî ðåøåíèé
âèäà

z =
∑

βk(lnx)x
k,

ãäå βk ñóòü ìíîãî÷ëåíû îò lnx ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïî-
êàçàòåëè k èëè Re k ëåæàò â êîíóñå çàäà÷è (1.1.14), åñëè îí åñòü.

1.2.2. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè íà ñëàãà-
åìûå â óðàâíåíèè (1.2.2) íàëîæèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå 1.2.1. Òî÷êà (v, 1) ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ìíîãîóãîëüíèêà Γ(f̃). Â
ñóììå f̃(x, z) åé ñîîòâåòñòâóåò ñëàãàåìîå L(x)z è òîëüêî îíî.

Åñëè óðàâíåíèå (1.2.2) ïîëó÷åíî èç (1.1.4) è L 6≡ 0, òî ýòî óñëîâèå
âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, òî äèôôåðåí-
öèàëüíàÿ ñóììà L(x)z èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (1.1.18) è
ν(k) 6≡ 0.

Ïàðàëëåëüíî ñäâèíåì íîñèòåëü S(f̃) íà âåêòîð (−v, − 1). Òîãäà âåð-
øèíà (v, 1), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷ëåíó L(x)z, ïåðåéäåò â íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ïóñòü çàäàíî òàêîå ÷èñëî r, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè Q′ ∈ S′
def
= S(f̃) − (v, 1)

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈ωR,Q′〉 ≥ 0, ãäå R = (1, r). Ïóñòü âåùåñòâåííîå
÷èñëî k1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó k1ω < rω èç (1.1.14). Ïóñòü S′+(k1) �
ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñóìì âåêòîðîâ Q′ ∈ S′ è âåêòîðà (k1, −1). Îáîçíà÷èì

K(k1) = S′+(k1) ∩ {q2 = −1}. (1.2.3)
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Ïðåäëîæåíèå 1.2.1 [8]. Ìíîæåñòâî K(k1) íå èìååò òî÷åê íàêîïëåíèÿ
â R, åñëè íîñèòåëü S(f̃) íå èìååò òî÷åê íàêîïëåíèÿ â R2.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.2 [8]. Ïóñòü Γ
(0)
j � òàêàÿ âåðøèíà ìíîãîóãîëüíèêà

Γ(f) óðàâíåíèÿ (1.1.4), ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

(1.1.9) èìååò ðåøåíèå (1.1.7) ñ ω(1, r) ∈ U
(0)
j è âñå òî÷êè ñäâèíóòîãî

íîñèòåëÿ S(f)− Γ
(0)
j ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

n∑
i=1

liMi, ãäå öåëûå li ≥ 0, à

Mi ∈ R2 � íåêîòîðûå âåêòîðà. Òîãäà äëÿ ìíîæåñòâà K óðàâíåíèÿ (1.2.2)
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

K ⊂ {k = r +
n∑

i=1

liri, öåëûå li ≥ 0,
n∑

i=1

li > 0},

ãäå ri = 〈(1, r),Mi〉, i = 1, . . . , n.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.3. Åñëè ìíîæåñòâî

K = {k = r +
n∑

i=1

liri, öåëûå li ≥ 0,
n∑

i=1

li > 0},

òî ìíîæåñòâî (1.2.3) èìååò âèä

K(k1) = {k = r +
n∑

i=1
liri +m(k1 − r), öåëûå li,m ≥ 0,

n∑
i=1

li +m > 0}.

1.2.3. Âû÷èñëåíèå ðàçëîæåíèé.

Òåîðåìà 1.2.1 [8]. Åñëè óðàâíåíèå (1.2.2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1.2.1,
òî îíî èìååò ôîðìàëüíîå ðåøåíèå

z = z∗(x)
def
=

∑
βk(lnx)x

k, k ∈ K(k1), (1.2.4)

ãäå βk(lnx) ñóòü ìíîãî÷ëåíû îò lnx è k1 � êðèòè÷åñêîå ÷èñëî óêîðî÷åí-
íîãî ðåøåíèÿ (1.1.7).

Äåéñòâèòåëüíî, äâèãàÿñü ïî òî÷êàì k ìíîæåñòâà (1.2.3) â íàïðàâëåíèè
âîçðàñòàíèÿ −ω(k− r), äëÿ êàæäîãî êîýôôèöèåíòà βk èç (1.2.4) ïîëó÷àåì
ëèíåéíîå óðàâíåíèå

L(x)βkx
k + θkx

k+v = 0, (1.2.5)

ãäå θk � ìíîãî÷ëåí îò êîýôôèöèåíòîâ βj è èõ ïðîèçâîäíûõ ñ −ωj − r) <
−ω(k − r), ò. å. −ωj < −ωk. Êðîìå òîãî, êîýôôèöèåíò θk çàâèñèò îò
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êîýôôèöèåíòîâ ñóììû h â (1.2.2). Íà ñàìîì äåëå, θk ýòî êîýôôèöèåíò
ïðè xk+v â ñóììå

h

x, ∑
−ωr<−ωj<−ωk

βjx
j

 . (1.2.6)

Ïóñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ βj ñ −ωj < −ωk. Òîãäà
θk ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ξ

def
= ln x.

Ëåììà 1.2.1 [8]. Óðàâíåíèå (1.2.5) ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîìó äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ

Nk(ξ)βk(ξ) + θk(ξ)
def
=

∑ 1

m!
ν(m)(k)β

(m)
k (ξ) + θk(ξ) = 0, (1.2.7)

ãäå ν(m)(k) =
dmν(q)

dqm

∣∣∣∣
q=k

, β
(m)
k =

dmβk(ξ)

dξm
, m = 0, 1, 2, . . .

Ïóñòü µ(k) � íàèìåíüøåå çíà÷åíèå m, äëÿ êîòîðîãî ν(m)(k) 6= 0, è λ(k) �
ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà θk(ξ); ïðè ýòîì λ(k) = −1, åñëè θk ≡ 0.

Ëåììà 1.2.2 [8]. Ïóñòü θk(ξ) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè λ(k), òîãäà óðàâ-
íåíèå (1.2.7) èìååò ðåøåíèå βk(ξ), ÿâëÿþùååñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè
µ(k) + λ(k) è ñîäåðæàùåå µ(k) ïðîèçâîëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Çàìå÷àíèå 1.2.3. Çíàÿ îïåðàòîð L(x) è íîñèòåëü K(k1) ðàçëîæåíèÿ
(1.2.4), ìîæíî âû÷èñëÿòü åãî êîýôôèöèåíòû ïðÿìî ïî èñõîäíîìó óðàâ-
íåíèþ f(x, y) = 0, èáî êîýôôèöèåíò ïðè xk â ñóììå (1.2.6) ñîâïàäàåò ñ
êîýôôèöèåíòîì ïðè xk+v â ñóììå

f

x, crxr +
∑

−ωr<−ωj<−ωk

βjx
j

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëèâ íà÷àëüíûé îòðåçîê ðàçëîæåíèÿ

y = crx
r +

∑
βjx

j

è ïîäñòàâèâ åãî â f(x, y), ïîëó÷àåì ôóíêöèþ θk â óðàâíåíèè (1.2.7). Â
ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðåøàòü òàê, êàê îïèñàíî â ïîÿñíå-
íèè ê ëåììå 1.2.2.

Ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà k1 âûïîëíåíî óñëîâèå ñîâìåñòíî-
ñòè, åñëè äëÿ k = k1 â óðàâíåíèè (1.2.5) θk ≡ 0.
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Ñëåäñòâèå 1.2.1. Ïóñòü â óðàâíåíèè (1.2.5) θk � ìíîãî÷ëåí îò lnx ñòå-
ïåíè λ(k).

Åñëè â óðàâíåíèè (1.2.5) ÷èñëî k íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì è θk =
const, òî óðàâíåíèå (1.2.5) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

ν(k)βk + θk = 0, (1.2.8)

êîòîðîå èìååò ðåøåíèå βk = −θk/ν(k).
Àíàëîãè÷íî, åñëè θk ìíîãî÷ëåí îò lnx ñòåïåíè λ(k) è ν(k) 6= 0, òîãäà

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2.5), ãäå βk ìíîãî÷ëåí îò lnx ñòåïåíè
λ(k).

Åñëè â óðàâíåíèè (1.2.5) ÷èñëî k � åäèíñòâåííîå íåêðàòíîå êðèòè÷å-
ñêîå ÷èñëî è θk = const, òî βk èùåì â âèäå βk = αk + γk lnx è äëÿ íåãî
óðàâíåíèå (1.2.5) ïðèíèìàåò âèä

ν ′(k)γk + θk = 0. (1.2.9)

Îíî èìååò ðåøåíèå γk = −θk/ν
′(k). Ïðè ýòîì αk ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

Åñëè θk = 0 (ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè), òîãäà γk = 0
è βk = αk � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
ëîãàðèôìîâ íå âîçíèêàåò.

Êàê ïðàâèëî, óäàåòñÿ âû÷èñëèòü íå âñå ðàçëîæåíèå (1.2.4), à òîëüêî åãî
íà÷àëüíûé îòðåçîê. Ïðè ýòîì æåëàòåëüíî, ÷òîáû ýòîò îòðåçîê ñîäåðæàë
êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå k1. Òîãäà îí ñîäåðæèò âñå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå
ðàçëîæåíèÿ.

1.2.4. Ñòåïåíè ëîãàðèôìîâ â ðàçëîæåíèè. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòåïåíü
ord βk(ξ) ìíîãî÷ëåíîâ βk ðàñòåò âìåñòå ñ ðîñòîì −ω(k − r). Îöåíèì åå
ñâåðõó. Ïîëîæèì æ(j) = µ(j)/|j − r| è q∗ = max q2 ïî (q1, q2) ∈ S(f̃).

Òåîðåìà 1.2.2 [8] Åñëè â óðàâíåíèè (1.2.2) íåò ëîãàðèôìîâ, òî â ðåøå-
íèè (1.2.4)

ord βk ≤ q∗|k − r|
∑

0<−ω(j−r)<−ω(k−r)

æ(j), (1.2.10)

ãäå j, k ∈ K(k1).

Çàìå÷àíèå 1.2.4. Â ñèòóàöèè òåîðåìû 1.2.2 ðàçëîæåíèå (1.2.4) ìîæåò ñî-
äåðæàòü ëîãàðèôì lnx òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: à) åñëè â ìíîæåñòâå K
ëåæèò êðèòè÷åñêîå ÷èñëî k1, äëÿ êîòîðîãî íå âûïîëíåíî óñëîâèå ñîâìåñò-
íîñòè; á) åñëè ÷èñëî k1 � êðàòíîå êðèòè÷åñêîå ÷èñëî (â íàøåì ñëó÷àå ýòî
íå âñòðå÷àåòñÿ). Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè èç [4].



13
1.2.5. Ðåøåòêà íîñèòåëÿ ðàçëîæåíèÿ. Äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî Z â Rn

íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé, åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âåêòîðíûõ ñëîæå-
íèÿ è âû÷èòàíèÿ. Âåêòîðû B1, . . . , Bn îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè Z, åñëè
âñÿêàÿ òî÷êà Q ∈ Z ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Q = m1B1 + . . .+mnBn, ãäå âñå mi ∈ Z.

Òåîðåìà 1.2.3. [4]. Åñëè ìíîæåñòâî S′
def
= S(f) − (v,1) è òî÷êà (k1,−1)

ëåæàò â íåêîòîðîé ðåøåòêå Z, òî ìíîæåñòâî

K(k1) ⊂ Z ∩ {q2 = −1}.

1.2.6. Âû÷èñëåíèå âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïóñòü èçâåñòíû óêîðî÷åí-
íîå óðàâíåíèå (1.1.9), åãî ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå (1.1.7) è åãî êðèòè÷åñêîå
÷èñëî k1. Ïîêàæåì, êàê íàõîäèòñÿ áëèæàéøàÿ ê r òî÷êà s0 ìíîæåñòâà
K. Ïóñòü âåêòîð P = ω(1, r), ãäå ω = ±1 (ñì. (1.1.5)), íàïðàâëåí íà-
ðóæó ìíîãîóãîëüíèêà Γ(f). Ïóñòü µ = 〈P , Q〉 è µ′ = max〈P , Q′〉, ãäå
Q ∈ S

(d)
j , Q′ ∈ S(f)\S(d)

j .

Òåîðåìà 1.2.4 [15]. Áëèæàéøàÿ ê r òî÷êà s0 òàêîâà, ÷òî

|s0 − r| = µ− µ′.

Åñëè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå k1 îòñóòñòâóåò èëè îíî òàêîâî, ÷òî |k1−r| >
µ−µ′, òî ìîæíî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò cs0

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûäåëèì
â äèôôåðåíöèàëüíîé ñóììå f(x, y) âòîðîå ïðèáëèæåíèå

ˆ̂
f =

∑
fQ(x, y) ïî Q : 〈P , Q〉 = µ′,

ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó y = crx
r + cs0

xs0 â ñóììó

f̂
(d)
j +

ˆ̂
f (1.2.11)

è ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû. Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíò ïðè xµ′ω â
ñóììå (1.2.11), ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå ν(s0)cs0

+ bs0
= 0, ãäå bs0

�

ýòî êîýôôèöèåíò ñóììû ˆ̂
f (x, crx

r) ïðè xµ′ω.
Åñëè èìååòñÿ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèÿ k1 òàêîå, ÷òî |k1 − r| < µ − µ′, òî

s0 = k1 è êîýôôèöèåíò cs0
ïðîèçâîëüíûé.

1.2.7. Êîìïëåêñíûå ïîêàçàòåëè. Ïóñòü ÷èñëî k1 êîìïëåêñíîå, ó êî-
òîðîãî âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü Re k1 ëåæèò â êîíóñå çàäà÷è (1.1.14), ò. å.
ωRe k1 < ωr. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî S′+(k1) ñîäåðæèò òî÷êèQ = (q1, q2),
ó êîòîðûõ q1 ∈ C, q2 ∈ Z, à K � ýòî ìíîæåñòâî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
q1 ∈ C. Òîãäà òåîðåìà 1.2.1 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, òîëüêî â ðàçëîæåíèè
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(1.2.4) ïîêàçàòåëè k ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíû ïî ðîñòó −ω(Re k − r). Âñå
äàëüíåéøèå óòâåðæäåíèÿ ïï. 2.2 � 2.5 òàêæå îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè.

Åñëè æå â óðàâíåíèè (1.2.2) èìåþòñÿ xr1 ñ êîìïëåêñíûì ïîêàçàòåëåì r1,
òî íîñèòåëü S(f̃) ëåæèò â ïðÿìîé ñóììå C ⊕ R. Íî ïðè ïîñòðîåíèè ìíî-
ãîóãîëüíèêà Γ(f̃) ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî Re q1, ò. å. Re S(f̃). Âñå äàëüíåé-
øèå êîíñòðóêöèè è ðåçóëüòàòû ñîõðàíÿþòñÿ. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé (1.2.1)
ñ êîìïëåêñíûìè ïîêàçàòåëÿìè k ðàññìàòðèâàëèñü â [33].

1.2.8. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé. Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.2.2) ðàçëîæå-
íèå (1.2.4) ñõîäèòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |x|−ω, òî ýòîìó ðàçëîæåíèþ
ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2.2). Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñóììû
f̃ â (1.2.2) è ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ (1.2.4) óñëîâèÿ åãî ñõîäèìîñòè ïðèâå-
äåíû â [4, 32]. Ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé â äèôôåðåíöèàëüíîé
ñóììå f(x, z) íàçîâåì åå ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è îáîçíà÷èì π(f).

Òåîðåìà 1.2.5 [8]. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñóììû f̃ óðàâíåíèÿ (1.2.2)
ñòåïåííîå ðàçëîæåíèå åãî ðåøåíèÿ (1.2.4) ñõîäèòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìà-
ëûõ |x|−ω 6= 0, åñëè

π(Lz) = π(f̃).

Î÷åâèäíî, ÷òî π(f̃) = π(f), íî, âîîáùå ãîâîðÿ, π(Lz) ≤ π(f̂), õîòÿ
ñòðîãîå íåðàâåíñòâî çäåñü èìååòñÿ òîëüêî â âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ.

Åñëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.2.2) è ðàçëîæåíèå (1.2.4) âåùå-
ñòâåííû, òî ó óðàâíåíèÿ (1.2.2) âñåãäà ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå ðå-
øåíèå, äëÿ êîòîðîãî ðÿä (1.2.4) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì.
Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêîå ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî. Äàæå ðàçëîæåíèå ñ êîì-
ïëåêñíûìè ïîêàçàòåëÿìè ìîæåò áûòü âåùåñòâåííûì äëÿ âåùåñòâåííûõ
çíà÷åíèé ïåðåìåííîé.

�3. Íåñòåïåííûå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé

1.3.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü x → 0
èëè x→∞. Äâå ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) íàçûâàþòñÿ ñëàáî (àñèìïòîòè÷åñêè)
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

ψ(x)/ϕ(x) → 1.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé àñèìïòîòèêîé ôóíêöèè ψ(x) è
íàîáîðîò. Îáîçíà÷èì k-êðàòíûå ýêñïîíåíòó è ëîãàðèôì ÷åðåç exp(k) x è
ln(k) x ñîîòâåòñòâåííî, ò. å.

exp(k) x
def
= exp(exp(. . . (expx) . . .)) è ln(k) x

def
= ln(ln(. . . (lnx) . . .)).

Çàäà÷à 1.3.3. Äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1.4), ãäå f(x, y) � äèôôåðåíöè-
àëüíàÿ ñóììà, íàéòè âñå (ñëàáûå) àñèìïòîòèêè âèäà

y = cxr(expx)s1 . . . (exp(k) x)sk(lnx)t1 . . . (ln(l) x)tl, (1.3.1)
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ãäå c = const ∈ C, c 6= 0; r, si, ti = const ∈ R èëè C.

Â � 1 èçëîæåí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ âñåõ ñòåïåííûõ àñèìïòîòèê, ò. å. âèäà
(1.1.7). Ïîýòîìó çäåñü ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà âû÷èñëåíèè âñåõ íåñòåïåííûõ
àñèìïòîòèê ðåøåíèé (1.3.1), ò. å. íå èìåþùèõ âèäà (1.1.7).

Ïîðÿäêîì ôóíêöèè ϕ(x) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

r = lim
ln |ϕ(x)|

ln |x|
∈ [−∞, +∞],

åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Î÷åâèäíî, ÷òî ñëàáî ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè
èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê.

Äâå ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) ñèëüíî (àñèìïòîòè÷åñêè) ýêâèâàëåíòíû, åñ-
ëè

ϕ(x) = ψ(x)[1 + o (|x|ωε|ψ(x)|ω2ε)]

äëÿ íåêîòîðîãî ε < 0, ãäå

ω2 =


−1, åñëè ψ(x) → 0,

0, åñëè ψ(x) → const 6= 0,
1, åñëè ψ(x) →∞.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîé àñèìïòîòèêîé ôóíêöèè ψ(x)
è íàîáîðîò.

Ïóñòü y = ϕ(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1.4), è ôóíêöèÿ ϕ(x) èìååò
ïîðÿäîê r. Òîãäà íîðìàëüíûì êîíóñîì u ýòîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëó÷

u =


λ(0, − 1), åñëè r = −∞;
λω(1, r), åñëè r ∈ R;
λ(0, 1), åñëè r = +∞, λ > 0.

Ïîíÿòèå êîíóñ çàäà÷è ïðèìåíèìî è ê ðåøåíèÿì ñ òàê îïðåäåëåííûì íîð-
ìàëüíûì êîíóñîì u.

Òåîðåìà 1.3.1 [3, ãë. VI, òåîðåìà 1.1]. Åñëè ðåøåíèå y = ϕ(x) óðàâíå-
íèÿ (1.1.4) èìååò íîðìàëüíûé êîíóñ u, òî óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (1.1.9),
äëÿ êîòîðîãî u ⊂ U

(d)
j , èìååò ñèëüíî àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå

ðåøåíèå y = ψ(x).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ (ñëàáûõ) àñèìïòîòèê ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (1.1.4) òðåáóåòñÿ âûäåëèòü óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ è èõ íîð-
ìàëüíûå êîíóñû, ÷òî ïðèâîäèò ê êîíå÷íîìó ÷èñëó ñëåäóþùèõ çàäà÷.

Çàäà÷à 1.3.4. Äëÿ óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ (1.1.9) íàéòè âñå (ñëàáûå)

àñèìïòîòèêè åãî ðåøåíèé y = ψ(x) âèäà (1.3.1) ñ u ∈ U
(d)
j .
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Ñîãëàñíî ï. 1.1.1 óðàâíåíèþ (1.1.4) ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîóãîëüíèê Γ(f),

à óêîðî÷åííîìó óðàâíåíèþ (1.1.9) � åãî ðåáðî èëè âåðøèíà Γ
(d)
j . Íèæå

ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè 3 ñïîñîáà ðåäóêöèè çàäà÷è 1.3.4: äâà äëÿ ðåáðà
(â çàâèñèìîñòè îò åãî íàêëîíà) è îäèí äëÿ âåðøèíû.

Çàìå÷àíèå 1.3.5. Àëãåáðàè÷åñêîå óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (1.1.9) íå èìååò
ïîäõîäÿùèõ íåñòåïåííûõ ðåøåíèé, ò. å. íå äàåò íåñòåïåííûõ àñèìïòîòèê
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1.4).

1.3.2. Ñëó÷àé âåðòèêàëüíîãî ðåáðà Γ
(1)
j . Åñëè ðåáðî Γ

(1)
j âåðòèêàëüíî,

òî åãî íîðìàëüíûé êîíóñ

U
(1)
j = λω(1, 0), λ > 0, (1.3.2)

è ó âñåõ òî÷åê Q = (q1, q2) ∈ Γ
(1)
j êîîðäèíàòà q1 îäèíàêîâà. Ïîëîæèì

g(x, y) = x−q1f̂
(d)
j (x, y), (1.3.3)

òîãäà íîñèòåëü S(g) ëåæèò íà êîîðäèíàòíîé îñè q1 = 0. Ñîãëàñíî (1.3.2)

âñå ñòåïåííûå ðåøåíèÿ (1.1.7) ñ ω(1, r) ∈ U
(1)
j ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè y =

y0 = const, ãäå y0 � êîðåíü îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ

g̃(y)
def
= g(0, y) = 0. (1.3.4)

Êîðåíü y0 óðàâíåíèÿ (1.3.4) íàçûâàåòñÿ êðàòíûì, åñëè â íåì ïðîèçâîäíàÿ
dg̃(y)/dy ðàâíà íóëþ.

Äëÿ îòûñêàíèÿ íåñòåïåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1.9) ñäåëàåì ëîãà-
ðèôìè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå

ξ
def
= ln x. (1.3.5)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4 èç [3, ãë. VI] ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñóììà

g(x, y) ïåðåéäåò â äèôôåðåíöèàëüíóþ ñóììó h(ξ, y)
def
= g(x, y) è óðàâíåíèå

(1.1.9) ïðèìåò âèä
h(ξ, y) = 0. (1.3.6)

Èç (1.3.5) âèäíî, ÷òî ξ →∞ ïðè x→ 0 è ïðè x→∞, ò. å. äëÿ óðàâíåíèÿ
(1.3.6) ïîëó÷àåì çàäà÷ó 3 ñ êîíóñîì çàäà÷è

p1 ≥ 0. (1.3.7)

Òåîðåìà 1.3.2 [8, � 5]. Êîíå÷íûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ y0 6= 0 íåïîñòîÿí-
íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.3.6) ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíå-
íèÿ (1.3.4).
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Ïóñòü ðåáðî Γ
(1)
j ñîåäèíÿåò âåðøèíû Γ

(0)
j−1 = (q′1, q

′
2) è Γ

(0)
j = (q′1, q

′′
2), ãäå

öåëûå q′2 < q′′2 . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (1.3.4) èìååò áåñêîíå÷íûé
êîðåíü, åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà â (1.3.4) ìåíüøå q′′2 ; è èìååò íóëåâîé
êîðåíü, åñëè ó ìíîãî÷ëåíà â (1.3.4) íàèìåíüøàÿ ñòåïåíü ïî y áîëüøå q′2.

Òåîðåìà 1.3.3 [8, � 5]. Åñëè óðàâíåíèå (1.3.4) íå èìååò áåñêîíå÷íîãî (íó-
ëåâîãî) êîðíÿ, òî óðàâíåíèå (1.3.6) íå èìååò ðåøåíèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè (íóëþ).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè óðàâíåíèå (1.3.4) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, à
òàêæå áåñêîíå÷íîãî è íóëåâîãî êîðíåé, òî óðàâíåíèå (1.1.9) íå èìååò ïîä-
õîäÿùèõ íåñòåïåííûõ ðåøåíèé, ò. å. ïðåîáðàçîâàíèå (1.3.5) è äàëüíåéøèå
èññëåäîâàíèÿ äåëàòü íå íóæíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàäî ñäåëàòü ïðåîáðà-
çîâàíèå (1.3.5) è ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå (1.3.6).

Çàìåòèì, ÷òî óêîðî÷åíèå óðàâíåíèÿ (1.3.6) îòíîñèòåëüíî âåêòîðà (1, 0)
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (1.3.4), ò. å. g̃(y) ≡ ĥ(ξ, y). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ (1.3.6) ñ áåñêîíå÷íûìè è íóëåâûìè ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿ-
ìè y íàäî äëÿ óðàâíåíèÿ (1.3.6) âûäåëèòü óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùèå êîíóñó çàäà÷è (1.3.7). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(1.3.6) ñ êîíå÷íûìè ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè íàäî íàéòè âñå êðàòíûå êîð-
íè óðàâíåíèÿ (1.3.4). Ïóñòü y0 � òàêîé êðàòíûé êîðåíü. Òîãäà ïàðàëëåëü-
íûì ñäâèãîì y = y0 +z íàäî ïîìåñòèòü åãî â íà÷àëî êîîðäèíàò. Óðàâíåíèå
(1.3.6) ïðèìåò âèä

h̃(ξ, z)
def
= h(ξ, y0 + z) = 0. (1.3.8)

Òåïåðü äëÿ óðàâíåíèÿ (1.3.8) íàäî âûäåëÿòü åãî óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ ñ
êîíóñîì çàäà÷è p1 ≥ 0, p2 ≤ 0. Ýòî îïÿòü çàäà÷à 1.3.3.

Èòàê, äëÿ âåðòèêàëüíîãî ðåáðà çäåñü áûë îïèñàí îäèí øàã, ïîçâîëÿ-
þùèé íàéòè âñå ñòåïåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1.9) è äëÿ íàõîæäåíèÿ
íåñòåïåííûõ àñèìïòîòèê åãî ðåøåíèé ñâîäÿùèé çàäà÷ó 1.3.4 ê êîíå÷íîìó
÷èñëó çàäà÷ 1.3.3.

1.3.3. Ñëó÷àé ãîðèçîíòàëüíîãî ðåáðà Γ
(1)
j . Â ýòîì ñëó÷àå ó âñåõ òî÷åê

Q = (q1, q2) ðåáðà Γ
(1)
j êîîðäèíàòà q2 îäèíàêîâà. Ïîëîæèì

g(x, y)
def
= y−q2f̂

(1)
j (x, y) (1.3.9)

è ñäåëàåì ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå

η = d ln y/dx. (1.3.10)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4 èç [3, ãë. VI] ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè äèôôåðåíöè-

àëüíàÿ ñóììà g(x, y) ïåðåéäåò â äèôôåðåíöèàëüíóþ ñóììó h(x, η)
def
= g(x, y)
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è óðàâíåíèå (1.1.9) ïðèìåò âèä

h(x, η) = 0. (1.3.11)

Òåïåðü äëÿ óðàâíåíèÿ (1.3.11) ïîëó÷àåì çàäà÷ó 1.3.3 ñ êîíóñîì çàäà÷è

p1 + p2 ≥ 0.

Ñóììó ïîðÿäêîâ âñåõ ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â äèôôåðåíöèàëüíûé ìî-
íîì a(x, y), íàçîâåì ñóììàðíûì ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîíîìà
a(x, y) è îáîçíà÷èì ∆(a). Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñóììû (1.1.3) ñóììàð-
íûé ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

∆(f) = max
i

∆(ai).

Ïóñòü Ωj � ñòåïåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà χj(r) âåðøèíû Γ
(0)
j .

Ïóñòü ðåáðî Γ
(1)
j ñîåäèíÿåò âåðøèíû Γ

(0)
j−1 = (q′1, q

′
2) è Γ

(0)
j = (q′′1 , q

′
2) ñ q

′
1 <

q′′1 .

Òåîðåìà 1.3.4 [8, � 5]. Åñëè Ωj−1 = ∆(f̂
(0)
j−1) = ∆(f̂

(1)
j ) (èëè Ωj = ∆(f̂

(0)
j ) =

∆(f̂
(1)
j ), òî óðàâíåíèå (1.3.11) íå èìååò ïîäõîäÿùèõ ðåøåíèé ïðè x → 0

(èëè x→∞).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè Ωj−1 = ∆(f̂
(0)
j−1) = ∆(f̂

(1)
j ) = ∆(f̂

(0)
j ) = Ωj, òî

ïðåîáðàçîâàíèå (1.3.10) è äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå äåëàòü íå íàäî.

1.3.4. Ñëó÷àé âåðøèíû Γ
(0)
j . Ïóñòü Γ

(0)
j = {Q} . Ïîëîæèì

g(x, y)
def
= X−Qf̂

(0)
j (x, y), (1.3.12)

òîãäà S(g) = {0}. Ñòåïåííûå ðåøåíèÿ y = cxr óðàâíåíèÿ g(x, y) = 0 èìåþò
ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ c è ïîêàçàòåëü r, óäîâëåòâîðÿþùèé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

χ(r)
def
= g(x, xr) = 0. (1.3.13)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåñòåïåííûõ ðåøåíèé ñäåëàåì ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðå-
îáðàçîâàíèå

ξ = ln x, η = d ln y/d lnx. (1.3.14)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4 èç [3, ãë. VI] ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñóììà

g(x, y) ïåðåéäåò â äèôôåðåíöèàëüíóþ ñóììó h(ξ, η)
def
= g(x, y) è óðàâíåíèå

(1.1.9) ïðèìåò âèä
h(ξ, η) = 0. (1.3.15)

Èç (1.3.14) âèäíî, ÷òî ξ → ∞, ò. å. p1 ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óðàâíå-
íèÿ (1.3.15) ïîëó÷àåì çàäà÷ó 1.3.3 ñ êîíóñîì çàäà÷è p1 ≥ 0, p1 + p2 ≥ 0.
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Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (1.3.14) ñòåïåííîìó ðåøåíèþ (1.1.7) óðàâ-
íåíèÿ (1.1.9) ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííîå ðåøåíèå

η = r = const (1.3.16)

óðàâíåíèÿ (1.3.15).

Òåîðåìà 1.3.5 [8, � 5]. Êîíå÷íûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ η0 6= 0 íåïîñòîÿí-
íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.3.15) ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ
(1.3.13).

Ïóñòü ∆(g(x, y)) = k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g∗(x, y) ñóììó âñåõ òåõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ ñóììû g(x, y), ó êîòîðûõ ñóììàðíûé ïîðÿäîê
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðàâåí k, ò. å. ìàêñèìàëüíûé â g(x, y). ×åðåç coef (g∗)
îáîçíà÷èì ñóììó âñåõ ÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ â äèôôåðåíöèàëüíûõ ìî-
íîìàõ ñóììû g∗(x, y).

Òåîðåìà 1.3.6 [8, � 5]. Åñëè äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñóììà g(x, y) èç (1.3.12)
ñîäåðæèò íåíóëåâóþ ïîñòîÿííóþ (èëè äëÿ íåå coef (g∗) 6= 0), òî
óðàâíåíèå (1.3.15) íå èìååò ðåøåíèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ (èëè ê
áåñêîíå÷íîñòè).

Ñëåäñòâèå 1.3.2. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χj(r) äëÿ âåðøè-

íû Γ
(0)
j íå èìååò òàêèõ êðàòíûõ êîðíåé r, äëÿ êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí

èç âåêòîðîâ ±(1, r) ëåæèò â íîðìàëüíîì êîíóñå U
(0)
j , è, åñëè îäèí èç

âåêòîðîâ ±(0, 1) ëåæèò â U
(0)
j , òî Ωj = ∆(f̂

(0)
j ), ò. å. ìíîãî÷ëåí χj(r)

íå èìååò áåñêîíå÷íîãî êîðíÿ, òîãäà âåðøèíå Γ
(0)
j íå ñîîòâåòñòâóþò

íåñòåïåííûå àñèìïòîòèêè.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äëÿ f̂
(0)
j (x, y) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå íå

èìååò êðàòíûõ êîðíåé, ñóììà g(x, y) èìååò íåíóëåâîé ñâîáîäíûé ÷ëåí
è coef (g∗) 6= 0, òî óðàâíåíèå (1.1.9) íå èìååò ïîäõîäÿùèõ íåñòåïåííûõ
ðåøåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî óêîðî÷åíèå óðàâíåíèÿ (1.3.15) îòíîñèòåëüíî âåêòîðà
(1, 0) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (1.3.13), ò. å. χ(η) ≡ ĥ(ξ, η). Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.3.15) ñ áåñêîíå÷íûìè è íóëåâûìè ïðåäåëüíûìè
çíà÷åíèÿìè íàäî äëÿ óðàâíåíèÿ (1.3.15) âûäåëÿòü óêîðî÷åííûå óðàâíå-
íèÿ, ó êîòîðûõ íîðìàëüíûé êîíóñ ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîíóñîì çàäà÷è p1 ≥ 0,
p1+p2 ≥ 0, è ò.ä. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.3.15) ñ êîíå÷íûìè
íåíóëåâûìè ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè íàäî íàéòè âñå êðàòíûå êîðíè óðàâ-
íåíèÿ (1.3.13). Ïóñòü η0 � òàêîé êîðåíü. Ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì η = η0+ζ
íàäî ïîìåñòèòü åãî â íà÷àëî êîîðäèíàò. Óðàâíåíèå (1.3.15) ïðèìåò âèä

h̃(ξ, ζ)
def
= h(ξ, η0 + ζ) = 0. (1.3.17)
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Òåïåðü íàäî âûäåëÿòü óêîðî÷åíèÿ óðàâíåíèÿ (1.3.17) ñ êîíóñîì çàäà÷è p1 ≥
0, p2 ≤ 0. Ýòî îïÿòü çàäà÷à 1.3.3.

�4. Ñëîæíûå ðàçëîæåíèÿ

1.4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî êàê ó óêîðî÷åííîãî
óðàâíåíèÿ (1.1.9) íàõîäèòü íåñòåïåííûå ðåøåíèÿ

y = xrϕr(lnx), r ∈ R, (1.4.1)

êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü íåñòåïåííûìè àñèìïòîòèêàìè ðåøåíèé ïîëíîãî
óðàâíåíèÿ (1.1.4). Ïðè ýòîì ϕr ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì lnx:

ϕr = γρ(lnx)
ρ +

∑
γσ(lnx)

σ, σ < ρ, (1.4.2)

ãäå γρ = const è êîýôôèöèåíòû γσ ëèáî ïîñòîÿííû, ëèáî ÿâëÿþòñÿ ìíî-
ãî÷ëåíàìè îò êðàòíûõ ëîãàðèôìîâ (êîòîðûå çäåñü íå âñòðå÷àþòñÿ).

Çàäà÷à 1.4.5. Äëÿ íåñòåïåííîé àñèìïòîòèêè (1.4.1), (1.4.2), ÿâëÿþ-

ùåéñÿ ðåøåíèåì óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ (1.1.9) è èìåþùåé ω(1, r) ∈ U
(d)
j ,

íàéòè ðàçëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ ïîëíîãî óðàâíåíèÿ (1.1.4)

y = ϕrx
r +

∑
ϕsx

s, ωs < ωr, (1.4.3)

ãäå ϕs � ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì êðàòíûõ ëîãàðèôìîâ.

Çäåñü èçëàãàåòñÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óêîðî÷åííîå
óðàâíåíèå (1.1.9) ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå èëè íåãîðèçîíòàëüíîìó ðåáðó è
óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó îãðàíè÷åíèþ (íå äàåò êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë äëÿ
ðåøåíèÿ (1.4.1), (1.4.2)). Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ áóäåò ïîêàçàíî êàê ïîëó÷èòü
ðàçëîæåíèå (1.4.3), ó êîòîðîãî êîýôôèöèåíòû ϕs ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû ïî
óáûâàþùèì ñòåïåíÿì ïðîñòîãî ëîãàðèôìà âèäà

ϕs =
∑

ϕst(lnx)
t, t ≤ T (s), (1.4.4)

ãäå êîýôôèöèåíòû ϕst çàâèñÿò îò êðàòíûõ ëîãàðèôìîâ.

1.4.2. Âû÷èñëåíèå êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ âàðè-
àöèþ (1.1.16). Ýòî íåêîòîðûé ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
M(x, y), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ñóòü äèôôåðåíöèàëüíûå ñóììû. Ñäå-
ëàåì â íåì ñòåïåííîå ïðåîáðàçîâàíèå

y = xrz, (1.4.5)

ãäå r � òî æå ñàìîå, ÷òî è â (1.4.1). Ïîëó÷èì îïåðàòîð

N (x, z)
def
= M(x, y). (1.4.6)
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Ñäåëàåì â íåì ëîãàðèôìè÷åñêóþ çàìåíó

ξ = ln x. (1.4.7)

Òîãäà
N (x, z)

def
= xvÑ (ξ, z), (1.4.8)

ãäå v � ýòî ñòåïåíü ïî x îïåðàòîðà N è Ñ =
m∑

l=0
πl(ξ, z)(d

l/dξl) � äèô-

ôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïî ξ, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ñóòü äèôôåðåí-
öèàëüíûå ñóììû îò ξ, z. Â êàæäûé êîýôôèöèåíò πl ñîãëàñíî (1.4.2) ïîä-
ñòàâèì z = ϕr(ξ) è âûäåëèì ÷ëåíû ñ íàèáîëüøåé ñòåïåíüþ ξ. Ïóñòü n �
íàèáîëüøàÿ èç âñåõ ýòèõ ñòåïåíåé, ò. å.

πl(ξ, ϕr(ξ)) = αlξ
n+. . . , αl = const, l = 0, 1, . . . ,m,

m∑
l=0

|αl| 6= 0. (1.4.9)

Ïîëîæèì

Ñn = ξn
m∑

l=0

αl
dl

dξl
. (1.4.10)

Òîãäà Ñ = Ñn + . . . Ìíîãî÷ëåí

ν(k)
def
=

m∑
l=0

αlk
l (1.4.11)

íàçîâåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ óêîðî÷åííîãî ðåøåíèÿ (1.4.1), (1.4.2).
Åãî êîðíè k1, . . . , km � ýòî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðåøåíèÿ (1.4.1), (1.4.2). Òå
èç íèõ, êîòîðûå ëåæàò â êîíóñå çàäà÷è, ò. å. ωki < ωr, ÿâëÿþòñÿ êðèòè-
÷åñêèìè ÷èñëàìè óêîðî÷åííîãî ðåøåíèÿ (1.4.1), (1.4.2).

1.4.3. Âû÷èñëåíèå íîñèòåëÿ ðàçëîæåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ñòå-
ïåííàÿ àñèìïòîòèêà (1.1.7) ñ r ∈ R íå èìååò êðèòè÷åêèõ ÷èñåë, òî â
ðàçëîæåíèè (1.1.6) ïîêàçàòåëè ñòåïåíè s ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî K ⊂ R.
Äëÿ íåñòåïåííîé àñèìïòîòèêè (1.4.1) ïîä K áóäåì ïîíèìàòü òî æå ñàìîå
ìíîæåñòâî, ÷òî è äëÿ ñòåïåííîé àñèìïòîòèêè.

Òåîðåìà 1.4.1 [9]. Åñëè óêîðî÷åííîå ðåøåíèå (1.4.1), (1.4.2) íå èìååò
êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë, òî åìó ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå
(1.4.3), (1.4.4). Ïðè ýòîì ïîêàçàòåëè s ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî K, à
êðàòíîñòü ëîãàðèôìîâ â (1.4.3), (1.4.4) íå ïðåâîñõîäèò íàèáîëüøåé èõ
êðàòíîñòè â (1.4.1), (1.4.2).

Òåîðåìà 1.4.2 [9]. Åñëè â ñèòóàöèè òåîðåìû 1.4.1 ó ðàçëîæåíèé (1.4.2)
íåò êðàòíûõ ëîãàðèôìîâ, òî T (s) ≤ s(ρq − n) â ðàçëîæåíèÿõ (1.4.3),
(1.4.4), ãäå ρ èç (1.4.2), q = max q2 äëÿ òî÷åê (q1, q2) íîñèòåëÿ S(f), n èç
(1.4.9).
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Èòàê, åñëè àñèìïòîòèêà ñòåïåííàÿ, òî â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçëîæåíèè

(1.1.6) ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.1.4) êîýôôèöèåíòû βs íå áîëåå
÷åì ìíîãî÷ëåíû îò lnx. Åñëè æå àñèìïòîòèêà íåñòåïåííàÿ è èìååò âèä
(1.4.1), (1.4.2), òî â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçëîæåíèè (1.1.6) êîýôôèöèåíòû
βs � ýòî ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì lnx, ïðè÷åì èõ ïîêàçàòåëè ñòåïåíè
íå îãðàíè÷åíû ñíèçó.

Çàìå÷àíèå 1.4.6. Êàê ïðàâèëî, íàõîæäåíèå âñåãî ðàçëîæåíèÿ (1.4.2)
òðåáóåò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ, òàêæå êàê è êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ
(1.4.4). Îäíàêî âñåãäà çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìîæíî âû÷èñëèòü íà÷àëü-
íûå êóñêè ðàçëîæåíèÿ (1.4.2) è íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ðàçëîæåíèé (1.4.4).

�5. Ýêçîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ

1.5.1. Ðÿäû ñ ÷èñòî ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíè. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ x èçìåíÿåòñÿ íà óíèâåðñàëüíîé íàêðû-
âàþùåé, ò. å. x = exp(ρ + iϕ), ρ + iϕ = Lnx, ãäå i2 = −1, ρ, ϕ ∈ R,
ρ = ln |x|. Ïóñòü α = β + iγ � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ãäå β, γ ∈ R è γ 6= 0.
Òîãäà ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ

zα = exp(ρ+ iϕ)(β + iγ) = exp[ρβ − ϕγ + i(ργ + ϕβ)].

Ïðè ýòîì
|xα| = exp(ρβ − ϕγ). (1.5.1)

Âåùåñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ϕ = aρ+ b, ãäå a, b = const ∈ R, îïðåäå-
ëÿåò íåêîòîðóþ ïðÿìóþ íà óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé. Íà íåé

|xα| = exp[ρ(β − γa)− bγ].

Ïðè ρ→ −∞ ïðåäåë

lim[ρ(β − γa)− bγ] =


−∞, åñëè β − γa > 0,
−bγ, åñëè β − γa = 0,
+∞, åñëè β − γa < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim |xα| =


0, åñëè β − γa > 0,
const ∈ R, åñëè β − γa = 0,
∞, åñëè β − γa < 0.

Ïðè ýòîì lim |x| = 0, íî lim |xα| = ∞, åñëè β < γa , ò. å. sgn a = sgn βγ
è |a| > |β|/|γ|. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëþáûõ γ 6= 0 è β íà óíèâåðñàëüíîé
íàêðûâàþùåé åñòü òàêîé ïóòü ϕ = aρ + b, ÷òî |x| → 0 è |xα| → ∞. Â
÷àñòíîñòè, ïðè β = 0 äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàâåíñòâà sgn a = sgn γ.
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Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ xα ñ êîìïëåêñíûì ïîêàçàòåëåì α

óñòðîåíà äîâîëüíî ñëîæíî, åñëè ϕ = arg x ìåíÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííî â îáå
ñòîðîíû. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ϕ îãðàíè÷åíî ñ
îäíîé ñòîðîíû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðÿä

η(x) =
∞∑

k=0

ckx
iγk, (1.5.2)

ãäå ck = const ∈ C è γ = const ∈ R. Åñëè γ > 0, òî ñîãëàñíî (1.5.1)

|xiγk| = exp(−ϕγk) = [exp(−ϕγ)]k.

Ïîýòîìó ïðè ϕγ > 0 ðÿä (1.5.2) ìîæíî àáñîëþòíî ñóììèðîâàòü êàê ñòå-
ïåííîé ðÿä. Ïî ôîðìóëå Êîøè îí áóäåò àáñîëþòíî ñõîäèòüñÿ ïðè

exp(−ϕγ) < 1/ lim
k→∞

k
√
|ck|

def
= δ. (1.5.3)

Åñëè δ > 0 è γ > 0, òî íåðàâåíñòâî (1.5.3) âûïîëíåíî ïðè −ϕγ < ln δ, ò. å.
ïðè

ϕ > −γ−1 ln δ. (1.5.4)

Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (1.5.2) è xAη(x) ñîâïàäàþò ïðè
ëþáîì A = const ∈ C, åñëè èñêëþ÷èòü òî÷êè x = 0 è x = ∞. Ïîýòîìó â
äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ èñêëþ÷èì ýòè òî÷êè.

Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ðÿäà (1.5.2)

ζ(x) =
∞∑

k=0

ckx
sk , (1.5.5)

ãäå ck, sk = const ∈ C, Re sk = 0, |Im sk+1| > |Im sk| ≥ 0, sk íå èìåþò
òî÷åê íàêîïëåíèÿ è âñå Im sk îäíîãî çíàêà. Äëÿ åãî îáëàñòè àáñîëþòíîé
ñõîäèìîñòè ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

ϕ sgn(Im s2) > sgn(Im s2) lim
k→∞

ln |ck|
|sk|

. (1.5.6)

Äëÿ îäíîñòîðîííåãî ðÿäà (1.5.5), ãäå âñå Im sk îäíîãî çíàêà, îáëàñòü ñõî-
äèìîñòè åñòü ëèáî ϕ > ϕ0, åñëè Im sk ≥ 0, ëèáî ϕ < ϕ0, åñëè Im sk ≤ 0.
Ðÿä (1.5.5) îòíåñåì ê êëàññó P+, åñëè Im sk ≥ 0, è � ê êëàññó P−, åñëè
Im sk ≤ 0. Àíàëîãè÷íî ðÿä xAζ(x) îòíåñåì ê êëàññó P+ èëè P− â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ êëàññîì ðÿäà ζ(x) â (1.5.5).
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1.5.2. Ýêçîòè÷åñêèå ðÿäû. Ïóñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè s ñ êîîð-
äèíàòàìè Re s, Im s ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò s = 0 ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå:
îñü Im s è îòëè÷íàÿ îò íåå íàêëîííàÿ ïðÿìàÿ (ðèñ. 1). Îíè äåëÿò ïëîñêîñòü
íà ÷åòûðå âåðòèêàëüíûõ óãëà V τ

σ , σ, τ = ±1 (ðèñ. 1). Ïðè ýòîì êàæäûé
óãîë áóäåì ñ÷èòàòü çàìêíóòûì, ò. å. ñîäåðæàùèì ñâîþ ãðàíèöó. Íèæíèé
èíäåêñ σ óãëà V τ

σ ñîîòâåòñòâóåò çíàêó Re s íà åãî ãðàíèöå, ïðîõîäÿùåé ïî
íàêëîííîé ïðÿìîé, à âåðõíèé � çíàêó Im s íà åãî âåðòèêàëüíîé ãðàíèöå.
Ñòåïåííîé ðÿä

ξ(x) =
∑

csx
s ïî s ∈ K, (1.5.7)

ãäå cs = const ∈ C, áóäåì îòíîñèòü ê êëàññó Pτ
σ , åñëè åãî íîñèòåëü K ⊂ V τ

σ .
Áîëåå òîãî, ñòåïåííîé ðÿä âèäà xAξ(x) áóäåì îòíîñèòü ê òîìó æå êëàñ-
ñó. Ïðè ýòîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðÿäû âèäà (1.5.7), ó êîòîðûõ
íîñèòåëü K íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè s. Ðÿ-
äû (1.5.7) êëàññîâ Pτ

σ áóäåì íàçûâàòü ýêçîòè÷åñêèìè. Ñîãëàñíî ï. 1.5.1
íà óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè x = exp(ρ + iϕ)
îáëàñòü àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.5.7) êëàññà Pτ

σ ìîæåò èìåòü âèä

σρ < σρ0, τϕ < τϕ0, (1.5.8)

ãäå ρ0 è ϕ0 � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Ðÿä (1.5.7) êëàññà Pτ
σ

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðè |x|σ → 0 è ϕ → τ∞, èáî òîãäà |xα| ≥ |xβ|,
åñëè σReα ≤ σRe β, τ Imα ≤ τ Im β, ÷òî äàåò óïîðÿäî÷åííîñòü ìîíîìîâ xα

ïî ïîêàçàòåëÿì α.

1.5.3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü çàäàíî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå

f(x, y) = 0, (1.5.9)

ãäå f � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñóììà. Äëÿ åãî ðåøåíèé y = y(x) ïðè |x| → 0
è |x| → ∞ áóäåì èñêàòü ýêçîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ

y = crx
r +

∑
csx

s ïî s ∈ K, s 6= r, (1.5.10)

ãäå íîñèòåëü K ëåæèò â ñäâèíóòîì íà r âåðòèêàëüíîì óãëå r + V τ
σ ñ âåð-

øèíîé â òî÷êå r. Äëÿ îáû÷íûõ ðàçëîæåíèé (1.5.9), êîãäà ìíîæåñòâî K− r
ëåæèò â îäíîì "ãîðèçîíòàëüíîì óãëå", ðàñïîëîæåííîì ìåæäó äâóìÿ íà-
êëîííûìè ïîëóïðÿìûìè (ðèñ. 2), ïðîöåäóðà èõ ïîèñêà îïèñàíà â � 2. Òàêèå
ðàçëîæåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê îáîèì êëàññàì P±

σ îäíîâðåìåííî. Íèæå óêàæåì òå
èçìåíåíèÿ â ýòîé ïðîöåäóðå, êîòîðûå ïîçâîëÿò ïîëó÷èòü ýêçîòè÷åñêèå ðàç-
ëîæåíèÿ (1.5.10) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.5.9).

Íî ñíà÷àëà íàïîìíèì òå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ èç �� 1, 2, êîòîðûå îñòàþòñÿ
áåç èçìåíåíèÿ. Ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ñóììå f(x, y) ñòðîèòñÿ åå íîñèòåëü
S(f) è ìíîãîóãîëüíèê Γ(f), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé íîñè-
òåëÿ S(f). Ãðàíèöà ∂Γ(f) ìíîãîóãîëüíèêà Γ(f) ñîñòîèò èç âåðøèí Γ

(0)
j è
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ðåáåð Γ
(1)
j , íàçûâàåìûõ ãðàíÿìè Γ

(d)
j . Êàæäîé ãðàíè Γ

(d)
j ñîîòâåòñòâóåò ñâîå

óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå
f̂

(d)
j (x, y) = 0. (1.5.11)

Ïóñòü ñîãëàñíî (1.1.5)

ω =

{
−1, åñëè |x| → 0,

1, åñëè |x| → ∞.
(1.5.12)

Ãðàíè Γ
(d)
j ðàñïîëîæåíû íà ìíîãîóãîëüíèêå Γ(f) ëèáî ñëåâà, ëèáî ñïðà-

âà, ëèáî ââåðõó èëè âíèçó. Êàæäîé áîêîâîé ãðàíè Γ
(d)
j ñîîòâåòñòâóåò ñâîå

çíà÷åíèå

ω = ω
(d)
j =

{
−1, åñëè ãðàíü Γ

(d)
j ëåâàÿ,

1, åñëè ãðàíü Γ
(d)
j ïðàâàÿ.

Äëÿ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíè Γ
(d)
j âåëè÷èíà ω(d)

j ïðèíèìàåò îáà çíà÷åíèÿ
±1.

Åñëè ýêçîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ (1.5.10) îòíîñèòñÿ ê êëàññó Pτ
σ ,

òî σ = −ω.
1.5.4. Îïðåäåëåíèå íîðìàëüíîãî êîíóñà. Ñîãëàñíî ï. 1.1.2 íîðìàëü-
íûé êîíóñ U

(1)
k ðåáðà Γ

(1)
k � ýòî âåùåñòâåííûé ëó÷ U

(1)
k = {P = (p1, p2) =

λNk, λ > 0}, ãäå Nk � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ðåáðó Γ
(1)
k . Ïðèâåäåííûì íîð-

ìàëüíûì êîíóñîì Ŭ
(1)
k ðåáðà Γ

(1)
k áóäåì íàçûâàòü âíåøíèé íîðìàëüíûé

âåêòîð ω(1)
k (1, rk) ê ðåáðó Γ

(1)
k , ó êîòîðîãî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà åñòü ω(1)

k , ò. å.

Ŭ
(1)
k = U

(1)
k ∩ {p1 = ω

(1)
k }. Åñëè ðåáðî Γ

(1)
k ãîðèçîíòàëüíî, òî ω(1)

k = ±1, è

ω
(1)
k rk =

{
+∞ äëÿ âåðõíåãî ðåáðà,
−∞ äëÿ íèæíåãî ðåáðà.

Ïóñòü ê áîêîâîé âåðøèíå Γ
(0)
j ïðèìûêàþò ðåáðà Γ

(1)
k è Γ

(1)
k+1 ñ ïðèâåäåííûìè

íîðìàëüíûìè êîíóñàìè ω(1)
k (1, rk) è ω

(1)
k+1(1, rk+1) ñîîòâåòñòâåííî, rk < rk+1

è ω(1)
k = ω

(1)
k+1 = ω. Ïðèâåäåííûì íîðìàëüíûì êîíóñîì U

(0)
j âåðøèíû Γ

(0)
j

áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ P
def
= (p1, p2) = ω(1, r), ãäå r ïðîáåãàåò

çàìêíóòóþ ïîëîñó êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè r ñ äâóìÿ âûêîëîòîìû òî÷êàìè

rk ≤ Re r ≤ rk+1, r 6= rk, rk+1 (1.5.13)

(çàøòðèõîâàíà íà ðèñ. 3). Íîðìàëüíûé êîíóñ U
(0)
j âåðøèíû Γ

(0)
j � ýòî ìíî-

æåñòâî λŬ(0)
j ñ λ > 0. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì,

òàêæå êàê Ŭ
(0)
j .

Ïóñòü Γ
(0)
j è Γ

(0)
j+1 � äâå ñîñåäíèå âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà Γ(f) è ìåæäó

íèìè íàõîäèòñÿ åãî ðåáðî Γ
(1)
k . Òîãäà Ŭ

(0)
j è Ŭ

(0)
j+1 ïåðåñåêàþòñÿ ïî òî÷êàì
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âèäà ω(1, r), ãäå r ïðîáåãàåò äâå ïîëóïðÿìûå ñ Re r = rk: Im r < 0 è Im r >

0. Åñëè âåðøèíà Γ
(0)
j � âåðõíÿÿ èëè íèæíÿÿ íà ìíîãîóãîëüíèêå Γ(f), òî

ïðèìûêàþùèå ê íåé ðåáðà Γ
(1)
k è Γ

(1)
k+1 èìåþò ïðèâåäåííûå íîðìàëüíûå

êîíóñû Ŭ
(1)
k = ω

(1)
k (1, rk) è Ŭ

(1)
k+1 = ω

(1)
k+1(1, rk+1) ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè

ω
(1)
k = −1 è ω

(1)
k+1 = 1. Òîãäà âåðøèíå Γ

(0)
j ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äâà

ïðèâåäåííûõ íîðìàëüíûõ êîíóñà Ŭ
(0)
j− = {P = ω

(1)
k (1, r)}, ãäå r 6= rk,

Re r

{
≤ rk, åñëè âåðøèíà Γ

(0)
j íèæíÿÿ,

≥ rk, åñëè âåðøèíà Γ
(0)
j âåðõíÿÿ,

è Ŭ
(0)
j+ = {P = ω

(1)
k+1(1, r)}, ãäå r 6= rk+1,

Re r

{
≤ rk+1, åñëè âåðøèíà Γ

(0)
j íèæíÿÿ,

≥ rk+1, åñëè âåðøèíà Γ
(0)
j âåðõíÿÿ.

Íîðìàëüíûé æå êîíóñ U
(0)
j ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ òðåõ ìíîæåñòâ U

(0)
j =

{λŬ(0)
j−} ∪ {λŬ

(0)
j+} ∪ {λ(0, δ)}, ãäå λ > 0 è

δ =

{
−1, åñëè âåðøèíà Γ

(0)
j íèæíÿÿ,

1, åñëè âåðøèíà Γ
(0)
j âåðõíÿÿ.

Ïîëîæèì Ŭ
(0)
j = Ŭ

(0)
j− ∪ Ŭ

(0)
j+.

Íà êàæäîì áîêîâîì ðåáðå Γ
(1)
k èìåþòñÿ äâå âåðøèíû Γ

(0)
j è Γ

(0)
j+1, îäíà

èç íèõ � âåðõíÿÿ, à äðóãàÿ � íèæíÿÿ íà ýòîì ðåáðå.
Èòàê, êàæäîé ãðàíè Γ

(d)
j ìíîãîóãîëüíèêà Γ(f) ñîîòâåòñòâóåò ïðèâåäåí-

íûé íîðìàëüíûé êîíóñ Ŭ
(d)
j . Ïðè ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ òåîðåìà 1.1.1 îáîáùà-

åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Òåîðåìà 1.5.1 [10]. Ïóñòü óðàâíåíèå (1.5.9) èìååò ðåøåíèå (1.5.10)
êëàññà Pτ

σ , ò. å. ñ îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè r è ω = −σ, è ïóñòü ãðàíü

Γ
(d)
j óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

a) ω(1, r) ∈ Ŭ
(d)
j ;

b) â ñëó÷àå

d = 0, ω
(0)
j Re r = ω

(1)
k , Im r 6= 0 (1.5.14)

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

sgn(Im r) =

{
τ äëÿ íèæíåé âåðøèíû Γ

(0)
j ðåáðà Γ

(1)
k ,

−τ äëÿ âåðõíåé âåðøèíû Γ
(0)
j ðåáðà Γ

(1)
k ;

âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ Im r ïðîèçâîëüíî. Òîãäà óêîðî÷åíèå

y = crx
r (1.5.15)
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ðàçëîæåíèÿ (1.5.10) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ (1.5.11),

ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàíè Γ
(d)
j .

Óñëîâèå b) äåëàåò îäíîçíà÷íûì âûáîð óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ (1.5.11) â
òåõ ìåñòàõ, â êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ íîðìàëüíûå êîíóñû ñîñåäíèõ âåðøèí.
Ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ

τ =

{
sgn(Im r) äëÿ íèæíåé âåðøèíû ðåáðà,

−sgn(Im r) äëÿ âåðõíåé âåðøèíû ðåáðà.

1.5.5. Îïðåäåëåíèå êîíóñà çàäà÷è è êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë. Ïóñòü
íàéäåíî óêîðî÷åíèå (1.5.15) ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ (1.5.10). Äåëàåì çàìåíó

y = crx
r + z (1.5.16)

â óðàâíåíèè (1.5.9) è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ z

g(x, z)
def
= f(x, y) = 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.1 äëÿ ðàçëîæåíèé z ïî ñòåïåíÿì xs ïîëó÷àåì êîíóñ
çàäà÷è K, êîòîðûé âûäåëÿåòñÿ äâóìÿ íåðàâåíñòâàìè:

1) ωRe s ≤ ωRe r;
è ïðè Re s = Re r åùå
2) τRe s > τRe r.
Â ñëó÷àå (1.5.14) çíà÷åíèå τ îïðåäåëåíî, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îíî ïðî-

èçâîëüíî, ò. å. ïîëó÷àþòñÿ äâà êîíóñà çàäà÷è ñ τ = −1 è ñ τ = 1, êîòîðûå
îáîçíà÷èì Kτ .

Ñîãëàñíî ï. 1.1.4 óêîðî÷åííîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ν(k), êîðíè êîòîðîãî k1, . . . , kn ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè ðåøåíèÿ. Òå èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë kj, êîòîðûå ëåæàò â êîíóñå
çàäà÷è K, íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè ÷èñëàìè. Â ñëó÷àå (1.5.14) çíà÷åíèå
τ îïðåäåëåíî è êîíóñ çàäà÷è K åäèíñòâåíåí, ïîýòîìó êðèòè÷åñêèå ÷èñëà
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èìåþòñÿ äâà êîíóñà çàäà-
÷è Kτ è äëÿ êàæäîãî èç íèõ � ñâîé íàáîð êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë. Ïðè ýòîì
êðèòè÷åñêèå ÷èñëà kj ñ Re kj > ωRe r � îáùèå äëÿ îáîèõ K+ è K−, à ñ
Re kj = Re r � ðàçíûå äëÿ ðàçíûõ τ .

Ïðè ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ îñòàþòñÿ âåðíûìè âñå ïîñòðîåíèÿ è óòâåðæäå-
íèÿ � 2, ãäå k1 � êîìïëåêñíîå êðèòè÷åñêîå ÷èñëî.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.1 òåïåðü çâó÷èò òàê.

Ïðåäëîæåíèå 1.5.4. Ìíîæåñòâî K(k1) íå èìååò òî÷åê íàêîïëåíèÿ â
C, åñëè íîñèòåëü S(f) íå èìååò òî÷åê íàêîïëåíèÿ â C× R.
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Òåïåðü óòî÷íåííàÿ òåîðåìà 1.2.1 äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.5.9) ïîçâî-

ëÿåò ïîëó÷àòü ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ (1.5.10), ãäå cs ñóòü
ìíîãî÷ëåíû îò ëîãàðèôìà lnx. Ïîêàçàòåëè s â ðàçëîæåíèè (1.5.10) ìîæ-
íî óïîðÿäî÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 1.2.2 è 1.2.3
ìíîæåñòâî K(k1) − r ëåæèò â íåêîòîðîì öåíòðàëüíîì óãëå V ñ âåðøèíîé
â íóëå, ñòîðîíû êîòîðîãî ëèáî îáå ëåæàò íà íàêëîííûõ ïðÿìûõ, ëèáî îäíà
èç íèõ ëåæèò íà îñè Im s, ò. å. óãîë V èìååò âèä V τ

σ . Ïóñòü âåêòîðû P1 è
P2 � âíåøíèå íîðìàëè ê ñòîðîíàì óãëà V . Ïîëîæèì P = P1 +P2 = (p1, p2).
Òåïåðü äëÿ êàæäîé òî÷êè s = s′ + is′′ ∈ C ïîëîæèì ‖s‖ = p1s

′ + p2s
′′. Áó-

äåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà s ∈ C ïðåäøåñòâóåò òî÷êå t ∈ C, åñëè ‖s‖ > ‖t‖.
Ðàçëîæåíèå (1.5.10), ò. å. êîýôôèöèåíòû cs äëÿ s ∈ K, âû÷èñëÿþòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïî ýòîé óïîðÿäî÷åííîñòè ïîêàçàòåëåé s òàê, êàê îïèñàíî â
ëåììàõ 1.2.1 è 1.2.2.

Çàìå÷àíèå 1.5.7. Òàêèì îáðàçîì, ýêçîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ (èìåþùèå
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ñ ôèêñèðîâàííîé âåùåñòâåííîé ÷à-
ñòüþ) ðåøåíèé ÎÄÓ âîçíèêàþò â äâóõ ñëó÷àÿõ:

1. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî âåðøèíå, èìååò íåâåùåñòâåííûé êîðåíü, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì rk îäíîãî èç ðåáåð, ïðèìûêàþùèõ ê ýòîé âåð-
øèíå.

2. Åñëè ñòåïåííîå ðåøåíèå óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ èìååò êðèòè÷åñêîå
÷èñëî, îòëè÷íîå îò ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ýòîãî ðåøåíèÿ, íî ñ òîé æå âåùå-
ñòâåííîé ÷àñòüþ, ÷òî ó ýòîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè.

Âïðî÷åì, âòîðîé ñëó÷àé ýòî âàðèàíò ïåðâîãî, èáî êðèòè÷åñêèå ÷èñëà ÿâ-
ëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ
L(x)z = 0, ñîîòâåòñòâóþùåãî âåðøèíå ïîñëå çàìåíû (1.5.16).
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