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À.Ä. Áðþíî, È.Â. Ãîðþ÷êèíà

ÂÑÅ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ

ÐÀÇËÎÆÅÍÈß

ÐÅØÅÍÈÉ ÓÐÀÂÍÅÍÈß P6

ÏÐÈ a · b = 0

Ìîñêâà, 2007 ã.



ÓÄÊ 517.91

À.Ä. Áðþíî, È.Â. Ãîðþ÷êèíà. Âñå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ P6 â ñëó÷àå a · b = 0. Ïðåïðèíò èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé
ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà, 2007.

Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå P6 ïðè x → 0 è a = 0. Ïðè ýòîì,
ïîëó÷åíû 4 áàçîâûõ ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé åãî ðåøåíèé îòëè÷íûõ îò áà-
çîâûõ ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ïðè a · b 6= 0. Âñåãî ïðè x → 0 è
a = 0 ñóùåñòâóþò 11 ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ
ðàçëîæåíèÿ ÷åòûðåõ òèïîâ: ñòåïåííûå, ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå, ñëîæ-
íûå è ýêçîòè÷åñêèå. Áîëüøèíñòâî èç íèõ íîâûå. Ñëó÷àè a = 0, x → ∞ è
b = 0 ïîëó÷àþòñÿ èç ñëó÷àÿ a = 0, x → 0 ñ ïîìîùüþ îòðàæåíèé ñèììåòðèé
óðàâíåíèÿ. Ïðè a = b = 0 îòñóòñòâóþò ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé îòëè÷íûå îò
ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ïðè a · b 6= 0, a = 0 è b = 0. Ïîñëåäíèé ïàðàãðàô
ïîñâÿùåí ñðàâíåíèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìè.

A.D. Bruno, I.V. Goryuchkina. All asymptotic expansions of solutions to the
equation P6 in the case a · b = 0. Preprint of the Keldysh Institute of Applied
Mathematics of RAS. Moscow, 2007.

Here we consider the equation P6 for x → 0 and a = 0. In that, we obtained
4 base families of expansions of its solutions di�erent from base families of
expansions of solutions for a · b 6= 0. Altogether for x → 0 and a = 0 there
exist 11 families of expansions of solutions involving expansions of four types:
power, power-logarithmic, complicated and exotic. Most of them are new. Cases
a = 0, x → ∞ and b = 0 are obtained from the case a = 0, x → 0 by means
of re�ections of symmetries of the equation. For a = b = 0 there are absent
expansions of solutions di�erent from expansions of solutions for a ·b 6= 0, a = 0
and b = 0. The last paragraph is dedicated to comparison of obtained results
with known results.

c©ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà, 2007 ã.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 05-01-
00050).

e-mail: abruno@keldysh.ru, chukhareva@yandex.ru
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III. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ P6 â ñëó÷àÿõ

a = 0, b 6= 0 è a 6= 0, b = 0 âáëèçè íóëÿ è

áåñêîíå÷íîñòè

�1. Îáùèå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ

3.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ýòîé ãëàâå äëÿ øåñòîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå
(2.1.1) â äâóõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèé êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ:

1. a = 0, b 6= 0, c è d � ïðîèçâîëüíûå,

2. a 6= 0, b = 0, c è d � ïðîèçâîëüíûå;

èùåì àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ åãî ðåøåíèé ïðè x → 0 è x → ∞
âèäà (2.1.2) âñåõ ÷åòûðåõ òèïîâ � ñòåïåííûå, ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå,
ñëîæíûå è ýêçîòè÷åñêèå.

3.1.2. Íîñèòåëè è íîðìàëüíûå êîíóñû. Åñëè a = 0, òîãäà óðàâíåíèå
(2.1.5) ïðèìåò âèä

f(x, y)
def
= 2y′′x2(x− 1)2y(y − 1)(y − x)− (y′)2[ x2(x− 1)2(y − 1)(y − x)

+x2(x− 1)2y(y − x) + x2(x− 1)2y(y − 1) ]+
2y′[ x(x− 1)2y(y − 1)(y − x) + x2(x− 1)y(y − 1)(y − x)+

x2(x− 1)2y(y − 1) ]− [ 2bx(y − 1)2(y − x)2+
(3.1.1)

2c(x− 1)y2(y − x)2 + 2dx(x− 1)y2(y − 1)2 ] = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ó íîñèòåëÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1 à, ïðîïàäóò òî÷êè
(0, 6), (0, 5), (1, 5). Íîñèòåëü S(fa=0) ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.1.1), åãî

âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Γ(fa=0), ãðàíè Γ
(0)
i

def
= Qi, i = 2, 3, Γ̃

(0)
j

def
= Q̃j, j = 1, 2, 4,

Γ
(1)
1 , Γ

(1)
2 , Γ

(1)
3 , Γ̃

(1)
1 , Γ̃

(1)
2 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2 à (ãðàíè íîñèòåëÿ S(f), ñî-

õðàíèâøèåñÿ èç ñëó÷àÿ a · b 6= 0, ïîìå÷åíû âîëíîé), ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì ãðàíÿì âåùåñòâåííûå íîðìàëüíûå êîíóñû U

(d)
i , Ũ

(d)
j , d = 0, 1 � íà

ðèñ. 2 á.
Äëÿ ω = −1 ðàçáèåíèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè r ∈ C íà ïðèâåäåííûå

íîðìàëüíûå êîíóñû Ǔ
(d)
j è ˇ̃U

(d)

j ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.
Åñëè b = 0, òîãäà óðàâíåíèå (2.1.5) ïðèìåò âèä

f(x, y)
def
= 2y′′x2(x− 1)2y(y − 1)(y − x)− (y′)2[x2(x− 1)2(y − 1)(y − x)

+x2(x− 1)2y(y − x) + x2(x− 1)2y(y − 1)]+
+2y′[x(x− 1)2y(y − 1)(y − x) + x2(x− 1)y(y − 1)(y − x)+

x2(x− 1)2y(y − 1)]− [2ay2(y − 1)2(y − x)2+
2c(x− 1)y2(y − x)2 + 2dx(x− 1)y2(y − 1)2] = 0.

(3.1.2)
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Â ýòîì ñëó÷àå ó íîñèòåëÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1 à, ïðîïàäóò òî÷êè

(3, 0), (2, 1), (3, 1). Íîñèòåëü S(fb=0) ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.1.2), åãî

âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Γ(fb=0), ãðàíè Γ
(0)
i

def
= Qi, i = 5, 6, Γ̃

(0)
j

def
= Q̃j, j = 2, 3, 4,

Γ
(1)
4 , Γ

(1)
5 , Γ

(1)
6 , Γ̃

(1)
3 , Γ̃

(1)
4 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4 à (ãðàíè íîñèòåëÿ S(f), ñî-

õðàíèâøèåñÿ èç ñëó÷àÿ a · b 6= 0, ïîìå÷åíû âîëíîé), ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì ãðàíÿì âåùåñòâåííûå íîðìàëüíûå êîíóñû U

(d)
i , Ũ

(d)
j , d = 0, 1 � íà

ðèñ. 4 á.
Èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ (2.1.7) ìîæíî ñîêðàòèòü âû÷èñëåíèÿ. Ñ åå ïîìî-

ùüþ ñëó÷àé a = 0 ïåðåâîäèòñÿ â ñëó÷àé b = 0. Âåðøèíû Γ
(0)
2 , Γ

(0)
3 , Γ̃

(0)
1 ,

Γ̃
(0)
2 , Γ̃

(0)
4 è ðåáðà Γ

(1)
1 , Γ

(1)
2 , Γ

(1)
3 , Γ̃

(1)
1 , Γ̃

(1)
2 â ñëó÷àå a = 0, ñèììåòðè÷íû

âåðøèíàì Γ
(0)
5 , Γ

(0)
6 , Γ̃

(0)
3 , Γ̃

(0)
4 , Γ̃

(0)
2 è ðåáðàì Γ

(1)
4 , Γ

(1)
5 , Γ

(1)
6 , Γ̃

(1)
3 , Γ̃

(1)
4 â

ñëó÷àå b = 0 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîýòîìó äàëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé a = 0, à çàòåì ñ ïîìîùüþ

ñèììåòðèè (2.1.7) ïåðåíåñåì ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé b = 0.
Êðîìå òîãî, âåðøèíû Γ̃

(0)
1 , Γ̃

(0)
2 , Γ̃

(0)
3 , Γ̃

(0)
4 è ðåáðà Γ̃

(1)
1 , Γ̃

(1)
2 , Γ̃

(1)
3 , Γ̃

(1)
4 ,

èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 1 à, 2 à è 4 à ðàññìàòðèâàëèñü â ñëó÷àå a · b 6= 0 â
ãëàâå 2. ×ëåíû óðàâíåíèÿ (2.1.5), èìåþùèå ìíîæèòåëåì ïàðàìåòð a, èìåþò
íîñèòåëü, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 6 ñïëîøíûìè òî÷êàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè a = 0 ÷ëåíû â óðàâíåíèè (2.1.5), ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå âåðøèíàì Γ̃

(0)
1 , Γ̃

(0)
2 , Γ̃

(0)
4 è ðåáðàì Γ̃

(1)
1 , Γ̃

(1)
2 , îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé.

È ñîîòâåòñòâóþùèå èì óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ òàêæå íå ìåíÿþòñÿ, ò. å.
ñîõðàíÿþòñÿ âèäû ðàçëîæåíèé ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå èì, èçìåíÿÿñü,
áûòü ìîæåò, ëèøü â ÷ëåíàõ, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî.

Ïðè b = 0, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ a = 0, ÷ëåíû óðàâíåíèÿ (2.1.5), ñîîò-
âåòñòâóþùèå âåðøèíàì Γ̃

(0)
2 , Γ̃

(0)
3 , Γ̃

(0)
4 è ðåáðàì Γ̃

(1)
3 , Γ̃

(1)
4 , îñòàþòñÿ áåç èç-

ìåíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, â ðàçëîæåíèÿõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì
ãðàíÿì, ìîãóò èçìåíèòüñÿ ÷ëåíû íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, íî âèäû ðàçëîæåíèé
ñîõðàíÿþòñÿ.

Ïîýòîìó â ñëó÷àå a = 0 ðàññìîòðèì âåðøèíû Γ
(0)
2 , Γ

(0)
3 è ðåáðà Γ

(1)
1 ,

Γ
(1)
2 , Γ

(1)
3 , êîòîðûì ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü íîâûå âèäû ðàçëîæåíèé ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ (2.1.1).
Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå b = 0 íîâûå âèäû ðàçëîæåíèé ìîãóò ñîîòâåòñòâàòü

âåðøèíàì Γ
(0)
5 , Γ

(0)
6 è ðåáðàì Γ

(1)
4 , Γ

(1)
5 , Γ

(1)
6 , êîòîðûå ìû ïîëó÷èì èñïîëü-

çóÿ ñèììåòðèþ (2.1.7) è ðåçóëüòàòû ñëó÷àÿ a = 0.
Áîëåå òîãî, èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ (2.1.9) ìîæíî ñîêðàòèòü âû÷èñëåíèÿ

è â ñëó÷àå a = 0. Òàê êàê ñ åå ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âåð-
øèíå Γ

(0)
2 è ðåáðàì Γ

(1)
1 , Γ

(1)
2 , ïåðåâîäÿòñÿ â ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå

âåðøèíå Γ
(0)
3 è ðåáðàì Γ

(1)
3 , Γ

(1)
2 (è îáðàòíî).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîäðîáíî èçó÷èì îäíó âåðøèíó Γ
(0)
3 è äâà ðåáðà
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Γ
(1)
1 , Γ

(1)
2 â ñëó÷àå a = 0, à çàòåì ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèé (2.1.7), (2.1.9) ïå-

ðåíåñåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà âñå îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè. À èìåííî, ïðè
a = 0 ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè (2.1.9) ïîëó÷èì ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé, ñîîò-
âåòñòâóþùèå âåðøèíå Γ

(0)
2 è ðåáðó Γ

(1)
1 . À ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè (2.1.7) èç

ðàçëîæåíèé, âîçíèêàþùèõ â ñëó÷àå a = 0, ïîëó÷èì ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñëó÷àþ b = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1.4 ïðè a = 0 èìååòñÿ èñêëþ÷èòåëüíîå
ðåøåíèå I4 : y = ∞, à ïðè b = 0 � ðåøåíèå I1 : y = 0.

�2. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé âáëèçè íóëÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíå Γ
(0)
3

Âåðøèíà Γ
(0)
3

def
= Q3 � ëåâàÿ âåðõíÿÿ (ñì. ðèñ. 2 à), ïî òåîðåìå 1.5.1 åé

ñîîòâåòñòâóåò ïàðà çíà÷åíèé ω
(0)
3 = −1, τ = −1.

Âåðøèíå Γ
(0)
3 = (0,4) ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

f̂
(0)
3 (x, y)

def
= 2y′′x2y3 − 3y′2x2y2 + 2y′xy3 + 2cy4 = 0. (3.2.1)

Âåùåñòâåííûé íîðìàëüíûé êîíóñ U
(0)
3 = {p1 < 0, p2 > 0}, òî åñòü x →

0, y →∞. Ïðèâåäåííûé íîðìàëüíûé êîíóñ ˘̃U
(0)

3 = −(1, r), ãäå

r : r ∈ C, Re r ≤ 0, r 6= 0. (3.2.2)

3.2.1. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé. Ðåøåíè-
åì óðàâíåíèÿ (3.2.1) ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå y = crx

r, cr � íåíóëåâàÿ ïðîèç-
âîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè r îïðåäåëÿåòñÿ èç õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ χ(r) = x−4rf̂

(0)
3 (x, xr) = −r2 + 2c = 0, êîòîðîå èìååò

äâà êîðíÿ
r1, 2 =

√
2c (3.2.3)

è ïðèâåäåííîãî íîðìàëüíîãî êîíóñà (3.2.2).
Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà. Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

∂f̂
(0)
3 (x, y)

∂y
= 2

d2

dx2x
2y3 + 6y′′x2y2 − 6y′

d

dx
x2y2− (3.2.4)

−6y′2x2y + 2
d

dx
xy3 + 6y′xy2 + 8cy3.

Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L(x)
def
= 2c3

rx
3r

(
d2

dx2x
2 + 3r(r − 1)− 3r

d

dx
x− 3r2 +

d

dx
x + 3r + 4c

)
.

(3.2.5)
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

ν(k) = 2c3
r(k

2 − 3rk + 2r2) (3.2.6)

èìååò äâà êîðíÿ k1 = 2r è k2 = r. Êîíóñ çàäà÷è K = {Re k >

Re r èëè Re k = Re r, |Im k| < |Im r|, sgn (Im k) = sgn (Im r)}. ×èñëà k1, 2

íå ëåæàò â K, ñëåäîâàòåëüíî, êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë íåò.
Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ

K = {s = r − lr + m; l ≥ 0, m ≥ 1; l, m ∈ Z}. (3.2.7)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé

B7 : y = crx
r +
∑

s

csx
s, (3.2.8)

ãäå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè òàêîâû: r =
√

2c è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
(3.2.2), s èç ìíîæåñòâà (3.2.7), cr � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
âñå cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Â ñëó÷àå Re r = 0 ðàçëîæåíèÿ (3.2.8) ÿâëÿþòñÿ ýêçîòè÷åñêèìè. Îáîçíà-
÷èì èõ ñåìåéñòâà Bτ

7 , ãäå τ = −sgn (Im r).
Íîñèòåëü (3.2.7) èìååò äâå îáðàçóþùèå −r è 1 è ðàñïîëàãàåòñÿ íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè â óãëå ñ âåðøèíîé â òî÷êå r, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàë-
ëåëüíû âåêòîðàì −(Re r, Im r) è (1, 0).

Ïî òåîðåìå 1.2.5 ðÿä (3.2.8) ñõîäèòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |x|.
Åñëè 2c = k2, ãäå k � öåëîå ÷èñëî, òî ñîãëàñíî (3.2.7) ðàçëîæåíèå (3.2.8)

ñîäåðæèò òîëüêî öåëûå ñòåïåíè x, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ëîðàíà. Òîëüêî â
ýòîì ñëó÷àå îíî áûëî èçâåñòíî [42, � 46, òåîðåìà 46.3].

Âû÷èñëèì âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ â ñëó÷àå Re r < 0.
Åñëè −1 ≤ Re r < 0, îíî èìååò âèä y = crx

r + cr+1x
r+1. Âû÷èñëèì

êîýôôèöèåíò cr+1. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.1) åñòü

ˆ̂
f

(0)

3 (x, y) = −4y′′x3y3 + 6y′2x3y2 − 6y′x2y3 + 2xy4(−c + d− b). (3.2.9)

br+1 = x−4r−1 ˆ̂
f

(0)

3 (x, crx
r) = 2c4

r(r
2 − r − c + d − b), ν(1 + r) = 2c3

r(1 − r),
cr+1 = cr(c + d− b− r)/(r − 1).

Åñëè Re r < −1, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y = crx
r + c0, à

âòîðîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.1) èìååò âèä

ˆ̂
f

(0)

3 (x, y) = −2y′′x2y2 + 2y′2 − 2y′xy2. (3.2.10)

Òàê êàê b0 =
ˆ̂
f

(0)

3 (x, crx
r) = 0, ν(0) = 4c3

rr
2 6= 0, òî c0 = 0.

Ñëó÷àé Re r = −1 ðàññìîòðåí âìåñòå ñî ñëó÷àåì −1 ≤ Re
√

2c < 0,
ïîñêîëüêó âêëàä âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ (3.2.10) ðàâåí íóëþ.
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3.2.2. Íåñòåïåííûå àñèìïòîòèêè. Âû÷èñëèì íåñòåïåííûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (3.2.1), åñëè îíè ñóùåñòâóþò. Ïðåîáðàçóåì åãî

g(x, y) = y−4f̂
(0)
3 (x, y) =

2y′′

y
x2 − 3y′2

y2 x2 +
2y′

y
x + 2c = 0, (3.2.11)

S(g) = {0}. Óðàâíåíèå g(x, y) = 0 ñîäåðæèò íåíóëåâóþ ïîñòîÿííóþ 2c.
Â ñëó÷àå c = 0, óðàâíåíèå χ(r) = 0 èìååò äâóêðàòíûé êîðåíü r = 0. Íî
P = ω(1, 0) íå ëåæèò â íîðìàëüíîì êîíóñå U

(0)
3 . Ïîñêîëüêó ∆(g) = 2 è

g∗ =
2y′′

y
x2 − 3y′2

y2 x2, coef(g∗) = −1 6= 0, (3.2.12)

òî ïî òåîðåìàì 1.3.5 è 1.3.6 íóæíûõ íåñòåïåííûõ àñèìïòîòèê íåò.

�3. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ
(1)
2

Ðåáðî Γ
(1)
2 ãîðèçîíòàëüíî. Åìó ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

f̂
(1)
2 (x, y)

def
= 2y′′x4y3 − 3y′2x4y2 + 4y′x3y3 − 2dx2y4 + 2y′′x2y3 − 3y′2x2y2+

+2y′xy3 + 2cy4 − 4y′′x3y3 + 6y′2x3y2 − xy4(c + b− d) = 0. (3.3.1)

Îíî íå äàåò ñòåïåííûõ ðåøåíèé, òàê êàê ðåáðî Γ
(1)
2 ãîðèçîíòàëüíî. Ïðîâå-

ðèì, ñóùåñòâóþò ëè íåñòåïåííûå àñèìïòîòèêè. Ðåáðî Γ
(1)
2 ñîåäèíÿåò âåð-

øèíû Q3 = (0, 4) è Q2 = (2, 4), ñîîòâåòñòâóþùèå óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ

f̂
(0)
3 (x, y)

def
= 2y′′x2y3 − 3y′2x2y2 + 2y′xy3 + 2cy4 = 0 è f̂

(0)
2 (x, y)

def
= 2y′′x4y3 −

3y′2x4y2 +4y′x3y3−2dx2y2 = 0 èìåþò ïîðÿäêè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðàâíûå
2. À ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ f̂

(1)
2 (x, y) = 0 òàêæå ðàâåí 2,

ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1.3.4, íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèé íè ïðè x → 0, íè
ïðè x →∞.

�4. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé âáëèçè íóëÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ
(1)
3

3.4.1. Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç. Ðåáðî Γ
(1)
3 âåðòèêàëüíî. Åìó ñîîòâåò-

ñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

f̂
(1)
3 (x, y)

def
= 2y′′x2y3 − 3y′2x2y2+ (3.4.1)

2y′xy3 + 2cy4 + 2y′2x2y − 2y′′x2y2 − 2y′xy2 = 0.

Âåùåñòâåííûé íîðìàëüíûé êîíóñ U
(1)
3 = {λ(−1, 0), λ > 0}, åìó ñîîòâåò-

ñòâóþò x → 0 è ω = −1.
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Ïîýòîìó èùåì åãî ñòåïåííûå ðåøåíèÿ â âèäå y = c0, c0 6= 0. Âû÷èñëèì

êîýôôèöèåíò c0. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå åñòü

f̃
(1)
3 (c0)

def
= c−3

0 f̂
(1)
3 (x, c0)

def
= 2cc0 = 0. (3.4.2)

Âûñîòà ðåáðà Γ
(1)
3 ðàâíà åäèíèöå è îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïå-

íè. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè c = 0 îíî èìååò ðåøåíèå c0 � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, à ïðè c 6= 0 èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå c0 = 0. Ïîýòîìó
äàëåå ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: c 6= 0 è c = 0.

3.4.2. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè a = 0, b·c 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñòåïåí-
íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.4.1) íåò. Âû÷èñëèì íåñòåïåííûå ðåøåíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ.

Ïîñêîëüêó íåò êðàòíûõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ,
òî ïî òåîðåìå 1.3.2 íåò ðåøåíèé ñòðåìÿùèõñÿ ê íåíóëåâîé ïîñòîÿííîé.

Ñäåëàåì ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ξ = ln x â óðàâíåíèè (3.4.1).
Òîãäà ñîãëàñíî (2.2.13) è (3.4.1) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ϕ(ξ, y)
def
= f̂

(1)
3 (ξ, y) = 2ÿy2(y − 1) + ẏ2y(2− 3y) + 2cy4 = 0. (3.4.3)

Ïî òåîðåìå 1.3.3, ó ýòîãî óðàâíåíèÿ íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ðåøåíèÿ, ñòðå-
ìÿùèåñÿ ê íóëþ ïðè ξ →∞. Íîñèòåëü ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, åãî âûïóê-
ëàÿ îáîëî÷êà è íîðìàëüíûå êîíóñû ãðàíåé èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7. Êîíóñ
çàäà÷è K = {p1 ≥ 0, p2 ≤ 0}, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó ξ → ∞, òî åñòü
x → 0. Ñ êîíóñîì çàäà÷è ïåðåñåêàþòñÿ âåùåñòâåííûå íîðìàëüíûå êîíó-

ñû U
(0)
1 , U

(0)
2 è U

(1)
1 . Óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå ϕ̂

(0)
2 (ξ, y)

def
= 2cy4 = 0 èìååò

òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Âåðøèíå Φ
(0)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ϕ̂
(0)
1 (ξ, y)

def
= − 2ÿy2 + 2ẏ2y = 0 (3.4.4)

èìååò ðåøåíèå y = c0, òàê êàê âåêòîð P = ω(1, r) = (1, 0) ëåæèò âU
(0)
1 ∩K.

Íî ïîñòîÿííîå ðåøåíèå íàì íå ïîäõîäèò.

Ðåáðó Φ
(1)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ϕ̂
(1)
1 (ξ, y) = −2ÿy2 + 2ẏ2y + 2cy4 = 0. (3.4.5)

Âåùåñòâåííûé íîðìàëüíûé êîíóñ U
(1)
1 = {λ(1, −2), λ > 0}. Ïåðâîå ïðè-

áëèæåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ϕ(ξ, y) = 0 åñòü y = c−2ξ
−2, c−2 6= 0. Âû-

÷èñëèì êîýôôèöèåíò c−2. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå

ϕ̃
(1)
1 (c−2) = c3

−2(−4 + 2cc−2) = 0, (3.4.6)
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òàê êàê c−2 6= 0, òî îíî èìååò ðåøåíèå c−2 = 2/c. Íàéäåì êðèòè÷åñêèå
÷èñëà ðåøåíèÿ. Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

∂ϕ̂
(1)
1 (ξ, y)

∂y
= −2

d2

dξ2y
2 − 4ÿy + 4ẏ

d

dξ
y + 2ẏ2 + 8cy3. (3.4.7)

Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L(ξ) = −2
d2

dξ2c
2
−2

1

ξ4 − 24c2
−2

1

ξ6 − 8c2
−2

d

dξ

1

ξ5 + 8c2
−2

1

ξ6 + 8cc3
−2

1

ξ6 . (3.4.8)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ν(k) = c2
−2(−2k2 − 6k, c−2 6= 0, èìååò äâà

êîðíÿ k1 = 0, k2 = −3. Êîíóñ çàäà÷è K = {Re k < −2 èëè Re k = 0, Im k 6=
0}. ×èñëî k2 ∈ K, òî åñòü k2 � åäèíñòâåííîå êðèòè÷åñêîå ÷èñëî. Íîñèòåëü
ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ K = {s = −2 − 2l, l > 0}. Ìíîæåñòâî K(k2) = {s =
−2− l, l > 0}. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ϕ(ξ, y) = 0 åñòü

y = c−2
1

ξ2 + c−3
1

ξ3 . (3.4.9)

Ïîñêîëüêó k2 6∈ K, òî óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî è
êîýôôèöèåíò c−3 � êîìïëåêñíàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ åñòü

y =
2

c

1

ξ2 + c−3
1

ξ3 +
+∞∑
s=4

c−s
1

ξs
, (3.4.10)

ãäå c−3 � êîìïëåêñíàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à c−s � êîìïëåêñíûå, ïî-
ñòîÿííûå è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå. Ïî òåîðåìå 1.2.5 ðÿä (3.4.10) ñõî-
äèòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |ξ|. Ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó è ïîëó÷èì
àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1.1)

y =
2

c

1

ln2 x
+ c−3

1

ln3 x
+

+∞∑
s=4

c−s
1

lns x
, (3.4.11)

ãäå c−3 � êîìïëåêñíàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîìïëåêñíûå êîýôôèöè-
åíòû c−s � ïîñòîÿííûå è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå.

Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà óêîðî÷åííûõ ðåøåíèé (3.4.11). Ïåðâàÿ âà-
ðèàöèÿ îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (3.4.14). Îáîçíà÷èì åå M(x, y). Ñäåëàåì â
M(x, y) ëîãàðèôìè÷åñêóþ çàìåíó ξ = ln x è ïðîèçâîäíóþ ïî ξ áóäåì îáî-
çíà÷àòü òî÷êîé. Òîãäà y′ = ẏ/x, y′′ = (ÿ − ẏ)/x2. Îïåðàòîð

M(x, y) = 2

(
d2

dξ2 −
d

dξ

)
y3 + 6(ÿ − ẏ)y2 − 6

d

dξ
ẏy2 − 6ẏ2y + 2

d

dξ
y3 + 6ẏy2+
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4
d

dξ
ẏy + 2ẏ2− 2

(
d2

dξ2 −
d

dξ

)
y2− 4(ÿ− ẏ)y− 2

d

dξ
y2− 4ẏy + 8cy3 def

= N (ξ, y).

(3.4.12)

Äëÿ ðåøåíèé (3.4.11) èìååì y =
2

c

1

ξ2 + . . .. Ïîýòîìó â îïåðàòîðå N ÷ëåíû

ñòàðøåé ïî ξ ñòåïåíè n èìåþò n = −4 è îáðàçóþò îïåðàòîð

N−4 = −2y2 d2

dξ2 ,

ãäå y =
2

c

1

ξ2 . Åìó ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ν(k) =

−2

(
2

c

)2

k2, êîòîðûé èìååò äâóêðàòíûé êîðåíü k = 0 = r, ò. å. íå äàåò

êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé.
Ïî òåîðåìå 1.4.1 äëÿ ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.1.1) ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

B3 : y = ϕ0 +
∞∑

σ=1

ϕσx
σ, (3.4.13)

ãäå ϕ0 åñòü (3.4.10), ϕσ ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì íåêðàòíûõ ëîãàðèô-
ìîâ. Îíî ïîëó÷àåòñÿ èç (2.3.27) è (2.3.25) ïðè a = 0.

3.4.3. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè a = c = 0, b 6= 0. Âû÷èñëèì ñíà÷àëà
â ýòîì ñëó÷àå ñòåïåííûå è ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ.

Cîãëàñíî (3.4.2) êîýôôèöèåíò c0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âû÷èñëèì
êðèòè÷åñêèå ÷èñëà. Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ åñòü

∂f̂
(1)
3 (x, y)

∂y
= 2

d2

dx2x
2y3 + 6y′′x2y2 − 6

d

dx
y′x2y2 − 6y′2x2y+

+2
d

dx
xy3 + 6y′xy2 + 4

d

dx
y′x2y + 2y′2x2 − 2

d2

dx2x
2y2− (3.4.14)

−4y′′x2y − 2
d

dx
xy2 − 4y′xy + 8cy3.

Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïðè c = 0 åñòü

L(x) =
∂f̂

(1)
3 (x, c0)

∂y
= 2

d2

dx2x
2c3

0 + 2
d

dx
xc3

0 − 2
d2

dx2x
2c2

0 − 2
d

dx
xc2

0. (3.4.15)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

ν(k) = 2k2c2
0(c0 − 1), (3.4.16)
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â çàâèñèìîñòè îò c0 6= 0 èìååò äâà êîðíÿ. Åñëè c0 = 1, òî åãî äâóêðàòíûì
êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ëþáîå ÷èñëî k è L(x) ≡ 0. Åñëè c0 6= 1, c0 � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, òî ìíîãî÷ëåí (3.4.16) èìååò äâóêðàòíûé íóëåâîé êîðåíü k = 0.

Êîíóñ çàäà÷è K = {Re k > 0 èëè Re k = 0, Im k 6= 0}. Åñëè c0 6=
0, 1, òî k 6∈ K, ò. å. êðèòè÷åñêèõ êîðíåé íåò è ðàçëîæåíèå èäåò ïî öåëûì
âîçðàñòàþùèì ñòåïåíÿì x. Ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ

B8 : y = c0 +
+∞∑
s=1

csx
s, (3.4.17)

ãäå êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò c0 6= 0, 1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
îñòàëüíûå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû cs � ïîñòîÿííûå è îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåííûå. Ðàçëîæåíèå (3.4.17) èçâåñòíî [42, � 46, ôîðìóëà (46.4)]. Ðÿä
(3.4.17) ñõîäèòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |x| ïî òåîðåìå 1.2.5 .

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ åñòü y = c0 + c1x. Âòîðîå ïðè-
áëèæåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.1) åñòü

ˆ̂
f 3(x, y) = 2y′′x3y − y′2x3 − 2(b− d)xy2+

+2y′′x3y2 − 2y′2x3y + 6y′x2y2 − 4xy3(b− d)− (3.4.18)

−4y′′x3y3 + 6y′2x3y2 − 2xy4(b− d).

Êîýôôèöèåíò c1 = −b1/ν(1), b1 = x−1 ˆ̂
f

(1)

3 (x, c0) = −2(b− d)c2
0(c0 − 1)2,

ν(1) = 2c2
0(c0 − 1),

c1 = (b− d)(c0 − 1). (3.4.19)

Åñëè c0 = 1, ò. å. L(x) ≡ 0, òî ñäåëàåì â óðàâíåíèè (3.1.1) ïðè c = 0
çàìåíó y = u + 1 è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

g(x, u)
def
= u′′x2(x− 1)2(u + 1)u(u + 1− x)−

u′2[x2(x− 1)2u(u + 1− x) + x2(x− 1)2(u + 1)2(u + 1− x)+
x2(x− 1)2(u + 1)u] + 2u′[x(x− 1)2(u + 1)u(u + 1− x)+

x2(x− 1)(u + 1)u(u + 1− x) + x2(x− 1)2(u + 1)u− 2bxu2(u + 1− x)2+
2dx(x− 1)(u + 1)2u2] = 0.

(3.4.20)
Óðàâíåíèå (3.4.20) èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u = 0. Â óðàâíåíèè

(3.1.1) åìó ñîîòâåòñòâóåò èñêëþ÷èòåëüíîå ðåøåíèå I2 : y = 1.
Êîíóñ çàäà÷è K = {p1 ≤ 0, p2 < 0}. Íîñèòåëü S(g) ëåâîé ÷àñòè óðàâ-

íåíèÿ (3.4.20), åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Γ(g), ãðàíè: âåðøèíû G
(0)
i è ðåáðà

G
(1)
i , i = 1, . . . , 5; èçîáðàæåíû íà ðèñ. 8 à. Âåùåñòâåííûå íîðìàëüíûå êî-

íóñû U
(j)
i , ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ãðàíÿì èçîáðàæåíû íà ðèñ. 8 á.

Ñ êîíóñîì çàäà÷è K ïåðåñåêàþòñÿ íîðìàëüíûå êîíóñû U
(0)
1 è U

(1)
1 .
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Âåðøèíå G(0)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ĝ
(0)
1 (x, u)

def
= 2u′′ux2 − u′2x2 + 2u′ux = 0. (3.4.21)

Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ èìååò âèä u = crx
r, ãäå cr � íåíóëåâàÿ ïðî-

èçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè r îïðåäåëèì èç õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

χ(r) = r2 = 0, (3.4.22)

ò. å. r1, 2 = 0. Âåêòîð P = ω(1, r) = −(1, 0) íå ëåæèò â U
(0)
1 ∩ K, ñëåäîâà-

òåëüíî, ïîäõîäÿùèõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíå G
(0)
1 , íåò.

Ðåáðó G(1)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ĝ
(1)
1 (x, u)

def
= 2u′′ux2 − u′2x2 + 2u′ux− 6u′′ux3 + 3u′2x3 − 6u′ux2

−2(b− d)u2x + 6u′′ux4 − 30u′2x4 + 6u′ux3 − 2(d + 2b)u2x2

−2u′′ux5 + u′2x5 − 2u′ux4 − 2bu2x3 = 0.

(3.4.23)

Ýòî ðåáðî ãîðèçîíòàëüíî. Åãî ëåâîé âåðøèíå G
(0)
5 = (0, 2) ñîîòâåòñòâó-

åò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (3.4.21). Äëÿ îáîèõ ýòèõ óðàâíåíèé (3.4.21) è
(3.4.23) ñóììàðíûé ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∆(ĝ

(1)
1 ) = ∆(ĝ

(0)
5 ) = 2.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.4 óðàâíåíèå (3.4.23) íå èìååò íåñòåïåííûõ ðåøåíèé
ïðè x → 0.

Âû÷èñëèì â ýòîì ñëó÷àå íåñòåïåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.4.1). Îïðå-
äåëÿþùåå óðàâíåíèå (3.4.2) çäåñü èìååò ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå. Êîíóñ çà-
äà÷è åñòü K = {p1 ≥ 0}. È êðîìå òîãî, y 6= const.

Ïðè c = 0 íîñèòåëü S(ϕ) óðàâíåíèÿ (3.4.3) ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê Q1

è Q3. Åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ýòî îòðåçîê, ñîâïàäàþùèé ñ ðåáðîì Φ
(1)
3

(ðèñ. 7 à) Íîðìàëüíûå êîíóñû ñóòü U
(0)
1 = {p2 < 0}, U

(0)
3 = {p2 > 0},

U
(1)
3 = {λ(1, 0), λ > 0}. Ñ êîíóñîì çàäà÷è ïåðåñåêàþòñÿ íîðìàëüíûå êî-

íóñû U
(0)
1 , U

(0)
3 , U

(1)
3 .

Ñëó÷àé âåðøèíû Φ
(0)
1 ðàññìàòðèâàëñÿ â ñëó÷àå c 6= 0. Âû÷èñëåííûé ðà-

íåå âåêòîð P = (1, 0) ëåæèò â êîíóñå çàäà÷è K, íî åìó îòâå÷àåò ïîñòîÿííîå
ðåøåíèå, êîòîðîå íàì íå ïîäõîäèò. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âåðøèíå Φ

(0)
1 , íåò.

Âåðøèíå Φ
(0)
3 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ϕ̂
(0)
3 (ξ, y)

def
= 2ÿy3 − 3ẏ2y2 = 0.

Íîðìàëüíûé êîíóñ åñòü U
(0)
3 = {p2 > 0}. Èùåì åãî ðåøåíèÿ â âèäå y =

crξ
r, cr 6= 0, cr � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âû÷èñëèì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè

r. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

χ(r)
def
= ξ−4r+2ϕ̂

(0)
3 (ξ, ξr)

def
= − r2 − 2r = 0
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èìååò êîðíè r1 = 0 è r2 = −2. Âåêòîðó P1 = ω(1, r1) = (1, 0) ñîîòâåòñòâó-
åò ïîñòîÿííîå ðåøåíèå, êîòîðîå íàì íå ïîäõîäèò. À âåêòîð P2 = ω(1, r2) =

(1, −2) íå ëåæèò â íîðìàëüíîì êîíóñå U
(0)
3 . Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèé, ñî-

îòâåòñòâóþùèõ âåðøèíå Φ
(0)
3 , íåò.

Âåðòèêàëüíîìó ðåáðó Φ
(1)
3 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ϕ̂
(1)
3 (ξ, y)

def
= 2ÿy3 − 3ẏ2y2 − 2ÿy2 + 2ẏ2y = 0. (3.4.24)

Êîðíåì îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ ñëóæèò ëþáàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íî ðåøåíèå
y(ξ) = const íàì íå ïîäõîäèò.

Ñîãëàñíî ï. 3.2 ãë. 1 äåëàåì åùå îäíî ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå

η = ln ξ, òîãäà ẏ =
1

ξ

dy

dη
, ÿ =

1

ξ2

(
d2y

dη2 −
dy

dη

)
. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (3.4.24)

ïðèíèìàåò âèä

ϕ̂
(1)
3 (ξ, y)

def
= σ(η, y)

def
= − 2

(
d2y

dη2 −
dy

dη

)
y2(1− y) +

(
dy

dη

)2

y(2− 3y) = 0.

Íîñèòåëü S(σ) ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ òî÷åê Q1 = (−1, 3), Q2 =
(−1, 4), Q3 = (−2, 4), Q4 = (−2, 3). Èõ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì ñ ýòèìè âåðøèíàìè. Ãðàíèöà ýòîãî êâàäðàòà ñîñòîèò èç ÷åòû-
ðåõ âåðøèí è ÷åòûðåõ ðåáåð. Èõ íîðìàëüíûå êîíóñû ñóòü êâàäðàíòû è
êîîðäèíàòíûå ëó÷è ïëîñêîñòè p1, p2.

Êîíóñ çàäà÷è çäåñü K = {p1 ≥ 0} è ðåøåíèå y(η) 6= const. Ñ êîíóñîì çà-
äà÷è ïåðåñåêàþòñÿ íîðìàëüíûå êîíóñû âåðõíåãî, ïðàâîãî è íèæíåãî ðåáðà
è äâóõ ïðàâûõ âåðøèí.

Âåðõíåå è íèæíåå ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì Φ
(0)
3 è Φ

(0)
1 , äëÿ êîòî-

ðûõ áûëî óæå óñòàíîâëåíî îòñóòñòâèå íóæíûõ ðåøåíèé. Ïðàâîìó ðåáðó
ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

2
dy

dη
y2(1− y) = 0. (3.4.25)

Îíî èìååò òîëüêî ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå íàì íå ïîäõîäÿò. Óêîðî-
÷åííûå óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâûì âåðøèíàì, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè
óðàâíåíèÿ (3.4.25). Ïîýòîìó îíè èìåþò òàêæå òîëüêî ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ
êîòîðûå íàì íå ïîäõîäÿò. Ñëåäîâàòåëüíî, íåò ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðåáðó Φ

(1)
3 .

Èòàê, â ñëó÷àå c = 0 íåò íåñòåïåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.4.1).
À òåïåðü ðåøèì óðàâíåíèå (3.4.1) â ÿâíîì âèäå. Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâ-

íåíèå (3.4.1) è óðàâíåíèå (2.3.1) ïðè a = 0 ýòî îäíî è òîæå. Ïîýòîìó ìû
âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ãë. 2 è ñðàçó ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.3.30).
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Â ñëó÷àå a = 0 óðàâíåíèå (2.3.30) ïðèíèìàåò âèä

dy

dξ
= ±y

√
(2c− C2 + C2y). (3.4.26)

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (3.4.26) çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ C2 è ïàðàìåòðà
c. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ çíà÷åíèé ïîñòîÿííîé C2.

Ñëó÷àé C2 = 2c. Åñëè a = 0, c 6= 0, òî óðàâíåíèå (2.3.30) èìååò ðåøåíèå
(2.3.33), ñîõðàíèâøååñÿ èç ñëó÷àÿ a 6= c 6= 0. Åìó ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèå
(2.3.34).

Â ñëó÷àå a = c = 0 óðàâíåíèå (3.4.26) åñòü dy/dξ = 0. Îíî èìååò ðåøå-
íèå y = C3, C3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ýòîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò
ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé ðåøåíèé (3.4.17) ïîëíîãî óðàâíåíèÿ.

Ñëó÷àé C2 = 0. Óðàâíåíèå (3.4.26) ïðèíèìàåò âèä

dy

dξ
= ±y

√
2c. (3.4.27)

Åñëè a = 0, c 6= 0, òî óðàâíåíèå (3.4.27) èìååò ðåøåíèå

y = C4x
±
√

2c, (3.4.28)

ãäå C4 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ôóíêöèÿ (3.4.28) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ (3.4.1), ñî-

îòâåòñòâóþùåãî ðåáðó Γ̃
(1)
3 . Áîëåå òîãî, îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êàæäîãî èç

óêîðî÷åííûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì Q̃4 è Q3 (ðèñ. 2 á).
Ïóñòü r = ±

√
2c. Åñëè Re r ≥ 0, Im r ≥ 0, r 6= 0, òî r ïîïàäàåò â ïðè-

âåäåííûé íîðìàëüíûé êîíóñ ˇ̃U
(0)

4 , ñîîòâåòñòâóþùèé íèæíåé âåðøèíå Q̃4.
Åñëè Re r ≤ 0, Im r ≤ 0, r 6= 0, òî r ïîïàäàåò â ïðèâåäåííûé íîðìàëüíûé
êîíóñ Ǔ

(0)
3 , ñîîòâåòñòâóþùèé âåðõíåé âåðøèíå Q3.

Ñëó÷àé 0 6= C2 6= 2c. Ïóñòü

t2 = 2c− C2 + C2 y, (3.4.29)

òîãäà óðàâíåíèå (3.4.26) ïðèíèìàåò âèä

dt

dξ
= ±(t2 − 2c + C2)/2. (3.4.30)

Óðàâíåíèå (3.4.30) èìååò èíòåãðàë

ln
t−

√
2c− C2

t +
√

2c− C2
= ±

√
2c− C2 (ξ + C16),
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ãäå C16 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Îòñþäà ïîëó÷àåì

t−
√

2c− C2

t +
√

2c− C2
= exp

(
±
√

2c− C2 (ξ + C16)
)

def
= σ. (3.4.31)

Ó÷èòûâàÿ (3.4.29) è (3.4.31) ïîëó÷àåì

y =
2c− C2

C2

4σ

(1− σ)2 . (3.4.32)

Ïðàâóþ ÷àñòü (3.4.32) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y =
2c− C2

C2

(
2

1/
√

σ −
√

σ

)2

. (3.4.33)

Ïîëîæèì 2iη = ln σ
def
= ±

√
2c− C2 (ξ + C16). Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî ξ = ln x,

èìååì

η = ±i

√
2c− C2

2
(ln x + C16).

Òîãäà (3.4.33) ïðèíèìàåò âèä

y =
C2 − 2c

C2

1

sin2 η
. (3.4.34)

Ñîãëàñíî (3.4.31) y ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì σ = (C17x)±
√

2c−C2, ãäå
C17 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Åñëè 2c− C2 � âåùåñòâåííîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî ÷èñëî i
√

2c− C2
def
= 2γ � âåùåñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå η = γ ln(C17x) Èç (3.4.34) âèäíî, ÷òî
y ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî öåëûì ñòåïåíÿì σ, ò. å. ïî öåëûì ñòåïåíÿì x2γi, ÷òî
äàåò ðÿä ïî ÷èñòî ìíèìûì ñòåïåíÿì x, êîòîðûé ïðè a = 0 ñîîòâåòñâóåò
ñåìåéñòâàì Aτ

00 ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (2.2.26) c Re r = 0.

�5. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé âáëèçè áåñêîíå÷íîñòè ïðè

a = 0, b 6= 0

3.5.1 . Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé âáëèçè áåñêîíå÷íîñòè, ñîîòâåòñòâó-

þùèå âåðøèíå Γ
(0)
2 . Âåðøèíà Γ

(0)
2 = (2, 4) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

(2.1.9) ïåðåâîäèòñÿ â âåðøèíó Γ
(0)
3 = (0, 4). Ïîýòîìó ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùèå âåðøèíå Γ
(0)
2 ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè (2.1.9) èç ðàç-

ëîæåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíå Γ
(0)
3 . È ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëåäóþùèå

ñåìåéñòâà
G7 : y = crx

r +
∑
s

csx
s, (3.5.1)

ãäå r = 1+
√

1− 2d, Re
√

1− 2d > 0, s ∈ {r+l(1−r)−m; l, m ≥ 0; l+m >
0; l, m ∈ Z}, êîìïëåêñíûå êîýôèöèåíòû: cr � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.



16
Åñëè 1 < Re r ≤ 2, âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y = crx

r+cr−1x
r−1,

ãäå cr−1 = cr(c + b + d− r)/r.
Åñëè Re r > 2, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y = crx

r + c1x, ãäå
c1 = 0.

Gτ
7 : y = crx

r +
∑

s

csx
s, (3.5.2)

ãäå r = 1 ±
√

1− 2d, Re r = 1, s ∈ {r + l(1 − r) −m; l, m ≥ 0; l + m >

0; l, m ∈ Z}, τ = sgn (Im r), êîìïëåêñíûå êîýôèöèåíòû: cr � íåíóëåâàÿ
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âñå cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

3.5.2 . Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé âáëèçè áåñêîíå÷íîñòè, ñîîòâåòñòâó-

þùèå ðåáðó Γ
(1)
1 . Ïðè a = 0, b 6= 0, d = 1/2 èìååì ñåìåéñòâî ñòåïåí-

íûõ ðàçëîæåíèé G8, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðó Γ
(1)
1 è âû÷èñëåííîå ñ ïîìîùüþ

ñèììåòðèè (2.1.9) èç ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé ðåøåíèé B8, ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðåáðó Γ

(1)
3 .

G8 : y = c1x +
+∞∑
s=0

c−sx
−s, (3.5.1)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c1 6= 0, 1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c−s

ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ èìååò
âèä y = c1x + c0, ãäå

c0 = (c1 − 1)(1− 2c− 2b). (3.5.2)

Ïðè a = 0, b 6= 0, d 6= 1/2 èìååì ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé,
ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðó Γ

(1)
3 , â ñëó÷àå d 6= 1/2.

G3 : y = ϕ1x +
∞∑

σ=0

ϕ−σx
−σ, (3.5.3)

ãäå

ϕ1 =
4

1− 2d

1

ln2 x
+ c−3

1

ln3 x
+

+∞∑
s=4

c−s

(
1

ln x

)s

, (3.5.4)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c−3 � ïðîèçâîëüíûé, îñòàëüíûå c−s ïîñòîÿí-
íû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; ϕ−σ ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì íåêðàòíûõ
ëîãàðèôìîâ.

�6. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ â ñëó÷àå a = 0, b 6= 0

Òåîðåìà 3.6.1. Â ñëó÷àå a = 0, b 6= 0 óðàâíåíèå (2.1.1) ïðè x → 0 èìå-

åò âñåãî 22 ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé ðåøåíèé. Èç íèõ 18 ñåìåéñòâ A0, Aτ
00,

Aτ
01, Hi, i = 1, . . . , 6, Hτ

1, Hτ
2, Hτ

6, τ = ±1 è B3, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíå
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Γ̃
(0)
4 , ðåáðó Γ̃

(1)
1 è ðåáðó Γ̃

(1)
4 , ñîõðàíèëèñü èç ñëó÷àÿ a · b 6= 0. Îñòàëüíûå 4

ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé ðåøåíèé íîâûå:

B7, Bτ
7 , τ = ±1, êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè c 6= 0 è îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-

ëàìè (3.2.8), (3.2.7) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

B8, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè c = 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.4.17) è

èìååò 1 ïàðàìåòð.

Çàìå÷àíèå 3.6.1. Ñåìåéñòâà B7, Bτ
7 è B8 òàêæå íàçîâåì áàçîâûìè. Ñ ïî-

ìîùüþ ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (2.1.7), (2.1.9) è (2.1.10) èç íèõ ïîëó÷àþòñÿ
äðóãèå ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé.

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà B7 è B8 � ñòåïåííûå, Bτ
7 � ýêçîòè÷åñêèå,

B3 � ñëîæíîå. Cóùåñòâîâàíèå áàçîâûõ ñåìåéñòâ B3, B7, Bτ
7 , B6 ïðè ðàçíûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ äëÿ a = 0 ïîêàçàíî â òàáë. 1.

Òåîðåìà 3.6.2. Â ñëó÷àå a = 0, b 6= 0 óðàâíåíèå (2.1.1) ïðè x →∞ èìååò

22 ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé ðåøåíèé. Èç íèõ 18 ñåìåéñòâ A∞, Aτ
∞0, Aτ

∞1,

Di, i = 1, . . . , 6, Dτ
1 , Dτ

2 , Dτ
6 , τ = ±1 è G3, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíå

Γ̃
(0)
2 , ðåáðó Γ̃

(1)
2 è ðåáðó Γ̃

(1)
3 , ñîõðàíèëèñü èç ñëó÷àÿ a · b 6= 0. Îñòàëüíûå 4

ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé ðåøåíèé íîâûå:

G7 êîòîðîå ñóùåñòâóþò ïðè c 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.5.1) è èìå-

åò 1 ïàðàìåòð;

Gτ
7 , τ = ±1 êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè c 6= 0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

(3.5.2) è èìååò 1 ïàðàìåòð;

G8, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè d = 1/2, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.5.1) è
èìååò 1 ïàðàìåòð.

Øåñòîå óðàâíåíèå Ïåíëåâå èìååò òðè ñèììåòðèè (2.1.7), (2.1.9), (2.1.10).
Åñëè ñêîìáèíèðîâàòü ïåðâûå äâå èç íèõ, òî ïîëó÷àåòñÿ ñèììåòðèÿ

(x, y, a, b, c, d) →
(

1

x∗
,

y∗

x∗
, a∗, b∗, −d∗ +

1

2
, −c∗ +

1

2

)
. (3.6.1)

Îíà ïåðåâîäèò ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé ïðè x → 0 â ñåìåéòâà ðàçëîæåíèé
ïðè x →∞. Ïðè ýòîì ñåìåéñòâà B7, Bτ

7 , B8 ïåðåõîäÿò â ñåìåéñòâà G7, Gτ
7 , G8

ñîîòâåòñòâåííî (è îáðàòíî). Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé
B7 è G7.

Ôîðìóëà (3.2.8) ïðè çàìåíå (3.6.1) èñïûòûâàåò ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ

y∗

x∗
= crx

∗−r +
∑

s

csx
∗−s,

y∗ = crx
∗−r+1 +

∑
s

csx
∗−s+1, (3.6.2)
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Ïîëîæèì c∗r∗ = cr, r∗ = −r + 1, c∗s∗ = cs, s∗ = −s + 1, ãäå s∗ ïðîáåãàåò

ìíîæåñòâî K∗ = {s∗ = r∗ + l(1 − r∗) −m, l, m > 0, l + m ≥ 0, l, m ∈ Z}.
Ïîëó÷àåì ðÿä

y∗ = c∗r∗x
∗r∗ +

∑
s∗

c∗s∗x
∗s∗,

Èç � 2 èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå Re
√

2c > 1, âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøå-
íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå âåðøèíå Γ

(0)
3 , åñòü y = crx

r + c0, cr 6= 0, cr � ïðî-
èçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, r = −

√
2c. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.6.1) ïî-

ëó÷àåì âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå âåðøèíå Γ
(0)
2 äëÿ

Re
√

1− 2d∗ > 1,
y∗ = c∗r∗x

∗r∗ + c∗1x
∗,

ãäå r∗ = 1 +
√

1− 2d∗, c∗r∗ 6= 0, c∗r∗ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c∗1 = 0.
Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå 0 < Re

√
1− 2d∗ ≤ 1 ïîëó÷àåì

y∗ = c∗r∗x
∗r∗ + c∗r∗−1x

∗r∗−1,

ãäå r∗ = 1 +
√

1− 2d∗, c∗r∗ 6= 0, c∗r∗ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c∗r∗−1 =
c∗r∗(−r∗2 + r∗ + c∗ + b∗ − d∗)/r∗

Íàêîíåö, îïóñêàåì çâåçäî÷êè è ïîëó÷àåì

H7 : y = crx
r +
∑

s

csx
s, (3.6.3)

ãäå êîìïëåêñíûé ïîêàçàòåëü r = 1 +
√

1− 2d,; Re
√

1− 2d > 0 cr 6= 0,
cr � êîìïëåêñíàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû
cs � ïîñòîÿííûå è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå, s ∈ C ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî
{r+ l(1−r)−m, l, m > 0, l+m ≥ 0, l, m ∈ Z}, â ñëó÷àå 0 < Re

√
1− 2d ≤ 1

èìååò âòîðîå ïðèáëèæåíèå y = crx
r + cr−1x

r−1, ãäå

cr−1 = cr(−r2 + r + c + b− d)/r,

à â ñëó÷àå Re
√

1− 2d > 1, âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èìååò
âèä y = crx

r + c1x, ãäå c1 = 0.

�7. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé â ñëó÷àå a 6= 0, b = 0

Ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè (2.1.7) ðàçëîæåíèÿ, âû÷èñëåííûå â ñëó÷àå a = 0,
ïåðåâîäÿòñÿ â ðàçëîæåíèÿ, èìåþùèåñÿ â ñëó÷àå b = 0.

3.7.1. Ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíå Γ
(0)
6 = (4, 2). Ýòà

âåðøèíà ñèììåòðè÷íà âåðøèíå Γ
(0)
3 . Ïîýòîìó ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé, ñîîò-

âåòñòâóþùèå âåðøèíå Γ
(0)
6 ñèììåòè÷íû ðàçëîæåíèÿì ðåøåíèé, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ âåðøèíå Γ
(0)
3 . Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå (3.2.8). Ôîðìóëà (3.2.8)
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ïðè çàìåíå (2.1.7) èñïûòûâàåò òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

1

y∗
= crx

∗−r +
∑

s

csx
∗−s,

y∗ =
1

cr

x∗r

(
1 +

∑
s

cs

cr
x∗−s+r

) , (3.7.1)

Òàê êàê |x|∗ →∞ è

∣∣∣∣∣∑
s

cs

cr
x∗−s+r

∣∣∣∣∣ < 1, òî (3.7.1) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä

y∗ =
x∗r

cr

+∞∑
n=0

(−1)n

(∑
s

cs

cr
x∗−s+r

)n

. (3.7.2)

Âûïèøåì ïåðâûå äâà åãî ÷ëåíà

y∗ =
x∗r

cr
−
∑

s

cs

c2
r

x∗−s+2r + . . . . (3.7.3)

Ïîëîæèì c∗r = 1/cr, c∗s∗ = −cs/c
2
r, s∗ = −s+2r, ãäå s∗ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî

{r + lr −m, l, m > 0, l + m ≥ 0, l, m ∈ Z}, ïîëó÷èì ðÿä

y∗ = c∗rx
∗r +

∑
s∗

c∗s∗x
∗s∗ + . . . ,

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ â ñëó÷àå −1 < Re r ≤ 0 èìååò âèä y∗ =
c∗rx

∗r + c∗r−1x
∗r−1, r = −

√
2c,

c∗r−1 = −cr+1

c2
r

= −c∗r
c∗ + d∗ + a∗ − r

r − 1
.

À â ñëó÷àå Re r < −1, âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü

y∗ = c∗rx
∗r + c∗2rx

∗2r,

ãäå c∗2r = 0. Íàêîíåö, îïóñòèì çâåçäî÷êè è ïîëó÷èì âûðàæåíèå

y = crx
r +
∑

s

csx
s, (3.7.4)

ãäå êîìïëåêñíûé ïîêàçàòåëü r =
√

2c è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Re r < 0
(â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (3.7.4) îïðåäåëÿåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
G7 ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé) èëè Re r = 0 (â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (3.7.4)
îïðåäåëÿåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà Gτ

7 , τ = ±1 ýêçîòè÷åñêèõ ðàç-
ëîæåíèé), s ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {r+ lr−m, l, m > 0, l+m ≥ 0, l, m ∈ Z},
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êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû cr � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âñå
cs � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Â ñëó÷àå −1 ≤ Re r < 0 ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ èìååò âòîðîå ïðèáëèæåíèå
y = crx

r + cr−1x
r−1, ãäå

cr−1 = −cr
c + d + a− r

r − 1
,

à â ñëó÷àå Re r < −1, âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èìååò âèä
y = crx

r + c2rx
2r, ãäå c2r = 0. Ïî òåîðåìå 1.2.5 ðÿä (3.7.4) ñõîäèòñÿ äëÿ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |x|.

3.7.2. Ðàçëîæåíèå, ñîîòâåòcòâóþùåå âåðøèíå Γ
(0)
5 . Èìååì îäíîïà-

ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé

H7 : y = crx
r +
∑

s

csx
s, (3.7.5)

ãäå r = 1+
√

1− 2d, Re r > 1, s ∈ {r+l(r−1)+m, l, m > 0, l+m ≥ 0, l, m ∈
Z}, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû cr � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
âñå cs � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû. Â ñëó÷àå Re r ≥ 2 âòîðîå ïðè-

áëèæåíèå ðåøåíèÿ y = crx
r + c2r−1x

2r−1, c2r−1 = cr
r − c + a− d

r
, â ñëó÷àå

1 < Re r < 2 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ y = crx
r + c2r−1x

2r−1, c2r−1 = 0.
Â ñëó÷àå Re r = 1 ðàçëîæåíèÿ (3.7.5) ÿâëÿþòñÿ ýêçîòè÷åñêèìè. Îáîçíà÷èì
èõ ñåìåéñòâî Hτ

7 , ãäå τ = sgn (Im r). Ðÿä (3.7.5) ñõîäèòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ |x|, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.5.

3.7.3. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå Γ
(1)
6 . Ïðè c = 0 èìå-

åì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé

D8 : y = c0 +
c−1

x
+

+∞∑
s=2

c−s

xs
, (3.7.6)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c0 6= 0, 1, � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò c−1 = (d + a)(1 − c0)c0, âñå c−s � ïîñòîÿííû
è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Ïî òåîðåìå 1.2.5 ðÿä (3.7.6) ñõîäèòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |x|.
Ïðè c 6= 0 èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé

D3 : y = ϕ0 +
∞∑

σ=1

ϕ−σx
−σ, (3.7.7)

ãäå

ϕ0 =
c

2
ln2 x + c1 ln x +

+∞∑
s=0

c−s

(
1

ln x

)s

+ . . . , (3.7.8)
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êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âñå c−s � ïî-
ñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; ϕ−σ ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì ëî-
ãàðèôìîâ.

3.7.4. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå Γ
(1)
4 . Ïðè d = 1/2

èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé

H8 : y = c1x +
+∞∑
s=2

csx
s, (3.7.9)

ãäå êîìïëåêñíûå êîôôèöèåíòû: c1 6= 0, 1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c2 =
−c1(1− c1)(1− 2c + 2a), âñå cs � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |x|.
Ïðè d 6= 1/2 èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëîæå-

íèé

H3 : y = ϕ1x +
∞∑

σ=2

ϕσx
σ, (3.7.10)

ãäå

ϕ1 =
1− 2d

4
ln2 x + c1 ln x +

+∞∑
s=0

c−s(ln x)−s, (3.7.11)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âñå c−s � ïî-
ñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; ϕσ ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì ëîãà-
ðèôìîâ.

3.7.5 . Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ â ñëó÷àå a 6= 0, b = 0.

Òåîðåìà 3.7.1. Â ñëó÷àå a 6= 0, b = 0 óðàâíåíèå (2.1.1) ïðè x → 0 èìååò

âñåãî 22 ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé ðåøåíèé. Èç íèõ 18 ñåìåéñòâ A0, Aτ
00,

Aτ
01, Bi, i = 1, . . . , 6, Bτ

1 , Bτ
2 , Bτ

6 , τ = ±1 è H3, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíå

Γ̃
(0)
4 , ðåáðó Γ̃

(1)
4 è ðåáðó Γ̃

(1)
1 , ñîõðàíèëèñü èç ñëó÷àÿ a · b 6= 0. Îñòàëüíûå 4

ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé ðåøåíèé íîâûå:

H7, Hτ
7, τ = ±1, êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè d 6= 1/2, îïðåäåëÿþòñÿ ôîð-

ìóëîé (3.7.5) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

H8, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè d = 1/2, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.7.9) è
èìååò 1 ïàðàìåòð;

Òåîðåìà 3.7.2. Â ñëó÷àå a 6= 0, b = 0 óðàâíåíèå (2.1.1) ïðè x →∞ èìååò

22 ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé ðåøåíèé. Èç íèõ 18 ñåìåéñòâ A∞, Aτ
∞0, Aτ

∞1,

Gi, i = 1, . . . , 6, Gτ
1 , Gτ

2 , Gτ
6 , τ = ±1 è D3, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíå Γ̃

(0)
2 ,

ðåáðó Γ̃
(1)
3 è ðåáðó Γ̃

(1)
2 , ñîõðàíèëèñü èç ñëó÷àÿ a · b 6= 0. Îñòàëüíûå 4

ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé ðåøåíèé íîâûå:

D7, Dτ
7 , τ = ±1 êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè c = 0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

(3.7.4) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;
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D8, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè c = 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.7.6) è

èìååò 1 ïàðàìåòð.

Ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè (3.6.1) ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè x → 0 ïåðåâîäÿòñÿ
â ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè x → ∞. Ïðè ýòîì ðàçëîæåíèÿ H7, Hτ

7 , H8

ïåðåõîäÿò â ðàçëîæåíèÿ D7, Dτ
7 , D8 ñîîòâåòñòâåííî (è îáðàòíî).

IV. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ P6 â ñëó÷àå

a = b = 0 âáëèçè íóëÿ è áåñêîíå÷íîñòè

�1. Ðàçëîæåíèÿ

Äëÿ øåñòîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå (2.1.1) ïðè a = b = 0, c è d � ïðîèç-
âîëüíûå, èùåì ðàçëîæåíèÿ åãî ðåøåíèé ïðè x → 0 è x → ∞ âèäà (2.1.2)
âñåõ ÷åòûðåõ òèïîâ � ñòåïåííûå, ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå, ñëîæíûå è
ýêçîòè÷åñêèå.

Óðàâíåíèå (2.1.5) ïðè a = b = 0 ïðèíèìàåò âèä

f(x, y)
def
= 2y′′x2(x− 1)2y(y − 1)(y − x)− (y′)2[x2(x− 1)2(y − 1)(y − x)

+x2(x− 1)2y(y − x) + x2(x− 1)2y(y − 1)] + 2y′[x(x− 1)2y(y − 1)(y − x)+
x2(x− 1)y(y − 1)(y − x) + x2(x− 1)2y(y − 1)]

−[2c(x− 1)y2(y − x)2 + 2dx(x− 1)y2(y − 1)2] = 0.
(3.1.1)

Íîñèòåëü S(fa=b=0) ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.1.1), åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà

Γ(fa=b=0), ãðàíè: âåðøèíû Γ
(0)
i

def
= Qi è ðåáðà Γ

(1)
i , i = 1, . . . , 6, èçîáðàæåíû

íà ðèñ. 5.
Ñîãëàñíî ðèñ. 5 â ýòîì ñëó÷àå íåò íîâûõ ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé.

Âñå ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé, ñóùåñòâóþùèå â ñëó÷àå a = b = 0, ñîäåðæàòñÿ
â ñëó÷àÿõ a · b 6= 0, a = 0, b 6= 0 è a 6= 0, b = 0 è ïåðå÷èñëåííû â ãëàâàõ
2 è 3.

Òåîðåìà 3.1.1. Â ñëó÷àå a = b = 0 óðàâíåíèå (2.1.1) ïðè x → 0 èìååò âñå-

ãî 15 ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé. Èç íèõ 7 ñåìåéñòâ A0, Aτ
00, τ = ±1

Aτ
01, B3 è H3 ñîõðàíèëèñü èç ñëó÷àÿ a ·b 6= 0. Åùå 8 ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé

ðåøåíèé B7, Bτ
7 , B8, H7, Hτ

7 è H8 ñîõðàíèëèñü èç ñëó÷àåâ a = 0, b 6= 0 è

a 6= 0, b = 0

Òåîðåìà 3.1.2. Â ñëó÷àå a = b = 0 óðàâíåíèå (2.1.1) ïðè x → ∞ èìå-

åò âñåãî 15 ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé. Èç íèõ 7 ñåìåéñòâ A∞,

Aτ
∞0, τ = ±1 Aτ

∞1, G3 è D3 ñîõðàíèëèñü èç ñëó÷àÿ a · b 6= 0. Åùå 8 ñå-

ìåéñòâ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé G7, Gτ
7 , τ = ±1, G8, D7, Dτ

7 è D8 ñîõðàíèëèñü

èç ñëó÷àåâ a = 0, b 6= 0 è a 6= 0, b = 0
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�2. Ïðèìåðû è ñðàâíåíèÿ ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè

Ïðèìåð 1. Â ñëó÷àå
a = b = c = 0, d = 1/2 (3.2.2)

ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå áàçîâûå ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé:

1. Òðè äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé Aτ
00, τ = sgn (Im r) (ñå-

ìåéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé) è A0 (ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæå-
íèé), îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëîé

y = crx
r +
∑

csx
s, (3.2.3)

ãäå êîìïëåêñíûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè: r � ïðîèçâîëüíûé ñ Re r = 0, r 6= 0
äëÿ ñåìåéñòâ Aτ

00, τ = sgn (Im r) è ñ 0 < Re r < 1 äëÿ ñåìåéñòâà A0,
s ∈ {r + lr + m(1− r); l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z}; êîìïëåêñíûå êîýô-
ôèöèåíòû: cr íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âñå cs ïîñòîÿííû è îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Åñëè Re r = 0, r 6= 0 ñóììà ðÿäà (3.2.3) äëÿ m = 0 åñòü ôóíêöèÿ (3.4.34),
ò. å. àñèìïòîòèêè èìåþò âèä

y = sin−2
[
−Im r

2
ln(C17x)

]
, (3.2.4)

ãäå r =
√
−C2, C2 � ëþáîå âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, C17 � íåíó-

ëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

2. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé B8, îïðåäåëÿå-
ìîå ôîðìóëîé

y = c0 +
∞∑

s=1

csx
s, (3.2.5)

ãäå êîìïëåêñíûå êîôôèöèåíòû: c0 6= 0, 1, c0 ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
c1 = (c0 − 1)/2, îñòàëüíûå cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.
Ïðèìåð 2. Â ñëó÷àå (3.2.2) Ïèêàð [52] ïðîèíòåãðèðîâàë óðàâíåíèå (2.1.1) â
ÿâíîì âèäå. Íåêîòîðûå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé Ïèêàðà åñòü â ëåììå 2 [47].
Ïðè x → 0 îíè èìåþò âèä

y(x) ∼ a0x
r(1 + O(xε)), (3.2.6)

ãäå 0 < Re r < 1, ëèáî r = 0, ëèáî r = 1, a0 � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ.

Â ñëó÷àå Re r = 0, r 6= 0 àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ñóòü [43]

y(x) ∼ (1 + O(x))sin−2
[
−Im r log(x)

2
+ O(1)

]
. (3.2.7)
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Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëó (3.2.6) ñ ôîðìóëàìè (3.2.3), (3.2.5) è ôîðìóëó (3.2.7)

ñ ôîðìóëîé (3.2.4), âèäèì, ÷òî ôîðìóëû (3.2.6) è (3.2.7) ñóòü àñèìïòîòèêè
ðåøåíèé ñåìåéñòâ A0, B8 (äëÿ r = 0) è Aτ

00 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðèìåð 3. Ïðè

a = 2, b = c = 0, d = 1/2 (3.2.8)

ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå áàçîâûå ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé:

1. Òðè äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé Aτ
00 (ñåìåéñòâî ýêçîòè-

÷åñêèõ ðàçëîæåíèé) è A0 (ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé), îïðåäåëÿå-
ìûõ ôîðìóëîé

y = crx
r +
∑

csx
s, (3.2.9)

ãäå êîìïëåêñíûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè: r � ïðîèçâîëüíûé ñ Re r = 0, r 6=
0 äëÿ ñåìåéñòâ Aτ

00 è ñ 0 < Re r < 1 äëÿ ñåìåéñòâà A0, s ∈
{r + lr + m(1− r); l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z}; êîìïëåêñíûå êîýôôè-
öèåíòû: cr íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âñå cs ïîñòîÿííû è îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëåíû.

Â ñëó÷àå Re r = 0, r 6= 0 ñóììà ðÿäà (3.2.9) äëÿ m = 0 åñòü ôóíêöèÿ
(2.3.82), ãäå C2 âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, α = 1, β = −C2/4,
γ =

√
C2/2. Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ñóòü

y =
β

β cos2[
√
−β ln(C11x)] + sin2[

√
−β ln(C11x)]

, (3.2.10)

ãäå β ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, C11 � íåíóëåâàÿ
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

2. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé B6, îïðåäåëÿå-
ìîå ôîðìóëîé

y = 1 + c2x
2 +

c2

2
x3 +

∞∑
s=4

csx
s, (3.2.11)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c2 � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
âñå cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

3. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé B3 ñ àñèìïòîòè-
êîé

y = − ln−2 x + c−3 ln−3 x +
∞∑

s=4

c−s ln−s x, (3.2.12)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c−3 � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
âñå c−s ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.
Ïðèìåð 4. Â ñëó÷àå (3.2.8) â ðàáîòå [47] áûë íàéäåí êëàññ ðåøåíèé (íàçâàí-
íûé ðåøåíèÿìè Øàçè) â ÿâíîì âèäå. Äëÿ ðåøåíèé ýòîãî êëàññà â ëåììå 5
[47] ïðè x → 0 àñèìïòîòèêè èìåþò âèä

y(x) ∼ − log−2 x + b0 log−3 x + O(log−4 x), (3.2.13)
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ãäå b0 ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ôîðìóëà (3.2.13) àíàëîãè÷íà (3.2.12) â ñëó÷àå (3.2.8). Äëÿ äðóãèõ ðå-
øåíèé â ñëó÷àå (3.2.8) (çà èñêëþ÷åíèåì ðåøåíèé Øàçè) àñèìïòîòèêè íå
âûïèñàíû.

Ñîãëàñíî ëåììå 6 èç [47] ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå îòîáðàæà-
åò ðåøåíèÿ â ñëó÷àå (3.2.8) â ðåøåíèÿ â ñëó÷àå (3.2.2). Ïî ëåììå 7 [47] âñå
ðåøåíèÿ Øàçè ïðåîáðàçóþòñÿ â èñêëþ÷èòåëüíîå ðåøåíèå I4 : y = ∞. Ïî
ëåììå 8 [47] ðåøåíèÿ òèïà Ïèêàðà íå îòîáðàæàþòñÿ â ýòî èñêëþ÷èòåëüíîå
ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àñèìïòîòèêè ðåøåíèé
òèïà Ïèêàðà èìåþò âèä àñèìïòîòèê ðåøåíèé ñåìåéñòâ A0, Aτ

00 è B6.
Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå èç ëåììû 6 [47] äëÿ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé

ñåìåéñòâà B6, ò. å. äëÿ ðàçëîæåíèé âèäà (3.2.11). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ (3.2.11) ïåðåâîäÿòñÿ â ðàçëîæåíèÿ âèäà

y =
1

1− 64c2
− 32c2

1− 64c2
x + ..., (3.2.14)

ãäå c2 � êîìïëåêñíàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èç (3.2.11).
Åñëè c2 6= 1/64, òî ðàçëîæåíèå (3.2.14) îòíîñèòñÿ ê ñåìåéñòâó B8, ò. å.

èìååò âèä (3.2.5). Íî â ñëó÷àå c2 = 1/64 îíî ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì ðå-
øåíèåì y = ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå (3.2.8) ðåøåíèå (3.2.11) ñåìåéñòâà
B6 ñ c2 = 1/64 ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ëåììû 6 [47] ïåðåâîäèòñÿ â
ðåøåíèå y = ∞. Ïîýòîìó è ïî ëåììå 8 [47] îíî íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì Ïèêà-
ðà. Ïîñêîëüêó åãî àñèìïòîòèêà ïðè x → 0 îòëè÷íà îò àñèìïòîòèê (3.2.12)
ðåøåíèé Øàçè, òî ýòî ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì Øàçè.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå (3.2.8) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (3.2.11) ñ c2 = 1/64,
êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì Øàçè è íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òèïà Ïèêà-
ðà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 4 (iii) èç [47], óòâåðæäàþùåé, ÷òî â ñëó÷àå
(3.2.8) ðåøåíèÿ Øàçè è ðåøåíèÿ òèïà Ïèêàðà èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíûå
ðåøåíèÿ.

Íà ñàìîì äåëå â ñëó÷àå (3.2.8) èìåþòñÿ ðåøåíèÿ òðåõ òèïîâ: 1) äâóïà-
ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé òèïà Ïèêàðà; 2) îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî ðåøåíèé Øàçè è 3) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (3.2.11) ñ c2 = 1/64.
Ïðè ýòîì ðàçëîæåíèÿ òèïà 2) ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè äëÿ òèïà 1), à ðå-
øåíèå òèïà 3) � ïðåäåëüíî äëÿ ðåøåíèé òèïîâ 1) è 2). Ó ðåøåíèÿ òèïà 3)
ñïåöèôè÷íû íå òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêèå, íî è äðóãèå ñâîéñòâà.
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Òàáë. 1.
Çàâèñèìîñòü áàçîâûõ ñåìåéñòâ B îò ïàðàìåòðîâ ïðè a = 0, b 6= 0.

c 6= 0 c = 0

I4 I4

B7, Bτ
7 I2

B3 B8

à) á)

Ðèñ. 1

à) á)

Ðèñ. 2
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