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НЕКОТОРЫЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ДИСКРЕТНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

В. И. ИВАНОВ, Ю. Д. РУДОМАЗИНА

(ТУЛА)

Введение

Работа посвящена решению дискретных экстремальных задач Фейе-
ра, Турана, Дельсарта, задачи о дискретных константах Джексона в про-
странстве 𝑙2 на циклической группе Z𝑞 и прямом произведении цикличе-
ских групп.

Задача Фейера о наибольшем значении неотрицательного тригономет-
рического полинома с фиксированным средним значением, экстремальный
полином в задаче Фейера нашли многочисленные применения в различных
областях математики. В аналитической теории чисел, теории функций ис-
пользуется обобщение задачи Фейера на случай полиномов с заданным спек-
тром, известное как задача Монтгомери. Ею занимались Х. Монтгомери,
Д. В. Горбачев, А. С. Белов.

Задача Турана— это задача о наибольшем среднем значении положи-
тельно определенной функции с фиксированным значением в нуле и задан-
ным носителем. Она находит применение в теории чисел, цифровой обра-
ботке сигналов. Ею занимались С. Б. Стечкин, Н. Н. Андреев, А. Ю. Попов,
В. В. Арестов, Е. Е. Бердышева, Д. В. Горбачев, Р. П. Боас, М. Кац, М. Ко-
лунзакис, С. Ревес, А. Гарсиа, Е. Родемич, Г. Рамсей. Задача Турана для
периодических положительно определенных функций допускает редукцию
к дискретным задачам Фейера и Турана.

Задача Дельсарта— это задача о наибольшем среднем значении поло-
жительно определенной функции с фиксированным значением в нуле и
неположительной вне заданного множества. Она используется в задачах
об оценке мощности кодов, дизайнов, контактных чисел, плотности упаков-
ки однородных пространств. На этом пути важные результаты получили
Ф. Дельсарт, Д. Геталс, Дж. Зейдель, К. Данкл, А. Одлыжко, М. Слоэн,
В. М. Сидельников, В. И. Левенштейн, Г. А. Кабатянский, Г. Фазекаш,
В. А. Юдин, Н. Н. Андреев, В. В. Арестов, А. Г. Бабенко, О. Р. Мусин,
Д. В. Горбачев, Т. Хейлс, Г. Кон, Н. Элкис, А. Кумар и др. Задачи Дельсарта
для ассоциативных симметричных схем отношений являются дискретными
экстремальными задачами.

В теории приближений важной задачей является задача о точных кон-
стантах в неравенствах Джексона между величиной наилучшего приближе-
ния функции и ее модулем непрерывности. В пространствах 𝐿2 ею занима-
лись Н. И. Черных, В. А. Юдин, В. В. Арестов, А. Г. Бабенко, В. Ю. Попов,
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Д. В. Горбачев, В. Т. Шевалдин, А. А. Лигун, А. В. Московский, О. И. Смир-
нов, С. Н. Васильев, А. И. Козко, А. В. Рождественский, Е. Е. Бердыше-
ва, А. А. Тюрюканов. Точные константы или константы Джексона являют-
ся функциями размерности приближающего подпространства и аргумента
в модуле непрерывности. В пространстве 𝐿2 на торе T константа Джексо-
на вычислена только в одном случае Н. И. Черныхом. Один из подходов
к вычислению констант Джексона в пространстве 𝐿2(T) состоит в вычисле-
нии дискретных констант Джексона в пространстве 𝑙2(Z𝑞) и последующем
предельном переходе при 𝑞→∞.

Дискретные экстремальные задачи для тригонометрических поли-
номов на циклической группе Z𝑞 можно считать экстремальными за-
дачами для обычных тригонометрических полиномов на подгруппе
É𝑞 = {𝑖/𝑞 : 𝑖= 0, 1, . . ., 𝑞 − 1} тора T= [0, 1). Поэтому, например, в задаче
Фейера множество неотрицательных полиномов на Z𝑞 гораздо шире, чем
множество неотрицательных тригонометрических полиномов на T, и для
них нет известных представлений. Это обстоятельство объясняет трудность
рассматриваемых задач. В частности, должны появиться новые экстремаль-
ные полиномы, так как нули экстремальных полиномов на T не всегда будут
попадать на подгруппу É𝑞.

В работе дискретные экстремальные задачи Фейера, Турана, Дельсар-
та на Z𝑞 решены для всех значений параметров 𝑞 и 𝑝 (определяет порядок
полинома или размер носителя), описаны экстремальные полиномы. Для
получения двусторонних оценок в многомерных дискретных экстремальных
задачах Фейера, Турана, Дельсарта вычислены максимальные мощности ко-
дов для двух ассоциативных симметрических схем отношений на прямом
произведении циклических групп. Результаты работы частично были опуб-
ликованы в [8–10, 13].

§ 1. Гармонический анализ на Z𝑞Z𝑞Z𝑞

Пусть
exp(2𝜋𝑖𝑥)= 𝑒(𝑥), cos(2𝜋𝑥)= 𝑐(𝑥) 𝑞∈N, 𝑞>2;
Z𝑞 = {0, 1, . . ., 𝑞− 1}—циклическая группа порядка 𝑞 с операцией сло-

жения по модулю 𝑞;
𝑙2(Z𝑞)—евклидово пространство всех функций 𝑓 :Z𝑞→C со скалярным

произведением

(𝑓, 𝑞) =
1

𝑞

𝑞−1∑︀
𝑥=0

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) (1.1)

и нормой ‖𝑓‖2 =
√︀
(𝑓, 𝑓).

Так как Z𝑞 —конечная абелева группа, то конечная двойственная груп-

па ̂︀Z𝑞 = {𝑒(𝑘𝑥/𝑞)}
𝑞−1

𝑘=0 (система характеров Z𝑞) является полной ортонорми-
рованной системой в 𝑙2(Z𝑞). Для любой 𝑓 из 𝑙2(Z𝑞) справедливо разложение
в сумму Фурье

𝑓(𝑥) =
𝑞−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑒(𝑘𝑥/𝑞), ̂︀𝑓𝑘 = (︀𝑓(𝑥), 𝑒(𝑘𝑥/𝑞))︀ (1.2)

и равенство Парсеваля

‖𝑓‖22 =
𝑞−1∑︀
𝑘=0

| ̂︀𝑓𝑘|2. (1.3)
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В подпространстве четных функций ортогональный базис образует си-
стема косинусов

{𝑐(𝑘𝑥/𝑞)}
𝑤

𝑘=0 , 𝑤=
[︀
𝑞/2
]︀
,

(︀
𝑐(𝑘𝑥/𝑞), 𝑐(𝑙𝑥/𝑞)

)︀
=

𝛿𝑘𝑙
𝑚𝑘

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 𝑘 ̸= 𝑙,
1, 𝑘= 𝑙= 0; 𝑘= 𝑙=𝑤, 𝑞 четное,
1

2
, 𝑘= 𝑙= 1, . . ., 𝑤− 1; 𝑘= 𝑙=𝑤,

𝑞 нечетное.

(1.4)

Для любой четной 𝑓 из 𝑙2(Z𝑞) справедливо разложение

𝑓(𝑥) =
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞), ̂︀𝑓𝑘 =𝑚𝑘

(︀
𝑓(𝑥), 𝑐(𝑘𝑥/𝑞)

)︀
(1.5)

и равенство Парсеваля

‖𝑓‖22 =
𝑤∑︀

𝑘=0

1

𝑚𝑘
| ̂︀𝑓𝑘|2. (1.6)

Рассмотрим на Z𝑞 два отображения

𝑑1(𝑥) =min{𝑥, 𝑞 − 𝑥} : Z𝑞 → Z𝑞, 𝑑2(𝑥) =max{𝑥, 𝑞 − 𝑥} : Z𝑞 → Z𝑞

и две метрики

𝑑1(𝑥, 𝑦) = 𝑑1(𝑥− 𝑦) :Z𝑞 × Z𝑞 → Z𝑞, 𝑑2(𝑥, 𝑦) = 𝑑2(𝑥− 𝑦) :Z𝑞 × Z𝑞 → Z𝑞.

Множества их расстояний суть

𝑑1(Z𝑞) = {𝑑1(𝑥, 𝑦) : 𝑥, 𝑦 ∈ Z𝑞}= {0, 1, . . ., 𝑤}, (1.7)

𝑑2(Z𝑞) = {𝑑2(𝑥, 𝑦) : 𝑥, 𝑦 ∈ Z𝑞}=
{︁
0,
[︁
𝑞 + 1

2

]︁
, . . ., 𝑞 − 1

}︁
. (1.8)

Метрики определяют на Z𝑞 две ассоциативные симметричные (метри-
ческие) схемы отношений

𝑌1 = (Z𝑞, 𝑑1(𝑥, 𝑦)), 𝑌2 = (Z𝑞, 𝑑2(𝑥, 𝑦)) (1.9)

с 𝑤 классами. Схема 𝑌1 известна как схема правильного 𝑞-угольника
[3, 6, 24].

Метрики 𝑑𝑖, 𝑖= 1, 2, позволяют определить в 𝑙2(Z𝑞) некоторые подпро-
странства полиномов. Для 06𝑝6𝑤, 𝑖=1, 2 положим

𝑇𝑖,𝑝,𝑞 =

{︂
𝑓 ∈ 𝑙2(Z𝑞) : 𝑓(𝑥) =

∑︀
𝑑𝑖(𝑘)6𝑑𝑖(𝑝)

̂︀𝑓𝑘𝑒(𝑘𝑥/𝑞)}︂ , (1.10)

𝐶𝑖,𝑝,𝑞 =

{︂
𝑓 ∈ 𝑙2(Z𝑞) : 𝑓(𝑥) =

∑︀
𝑑𝑖(𝑘)6𝑑𝑖(𝑝)

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞)}︂ . (1.11)

Подмножества неотрицательных на Z𝑞 полиномов из 𝑇𝑖,𝑝,𝑞, 𝐶𝑖,𝑝,𝑞 обозначим
𝑇+
𝑖,𝑝,𝑞, 𝐶

+
𝑖,𝑝,𝑞.

При 16𝑝6𝑤 полином из 𝑇1,𝑝,𝑞 может быть записан в виде

𝑓(𝑥) =
𝑝∑︀

𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑒(𝑘𝑥/𝑞) + 𝑞−1∑︀
𝑘=𝑞−𝑝

̂︀𝑓𝑘𝑒(𝑘𝑥/𝑞)



172 В. И. ИВАНОВ, Ю. Д. РУДОМАЗИНА

или
𝑓(𝑥) =

∑︀
|𝑘|6𝑝

̂︀𝑓𝑘𝑒(𝑘𝑥/𝑞),
из 𝑇2,𝑝,𝑞 —в виде

𝑓(𝑥) = ̂︀𝑓0 + 𝑞−𝑝∑︀
𝑘=𝑝

̂︀𝑓𝑘𝑒(𝑘𝑥/𝑞), (1.12)

из 𝐶1,𝑝,𝑞 —в виде

𝑓(𝑥) =
𝑝∑︀

𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞), (1.13)

из 𝐶2,𝑝,𝑞 —в виде

𝑓(𝑥) = ̂︀𝑓0 + 𝑤∑︀
𝑘=𝑝

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞). (1.14)

§ 2. Постановка экстремальных задач Фейера на Z𝑞Z𝑞Z𝑞

В этом параграфе будут представлены дискретные варианты известной
задачи Фейера для тригонометрических полиномов. В этих задачах либо
прямо предполагается, что функции являются положительно определенны-
ми, либо таковыми являются экстремальные функции.

Пусть 𝐺—компактная абелева группа, 𝐶(𝐺)—множество непрерыв-
ных комплекснозначных на 𝐺 функций. Функция 𝜙 из 𝐶(𝐺) называется
положительно определенной, если для любых 𝑥1, . . ., 𝑥𝑚 из 𝐺 и любых
𝛼1, . . .𝛼𝑚 из C выполняется неравенство

𝑚∑︀
𝑖,𝑗=1

𝜙(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)𝛼𝑖𝛼𝑗 > 0.

Пусть 𝐵(𝐺)—множество всех непрерывных, положительно определен-
ных на 𝐺 функций, 𝐵R(𝐺), 𝐵R(𝐺)⊂𝐵(𝐺),— подмножество действительных
функций. По обобщенной теореме Бохнера [20, 21] непрерывная функция
является положительно определенной на 𝐺 тогда и только тогда, когда
ее преобразование Фурье интегрируемо и неотрицательно на двойственной

группе ̂︀𝐺.
Одномерный тор T = [0, 1) является компактной абелевой группой и

любая функция 𝜙 из 𝐵(T) может быть записана в виде
𝜙(𝑥) =

∑︀
𝑘∈Z
̂︀𝜙𝑘𝑒(𝑘𝑥),

где ̂︀𝜙𝑘 > 0, 𝑘∈Z;
∑︀
𝑘∈Z
̂︀𝜙𝑘<∞. Тогда

𝐵R(T) =
{︂
𝜙∈𝐵(T) : 𝜙(𝑥) =

∞∑︀
𝑘=0

̂︀𝜙𝑘𝑐(𝑘𝑥), ̂︀𝜙𝑘 > 0,
∞∑︀
𝑘=0

̂︀𝜙𝑘 <∞

}︂
.

Аналогично,

𝐵(Z𝑞) =

{︂
𝜙 : 𝜙(𝑥) =

𝑞−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝜙𝑘𝑒(𝑘𝑥/𝑞), ̂︀𝜙𝑘 > 0, 𝑘= 0, . . ., 𝑞 − 1

}︂
,

𝐵R(Z𝑞) =

{︂
𝜙 : 𝜙(𝑥) =

𝑤∑︀
𝑘=0

̂︀𝜙𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞), ̂︀𝜙𝑘 > 0, 𝑘= 0, . . ., 𝑤

}︂
.
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Рассмотрим постановки следующих дискретных экстремальных задач.
Вычислить величины

Ë1(𝑝, 𝑞) = sup
{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈ 𝑇+

1,𝑝−1,𝑞,
̂︀𝑓0 = 1

}︁
, (2.1)

Ë2(𝑝, 𝑞) = sup
{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈ 𝑇+

2,𝑝,𝑞,
̂︀𝑓0 = 1

}︁
, (2.2)

𝜆1(𝑝, 𝑞) = sup
{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈ 𝑇+

1,𝑝−1,𝑞 ∩𝐵(Z𝑞), ̂︀𝑓0 = 1
}︁
, (2.3)

𝜆2(𝑝, 𝑞) = sup
{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈ 𝑇+

2,𝑝,𝑞 ∩𝐵(Z𝑞), ̂︀𝑓0 = 1
}︁
. (2.4)

Преобразование 𝐴𝑓(𝑥) = (𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥))/2 полином из 𝑇𝑖,𝑝,𝑞 переводит
в полином из 𝐶𝑖,𝑝,𝑞, сохраняет его неотрицательность, нулевой коэффици-

ент ̂︀𝑓0, положительную определенность, поэтому

Ë1(𝑝, 𝑞) = sup
{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈𝐶+

1,𝑝−1,𝑞,
̂︀𝑓0 = 1

}︁
, (2.5)

Ë2(𝑝, 𝑞) = sup
{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈𝐶+

2,𝑝,𝑞,
̂︀𝑓0 = 1

}︁
, (2.6)

𝜆1(𝑝, 𝑞) = sup
{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈𝐶+

1,𝑝−1,𝑞 ∩𝐵R(Z𝑞), ̂︀𝑓0 = 1
}︁
, (2.7)

𝜆2(𝑝, 𝑞) = sup
{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈𝐶+

2,𝑝,𝑞 ∩𝐵R(Z𝑞), ̂︀𝑓0 = 1
}︁
. (2.8)

В задачах (2.1), (2.3), (2.5), (2.7) естественно предполагать 𝑝6𝑤+1, а
в задачах (2.2), (2.4), (2.6), (2.8), что 𝑝6𝑤.

Сформулируем непрерывные варианты дискретных задач. Пусть

𝑇𝑝 =

{︃
𝑓(𝑥) : 𝑓(𝑥) =

∑︀
|𝑘|6𝑝

̂︀𝑓𝑘𝑒(𝑘𝑥)}︃ , 𝐶𝑝 =

{︂
𝑓(𝑥) : 𝑓(𝑥) =

𝑝∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥)}︂ ,
𝑇𝑝,𝑞 =

{︃
𝑓(𝑥) : 𝑓(𝑥) = ̂︀𝑓0 + ∑︀

𝑝6|𝑘|6𝑞−𝑝

̂︀𝑓𝑘𝑒(𝑘𝑥)}︃ ,
𝐶𝑝,𝑞 =

{︂
𝑓(𝑥) : 𝑓(𝑥) = ̂︀𝑓0 + 𝑞−𝑝∑︀

𝑘=𝑝

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥)}︂ .
Соответствующие подмножества тригонометрических полиномов, неот-

рицательных на торе T, обозначим 𝑇+
𝑝 , 𝐶

+
𝑝 , 𝑇

+
𝑝,𝑞, 𝐶

+
𝑝,𝑞.

Требуется вычислить величины

Ë(𝑝) = sup
{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈ 𝑇+

𝑝−1,
̂︀𝑓0 = 1

}︁
= sup

{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈𝐶+

𝑝−1,
̂︀𝑓0 = 1

}︁
, (2.9)

Ë(𝑝, 𝑞) = sup
{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈ 𝑇+

𝑝,𝑞,
̂︀𝑓0 = 1

}︁
= sup

{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈𝐶+

𝑝,𝑞,
̂︀𝑓0 = 1

}︁
, (2.10)

𝜆(𝑝) = sup
{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈ 𝑇+

𝑝−1 ∩𝐵R(T), ̂︀𝑓0 = 1
}︁
=

= sup
{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈𝐶+

𝑝−1 ∩𝐵R(T), ̂︀𝑓0 = 1
}︁
, (2.11)

𝜆(𝑝, 𝑞) = sup
{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈ 𝑇+

𝑝,𝑞 ∩𝐵R(T), ̂︀𝑓0 = 1
}︁
=

= sup
{︁
𝑓(0) : 𝑓 ∈𝐶+

𝑝,𝑞 ∩𝐵R(T), ̂︀𝑓0 = 1
}︁
. (2.12)
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Задачу (2.9) поставил и решил Л. Фейер [12, 23]. Он показал, что
Ë(𝑝) = 𝑝. Оценка снизу была получена с помощью единственного экстре-
мального полинома

𝐹𝑝−1(𝑥) = 1+ 2
𝑝−1∑︀
𝑘=1

(︁
1−

𝑘

𝑝

)︁
𝑐(𝑘𝑥) =

1

𝑝

(︁
sin 𝜋𝑝𝑥

sin 𝜋𝑥

)︁2

. (2.13)

Оценка сверху была доказана им с помощью квадратурной формулы прямо-
угольников

1∫︁
0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥=
1

𝑝

𝑝−1∑︀
𝑘=0

𝑓
(︁
𝑘

𝑝

)︁
, 𝑓 ∈ 𝑇𝑝−1. (2.14)

Из (2.13) вытекает, что 𝜆(𝑝)=Ë(𝑝).
Задачи (2.1)–(2.8), (2.10), (2.12) будем называть задачами Фейера.
К задаче (2.1) Д. В. Горбачевым и А. С. Маношиной [5] была сведена

задача Турана для 1-периодических положительно определенных функций с
носителем на отрезке [−ℎ, ℎ], ℎ=𝑝/𝑞, 2𝑝6𝑞, (𝑝, 𝑞)=1.

Задача (2.10) в несколько другой, но эквивалентной форме ставилась
Х. Монтгомери [25].

§ 3. Коэффициенты одного класса
четных тригонометрических полиномов

Этот параграф носит вспомогательный характер. Его результаты будут
использованы при решении экстремальных задач Фейера. Возможно, резуль-
таты параграфа имеют и самостоятельный интерес.

При проверке положительной определенности четного тригонометриче-
ского полинома необходимо проверять неотрицательность его коэффициен-
тов. Часто полином задается своими нулями. Возникает задача выяснения
знаков коэффициентов полинома по его нулям. В общем случае это очень
сложная задача. Для одного класса четных тригонометрических полиномов
удается записать коэффициенты через нули в форме, удобной для анализа
знаков коэффициентов. В этот класс, в частности, входит и полином Фейе-
ра (2.13).

Рассмотрим четный тригонометрический полином порядка 𝑝−1

𝑡𝑝−1(𝑥, 𝜙) =
𝑝−1∏︀
𝑘=1

(𝑐(𝑥)− 𝑐(𝑘𝜙)) (3.1)

переменной 𝑥, зависящий от параметра 𝜙, 𝜙 ∈ T. Это есть однопараметри-
ческий класс четных тригонометрических полиномов. Нули полинома (3.1)
суть ±𝑘𝜙, 𝑘 = 1, . . ., 𝑝− 1. Полином Фейера (2.13) с точностью до положи-
тельного множителя получается при 𝜙=

𝑠

𝑝
, (𝑠, 𝑝)=1, 𝑠∈{1, . . ., 𝑝}.

Запишем разложение (3.1) в виде

𝑡𝑝−1(𝑥, 𝜙) =
1

2𝑝−2

{︂
𝑝−2∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘𝐴𝑝
𝑘(𝜙)𝑐((𝑝− 1− 𝑘)𝑥)+

+
1

2
(−1)𝑝−1𝐴𝑝

𝑝−1(𝜙)
}︁
=

𝑎𝑝0 (𝜙)

2
+

𝑝−1∑︀
𝑘=1

𝑎𝑝𝑘(𝜙)𝑐(𝑘𝑥), (3.2)

𝑎𝑝𝑘(𝜙) =
(−1)𝑝−1−𝑘

2𝑝−2
𝐴𝑝

𝑝−1−𝑘(𝜙), 𝑘= 0, 1, . . ., 𝑝− 1.
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Если разложение (3.2) запишем для полинома 𝑡𝑝−2(𝑥, 𝜙), умножим его
на (𝑐(𝑥) − 𝑐((𝑝 − 1)𝜙)) и сравним полученное произведение с разложени-
ем (3.1) для полинома 𝑡𝑝−1(𝑥, 𝜙), то придем к реккурентным формулам

𝐴𝑝
𝑘(𝜙) =𝐴𝑝−1

𝑘 (𝜙) +𝐴𝑝−1
𝑘−2(𝜙) + 2𝑐((𝑝− 1)𝜙)𝐴𝑝−1

𝑘−1(𝜙), 𝑘= 1, . . ., 𝑝− 2,

𝐴𝑝
𝑝−1(𝜙) = 2𝐴𝑝−1

𝑝−3(𝜙) + 2𝑐((𝑝− 1)𝜙)𝐴𝑝−1
𝑝−2(𝜙), 𝐴𝑝

0(𝜙) = 1, 𝐴𝑝
−1(𝜙) = 0.

(3.3)

Из формул (3.3) вытекает, что коэффициенты 𝐴𝑝
𝑘(𝜙) являются четными

тригонометрическими полиномами переменной 𝜙 порядка 𝑠𝑘 = 𝑝𝑘−
𝑘(𝑘+ 1)

2
,

а коэффициенты 𝑎𝑝𝑘(𝜙)—порядка ̃︀𝑠𝑘= (𝑝+ 𝑘)(𝑝− 𝑘− 1)

2
, 𝑘=0, 1, . . ., 𝑝−1.

Полиномы 𝐴𝑝
𝑘(𝜙) не допускают разложения на простые для исследова-

ния их знака сомножители.
Положим

𝐵𝑝
𝑘(𝜙) =𝐴𝑝

𝑘−1(𝜙) +𝐴𝑝
𝑘(𝜙), 𝑘= 1, . . ., 𝑝− 1, 𝐵𝑝

0 (𝜙) = 1, 𝐵𝑝
−1(𝜙) = 0. (3.4)

C помощью (3.3) выводим рекуррентные соотношения

𝐵𝑝
𝑘(𝜙) =𝐵𝑝−1

𝑘 (𝜙) +𝐵𝑝−1
𝑘−2(𝜙) + 2𝑐((𝑝− 1)𝜙)𝐵𝑝−1

𝑘−1(𝜙), 𝑘= 1, . . ., 𝑝− 2,

𝐵𝑝
𝑝−1(𝜙) =𝐵𝑝−1

𝑝−3(𝜙) + (1 + 2𝑐((𝑝− 1)𝜙))𝐵𝑝−1
𝑝−2(𝜙).

(3.5)

Л е м м а 1. Для 𝑘=1, . . ., 𝑝−1

𝐵𝑝
𝑘(𝜙) =

𝑘∏︀
𝜈=1

sin 𝜋(2𝑝− 𝜈)𝜙

sin 𝜋𝜈𝜙
. (3.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

𝐴2
0(𝜙) = 1, 𝐴2

1(𝜙) = 2 cos 2𝜋𝜙,

𝐵2
1(𝜙) =𝐴2

0(𝜙) +𝐴2
1(𝜙) = 1+ 2 cos 2𝜋𝜙=

sin 3𝜋𝜙

sin 𝜋𝜙
,

поэтому (3.6) для 𝑝=2, 𝑘=1—верно. Предположим, что

𝐵𝑝−1
𝑘 (𝜙) =

𝑘∏︀
𝜈=1

sin 𝜋(2𝑝− 𝜈 − 2)𝜙

sin 𝜋𝜈𝜙
, 𝑘= 1, . . ., 𝑝− 2.

Если 𝑘=1, . . ., 𝑝−2, то согласно (3.5)

𝐵𝑝
𝑘(𝜙)

𝑘∏︀
𝜈=1

sin 𝜋𝜈𝜙=
𝑘∏︀

𝜈=1

sin 𝜋(2𝑝− 𝜈 − 2)𝜙+

+ sin 𝜋(𝑘− 1)𝜙 sin 𝜋𝑘𝜙
𝑘−2∏︀
𝜈=1

sin 𝜋(2𝑝− 𝜈 − 2)𝜙+

+ 2 cos 2𝜋(𝑝− 1)𝜙 sin 𝜋𝑘𝜙
𝑘−1∏︀
𝜈=1

sin 𝜋(2𝑝− 𝜈 − 2)𝜙=

= {sin 𝜋(2𝑝− 𝑘− 1)𝜙 sin 𝜋(2𝑝− 𝑘− 2)𝜙+ sin 𝜋(𝑘− 1)𝜙 sin 𝜋𝑘𝜙+

+ 2 cos 2𝜋(𝑝− 1)𝜙 sin 𝜋𝑘𝜙 sin 𝜋(2𝑝− 𝑘− 1)𝜙}
𝑘∏︀

𝜈=3

sin 𝜋(2𝑝− 𝜈)𝜙=

= {sin 𝜋(2𝑝− 2 + 𝑘)𝜙 sin 𝜋(2𝑝− 𝑘− 1)𝜙+

+ sin 𝜋(𝑘− 1)𝜙 sin 𝜋𝑘𝜙}
𝑘∏︀

𝜈=3

sin 𝜋(2𝑝− 𝜈)𝜙=

=
1

2
{cos 𝜋𝜙− cos 𝜋(4𝑝− 3)𝜙}

𝑘∏︀
𝜈=3

sin 𝜋(2𝑝− 𝜈)𝜙=
𝑘∏︀

𝜈=1

sin 𝜋(2𝑝− 𝜈)𝜙.
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Аналогично, если 𝑘= 𝑝−1, то

𝐵𝑝
𝑝−1(𝜙)

𝑝−1∏︀
𝜈=1

sin 𝜋𝜈𝜙=

= sin 𝜋(𝑝− 1)𝜙

{︂
sin 𝜋(𝑝− 2)𝜙+ (1+ 2 cos 2𝜋(𝑝− 1)𝜙) sin 𝜋𝑝𝜙

}︂
×

×
𝑝−1∏︀
𝜈=3

sin 𝜋(2𝑝− 𝜈)𝜙=

= sin 𝜋(𝑝− 1)𝜙{sin 𝜋𝑝𝜙+ sin 𝜋(3𝑝− 2)𝜙}
𝑝−1∏︀
𝜈=3

sin 𝜋(2𝑝− 𝜈)𝜙=

= 2 sin 𝜋(𝑝− 1)𝜙 cos 𝜋(𝑝− 1)𝜙 sin 𝜋(2𝑝− 1)𝜙
𝑝−1∏︀
𝜈=3

sin 𝜋(2𝑝− 𝜈)𝜙=

=
𝑝−1∏︀
𝜈=1

sin 𝜋(2𝑝− 𝜈)𝜙.

Таким образом, (3.6) верно для 𝑝 и 𝑘=1, . . ., 𝑝−1. Лемма 1 доказана.
Л е м м а 2. Для 𝑘=0, 1, . . ., 𝑝−1

𝑎𝑝𝑘(𝜙) =
1

2𝑝−2

𝑝−1−𝑘∑︀
𝑠=0

(−1)𝑠𝐵𝑝
𝑠 (𝜙). (3.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (3.4)

(−1)𝑘𝐴𝑝
𝑘(𝜙)− (−1)𝑘−1𝐴𝑝

𝑘−1(𝜙) = (−1)𝑘𝐵𝑝
𝑘(𝜙), 𝑘= 0, 1, . . ., 𝑝− 1.

Отсюда

𝐴𝑝
0(𝜙) =𝐵𝑝

0 (𝜙), −𝐴𝑝
1(𝜙) =𝐴𝑝

0(𝜙)−𝐵
𝑝
1 (𝜙) =𝐵𝑝

0 (𝜙)−𝐵
𝑝
1 (𝜙),

(−1)𝑘𝐴𝑝
𝑘(𝜙) =

𝑘∑︀
𝑠=0

(−1)𝑠𝐵𝑝
𝑠 (𝜙).

Из

𝑎𝑝𝑘(𝜙) =
(−1)𝑝−1−𝑘

2𝑝−2
𝐴𝑝

𝑝−1−𝑘(𝜙),

следует

𝑎𝑝𝑘(𝜙) =
1

2𝑝−2

𝑝−1−𝑘∑︀
𝑠=0

(−1)𝑠𝐵𝑝
𝑠 (𝜙), 𝑘= 0, 1, . . ., 𝑝− 1.

Лемма 2 доказана.
С помощью формул (3.7) легко восстановить коэффициенты полинома

Фейера по его нулям. Если 𝜙=1/𝑝, то для 𝑠=0, 1, . . ., 𝑝−1

𝐵𝑝
𝑠 (1/𝑝) = (−1)𝑠

и
𝑎𝑝𝑘
(︀
1/𝑝
)︀
= (𝑝− 𝑘)/2𝑝−2,

поэтому
𝑝−1∏︀
𝑘=1

(︀
𝑐(𝑥)− 𝑐(𝑘/𝑝)

)︀
= 22−𝑝

{︂
𝑝/2 +

𝑝−1∑︀
𝑘=1

(𝑝− 𝑘)𝑐(𝑘𝑥)

}︂
.
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Остается только пронормировать нулевой коэффициент. В частности, полу-
чаем формулу

𝐹𝑝−1(𝑥) =
2𝑝−1

𝑝

𝑝−1∏︀
𝑘=1

(︀
𝑐(𝑥)− 𝑐(𝑘/𝑝)

)︀
.

В следующей лемме даются достаточные условия положительности ко-
эффициентов полинома (3.1).

Л е м м а 3. Если 𝑟 ∈ {1, . . ., 𝑝− 1}, (𝑟, 𝑝) = 1, |𝜙0 − 𝑟/𝑝|6 1/2𝑝2, то
sgn𝐵𝑝

𝑘(𝜙0) = (−1)𝑘 и

𝑎𝑝𝑘(𝜙0) =
1

2𝑝−2

𝑝−1−𝑘∑︀
𝑠=0

|𝐵𝑝
𝑠 (𝜙0)|, 𝑘= 0, 1, . . ., 𝑝− 1.

В частности,

𝑎𝑝0(𝜙0)> 𝑎𝑝1(𝜙0)> · · ·> 𝑎𝑝𝑝−1(𝜙0)> 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая (3.7), достаточно показать, что в
условиях леммы

sgn𝐵𝑝
𝑘(𝜙0) = (−1)𝑘, 𝑘= 1, . . ., 𝑝− 1. (3.8)

Так как 𝐵𝑝
𝑘(𝑟/𝑝) = (−1)𝑘, то для доказательства (3.8) достаточно убе-

диться, что точки 𝜙0 и 𝜙1 = 𝑟/𝑝 лежат на одних участках знакопостоянства
сомножителей в (3.6).

Вначале покажем, что для 𝜈=1, . . ., 𝑝−1

sgn sin 𝜋(𝜈 − 2𝑝)𝜙0 = sgn sin 𝜋(𝜈 − 2𝑝)𝜙1.

Действительно, согласно условию (𝑟, 𝑝)=1

𝜈𝑟= 𝛼𝑝+ 𝛽, 𝛽 ∈ {1, . . ., 𝑝− 1}.

Отсюда

sin 𝜋(𝜈 − 2𝑝)𝜙1 = sin
𝜋𝜈𝑟

𝑝
= sin

(︁
𝜋𝛼+

𝜋𝛽

𝑝

)︁
= (−1)𝛼 sin

𝜋𝛽

𝑝

и
sgn sin 𝜋(𝜈 − 2𝑝)𝜙1 = (−1)𝛼.

Далее,

sin 𝜋(𝜈 − 2𝑝)𝜙0 = sin
(︀
𝜋(𝜈 − 2𝑝)𝜙1 − 𝜋(2𝑝− 𝜈)(𝜙0 − 𝜙1)

)︀
=

= sin
(︁
𝜋𝛼+ 𝜋

(︁
𝛽

𝑝
− (2𝑝− 𝜈)(𝜙0 − 𝜙1)

)︁)︁
=

= (−1)𝛼 sin 𝜋
(︁
𝛽

𝑝
− (2𝑝− 𝜈)(𝜙0 − 𝜙1)

)︁
.

Так как 2𝑝−𝜈62𝑝−1, |𝜙0−𝜙1|61/2𝑝2, то

1

2𝑝2
6 1

𝑝
− |𝜙0 − 𝜙1|(2𝑝− 1)6 𝛽

𝑝
− (2𝑝− 𝜈)(𝜙0 − 𝜙1)6

6 𝑝− 1

𝑝
+ |𝜙0 − 𝜙1|(2𝑝− 1)6 1−

1

2𝑝2
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и
sgn sin 𝜋(𝜈 − 2𝑝)𝜙0 = (−1)𝛼.

Аналогично,

sgn sin 𝜋𝜈𝜙1 = (−1)𝛼, sgn sin 𝜋𝜈𝜙0 = (−1)𝛼 sin 𝜋
(︁
𝛽

𝑝
+ 𝜈(𝜙0 − 𝜙1)

)︁
.

Так как 𝜈 6 𝑝−1<𝑝, то

1

2𝑝
6 1

𝑝
− 𝑝|𝜙0 − 𝜙1|<

𝛽

𝑝
+ 𝜈(𝜙0 − 𝜙1)<

𝑝− 1

𝑝
+ 𝑝|𝜙0 − 𝜙1|6 1−

1

2𝑝

и
sgn sin 𝜋𝜈𝜙0 = (−1)𝛼.

Значит, (3.8) выполнено. Лемма 3 доказана.

§ 4. Решение дискретных задач Фейера

В этом параграфе будут решены задачи Фейера (2.5)–(2.8). Экстремаль-
ные полиномы в задаче (2.5) будем обозначать

𝐹𝑝,𝑞(𝑥) =
𝑝−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐹 𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑘𝑥/𝑞), ̂︀𝐹 𝑝,𝑞

0 = 1, (4.1)

а в задаче (2.6)—

𝑓𝑝,𝑞(𝑥) = 1+
𝑤∑︀

𝑘=𝑝

̂︀𝑓𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑘𝑥/𝑞). (4.2)

Вначале исследуем задачи (2.5), (2.7). Рассмотрим случай 𝑝=𝑤+1.
Л е м м а 4. Если 𝑝=𝑤+1, то

Ë1(𝑝, 𝑞) = 𝜆1(𝑝, 𝑞) = 𝑞. (4.3)

Экстремальный полином единственен и имеет вид

𝐹𝑝,𝑞(𝑥) =
𝑤∑︀

𝑘=0

𝑚𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞), (4.4)

где числа 𝑚𝑘 определены в (1.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑝=𝑤+1, полином 𝑓 принадлежит 𝐶+
1,𝑝−1,𝑞,̂︀𝑓0=1. Запишем для него квадратурную формулу прямоугольников

1 =
1

𝑞

𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝑓(𝑘).

Пользуясь неотрицательностью 𝑓(𝑘), получим

𝑓(0)6 𝑞.

Отсюда вытекает оценка сверху в (4.3). Равенство в ней будет тогда и только
тогда, когда 𝑓(0) = 𝑞, 𝑓(𝑘) = 0, 𝑘=1, . . ., 𝑞− 1. Это выполняется только для
полинома (4.4). Лемма 4 доказана.
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Рассмотрим основной случай 𝑝6𝑤. Он подразделяется на три:
1) 𝑝 | 𝑞; 2) (𝑝, 𝑞) = 1; 3) 𝑝 | 𝑞, (𝑝, 𝑞) = 𝑑 > 1.

Пусть 𝑝 | 𝑞, 𝑞 = 𝑑𝑝, 𝑑 > 2. Применяя квадратурную формулу прямо-
угольников (2.14), получим

Ë1(𝑝, 𝑞) = 𝜆1(𝑝, 𝑞) = 𝑝, (4.5)

причем в качестве экстремального полинома можно взять полином
𝐹𝑝,𝑞(𝑥) = 𝐹𝑝−1(𝑥/𝑞), где 𝐹𝑝−1 —полином Фейера (2.13). Однако экстремаль-
ный полином не единственен. Поэтому этот случай рассмотрим подробнее.
Вместо квадратурной формулы прямоугольников будем использовать квад-
ратурную формулу, прямо определяемую полиномом Фейера.

Л е м м а 5. Если 𝑝, 𝑞 ∈ N, 𝑝 | 𝑞, 𝑞 = 𝑑𝑝, 𝑝 6 𝑤, то для любого
дискретного четного тригонометрического полинома 𝑓(𝑥) из 𝐶1,𝑝−1,𝑞 по-
рядка 𝑝− 1

𝑓(𝑥) =
𝑝−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞)
справедлива квадратурная формула

̂︀𝑓0 = 1

𝑝

{︂
𝑓(0) + 2

𝑝−1∑︀
𝑘=1

(︁
1−

𝑘

𝑝

)︁
𝑓(𝑘𝑑)

}︂
. (4.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (2.13) для полиномов 𝑐(𝑟𝑥/𝑞),
𝑟=0, 1, . . ., 𝑝−1, равенство (4.6) верно:

1

𝑝

{︂
1 + 2

𝑝−1∑︀
𝑘=1

(︁
1−

𝑘

𝑝

)︁
𝑐(𝑘𝑑𝑟/𝑞)

}︂
=

=
1

𝑝

{︂
1 + 2

𝑝−1∑︀
𝑘=1

(︁
1−

𝑘

𝑝

)︁
𝑐(𝑘𝑟/𝑝)

}︂
=

1

𝑝2

(︁
sin 𝜋𝑟

sin(𝜋𝑟/𝑝)

)︁2

=

{︂
1, 𝑟= 0,
0, 𝑟= 1, . . ., 𝑝− 1.

Лемма 5 доказана.
Л е м м а 6. Если 𝑝, 𝑞∈N, 𝑝 | 𝑞, 𝑝6𝑤, то

Ë1(𝑝, 𝑞) = 𝜆1(𝑝, 𝑞) = 𝑝= 𝐹𝑝,𝑞(0)

и полином

𝐹𝑝,𝑞(𝑥) = 𝐹𝑝−1(𝑥/𝑞) (4.7)

является экстремальным в задачах (2.5), (2.7). Все экстремальные по-
линомы в задаче (2.5) имеют вид

𝐹𝑝,𝑞(𝑥) = 𝜆0

[𝑝/2]∏︀
𝑘=1

(︀
𝑐(𝑥/𝑞)− 𝑐(𝑘/𝑝)

)︀ [(𝑝−1)/2]∏︀
𝑘=1

(︀
𝑐(𝑥/𝑞)− 𝑐(𝑧𝑘/𝑞)

)︀
, (4.8)

где 𝜆0>0; 𝑧𝑘∈R, |𝑧𝑘 − 𝑞𝑘/𝑝|61, 𝑘=1, . . ., [(𝑝−1)/2].
Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценка сверху величины (2.5) получается с

помощью квадратурной формулы (4.6). Если 𝑓 ∈ 𝐶+
1,𝑝−1,𝑞,

̂︀𝑓0 = 1, то соглас-
но (4.6)

1 =
1

𝑝

{︂
𝑓(0) + 2

𝑝−1∑︀
𝑘=1

(︁
1−

𝑘

𝑝

)︁
𝑓(𝑑𝑘)

}︂
> 𝑓(0)

𝑝
. (4.9)
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Отсюда 𝑓(0)6 𝑝, поэтому Ë1(𝑝, 𝑞)6 𝑝.
Согласно (2.13) полином 𝐹𝑝−1(𝑥/𝑞) принадлежит 𝐶

+
1,𝑝−1,𝑞 ∩𝐵R(Z𝑞), для

него ̂︀𝑓0 = 1 и 𝐹𝑝−1(0) = 𝑝. Значит, он является экстремальным в зада-
чах (2.5), (2.7).

Согласно (4.9) экстремальный полином в задаче (2.5) имеет нули в точ-
ках 𝑥𝑘=𝑑𝑘, 𝑘=1, . . ., 𝑝−1. Это влечет появление у него сомножителя

[𝑝/2]∏︀
𝑘=1

(︀
𝑐(𝑥/𝑞)− 𝑐(𝑘/𝑞)

)︀
.

Второй сомножитель

[(𝑝−1)/2]∏︀
𝑘=1

(︀
𝑐(𝑥/𝑞)− 𝑐(𝑧𝑘/𝑞)

)︀
, |𝑧𝑘 − 𝑞𝑘/𝑝|6 1

необходим для неотрицательности их произведения на Z𝑞. Так как произ-
ведение этих сомножителей является полиномом порядка 𝑝− 1, то произ-
вольный экстремальный полином в задаче (2.5) имеет вид (4.8). Лемма 6
доказана.

Экстремальные полиномы в задаче (2.7)— это полиномы (4.8), имею-
щие неотрицательные коэффициенты разложения. Мы предполагаем, что
это так для всех полиномов (4.8), но доказать это нам не удалось. Покажем,
по крайней мере, что экстремальный полином (4.7) не единственен в зада-
че (2.7). Если 𝐹𝑝,𝑞(𝑥)—полином (4.8), отличный от (4.7), то при достаточно
малом 𝜀> 0 полином (1− 𝜀)𝐹𝑝−1(𝑥/𝑞)+ 𝜀𝐹𝑝,𝑞(𝑥) будет также экстремальным
в задаче (2.7).

Отметим, что если 𝑝 |𝑞, то полином (4.7) дает оценку Ë1(𝑝, 𝑞)>𝜆1(𝑝, 𝑞)>𝑝.
Пусть теперь (𝑝, 𝑞) = 1, 𝑝 < 𝑤. Построим экстремальный полином 𝐹𝑝,𝑞

(4.1) в задаче (2.5).
Пусть

𝑆1
𝑝,𝑞 =

{︀[︀
𝑞𝑖/𝑝

]︀
: 𝑖= 1, . . .,

[︀
𝑝/2
]︀}︀
,

𝑆2
𝑝,𝑞 =

{︀[︀
𝑞𝑖/𝑝

]︀
+ 1 : 𝑖= 1, . . .,

[︀
(𝑝− 1)/2

]︀}︀
,

𝑆𝑝,𝑞 = 𝑆1
𝑝,𝑞 ∪ 𝑆

2
𝑝,𝑞.

(4.10)

Множество 𝑆𝑝,𝑞 содержит 𝑝−1 элементов, которые лежат на интервале
(0, 𝑞/2). Занумеруем их в порядке возрастания 𝑟1<𝑟2< · · ·<𝑟𝑝−1.

Множество 𝑆𝑝,𝑞 ∪ (−𝑆𝑝,𝑞) и будет множеством нулей экстремального
полинома. Если

É𝑞 = {𝑖/𝑞 : 𝑖= 0, 1, . . ., 𝑞 − 1} ⊂ T

— подгруппа тора, то числа 𝑟2𝑖−1/𝑞 из É𝑞 наилучшим образом аппроксимиру-
ют на É𝑞 нули 𝑖/𝑝 полинома Фейера (2.13) снизу, а числа 𝑟2𝑖/𝑞 из É𝑞 —свер-
ху и образуют пары (𝑟2𝑖−1, 𝑟2𝑖), в которых 𝑟2𝑖− 𝑟2𝑖−1 =1, 𝑖=1, . . ., [(𝑝− 1)/2].
Для четного 𝑝 и нечетного 𝑞 число 𝑟𝑝−1 равно (𝑞 − 1)/2 и у него нет пары,
причем число 𝑟𝑝−1/𝑞 из É𝑞 аппроксимирует снизу нуль полинома Фейера,
равный 1/2.

Наша цель доказать, что экстремальный полином в задачах (2.1), (2.5)
имеет вид

𝐹𝑝,𝑞(𝑥) = 1+
𝑝−1∑︀
𝑘=1

̂︀𝐹 𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑘𝑥/𝑞) = 𝜆0

𝑝−1∏︀
𝑘=1

(︀
𝑐(𝑥/𝑞)− 𝑐(𝑟𝑘/𝑞)

)︀
, 𝜆0 > 0. (4.11)
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По построению и свойствам чисел 𝑟𝑘 для него выполнены неравенства

𝐹𝑝,𝑞(𝑥)> 0, 𝑥∈ Z𝑞, (4.12)

т. е. он из 𝐶+
1,𝑝−1,𝑞. Покажем, что его коэффициенты

̂︀𝐹 𝑝,𝑞
𝑘 положительны при

𝑘=1, . . ., 𝑝−1, т. е. что он и из 𝐵R(Z𝑞).

Л е м м а 7. Если 𝑟, 𝑚∈N, 𝑟 >𝑚, (𝑟, 𝑚) = 1, то существуют числа
𝑢, 𝑙 из Z+, 𝑢6𝑚/2, 𝑙6 𝑟/2, такие, что

|𝑟𝑢−𝑚𝑙|= 1. (4.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно [19, с. 14–17], что уравнение

𝑟𝑢−𝑚𝑙= 1 (4.14)

при условии (𝑟, 𝑚)=1 имеет решение (𝑢, 𝑙), 16𝑢6𝑚, 16 𝑙6𝑟. Если 𝑢6𝑚/2,
𝑙6𝑟/2, то (4.13) доказано. Возможны еще три случая.

1. Пусть 𝑢 > [𝑚/2], 𝑙 > [𝑟/2]. Если 𝑢* =𝑚− 𝑢, 𝑙* = 𝑟 − 𝑙, то 𝑢* 6𝑚/2,
𝑙* 6 𝑟/2,

|𝑟𝑢* −𝑚𝑙*|= |(𝑚− 𝑢)𝑟− (𝑟− 𝑙)𝑚|= | − 𝑟𝑢+ 𝑙𝑚|= 1

и (𝑢*, 𝑙*)—искомое решение (4.13).
2. Пусть 𝑢> [𝑚/2], 𝑙6 [𝑟/2]. Если 𝑟=2𝑟′+1,𝑚=2𝑚′, то 𝑢>𝑚′+1, 𝑙6𝑟′ и

𝑟𝑢−𝑚𝑙> (2𝑟′ + 1)(𝑚′ + 1)− 2𝑚′𝑟′ = 2𝑟′ +𝑚′ + 1> 1,

что противоречит (4.14). Если 𝑟=2𝑟′,𝑚=2𝑚′+1, то 𝑢>𝑚′+1, 𝑙6𝑟′ и

𝑟𝑢−𝑚𝑙> 2𝑟′(𝑚′ + 1)− (2𝑚′ + 1)𝑟′ = 𝑟′ > 1.

Равенство (4.14) выполнено, если только 𝑟=2, 𝑚=1. В этом случае можно
взять 𝑢=0, 𝑙=1. Если 𝑟=2𝑟′+1,𝑚=2𝑚′+1, то 𝑢>𝑚′+1, 𝑙6𝑟′ и

𝑟𝑢− 𝑙𝑚> (2𝑟′ + 1)(𝑚′ + 1)− (2𝑚′ + 1)𝑟′ = 𝑟′ +𝑚′ + 1> 1,

что опять противоречит (4.14).
3. Пусть 𝑢6𝑚/2, 𝑙 > [𝑟/2]. Тогда

𝑟𝑢−𝑚𝑙6 𝑟𝑚

2
−𝑚

(︁[︁
𝑟

2

]︁
+ 1
)︁
< 0,

что противоречит (4.14).
Все случаи рассмотрены. Лемма 7 доказана.
Для 𝑎 ∈ Z через ⟨𝑎⟩ обозначим расстояние от числа 𝑎 до ближайшего

целого, кратного 𝑞,

⟨𝑎⟩=min(𝑎0, 𝑞 − 𝑎0),

если 𝑎0 ∈ Z𝑞, 𝑎= 𝑎0 (mod 𝑞). Отметим легко проверяемые свойства опера-
ции ⟨𝑎⟩:

1) ⟨𝑎1⟩= ⟨𝑎2⟩⇐⇒ 𝑎2+𝑎1 = 0 (mod 𝑞) или

𝑎2−𝑎1 = 0 (mod 𝑞)⇐⇒ 𝑐(𝑎1/𝑞) = 𝑐(𝑎2/𝑞);
(4.15)
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2) ⟨−𝑎⟩= ⟨𝑎⟩; (4.16)

3) если ⟨𝑎1⟩= ⟨𝑎2⟩, то для любого 𝑗, 𝑗 ∈ Z, ⟨𝑎1𝑗⟩= ⟨𝑎2𝑗⟩; (4.17)

4) если (𝑞, 𝑗) = 1, то ⟨𝑎1⟩= ⟨𝑎2⟩ тогда и только тогда, когда ⟨𝑎1𝑗⟩= ⟨𝑎2𝑗⟩.

Пусть

𝑞 = 𝑝𝑘+ 𝑟, 𝑟 ∈ {1, . . ., 𝑝− 1},

𝑝= 𝑟𝑡+𝑚, 𝑚∈ {1, . . ., 𝑟− 1} при 𝑟> 2, 𝑚= 0, при 𝑟= 1. (4.18)

Положим

𝑟= 𝑟(𝑝, 𝑞) =

{︂
𝑘, 𝑟= 1
(𝑙𝑡+ 𝑢)𝑘+ 𝑙, 𝑟> 2,

(4.19)

где числа 𝑢, 𝑙 удовлетворяют условиям леммы 7.
Отметим, что

(𝑟, 𝑞) = 1, (𝑙𝑡+ 𝑢, 𝑝) = 1. (4.20)

Действительно, согласно (4.18), (4.13)

𝑟(𝑙𝑡+ 𝑢)− 𝑙𝑝= 𝑟(𝑙𝑡+ 𝑢)− 𝑙(𝑟𝑡+𝑚) = 𝑟𝑢− 𝑙𝑚=±1

и (𝑙𝑡+𝑢, 𝑝)=1. Пусть (𝑟, 𝑞)=𝑑. Так как

𝑟𝑟− 𝑙𝑞 = 𝑟((𝑙𝑡+ 𝑢)𝑘+ 𝑙)− 𝑙((𝑟𝑡+𝑚)𝑘+ 𝑟) = (𝑟(𝑙𝑡+ 𝑢)− 𝑙𝑝)𝑘=±𝑘,

то 𝑑 |𝑘, 𝑑 | 𝑟, 𝑑 | 𝑙, поэтому из (4.13) 𝑑=1.
Если 𝑟𝑢− 𝑙𝑚=±1, то в Z𝑞

𝑟(𝑞 − 𝑝) = 1, 𝑟𝑝= 1 (4.21)

соответственно. Действительно, если, например, 𝑟𝑢− 𝑙𝑚= 1, то согласно
(4.18), (4.19)

𝑟𝑟= 𝑟((𝑙𝑡+ 𝑢)𝑘+ 𝑙) = 𝑙((𝑟𝑡+𝑚)𝑘+ 𝑟) + (𝑟𝑢−𝑚𝑙)𝑘= 𝑙𝑘+ 𝑘,

𝑚𝑟=𝑚𝑙𝑡𝑘+𝑚𝑢𝑘+𝑚𝑙= (𝑟𝑢− 1)𝑡𝑘+𝑚𝑢𝑘+𝑚𝑙=

= 𝑢((𝑟𝑡+𝑚)𝑘+ 𝑟) +𝑚𝑙− 𝑟𝑢− 𝑡𝑘= 𝑢𝑞 − 1− 𝑡𝑘

и

𝑟(𝑞 − 𝑝) = 𝑟𝑞 − 𝑟𝑞 − 𝑟(𝑟𝑡+𝑚) = 𝑟𝑞 − (𝑙𝑞𝑡+ 𝑘𝑡+ 𝑢𝑞 − 1− 𝑘𝑡) = 1 ( mod 𝑞 ).

Л е м м а 8. Для всех 𝑥∈R
𝑝−1∏︀
𝑘=1

(︀
𝑐(𝑥/𝑞)− 𝑐(𝑟𝑘/𝑞)

)︀
=

𝑝−1∏︀
𝑘=1

(︀
𝑐(𝑥/𝑞)− 𝑐(𝑟𝑘/𝑞)

)︀
. (4.22)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно установить, что для 𝑧>1

𝑝−1∏︀
𝑘=1

(︀
𝑧 − 𝑐(𝑟𝑘/𝑞)

)︀
=

𝑝−1∏︀
𝑘=1

(︀
𝑧 − 𝑐(𝑟𝑘/𝑞)

)︀
. (4.23)

Так как для 𝑘=1, . . ., [(𝑝−1)/2]

[𝑞𝑘/𝑝] + 1 + [𝑞(𝑝− 𝑘)/𝑝] = 𝑞,
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то согласно (4.10), (4.15)

𝑝−1∏︀
𝑘=1

(︀
𝑧 − 𝑐(𝑟𝑘/𝑞)

)︀
=

[𝑝/2]∏︀
𝑘=1

(︁
𝑧 − 𝑐

(︁
1

𝑞

[︁
𝑞𝑘

𝑝

]︁)︁)︁ [(𝑝−1)/2]∏︀
𝑘=1

(︁
𝑧 − 𝑐

(︁
1

𝑞

(︁[︁
𝑞𝑘

𝑝

]︁
+ 1
)︁)︁)︁

=

=
[𝑝/2]∏︀
𝑘=1

(︁
𝑧 − 𝑐

(︁
1

𝑞

[︁
𝑞𝑘

𝑝

]︁)︁)︁ [(𝑝−1)/2]∏︀
𝑘=1

(︁
𝑧 − 𝑐

(︁
1

𝑞

[︁
𝑞(𝑝− 𝑘)

𝑝

]︁)︁)︁
=

=
𝑝−1∏︀
𝑘=1

(︁
𝑧 − 𝑐

(︁
1

𝑞

[︁
𝑞𝑘

𝑝

]︁)︁)︁
. (4.24)

Рассмотрим функцию

𝑓(𝑧) =
𝑝−1∑︀
𝑘=1

ln
(︁
𝑧 − 𝑐

(︁
1

𝑞

[︁
𝑞𝑘

𝑝

]︁)︁)︁
, 𝑧 > 1.

Так как

[𝑚/𝑞]− [(𝑚− 1)/𝑞] =

{︂
1, 𝑞 |𝑚,
0 в противном случае,

то

𝑓(𝑧) =
𝑝𝑞−1∑︀
𝑚=𝑝

ln
(︁
𝑧 − 𝑐

(︁
1

𝑞

[︁
𝑚

𝑝

]︁)︁)︁ (︁[︁
𝑚

𝑞

]︁
−
[︁
𝑚− 1

𝑞

]︁)︁
.

Представив 𝑚=𝑝𝑛+𝑠, 16𝑛6𝑞−1, 06𝑠6𝑝−1, получим

𝑓(𝑧) =
𝑞−1∑︀
𝑛=1

ln
(︁
𝑧 − 𝑐

(︁
𝑛

𝑞

)︁)︁ 𝑝−1∑︀
𝑠=0

(︁[︁
𝑝𝑛+ 𝑠

𝑞

]︁
−
[︁
𝑝𝑛+ 𝑠− 1

𝑞

]︁)︁
.

Если 𝑥=[𝑥]+{𝑥}, где [𝑥]—целая часть 𝑥, а {𝑥}—его дробная часть, то

𝑝−1∑︀
𝑠=0

(︁[︁
𝑝𝑛+ 𝑠

𝑞

]︁
−
[︁
𝑝𝑛+ 𝑠− 1

𝑞

]︁)︁
=

𝑝−1∑︀
𝑠=0

[︁
𝑝𝑛+ 𝑠

𝑞

]︁
−

𝑝−2∑︀
𝑠=−1

[︁
𝑝𝑛+ 𝑠

𝑞

]︁
=

=
[︁
𝑝𝑛+ 𝑝− 1

𝑞

]︁
−
[︁
𝑝𝑛− 1

𝑞

]︁
=

𝑝

𝑞
+
{︁
𝑝𝑛− 1

𝑞

}︁
−
{︁
𝑝𝑛+ 𝑝− 1

𝑞

}︁
,

поэтому

𝑓(𝑧) =
𝑝

𝑞

𝑞−1∑︀
𝑛=1

ln(𝑧 − 𝑐(𝑛/𝑞))+

+
𝑞−1∑︀
𝑛=1

ln(𝑧 − 𝑐(𝑛/𝑞))
(︁{︁

𝑝𝑛− 1

𝑞

}︁
−
{︁
𝑝𝑛+ 𝑝− 1

𝑞

}︁)︁
= 𝑓1(𝑧) + 𝑓2(𝑧).

Согласно (4.15), (4.16), (4.21)

𝑓2(𝑧) =
𝑞−1∑︀
𝑛=1

ln
(︁
𝑧 − 𝑐

(︁
𝑛𝑟𝑝

𝑞

)︁)︁ (︁{︁
𝑝𝑛− 1

𝑞

}︁
−
{︁
𝑝𝑛+ 𝑝− 1

𝑞

}︁)︁
.

Так как (𝑝, 𝑞)=1, то произведения 𝑝𝑛 пробегают Z𝑞∖0, поэтому

𝑓2(𝑧) =
𝑞−1∑︀
𝑘=1

ln
(︁
𝑧 − 𝑐

(︁
𝑟𝑘

𝑞

)︁)︁ (︁
𝑘− 1

𝑞
−
{︁
𝑘+ 𝑝− 1

𝑞

}︁)︁
=

=
𝑞−1∑︀
𝑘=1

ln
(︁
𝑧 − 𝑐

(︁
𝑟𝑘

𝑞

)︁)︁ (︁[︁
𝑘+ 𝑝− 1

𝑞

]︁
−

𝑝

𝑞

)︁
.
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Замечая, что

𝑓2(𝑧) =
𝑞−1∑︀

𝑘=𝑞−𝑝+1

ln
(︀
𝑧 − 𝑐

(︀
𝑟𝑘/𝑞

)︀)︀
−

𝑝

𝑞

𝑞−1∑︀
𝑘=1

ln
(︀
𝑧 − 𝑐

(︀
𝑟𝑘/𝑞

)︀)︀
=

=
𝑝−1∑︀
𝑘=1

ln
(︀
𝑧 − 𝑐

(︀
𝑟𝑘/𝑞

)︀)︀
−

𝑝

𝑞

𝑞−1∑︀
𝑛=1

ln
(︀
𝑧 − 𝑐(𝑛/𝑞)

)︀
=

𝑝−1∑︀
𝑘=1

ln
(︀
𝑧 − 𝑐

(︀
𝑟𝑘/𝑞

)︀)︀
− 𝑓1(𝑧),

получаем

𝑓(𝑧) =
𝑝−1∑︀
𝑘=1

(︀
𝑧 − 𝑐

(︀
𝑟𝑘/𝑞

)︀)︀
=

𝑝−1∑︀
𝑘=1

ln
(︁
𝑟− 𝑐

(︁
1

𝑞

[︁
𝑞𝑘

𝑝

]︁)︁)︁
.

Потенциируя последнее равенство и учитывая (4.24), получим (4.23),
а, значит, и (4.22). Лемма 8 доказана.

З а м е ч а н и е. Первоначальное доказательство (4.22) [8, 9] основы-
валось на непосредственной проверке равенства

𝑆𝑝,𝑞 = {< 𝑟𝑘 >: 𝑘= 1, . . ., 𝑝− 1}.

Настоящий подход был предложен К. Г. Васильевым.
Согласно (4.22) неотрицательный дискретный полином 𝐹𝑝,𝑞 (4.11) мо-

жет быть записан в виде

𝐹𝑝,𝑞(𝑥) = 𝜆0

𝑝−1∏︀
𝑘=1

(︀
𝑐(𝑥/𝑞)− 𝑐(𝑟𝑘/𝑞)

)︀
. (4.25)

Полином 𝐹𝑝,𝑞 относится к классу полиномов (3.1) с параметром 𝜙0=𝑟/𝑞
и для исследования знаков его коэффициентов можно применить резуль-
таты §3.

Если 𝑟=(𝑙𝑡+𝑢)𝑘+𝑙 (см. (4.19)), 𝑟𝑢−𝑙𝑚=±1 (см. (4.13)), то

𝑟

𝑞
=

𝑙𝑡+ 𝑢

𝑝
∓

1

𝑝𝑞
.

Согласно (4.20), (𝑙𝑡+𝑢, 𝑝)=1 и 𝐵𝑝
𝑘((𝑙𝑡+𝑢)/𝑝)=(−1)𝑘 (см. (3.6)). Так как⃒⃒⃒

𝜙0 −
𝑙𝑡+ 𝑢

𝑝

⃒⃒⃒
=

1

𝑝𝑞
6 1

2𝑝2
,

то по лемме 3 для коэффициентов ̂︀𝐹 𝑝,𝑞
𝑘 выполнены неравенства

2 ̂︀𝐹 𝑝,𝑞
0 = 2> ̂︀𝐹 𝑝,𝑞

1 > ̂︀𝐹 𝑝,𝑞
2 > · · ·> ̂︀𝐹 𝑝,𝑞

𝑝−1 > 0, (4.26)

и они могут быть вычислены по формулам

̂︀𝐹 𝑝,𝑞
𝑘 =

2
𝑝−1−𝑘∑︀
𝑠=0

⃒⃒
𝐵𝑝

𝑠 (𝑟/𝑞)
⃒⃒

𝑝−1∑︀
𝑠=0

⃒⃒
𝐵𝑝

𝑠 (𝑟/𝑞)
⃒⃒ , 𝑘= 1, . . ., 𝑝− 1. (4.27)

Значение полинома 𝐹𝑝,𝑞 в нуле равно

𝐹𝑝,𝑞(0)= 1+
𝑝−1∑︀
𝑘=1

̂︀𝐹 𝑝,𝑞
𝑘 =1+

2
𝑝−1∑︀
𝑘=1

𝑝−1−𝑘∑︀
𝑠=0

⃒⃒
𝐵𝑝

𝑠 (𝑟/𝑞)
⃒⃒

𝑝−1∑︀
𝑠=0

⃒⃒
𝐵𝑝

𝑠 (𝑟/𝑞)
⃒⃒ =

2
𝑝−1∑︀
𝑠=0

(𝑝− 𝑠)
⃒⃒
𝐵𝑝

𝑠 (𝑟/𝑞)
⃒⃒

𝑝−1∑︀
𝑠=0

⃒⃒
𝐵𝑝

𝑠 (𝑟/𝑞)
⃒⃒ − 1. (4.28)
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Рассмотрим следующий четный дискретный полином порядка 𝑟𝑝−1

𝐺𝑝,𝑞(𝑥) =
𝑝−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐺𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑟𝑘𝑥/𝑞), (4.29)

у которого коэффициенты вычисляются по формулам

̂︀𝐺𝑝,𝑞
𝑘 = ̂︀𝐹 𝑝,𝑞

𝑘 /𝐹𝑝,𝑞(0), 𝑘= 0, 1, . . ., 𝑝− 1. (4.30)

Согласно (4.12), (4.25), (4.26) он обладает следующими свойствами

1) ̂︀𝐺𝑝,𝑞
0 = 1/𝐹𝑝,𝑞(0), ̂︀𝐺𝑝,𝑞

𝑘 > 0, 𝑘= 1, . . ., 𝑝− 1, (4.31)

2) 𝐺𝑝,𝑞(𝑥)> 0, 𝑥 ∈ Z𝑞, (4.32)

3) 𝐺𝑝,𝑞(0) = 1, 𝐺𝑝,𝑞(𝑥) = 0, 𝑥= 1, . . ., 𝑝− 1. (4.33)

Л е м м а 9. Если 𝑝, 𝑞∈N, 𝑝<𝑤, (𝑝, 𝑞)=1, то для любого дискретного
четного тригонометрического полинома 𝑓(𝑥) из 𝐶1,𝑝−1,𝑞 порядка 𝑝−1

𝑓(𝑥) =
𝑝−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞)
справедлива квадратурная формула

̂︀𝑓0 = 𝑝−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐺𝑝,𝑞
𝑘 𝑓(𝑟𝑘). (4.34)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Формулу (4.34) достаточно проверить для по-

линомов cos
2𝜋

𝑞
𝑘𝑥, 𝑘 = 0, 1, . . ., 𝑝− 1, для которых она вытекает из (4.33).

Лемма 9 доказана.
Л е м м а 10. Если 𝑝, 𝑞 ∈ N, 𝑝 < 𝑤, (𝑝, 𝑞) = 1, то единственным

экстремальным полиномом в задачах (2.5), (2.7) является полином 𝐹𝑝,𝑞

(см. (4.11), (4.25)) и

Ë1(𝑝, 𝑞) = 𝜆1(𝑝, 𝑞) = 𝐹𝑝,𝑞(0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценка сверху величины (2.1) получается с по-

мощью квадратурной формулы (4.34). Если 𝑓 ∈ 𝑇+
1,𝑝−1,𝑞,

̂︀𝑓0 = 1, то, соглас-
но (4.34), (4.31),

1 = ̂︀𝐺𝑝,𝑞
0 𝑓(0) +

𝑝−1∑︀
𝑘=1

̂︀𝐺𝑝,𝑞
𝑘 𝑓(𝑟𝑘)> ̂︀𝐺𝑝,𝑞

0 𝑓(0).

Отсюда
𝑓(0)6 1/ ̂︀𝐺𝑝,𝑞

0 = 𝐹𝑝,𝑞(0),

поэтому Ë1(𝑝, 𝑞)6𝐹𝑝,𝑞(0). Остается заметить, что 𝜆1(𝑝, 𝑞)6Ë1(𝑝, 𝑞).
Согласно (4.11), (4.26) полином 𝐹𝑝,𝑞 принадлежит 𝐶

+
1,𝑝−1,𝑞∩𝐵R(Z𝑞), зна-

чит он является экстремальным. Согласно квадратурной формуле (4.34) и
лемме 9 он обязан иметь нули в точках множества 𝑆𝑝,𝑞. Это условие и

условие ̂︀𝑓0 = 1 определяют экстремальный полином однозначно. Лемма 10
доказана.
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Гипотезы о виде экстремального полинома (4.11) и квадратурной фор-
мулы (4.34) при (𝑝, 𝑞) = 1 были высказаны первым автором в 2001 году. На
пути проверки этих гипотез Д. В. Горбачев и А. С. Маношина [5] решили
задачи Фейера (2.1), (2.3) для случаев, когда 𝑝—мало, а 𝑞—произвольное;
𝑝—произвольное, 𝑞=2𝑝+1.

Пусть теперь 𝑝 | 𝑞, (𝑝, 𝑞) = 𝑑 > 1, 𝑝= 𝑝′𝑑, 𝑞 = 𝑞′𝑑, 𝑝 < 𝑤, 𝑟′ = 𝑟(𝑝′, 𝑞′)
найдено по формуле (4.19).

Л е м м а 11. Если 𝑝, 𝑞 ∈ N, 𝑝 | 𝑞, (𝑝, 𝑞) = 1, 𝑝= 𝑝′𝑑, 𝑞 = 𝑞′𝑑, 𝑝 < 𝑤,
𝑟′ = 𝑟(𝑝′, 𝑞′), то для любого дискретного четного тригонометрического
полинома 𝑓(𝑥) из 𝐶𝑞,𝑝−1,𝑞 порядка 𝑝−1

𝑓(𝑥) =
𝑝−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞)
справедлива квадратурная формула

̂︀𝑓0 = 1

𝑑

{︂
𝑝′−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

𝑘 𝑓(𝑟′𝑘) + 2
𝑑−1∑︀
𝑠=1

(︁
1−

𝑠

𝑑

)︁ [︂ ̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

0 𝑓(𝑠𝑞′)+

+
1

2

∑︀
16|𝑘|6𝑝′−1

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

|𝑘| 𝑓(𝑟
′𝑘+ 𝑠𝑞′)

]︂}︂
. (4.35)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим (4.35) для полиномов 𝑐(𝑟𝑥/𝑞),
𝑟=0, 1, . . ., 𝑝−1. Если 𝑟=0, то согласно (2.13), (4.34)

𝐼0 =
1

𝑑

{︂
𝑝′−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

𝑘 + 2
𝑑−1∑︀
𝑠=1

(︁
1−

𝑠

𝑑

)︁ [︂ ̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

0 +
1

2

∑︀
16|𝑘|6𝑝′−1

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

|𝑘|

]︂}︂
=

=
1

𝑑

{︂
1 + 2

𝑑−1∑︀
𝑠=1

(︁
1−

𝑠

𝑑

)︁}︂ 𝑝′−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

𝑘 = 1.

Далее для 𝑟 ̸=0

𝐼𝑟 =
𝑝′−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

𝑘 𝑐(𝑟𝑟′𝑘/𝑞) + 2
𝑑−1∑︀
𝑠=1

(︁
1−

𝑠

𝑑

)︁ [︂ ̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

0 𝑐(𝑟𝑠𝑞′/𝑞)+

+
1

2

∑︀
16|𝑘|6𝑝′−1

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

|𝑘| 𝑐(𝑟(𝑟
′𝑘+ 𝑠𝑞′)/𝑞)

]︂
=

=

{︂
1 + 2

𝑑−1∑︀
𝑠=1

(︁
1−

𝑠

𝑑

)︁
𝑐(𝑟𝑠𝑞′/𝑞)

}︂
𝑝′−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

𝑘 𝑐(𝑟𝑟′𝑘/𝑞)−

−

{︂
𝑑−1∑︀
𝑠=1

(︁
1−

𝑠

𝑑

)︁
sin

2𝜋

𝑞
𝑟𝑠𝑞′

}︂ ∑︀
16|𝑘|6𝑝′−1

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

|𝑘| sin
2𝜋

𝑞
𝑟𝑟′𝑘=

=

{︂
1 + 2

𝑑−1∑︀
𝑠=1

(︁
1−

𝑠

𝑑

)︁
𝑐(𝑟𝑠/𝑞)

}︂
𝑝′−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

𝑘 𝑐(𝑟𝑟′𝑘/𝑞).

Если 𝑟=𝑚𝑑+𝑛,𝑚∈{0, 1, . . ., 𝑝′−1}, 𝑛∈{1, . . ., 𝑑−1}, то согласно (2.13)

1 + 2
𝑑−1∑︀
𝑠=1

(︁
1−

𝑠

𝑑

)︁
𝑐(𝑟𝑠/𝑑) = 1+ 2

𝑑−1∑︀
𝑠=1

(︁
1−

𝑠

𝑑

)︁
𝑐(𝑛𝑠/𝑑) = 0

и 𝐼𝑟=0. Если 𝑟=𝑚𝑑, 𝑚∈{1, . . ., 𝑝′−1}, то согласно (4.33)

𝑝′−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

𝑘 𝑐(𝑟𝑟′𝑘/𝑞) =
𝑝′−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

𝑘 𝑐(𝑚𝑟′𝑘/𝑞′) =𝐺𝑝′,𝑞′(𝑚) = 0,
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и вновь 𝐼𝑟=0. Таким образом, (4.35) для полиномов 𝑐(𝑟𝑥/𝑞), 𝑟=0, 1, . . ., 𝑝−1,
выполнено. Лемма 11 доказана.

Л е м м а 12. Если 𝑝, 𝑞∈N, 𝑝 |𝑞, (𝑝, 𝑞)=𝑑>1, 𝑝=𝑝′𝑑, 𝑞=𝑞′𝑑, 𝑝<𝑤, то

Ë1(𝑝, 𝑞) = 𝜆1(𝑝, 𝑞) = 𝑑𝐹𝑝′,𝑞′(0) = 𝐹𝑝,𝑞(0) (4.36)

и полином

𝐹𝑝,𝑞(𝑥) = 𝐹𝑑−1(𝑥/𝑞)𝐹𝑝′,𝑞′(𝑥) (4.37)

является экстремальным в задачах (2.5), (2.7). Все экстремальные по-
линомы в задаче (2.5) имеют вид

𝐹𝑝,𝑞(𝑥) = 𝐹𝑑,𝑞(𝑥)𝐹𝑝′,𝑞′(𝑥), (4.38)

где 𝐹𝑑,𝑞(𝑥)—полиномы (4.8), экстремальные для случая, когда 𝑑 |𝑞.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценка сверху величины (2.5) получается при

помощи квадратурной формулы (4.35), (4.31):

1 =
1

𝑑

{︂
𝑝′−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

𝑘 𝑓(𝑟′𝑘) + 2
𝑑−1∑︀
𝑠=1

(︁
1−

𝑠

𝑑

)︁[︂ ̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

𝑘 𝑓(𝑠𝑞′)+

+
1

2

∑︀
16|𝑘|6𝑝′−1

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

|𝑘| 𝑓(𝑟
′𝑘+ 𝑠𝑞′)

]︂}︂
> 1

𝑑
̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

0 𝑓(0) =
𝑓(0)

𝑑𝐹𝑝′,𝑞′ (0)
. (4.39)

Отсюда 𝑓(0)6𝑑𝐹𝑝′,𝑞′(0), поэтому Ë1(𝑝, 𝑞)6𝑑𝐹𝑝′,𝑞′(0).
Отметим, что (𝑝′−1)𝑑=𝑝−𝑑 и полином

𝐹𝑝′,𝑞′(𝑥)=
𝑝′−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑝′,𝑞′

𝑘 𝑐(𝑘𝑥/𝑞′)=
𝑝′−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑝′,𝑞′

𝑘 𝑐(𝑑𝑘𝑥/𝑞)

принадлежит 𝐶+
1,𝑝−𝑑,𝑞∩𝐵R(Z𝑞), поэтому положим

𝐹𝑝,𝑞(𝑥) = 𝐹𝑑−1(𝑥/𝑞)𝐹𝑝′,𝑞′(𝑥),

— принадлежит 𝐶+
𝑞,𝑝−1,𝑞 ∩𝐵R(Z𝑞), для него ̂︀𝑓0 = 1, 𝐹𝑝,𝑞(0) = 𝑑𝐹𝑝′,𝑞′(0). Зна-

чит, 𝜆1(𝑝, 𝑞)> 𝑑𝐹𝑝′,𝑞′(0). Равенство (4.36) доказано, полином (4.37) является
экстремальным в (2.5), (2.7).

Экстремальный полином в (2.5) согласно (4.39) должен иметь нули
в точках множества

𝑆1 = {±𝑟′𝑘+ 𝑠𝑞′ : 𝑘= 1, . . ., 𝑝′ − 1; 𝑠= 0, 1, . . ., 𝑑− 1}.

Все точки множества 𝑆1 в Z𝑞 —различные. Действительно, предполо-
жим, что

𝑟′𝑘1 + 𝑠1𝑞
′ = (𝑟′𝑘2 + 𝑠2𝑞

′) (mod 𝑞).

Покажем, что 𝑘1 = 𝑘2, 𝑠1 = 𝑠2. Имеем

𝑟′(𝑘1 − 𝑘2) + (𝑠1 − 𝑠2)𝑞
′ = 𝑡𝑞 = 𝑑𝑡𝑞′, 𝑟′(𝑘1 − 𝑘2) = (𝑑𝑡+ 𝑠2 − 𝑠1)𝑞

′.

Так как согласно (4.20) (𝑟′, 𝑞′)=1, то 𝑘1−𝑘2 = 𝑙𝑞′. Но |𝑘1−𝑘2|6 2(𝑝′−1)<𝑞′,
поэтому 𝑙=0 и 𝑘1=𝑘2. Отсюда 𝑠1−𝑠2=𝑑𝑡 и 𝑠1=𝑠2.
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Так как |𝑆1|=2(𝑝−𝑑) и

𝑆1 = {±(𝑟′𝑘+ 𝑠𝑞′) : 𝑘= 1, . . ., 𝑝′ − 1, 𝑠= 0, 1, . . ., [𝑑/2]},

то существует единственный с точностью до числового множителя полином
из 𝐶1,𝑝−𝑑,1, обращающийся в нуль в точках множества 𝑆1. Он равен 𝑐1𝐹𝑝′,𝑞′(𝑥),
𝑐1>0. Отметим, что он неотрицателен на Z𝑞.

Согласно (4.39) экстремальный полином в задаче (2.5) должен иметь
нули в точках множества

𝑆2 = {𝑠𝑞′ : 𝑠= 1, . . ., 𝑑− 1}, 𝑆2 ∩ 𝑆1 =∅.

Согласно лемме 6 все полиномы из 𝐶+
1,𝑑−1,𝑞, обращающиеся в нуль на 𝑆2,

имеют вид 𝑐2𝐹𝑑,𝑞(𝑥) (см. (4.8)), 𝑐2 > 0. Итак, произвольный экстремальный
полином в задаче (2.5) имеет вид

𝐹𝑝,𝑞(𝑥) = 𝑐1𝑐2𝐹𝑑,𝑞(𝑥)𝐹𝑝′,𝑞′(𝑥).

Из условия ̂︀𝑓0=1 получаем, что 𝑐1𝑐2=1 и (4.38) верно. Лемма 12 доказана.
Если объединить вместе леммы 4, 6, 10, 12, то получится следующая

теорема.
Т е о р е м а 1. Если 𝑝, 𝑞 ∈ N, 𝑝 6 𝑤, (𝑝, 𝑞) = 𝑑, 1 6 𝑑 6 𝑝, 𝑝 = 𝑝′𝑑,

𝑞= 𝑞′𝑑, то

Ë1(𝑝, 𝑞) = 𝜆1(𝑝, 𝑞) = 𝑑𝐹𝑝′,𝑞′(0) = 𝐹𝑝,𝑞(0).

Все экстремальные полиномы в задаче (2.5) имеют вид

𝐹𝑝,𝑞(𝑥) = 𝐹𝑑,𝑞(𝑥)𝐹𝑝′,𝑞′(𝑥), (4.40)

где 𝐹𝑑,𝑞 —полиномы, определенные в (4.8), а 𝐹𝑝′,𝑞′ —полином, определен-
ный в (4.11), (4.25). Экстремальным полиномом в задаче (2.7) является,
например, полином 𝐹𝑑−1(𝑥/𝑞)𝐹𝑝′,𝑞′(𝑥), где 𝐹𝑑−1—полином Фейера (2.13).

Если 𝑝=𝑤+1, то

Ë1(𝑝, 𝑞) = 𝜆1(𝑝, 𝑞) = 𝑞.

Единственным экстремальным полиномом в задачах (2.5), (2.7) являет-
ся полином (4.4).

Отметим, что при 𝑑 = 𝑝 получим лемму 6, а при 𝑑 = 1—лемму 10.
Лемма 12 соответствует случаю 1<𝑑<𝑝.

Если (𝑝, 𝑞)=𝑑, 16𝑑6𝑝, 𝑝=𝑝′𝑑, 𝑟′=𝑟′(𝑝′, 𝑞′) (см. (4.19)), то обозначим

𝐺𝑝,𝑞(𝑥) =
1

𝑑

{︂
𝑝′−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

𝑘 𝑐(𝑟′𝑘𝑥/𝑞) + 2
𝑑−1∑︀
𝑠=1

(︁
1−

𝑠

𝑑

)︁ [︂ ̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

0 𝑐(𝑠𝑞′𝑥/𝑞)𝑥+

+
1

2

∑︀
16|𝑘|6𝑝′−1

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

|𝑘| 𝑐((𝑟
′𝑘+ 𝑠𝑞′)𝑥/𝑞)

]︂}︂
=

=
1

𝑑

(︂
1 + 2

𝑑−1∑︀
𝑠=1

(︁
1−

𝑠

𝑑

)︁
𝑐(𝑠𝑞′𝑥/𝑞)𝑥

)︂(︂
𝑝′−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐺𝑝′,𝑞′

𝑘 𝑐(𝑟′𝑘𝑥/𝑞)

)︂
=

=
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝐺𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑘𝑥/𝑞) (4.41)
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полином, определяющий квадратурную формулу в задачах Фейера
(2.5), (2.7).

Перейдем к решению задач (2.6), (2.8).
Л е м м а 13. Если 𝑝, 𝑞∈N, 𝑝6𝑤, то

Ë1(𝑝, 𝑞)Ë2(𝑝, 𝑞)6 𝑞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶+
1,𝑝−1,𝑞,

̂︀𝑓0 = 1, 𝑔 ∈ 𝐶+
2,𝑝,𝑞, ̂︀𝑔0 = 1. Со-

ставим сумму

𝐼 =
1

𝑞

𝑞−1∑︀
𝑥=0

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = (𝑓, 𝑔). (4.42)

С одной стороны,

𝐼 > 1

𝑞
𝑓(0)𝑔(0).

С другой стороны, согласно ортогональности на Z𝑞 (см. (1.4)) системы ко-
синусов {𝑐(𝑘𝑥/𝑞)}

𝑤

𝑘=0

𝐼 = ̂︀𝑓0̂︀𝑔0 + 𝑝−1∑︀
𝑘=1

̂︀𝑓𝑘̂︀𝑔0 (︀𝑐(𝑘𝑥/𝑞),111)︀+ 𝑤∑︀
𝑙=𝑝

̂︀𝑓0̂︀𝑔𝑙 (︀111, 𝑐(𝑙𝑥/𝑞))︀+
+

𝑝=1∑︀
𝑘=1

𝑤∑︀
𝑙=𝑝

̂︀𝑓𝑘̂︀𝑔𝑙 (︀𝑐(𝑘𝑥/𝑞), 𝑐(𝑙𝑥/𝑞))︀= ̂︀𝑓0̂︀𝑔0 = 1. (4.43)

Здесь 111= 𝑐(𝑘𝑥/𝑞)|𝑘=0 =(1, . . ., 1). Поэтому 𝑓(0)𝑔(0)6 𝑞 и Ë1(𝑝, 𝑞)Ë2(𝑝, 𝑞)6 𝑞.
Лемма 13 доказана.

Напомним, что экстремальные полиномы в задаче (2.6) обозначены
𝑓𝑝,𝑞(𝑥) (см. (4.2)).

Из леммы 13 и теоремы 1 вытекают соотношения

𝜆2(𝑝, 𝑞)6Ë2(𝑝, 𝑞) = 𝑓𝑝,𝑞(0)6 𝑞

𝐹𝑝,𝑞(0)
.

Остается построить полиномы из 𝐶+
2,𝑝,𝑞 ∩ 𝐵R(Z𝑞), которые будут да-

вать оценку

𝜆2(𝑝, 𝑞)> 𝑞

𝐹𝑝,𝑞(0)
. (4.44)

Рассмотрим три случая:

1) 𝑝 | 𝑞, 2) (𝑝, 𝑞) = 1, 3) 𝑝 | 𝑞, (𝑝, 𝑞) = 𝑑 > 1.

Пусть сначала 𝑝 | 𝑞, 𝑞= 𝑝𝑑. Положим

𝑓𝑝,𝑞(𝑥) = 𝐹𝑑−1

(︁
𝑝𝑥

𝑞

)︁
= 1+ 2

𝑑−1∑︀
𝑘=1

(︁
1−

𝑘

𝑑

)︁
𝑐(𝑝𝑘𝑥/𝑞). (4.45)

Имеем полином 𝑓𝑝,𝑞 из 𝐶
+
2,𝑝,𝑞 ∩𝐵R(Z𝑞), ̂︀𝑓𝑝,𝑞

0 = 1 и согласно лемме 6 он дает
оценку (4.44)

𝑓𝑝,𝑞(0) = 𝑑=
𝑞

𝑝
=

𝑞

𝐹𝑝,𝑞(0)
.
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Пусть теперь (𝑝, 𝑞)=1. Рассмотрим четный полином

𝑓𝑝,𝑞(𝑥) =
𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝐺𝑝,𝑞(𝑘)𝑐(𝑘𝑥/𝑞) =
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝑓𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑘𝑥/𝑞). (4.46)

Так как (𝑟, 𝑞) = 1, то

{𝑟𝑘 : 𝑘 ∈ Z𝑞}=Z𝑞

и согласно (4.21), (4.29), (1.4)

𝑓𝑝,𝑞(𝑥) =
𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝐺𝑝,𝑞(𝑘)𝑐(𝑘𝑥/𝑞) =
𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝐺𝑝,𝑞(𝑘)𝑐(𝑟𝑝𝑘𝑥/𝑞) =

=
𝑝−1∑︀
𝑠=0

̂︀𝐺𝑝,𝑞
𝑠

𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝑐(𝑟𝑠𝑘/𝑞)𝑐(𝑟𝑝𝑘𝑥/𝑞)=
𝑝−1∑︀
𝑠=0

̂︀𝐺𝑝,𝑞
𝑠

𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝑐(𝑠𝑘/𝑞)𝑐(𝑝𝑘𝑥/𝑞)=

=

⎧⎨⎩𝑞
̂︀𝐺𝑝,𝑞
0 , 𝑥= 0,

𝑞 ̂︀𝐺𝑝,𝑞
𝑠 /2, 𝑥= 𝑟𝑠, 16 𝑑1(𝑠)6 𝑝− 1,

0, 𝑥= 𝑟𝑠, 𝑑1(𝑠)> 𝑝.

Отсюда и из (4.31)–(4.33), (4.46) получаем следующие свойства полино-
ма 𝑓𝑝,𝑞(𝑥):

1) ̂︀𝑓𝑝,𝑞
0 =1, ̂︀𝑓𝑝,𝑞

𝑘 =0 (𝑘= 1, . . ., 𝑝− 1), ̂︀𝑓𝑝,𝑞
𝑘 >0 (𝑘=𝑝, . . ., 𝑤), (4.47)

2) 𝑓𝑝,𝑞(0) = 𝑞/𝐹𝑝,𝑞(0), 𝑓𝑝,𝑞(𝑥)> 0 (𝑥∈ Z𝑞), (4.48)

3) 𝑓𝑝,𝑞(𝑟𝑥) = 0, 𝑥= 𝑝, . . ., 𝑞 − 𝑝. (4.49)

В частности, полином 𝑓𝑝,𝑞 принадлежит 𝐶+
2,𝑝,𝑞 ∩𝐵R(Z𝑞), ̂︀𝑓𝑝,𝑞

0 = 1, и он дает
оценку (4.44).

Пусть наконец 𝑝 |𝑞, (𝑝, 𝑞)=𝑑>1, 𝑝=𝑑𝑝′, 𝑞=𝑑𝑞′. Положим

𝑓𝑝,𝑞(𝑥) = 𝑓𝑝′,𝑞′(𝑥) = 1+
𝑤′∑︀

𝑘=𝑝′

̂︀𝑓𝑝′,𝑞′

𝑘 𝑐(𝑘𝑥/𝑞′) = 1+
𝑤′∑︀

𝑘=𝑝′

̂︀𝑓𝑝′,𝑞′

𝑘 𝑐(𝑑𝑘𝑥/𝑞). (4.50)

Согласно (4.47), (4.48), (4.50), леммы 12

𝑓𝑝,𝑞 ∈𝐶
+
2,𝑝,𝑞 ∩𝐵R(Z𝑞), ̂︀𝑓𝑝,𝑞

0 = 1,

𝑓𝑝,𝑞(0) = 𝑓𝑝′,𝑞′(0) =
𝑞′

𝐹𝑝′,𝑞′ (0)
=

𝑞

𝑑𝐹𝑝′,𝑞′ (0)
=

𝑞

𝐹𝑝,𝑞(0)
,

что дает оценку(4.44) и в этом случае.
Итак, нами доказана следующая теорема.
Т е о р е м а 2. Если 𝑝, 𝑞∈N, 𝑝6𝑤, то

Ë2(𝑝, 𝑞) = 𝜆2(𝑝, 𝑞) = 𝑓𝑝,𝑞(0) =
𝑞

𝐹𝑝,𝑞(0)
.

Экстремальные полиномы 𝑓𝑝,𝑞(𝑥) даются формулами (4.45), (4.46),
(4.50).

Опираясь на теоремы 1, 2, Д. В. Горбачев [8, 9] решил задачи Монт-
гомери (2.10), (2.12). Решение этих задач также анонсировано А. С. Бело-
вым [4]. Отметим, что в [4] приведен и полином (4.11) без доказательства
его свойств.
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Исследуем единственность экстремальных полиномов в задачах
(2.6), (2.8).

Покажем, что в случае (𝑝, 𝑞)=1 экстремальный полином в задачах (2.6),
(2.8) единственен. Пусть 𝑓𝑝,𝑞(𝑥)—полином (4.46), 𝑟 определено в (4.19),

𝑔𝑝,𝑞(𝑥) =
1

𝑓𝑝,𝑞(0)

{︂̂︀𝑓𝑝,𝑞
0 +

𝑤∑︀
𝑘=𝑝

̂︀𝑓𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑟𝑥/𝑞)

}︂
=

𝑞−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝑔𝑝,𝑞𝑘 𝑐(𝑘𝑟𝑥/𝑞). (4.51)

Согласно (4.47), (4.48), (4.49)

̂︀𝑔𝑝,𝑞0 =
𝐹𝑝,𝑞(0)

𝑞
, ̂︀𝑔𝑝,𝑞𝑘 = 0, (𝑘= 1, . . ., 𝑝− 1, 𝑞 − 𝑝+ 1, . . ., 𝑞 − 1),̂︀𝑔𝑝,𝑞𝑘 > 0 (𝑘= 𝑝, . . ., 𝑞 − 𝑝),

𝑔𝑝,𝑞(0) = 1, 𝑔𝑝,𝑞(𝑥)> 0 (𝑥 ∈ Z𝑞), 𝑔𝑝,𝑞(𝑥) = 0, 𝑥= 𝑝, . . ., 𝑞 − 𝑝.

(4.52)

Для любого дискретного четного полинома из 𝐶2,𝑝,𝑞

𝑓(𝑥) = ̂︀𝑓0 + 𝑤∑︀
𝑘=𝑝

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞)
справедлива квадратурная формула

̂︀𝑓0 = ̂︀𝑔 𝑝,𝑞
0 𝑓(0) +

𝑤∑︀
𝑘=𝑝

̂︀𝑔 𝑝,𝑞
𝑘 𝑓(𝑟𝑘). (4.53)

Проверим (4.53) для полинома 𝑐(𝑟𝑥/𝑞), 𝑟=0, 𝑝, . . ., 𝑤. Согласно (4.50)

̂︀𝑔𝑝,𝑞0 +
𝑤∑︀

𝑘=𝑝

̂︀𝑔𝑝,𝑞𝑘 𝑐(𝑟𝑘𝑟/𝑞) =
𝑓𝑝,𝑞(𝑟𝑟)

𝑓𝑝,𝑞(0)
=

{︂
1, 𝑟= 0,
0, 𝑟= 𝑝, . . ., 𝑤,

что доказывает (4.53).
Пусть полином 𝑓 1(𝑥) из 𝐶+

2,𝑝,𝑞 —экстремальный в задаче (2.6), от-
личный от полинома (4.46). Тогда при достаточно малом 𝜀 > 0 полином
𝑓 2(𝑥) = (1− 𝜀)𝑓𝑝,𝑞(𝑥)+ 𝜀𝑓

1(𝑥) из 𝐶+
2,𝑝,𝑞 ∩𝐵R(Z𝑞) будет экстремальным в зада-

чах (2.6), (2.8) и отличным от (4.46). Согласно (4.53) 𝑓 2(𝑟𝑘)=0, 𝑘=𝑝, . . ., 𝑤,
поэтому полином

𝐹 (𝑥) =
𝐹𝑝,𝑞(0)

𝑞

𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝑓 2(𝑟𝑘)𝑐(𝑘𝑥/𝑞)

принадлежит 𝐶1,𝑝−1,𝑞 ∩ 𝐵R(Z𝑞). Для него также выполняются следующие
свойства ̂︀𝐹0 =

𝐹𝑝,𝑞(0)

𝑞
𝑓 2(0) =

𝐹𝑝,𝑞(0)

𝑞
𝑓𝑝,𝑞(0) = 1,

𝐹 (0) =
𝐹𝑝,𝑞(0)

𝑞

𝑞−1∑︀
𝑘=0

(︂
1 +

𝑤∑︀
𝑠=𝑝

̂︀𝑓 2
𝑠𝑐(𝑟𝑠𝑘/𝑞)

)︂
=

=
𝐹𝑝,𝑞(0)

𝑞

{︂
𝑞 +

𝑤∑︀
𝑠=𝑝

̂︀𝑓 2
𝑠

𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝑐(𝑟𝑠𝑘/𝑞)

}︂
=

=
𝐹𝑝,𝑞(0)

𝑞

{︂
𝑞 +

𝑤∑︀
𝑠=𝑝

̂︀𝑓 2
𝑠

𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝑐(𝑘𝑠/𝑞)

}︂
= 𝐹𝑝,𝑞(0).
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Далее для 𝑥 ̸=0 согласно (1.4)

𝐹 (𝑥) =
𝐹𝑝,𝑞(0)

𝑞

𝑞−1∑︀
𝑘=0

(︂
1 +

𝑤∑︀
𝑠=𝑝

̂︀𝑓 2
𝑠𝑐(𝑟𝑠𝑘/𝑞)

)︂
𝑐(𝑘𝑥/𝑞) =

=
𝐹𝑝,𝑞(0)

𝑞

𝑤∑︀
𝑠=𝑝

̂︀𝑓 2
𝑠

𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝑐(𝑟𝑠𝑘/𝑞)𝑐(𝑘𝑥/𝑞) = 𝐹𝑝,𝑞(0)
𝑤∑︀

𝑠=𝑝

̂︀𝑓 2
𝑠

𝛿<𝑟𝑠><𝑥>

𝑚<𝑟𝑠>
> 0.

Таким образом, полином 𝐹 (𝑥) экстремальный в задачах (2.5), (2.7) и отли-
чен от полинома 𝐹𝑝,𝑞(𝑥) (см. (4.11), (4.25)), что противоречит единственно-
сти последнего. Значит, экстремальный полином 𝑓𝑝,𝑞(𝑥) (см. (4.46)) в зада-
чах (2.6), (2.8) единственен.

Покажем, что квадратурная формула, аналогичная (4.53), справедлива
и для случаев 𝑝 | 𝑞, (𝑝, 𝑞) = 𝑑, 1< 𝑑 < 𝑝. В сумме (4.42) возьмем полиномы
𝑓(𝑥)=𝐹𝑝,𝑞(𝑥) (см. (4.7), (4.37)), экстремальные в задачах (2.5), (2.7) в этих
случаях.

Если 𝑝 | 𝑞, 𝑞 = 𝑝𝑑, то согласно (4.7), (4.42), (4.43) для полинома
𝑓(𝑥)∈𝐶2,𝑝,𝑞

̂︀𝑓0 = 1

𝑞

𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝐹𝑝−1

(︁
𝑘

𝑞

)︁
𝑓(𝑘). (4.54)

Эта формула определяет полином

𝑔𝑝,𝑞(𝑥) =
1

𝑞

𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝐹𝑝−1

(︁
𝑘

𝑞

)︁
𝑐(𝑘𝑥/𝑞), (4.55)

для которого выполнены свойства

̂︀𝑔𝑝,𝑞0 =
𝑝

𝑞
=

1

𝑑
, ̂︀𝑔𝑝,𝑞𝑘 = 0 (𝑘= 𝑠𝑑, 𝑠= 1, . . ., 𝑝− 1), ̂︀𝑔𝑝,𝑞𝑘 > 0 (𝑘 ∈ Z𝑞),

𝑔𝑝,𝑞(0) = 1, 𝑔𝑝,𝑞(𝑥) = 0 (𝑥= 𝑝, . . ., 𝑞 − 𝑝), 𝑔𝑝,𝑞 > 0 (𝑥 ∈ Z𝑞).
(4.56)

Из формулы (4.54) для 𝑓 из 𝐶+
2,𝑝,𝑞,

̂︀𝑓0 = 1, как и в лемме 13, получается
оценка 𝑓(0)6 𝑞/𝑝= 𝑞/𝐹𝑝,𝑞(0).

Если 𝑝 | 𝑞, (𝑝, 𝑞)=𝑑>1, то согласно (4.37), (4.42), (4.43) для полинома 𝑓
из 𝐶2,𝑝,𝑞

̂︀𝑓0 = 1

𝑞

𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝐹𝑑−1

(︁
𝑘

𝑞

)︁
𝐹𝑝′,𝑞′(𝑘)𝑓(𝑘). (4.57)

Эта формула определяет полином

𝑔𝑝,𝑞(𝑥) =
1

𝑞

𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝐹𝑑−1

(︁
𝑘

𝑞

)︁
𝐹𝑝′,𝑞′(𝑘)𝑐(𝑘𝑥/𝑞) =

𝑞−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝑔𝑝,𝑞𝑘 𝑐(𝑘𝑥/𝑞), (4.58)

для которого выполнены свойства

̂︀𝑔𝑝,𝑞0 =
𝑑𝐹𝑝′,𝑞′ (0)

𝑞
, ̂︀𝑔𝑝,𝑞𝑘 = 0 (𝑘=±𝑟′𝑙+ 𝑠𝑞′, 𝑙= 1, . . ., 𝑝′ − 1,

𝑠= 0, 1, . . ., 𝑑− 1; 𝑘= 𝑠𝑞′, 𝑠= 1, . . ., 𝑑− 1), ̂︀𝑔𝑝,𝑞𝑘 > 0 (𝑘 ∈ Z𝑞),

𝑔𝑝,𝑞(0) = 1, 𝑔𝑝,𝑞(𝑥) = 0 (𝑥= 𝑝, . . ., 𝑞 − 𝑝), 𝑔𝑝,𝑞(𝑥)> 0 (𝑥 ∈ Z𝑞).

(4.59)
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Отметим что и формула (4.53) (случай (𝑝, 𝑞) = 1) может быть получена
аналогичным образом с помощью полинома 𝐹𝑝,𝑞 (4.11), (4.25).

Пусть 𝑝 | 𝑞, 𝑞= 𝑝𝑑,

𝐹 (𝑥) = 1+
𝑞−𝑝∑︀
𝑘=𝑝

̂︀𝐹𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞), 𝐹 (0) = 𝑑, ̂︀𝐹𝑘 = ̂︀𝐹𝑞−𝑘, 𝑘=𝑤+ 1, . . ., 𝑞 − 𝑝,

— экстремальный полином в задаче (2.6). Согласно (4.54) 𝐹 (𝑥) = 0,
𝑥=𝑠𝑑+𝑟, 𝑠=0, 1, . . ., 𝑝−1, 𝑟=1, . . ., 𝑑−1, поэтому из (1.5) следует

̂︀𝐹𝑘 =
1

𝑞

𝑞−1∑︀
𝑥=0

𝐹 (𝑥)𝑐(𝑥/𝑞)𝑘=
1

𝑞

𝑝−1∑︀
𝑠=0

𝐹 (𝑠𝑑)𝑐(𝑠𝑘/𝑝).

Отсюда ̂︀𝐹𝑘 —периодическая функция 𝑘 с периодом 𝑝, в частности,̂︀𝐹𝑝𝑘 = ̂︀𝐹0=1. Так как ̂︀𝐹𝑘 =0, 𝑘=1, . . ., 𝑝−1, то

𝐹 (𝑥) = ̂︀𝐹0 +
𝑑−1∑︀
𝑘=1

̂︀𝐹𝑝𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑑) = ̂︀𝐹0

𝑑−1∑︀
𝑘=0

𝑐(𝑘𝑥/𝑑) =

=
𝑑−1∑︀
𝑘=0

𝑐(𝑝𝑘𝑥/𝑞) =

{︂
𝑑, 𝑥= 𝑠𝑑, 𝑠= 0, 1, . . ., 𝑝− 1,
0 в противном случае.

Таким образом, в случае 𝑝 | 𝑞 экстремальный полином в задачах (2.6), (2.8)
единственен. Отметим, что полином (4.45) совпадает с полиномом 𝐹 (𝑥).

§ 5. Экстремальные задачи Турана и Дельсарта на Z𝑞Z𝑞Z𝑞

Постановка дискретных экстремальных задач Турана для двух ассоциа-
тивных симметричных схем отношений на Z𝑞 состоит в следующем. Вычис-
лить величины

𝑎𝑇,1(𝑝, 𝑞) = sup{ ̂︀𝑓0 : 𝑓 ∈𝐵(Z𝑞), 𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥) = 0, 𝑑1(𝑥)> 𝑑1(𝑝)}

(16 𝑝6𝑤),
(5.1)

𝑎𝑇,2(𝑝, 𝑞) = sup{ ̂︀𝑓0 : 𝑓 ∈𝐵(Z𝑞), 𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥) = 0, 𝑑2(𝑥)> 𝑑2(𝑝− 1)}

(16 𝑝− 16𝑤).
(5.2)

С помощью преобразования 𝐴𝑓(𝑥)=(𝑓(𝑥)+𝑓(−𝑥))/2 легко убедиться, что

𝑎𝑇,1(𝑝, 𝑞) = sup{ ̂︀𝑓0 : 𝑓 ∈𝐵R(Z𝑞), 𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥) = 0, 𝑑1(𝑥)> 𝑑1(𝑝)}=

= sup

{︂̂︀𝑓0 : 𝑓(𝑥) = 𝑤∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞), ̂︀𝑓𝑘 > 0, 𝑘= 0, . . ., 𝑤,

𝑤∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘 = 1, 𝑓(𝑥) = 0, 𝑥= 𝑝, . . ., 𝑞 − 𝑝

}︂
(16 𝑝6𝑤), (5.3)

𝑎𝑇,2(𝑝, 𝑞) = sup{ ̂︀𝑓0 : 𝑓 ∈𝐵R(Z𝑞), 𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥) = 0, 𝑑2(𝑥)> 𝑑2(𝑝− 1)}=

= sup

{︂̂︀𝑓0 : 𝑓(𝑥) = 𝑤∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞), ̂︀𝑓𝑘 > 0, 𝑘= 0, . . ., 𝑤,

𝑤∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘 = 1, 𝑓(𝑥) = 0, 𝑥= 1, . . ., 𝑝− 1

}︂
(16 𝑝− 16𝑤). (5.4)
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Постановка дискретных экстремальных задач Дельсарта для двух ас-
социативных симметричных схем на Z𝑞 состоит в следующем. Вычислить
величины

𝑎𝐷,1(𝑝, 𝑞) = sup{ ̂︀𝑓0 : 𝑓 ∈𝐵(Z𝑞), 𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥)6 0, 𝑑1(𝑥)> 𝑑1(𝑝)}

(16 𝑝6𝑤),
(5.5)

𝑎𝐷,2(𝑝, 𝑞) = sup{ ̂︀𝑓0 : 𝑓 ∈𝐵(Z𝑞), 𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥)6 0, 𝑑2(𝑥)> 𝑑2(𝑝− 1)}

(16 𝑝− 16𝑤).
(5.6)

Аналогично (5.3), (5.4) убеждаемся, что

𝑎𝐷,1(𝑝, 𝑞) = sup{ ̂︀𝑓0 : 𝑓 ∈𝐵R(Z𝑞), 𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥)6 0, 𝑑1(𝑥)> 𝑑1(𝑝)}=

= sup

{︂̂︀𝑓0 : 𝑓(𝑥) = 𝑤∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞), ̂︀𝑓𝑘 > 0, 𝑘= 0, . . ., 𝑤,

𝑤∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘 = 1, 𝑓(𝑥)6 0, 𝑥= 𝑝, . . ., 𝑞 − 𝑝

}︂
(16 𝑝6𝑤), (5.7)

𝑎𝐷,2(𝑝, 𝑞) = sup{ ̂︀𝑓0 : 𝑓 ∈𝐵R(Z𝑞), 𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥)6 0, 𝑑2(𝑥)> 𝑑2(𝑝− 1)}=

= sup

{︂̂︀𝑓0 : 𝑓(𝑥) = 𝑤∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞), ̂︀𝑓𝑘 > 0, 𝑘= 0, . . ., 𝑤,

𝑤∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘 = 1, 𝑓(𝑥)6 0, 𝑥= 1, . . ., 𝑝− 1

}︂
(16 𝑝− 16𝑤). (5.8)

Величины (5.1), (5.2), (5.5), (5.6) связаны неравенствами

𝑎𝑇,1(𝑝, 𝑞)6 𝑎𝐷,1(𝑝, 𝑞), 𝑎𝑇,2(𝑝, 𝑞)6 𝑎𝐷,2(𝑝, 𝑞). (5.9)

Экстремальные полиномы в задаче (5.3) обозначим

𝑈𝑝,𝑞(𝑥) =
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝑈𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑘𝑥/𝑞), (5.10)

а в задаче (5.4)—

𝑢𝑝,𝑞(𝑥) =
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝑢𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑘𝑥/𝑞). (5.11)

Вначале займемся решением задач (5.3), (5.4). Пусть полином 𝑓(𝑥)
из 𝐶+

1,𝑝−1,𝑞

𝑓(𝑥) =
𝑝−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞), ̂︀𝑓0 = 1,

является допустимым в задаче (2.5). Рассмотрим полином

𝑔(𝑥) =
(︁
1

𝑞

)︁ 𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝑓(𝑘)𝑐(𝑘𝑥/𝑞) =
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝑔𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞)∈𝐵R(Z𝑞).

Так как согласно (1.14)

𝑔(𝑥) =
𝑝−1∑︀
𝑠=0

̂︀𝑓𝑠 · (︁1𝑞)︁ 𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝑐(𝑠𝑘/𝑞)𝑐(𝑘𝑥/𝑞) = ̂︀𝑓𝑥/𝑚𝑥,
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то для него выполнены следующие свойства

̂︀𝑔𝑘 > 0, 𝑘= 0, 1, . . ., 𝑤; 𝑔(0) = ̂︀𝑓0/𝑚0 = 1;

𝑔(𝑥) = 0, 𝑥= 𝑝, . . ., 𝑞 − 𝑝; ̂︀𝑔0 = 𝑓(0)/𝑞.

Значит, полином 𝑔(𝑥) является допустимым в задаче (5.3) и

𝑎𝑇,1(𝑝, 𝑞)> sup
𝑓(0)

𝑞
=

Ë1(𝑝, 𝑞)

𝑞
. (5.12)

Обратно, пусть полином

𝑔(𝑥) =
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝑔𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞) ∈𝐵R(Z𝑞), 𝑔(0) = 1, 𝑔(𝑥) = 0, 𝑥= 𝑝, . . ., 𝑞 − 𝑝,

является допустимым в задаче (5.3). Рассмотрим полином

𝑓(𝑥) =
𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝑔(𝑘)𝑐(𝑘𝑥/𝑞) =
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞).
Так как согласно (1.14)

𝑓(𝑥) =
𝑤∑︀
𝑠=0

̂︀𝑔𝑠 𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝑐(𝑠𝑘/𝑞)𝑐(𝑘𝑥/𝑞) =
𝑞̂︀𝑔𝑥
𝑚𝑥

,

то для него выполнены следующие свойства

̂︀𝑓0 = 𝑔(0) = 1; ̂︀𝑓𝑘 = 0, 𝑘= 𝑝, . . ., 𝑤; 𝑓(𝑥)> 0, 𝑥∈ Z𝑞; 𝑓(0) = 𝑞̂︀𝑔0.
Таким образом, полином 𝑓(𝑥) является допустимым в задаче (2.5) и

Ë1(𝑝, 𝑞)> 𝑞 sup ̂︀𝑔0 = 𝑞𝑎𝑇,1(𝑝, 𝑞).

Отсюда и из (5.12), теоремы 1 вытекает следующая теорема.
Т е о р е м а 3. Если 𝑝, 𝑞∈N, 𝑝6𝑤, то

𝑎𝑇,1(𝑝, 𝑞) =
Ë1(𝑝, 𝑞)

𝑞
=

𝐹𝑝,𝑞(0)

𝑞
.

Все экстремальные полиномы в задаче Турана (5.3) имеют вид

𝑈𝑝,𝑞(𝑥) =
(︁
1

𝑞

)︁ 𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝐹𝑝,𝑞(𝑘)𝑐(𝑘𝑥/𝑞),

где полиномы 𝐹𝑝,𝑞 (см. (4.40))—экстремальные в задаче (2.5).

Решение задачи (5.4) аналогично. Пусть полином 𝑓(𝑥) из 𝐶+
2,𝑝,𝑞

𝑓(𝑥) = ̂︀𝑓0 + 𝑤∑︀
𝑘=𝑝

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞), ̂︀𝑓0 = 1,

является допустимым в задаче (2.6). Рассмотрим полином

𝑔(𝑥) =
(︁
1

𝑞

)︁ 𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝑓(𝑘)𝑐(𝑘𝑥/𝑞) =
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝑔𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞)



196 В. И. ИВАНОВ, Ю. Д. РУДОМАЗИНА

из 𝐵R(Z𝑞). Так как согласно (1.14)

𝑔(𝑥) = ̂︀𝑓𝑥/𝑚𝑥,

то

̂︀𝑔𝑘 > 0, 𝑘= 0, 1, . . ., 𝑤; 𝑔(0) = ̂︀𝑓0 = 1; 𝑔(𝑥) = 0, 𝑥= 1, . . ., 𝑝− 1, ̂︀𝑔0 = 𝑓(0)/𝑞.

Таким образом, полином 𝑔(𝑥) является допустимым в задаче (5.4) и

𝑎𝑇,2(𝑝, 𝑞)> sup
𝑓(0)

𝑞
=

Ë2(𝑝, 𝑞)

𝑞
. (5.13)

Обратно, если для полинома

𝑔(𝑥) =
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝑔𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞)∈𝐵R(Z𝑞)

выполнены условия

𝑔(0) = 1, 𝑔(𝑥) = 0, 𝑥= 1, . . ., 𝑝− 1,

то для полинома

𝑓(𝑥) =
𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝑔(𝑘)𝑐(𝑘𝑥/𝑞) =
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞)
выполнены свойства̂︀𝑓0 = 1; ̂︀𝑓𝑘 = 0, 𝑘= 1, . . ., 𝑝− 1; 𝑓(𝑥)> 0, 𝑥∈ Z𝑞; 𝑓(0) = 𝑞̂︀𝑔0.
Значит, полином 𝑓(𝑥) является допустимым в задаче (2.6) и

Ë2(𝑝, 𝑞)> 𝑞 sup ̂︀𝑔0 = 𝑞𝑎𝑇,2(𝑝, 𝑞).

Отсюда, из (5.13) и теоремы 2 вытекает следующая теорема.
Т е о р е м а 4. Если 𝑝, 𝑞∈N, 26𝑝6𝑤+1, то

𝑎𝑇,2(𝑝, 𝑞) =
Ë2(𝑝, 𝑞)

𝑞
=

1

𝐹𝑝,𝑞(0)
.

Все экстремальные полиномы в задаче Турана (5.4) имеют вид

𝑢𝑝,𝑞(𝑥) =
(︁
1

𝑞

)︁ 𝑞−1∑︀
𝑘=0

𝑓𝑝,𝑞(𝑘)𝑐(𝑘𝑥/𝑞),

где 𝑓𝑝,𝑞(𝑥)—полиномы, экстремальные в задаче (2.6).

Перейдем к задачам (5.7), (5.8).
Т е о р е м а 5. Если 𝑝, 𝑞∈N, 𝑝6𝑤, то

𝑎𝐷,1(𝑝, 𝑞) = 𝑎𝑇,1(𝑝, 𝑞) =
Ë1(𝑝, 𝑞)

𝑞
=

𝐹𝑝,𝑞(0)

𝑞
.

Полиномы, экстремальные в задаче Турана (5.3), являются экстремаль-
ными и в задаче Дельсарта (5.7).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (5.9) и теореме 3, достаточно доказать
неравенство

𝑎𝐷,1(𝑝, 𝑞)6 𝐹𝑝,𝑞(0)

𝑞
. (5.14)

Пусть 𝑓—допустимый полином в задаче Дельсарта (5.7), т. е.

𝑓(𝑥) =
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞), ̂︀𝑓𝑘 > 0, 𝑘= 0, 1, . . ., 𝑤, (5.15)

𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥)6 0, 𝑥= 𝑝, . . ., 𝑞 − 𝑝. (5.16)

Пусть

𝑓𝑝,𝑞(𝑥) = 1+
𝑤∑︀

𝑘=𝑝

̂︀𝑓𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑘𝑥/𝑞) =

𝑤∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑘𝑥/𝑞)

— экстремальный полином в задаче Фейера (2.6), для которого выполнены
свойства

𝑓𝑝,𝑞(𝑥)> 0, 𝑥∈ Z𝑞, ̂︀𝑓𝑝,𝑞
𝑘 > 0, 𝑘= 𝑝, . . ., 𝑤, (5.17)

𝑓𝑝,𝑞(0) = 𝑞/𝐹𝑝,𝑞(0). (5.18)

Составим сумму

𝐼 =
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝑓𝑝,𝑞
𝑘 𝑓(𝑘).

С одной стороны, согласно (5.16), (5.17)

𝐼 = 𝑓(0) +
𝑤∑︀

𝑘=𝑝

̂︀𝑓𝑝,𝑞
𝑘 𝑓(𝑘)6 𝑓(0) = 1.

С другой стороны, согласно (5.15), (5.17), (5.18)

𝐼 =
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝑓𝑝,𝑞
𝑘

𝑤∑︀
𝑠=0

̂︀𝑓𝑠𝑐(𝑠𝑘/𝑞) = 𝑤∑︀
𝑠=0

̂︀𝑓𝑠 𝑤∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑠𝑘/𝑞) =

=
𝑤∑︀
𝑠=0

̂︀𝑓𝑠𝑓𝑝,𝑞(𝑠)> ̂︀𝑓0𝑓𝑝,𝑞(0) = 𝑞 ̂︀𝑓0
𝐹𝑝,𝑞(0)

.

Поэтому ̂︀𝑓0 6 𝐹𝑝,𝑞(0)/𝑞

и (1.13) верно. Теорема 5 доказана.
Непрерывный вариант задачи (5.1) был поставлен в 1970 году П. Ту-

раном в беседе С. Б. Стечкину. Он состоит в следующем. Для ℎ ∈ (0, 1/2]
вычислить величину

𝐴𝑇 (ℎ) = sup

ℎ∫︁
−ℎ

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, (5.19)

если

1) 𝑓(𝑥) =
∞∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥), ̂︀𝑓𝑘 > 0,

2) 𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥) = 0, ℎ6 |𝑥|6 1/2.
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С. Б. Стечкин [16, 17] вычислил 𝐴𝑇 (1/𝑞) = 1/𝑞, 𝑞 ∈ N. А. Ю. Попов
показал, что для остальных ℎ имеет место 𝐴𝑇 (ℎ) > ℎ. Д. В. Горбачев и
А. С. Маношина [5] доказали, что для рациональных ℎ=𝑝/𝑞, (𝑝, 𝑞)=1, 𝑝6𝑤

𝐴𝑇 (𝑝/𝑞) = 𝑎𝑇,1(𝑝, 𝑞) = Ë1(𝑝, 𝑞)/𝑞. (5.20)

Таким образом, для рациональных ℎ задача Турана (5.19) эквивалентна за-
дачам (2.1), (5.1).

Непрерывный вариант задачи Дельсарта (5.5) состоит в следующем.
Вычислить величину

𝐴𝐷(ℎ) = sup

1/2∫︁
−1/2

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, (5.21)

если

1) 𝑓(𝑥) =
∞∑︀
𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥), ̂︀𝑓𝑘 > 0,

2) 𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥)6 0, ℎ6 |𝑥|6 1/2.

Задачи, подобные (5.5), (5.21), ставились Ф. Дельсартом [6, 22] для мно-
гочленов по зональным сферическим функциям, связанным с ассоциативны-
ми симметричными схемами отношений, с целью получения верхних оценок
мощности 𝑘-кодов на этих схемах. Наиболее сильные результаты в решении
задач Дельсарта были получены В. М. Сидельниковым [14], В. И. Левен-
штейном [24], В. В. Арестовым и А. Г. Бабенко [1].

Отметим, что

𝐴𝑇 (𝑝/𝑞)6𝐴𝐷(𝑝/𝑞)6 𝑎𝐷,1(𝑝, 𝑞). (5.22)

Отсюда, (5.20) и теорем 3, 5 вытекает следствие.
С л е д с т в и е [8–10]. Если 𝑝, 𝑞∈N, 𝑝6𝜔, (𝑝, 𝑞)=1, то

𝐴𝑇 (𝑝/𝑞) =𝐴𝐷(𝑝/𝑞) = 𝐹𝑝,𝑞(0)/𝑞.

Т е о р е м а 6. Если 𝑝, 𝑞∈N, 26𝑝6𝑤+1, то

𝑎𝐷,2(𝑝, 𝑞) = 𝑎𝑇,2(𝑝, 𝑞) =
Ë2(𝑝, 𝑞)

𝑞
=

1

𝐹𝑝,𝑞(0)
.

Полиномы, экстремальные в задаче Турана (5.4), являются экстремаль-
ными и в задаче Дельсарта (5.8).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (5.9) и теореме 4, достаточно доказать
неравенство

𝑎𝐷,2(𝑝, 𝑞)6 1

𝐹𝑝,𝑞(0)
. (5.23)

Пусть 𝑓—допустимый полином в задаче Дельсарта (5.8), т. е.

𝑓(𝑥) =
𝑤∑︀

𝑘=0

̂︀𝑓𝑘𝑐(𝑘𝑥/𝑞), ̂︀𝑓𝑘 > 0, 𝑘= 0, 1, . . ., 𝑤, (5.24)

𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥)6 0, 𝑥= 1, . . ., 𝑝− 1. (5.25)

Пусть

𝐹𝑝,𝑞(𝑥) = 1+
𝑝−1∑︀
𝑘=1

̂︀𝑓𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑘𝑥/𝑞) =

𝑝−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐹 𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑘𝑥/𝑞)
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— экстремальный полином в задаче Фейера (2.5), для которого выполнены
свойства

𝐹𝑝,𝑞(𝑥)> 0, 𝑥∈ Z𝑞, ̂︀𝐹 𝑝,𝑞
𝑘 > 0, 𝑘= 1, . . ., 𝑝− 1. (5.26)

Составим сумму

𝐼 =
𝑝−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐹 𝑝,𝑞
𝑘 𝑓(𝑘).

С одной стороны, согласно (5.25), (5.26)

𝐼 = 𝑓(0) +
𝑝−1∑︀
𝑘=1

̂︀𝐹 𝑝,𝑞
𝑘 𝑓(𝑘)6 𝑓(0) = 1.

С другой стороны, согласно (5.24), (5.26)

𝐼 =
𝑝−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐹 𝑝,𝑞
𝑘

𝑤∑︀
𝑠=0

̂︀𝑓𝑠𝑐(𝑠𝑘/𝑞) = 𝑤∑︀
𝑠=0

̂︀𝑓𝑠 𝑝−1∑︀
𝑘=0

̂︀𝐹 𝑝,𝑞
𝑘 𝑐(𝑠𝑘/𝑞) =

𝑤∑︀
𝑠=0

̂︀𝑓𝑠𝐹𝑝,𝑞(𝑠)> ̂︀𝑓0𝐹𝑝,𝑞(0).

Поэтому ̂︀𝑓0 6 1/𝐹𝑝,𝑞(0),

и (5.23) верно. Теорема 6 доказана.

§ 6. Константы Джексона в пространстве 𝑙2(Z𝑞)𝑙2(Z𝑞)𝑙2(Z𝑞)

Используя гармонический анализ на Z𝑞, определим величины наилуч-
ших приближений, модули непрерывности и дискретные константы Джек-
сона в пространстве 𝑙2(Z𝑞).

Пусть для 𝑖=1, 2, 𝑘, 𝑑∈𝑑𝑖(Z𝑞)∖{0}

𝐸𝑘,𝑖(𝑓)2 =min
𝑎𝜈

⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑥)−

∑︀
𝑑𝑖(𝜈)6𝑘−1

𝑎𝜈𝑒(𝜈𝑥/𝑞)

⃦⃦⃦⃦
2

(6.1)

— величина наилучшего приближения функции 𝑓 из 𝑙2
(︀
Z𝑞

)︀
,

𝜔𝑖(𝑑, 𝑓)2 =
1√
2
max{‖𝑓(𝑥+ ℎ)− 𝑓(𝑥)‖2 : 𝑑𝑖(ℎ)6 𝑑} (6.2)

— ее модуль непрерывности,

𝐷𝑖(𝑑, 𝑘)2 = sup
𝑓∈𝑙2(Z𝑞)

𝐸𝑘,𝑖(𝑓)2
𝜔𝑖(𝑑, 𝑓)2

(6.3)

— дискретные константы Джексона.
Константы Джексона образуют две квадратные матрицы порядка 𝑤. На-

ша цель—вычислить элементы последних строк в этих матрицах (𝑑=𝑤 и
𝑑= 𝑞− 1).

Согласно (1.2), (1.3) для 𝑖=1, 2

𝐸2
𝑘,𝑖(𝑓)2 =

∑︀
𝑑𝑖(𝜈)>𝑘

| ̂︀𝑓𝜈 |2, (6.4)

𝜔2
𝑖 (𝑑, 𝑓)2 = max

𝑑𝑖(ℎ)6𝑑

𝑞−1∑︀
𝜈=1

(︀
1− 𝑐(𝜈ℎ/𝑞)

)︀
| ̂︀𝑓𝜈 |2, (6.5)
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поэтому

𝐷2
𝑖 (𝑑, 𝑘)2 = sup

𝑓∈𝑙2(Z𝑞)

∑︀
𝑑𝑖(𝜈)>𝑘

| ̂︀𝑓𝜈 |2

max
𝑑𝑖(ℎ)6𝑑

𝑞−1∑︀
𝜈=1

(︀
1− 𝑐(𝜈ℎ/𝑞)

)︀ | ̂︀𝑓𝜈 |2
=

= sup
𝑓∈𝑙2(Z𝑞)

∑︀
𝑑𝑖(𝜈)>𝑘

| ̂︀𝑓𝜈 |2

max
𝑑𝑖(ℎ)6𝑑

∑︀
𝑑𝑖(𝜈)>𝑘

(︀
1− 𝑐(𝜈ℎ/𝑞)

)︀ | ̂︀𝑓𝜈 |2
=

= max
̂︀𝑎𝜈>0,

∑︀
𝑑𝑖 (𝜈)>𝑘

̂︀𝑎𝜈=1

1

max
𝑑𝑖(ℎ)6𝑑

∑︀
𝑑𝑖(𝜈)>𝑘

(︀
1− 𝑐(𝜈ℎ/𝑞)

)︀ |̂︀𝑎𝜈 |2 =

=
1

1− max
̂︀𝑎𝜈>0,∑︀

𝑑𝑖 (𝜈)>𝑘

̂︀𝑎𝜈=1

min
𝑑𝑖(ℎ)6𝑑

∑︀
𝑑𝑖(𝜈)>𝑘

̂︀𝑎𝜈𝑐(𝜈ℎ/𝑞) . (6.6)

Учитывая четность 𝑐(𝜈ℎ/𝑞), получаем, что

𝐷2
1(𝑑, 𝑘)2 =

1

1− max
̂︀𝑎𝜈>0,
𝑤∑︀

𝜈=𝑘

̂︀𝑎𝜈=1

min
16ℎ6𝑑

𝑤∑︀
𝜈=𝑘

̂︀𝑎𝜈𝑐(𝜈ℎ/𝑞)
, 𝑘, 𝑑= 1, . . ., 𝑤, (6.7)

𝐷2
2(𝑑, 𝑘)2 =

1

1− max
̂︀𝑎𝜈>0,

𝑞−𝑘∑︀
𝜈=1

̂︀𝑎𝜈=1

min
𝑞−𝑑6ℎ6𝑤

𝑞−𝑘∑︀
𝜈=1

̂︀𝑎𝜈𝑐(𝜈ℎ/𝑞)
, 𝑘, 𝑑=

[︀
(𝑞 + 1)/2

]︀
, . . ., 𝑞 − 1.

(6.8)

Рассмотрим две задачи линейного программирования. Для 𝑘, 𝑑=1, . . ., 𝑤
вычислить величину

̂︀𝜇1(𝑑, 𝑘) =max ̂︀𝜇, (6.9)

если

1) ̂︀𝑎𝑗 > 0, 𝑗 = 𝑘, . . ., 𝑤,
𝑤∑︀

𝑗=𝑘

̂︀𝑎𝑗 = 1,

2)
𝑤∑︀

𝑗=𝑘

̂︀𝑎𝑗𝑐(𝑖𝑗/𝑞)> ̂︀𝜇, 𝑖= 1, . . ., 𝑑.

Аналогично, для 𝑘, 𝑑=[(𝑞+1)/2], . . ., 𝑞−1 вычислить величину

̂︀𝜇2(𝑑, 𝑘) =max ̂︀𝜇, (6.10)

если

1) ̂︀𝑎𝑗 > 0, 𝑗 = 1, . . ., 𝑞 − 𝑘,
𝑞−𝑘∑︀
𝑗=1

̂︀𝑎𝑗 = 1,

2)
𝑞−𝑘∑︀
𝑗=1

̂︀𝑎𝑗𝑐(𝑖𝑗/𝑞)> ̂︀𝜇, 𝑖= 𝑞 − 𝑑, . . ., 𝑤.
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Согласно (2.7), (2.8)

𝐷2
1(𝑑, 𝑘)2 =

1

1− ̂︀𝜇1(𝑑, 𝑘)
, 𝑘, 𝑑= 1, . . ., 𝑤,

𝐷2
2(𝑑, 𝑘)2 =

1

1− ̂︀𝜇2(𝑑, 𝑘)
, 𝑘, 𝑑= [(𝑞 + 1)/2], . . ., 𝑞 − 1.

Исследуем конечность констант Джексона. Константа Джексона
𝐷1(𝑑, 𝑘)2 будет бесконечной, если ̂︀𝜇1(𝑑, 𝑘)=1. В этом случае из ограничений
в задаче (6.9)

𝑤∑︀
𝑗=𝑘

̂︀𝑎𝑗 = 1, ̂︀𝑎𝑗 (︀1− 𝑐(𝑖𝑗/𝑞))︀= 0, 𝑗 = 𝑘, . . ., 𝑤; 𝑖= 1, . . ., 𝑑.

Если 𝑖=1, то 1−𝑐(𝑖𝑗/𝑞)>1−𝑐(1/𝑞) и ̂︀𝑎𝑗=0 для 𝑗=𝑘, . . ., 𝑤. Условие
𝑤∑︀

𝑗=𝑘

̂︀𝑎𝑗=1

не выполнено, поэтому константа𝐷1(𝑑, 𝑘)2 конечна для всех 𝑘, 𝑑=1, . . ., 𝑤.
Аналогично константа Джексона 𝐷2(𝑑, 𝑘)2 будет бесконечной, если̂︀𝜇2(𝑑, 𝑘)=1. В этом случае из ограничений в задаче (6.10) получаем

𝑞−𝑘∑︀
𝑗=1

̂︀𝑎𝑗 = 1, ̂︀𝑎𝑗 (︀1− 𝑐(𝑖𝑗/𝑞))︀= 0, 𝑗 = 1, . . ., 𝑞 − 𝑘; 𝑖= 𝑞 − 𝑑, . . ., 𝑤. (6.11)

Если 𝑑= [(𝑞 + 1)/2], то 𝑖= 𝑞 − [(𝑞 + 1)/2] = [𝑞/2] =𝑤 и должно выполнять-
ся условие 𝑗𝑤 = 0 (mod 𝑞) для некоторого 𝑗, 𝑗 = 1, . . ., 𝑞 − 𝑘. Если 𝑞—
нечетное, то это невозможно, так как (𝑤, 𝑞) = 1 и 1 6 𝑗 6 𝑤. Если 𝑞—
четное, то 𝑗 должно быть также четным. Если 𝑘 = [(𝑞 + 1)/2], . . ., 𝑞 − 2, то
𝑗=2∈{1, . . ., 𝑞−𝑘}. Если 𝑘=𝑞−1, то 𝑗=1. Таким образом, при 𝑑=[(𝑞+1)/2]
и 𝑘=[(𝑞+1)/2], . . ., 𝑞−2 условия (6.11) выполнены, если̂︀𝑎2 = 1, ̂︀𝑎𝑗 = 0, 𝑗 ̸= 2

и для этих 𝑘 и 𝑑 имеем 𝐷2(𝑑, 𝑘)2=+∞.
Если 𝑑> [(𝑞+1)/2], то множество {𝑞−𝑑, . . ., 𝑤} содержит не менее двух

элементов. Для справедливости (6.11) должны выполняться условия

𝑖𝑗 = 0 (mod 𝑞), (𝑖+ 1)𝑗 = 0 (mod 𝑞)

для некоторых 𝑖∈ {𝑞− 𝑑, . . ., 𝑤}, 𝑗 ∈ {1, . . ., 𝑞− 𝑘}. Из этих условий следует
𝑗=0 (mod 𝑞), что невозможно, так как 16 𝑗6𝑤.

Итак, нами доказано следующее утверждение
Л е м м а 14. Константа Джексона 𝐷1(𝑑, 𝑘)2 конечна для всех

𝑘, 𝑑= 1, . . ., 𝑤. Константа Джексона 𝐷2(𝑑, 𝑘)2 бесконечна, если 𝑞—чет-
ное, 𝑑= [(𝑞 + 1)/2] , 𝑘 = [(𝑞 + 1)/2], . . ., 𝑞 − 2, и конечна для всех осталь-
ных 𝑘, 𝑑.

Для задачи (6.9) запишем двойственную задачу линейного программи-
рования. Вычислить величину

𝜇1(𝑑, 𝑘) =min 𝜇, (6.12)

если

1) 𝑎𝑖 > 0, 𝑖= 1, . . ., 𝑑,
𝑑∑︀

𝑖=1

𝑎𝑖 = 1,

2)
𝑑∑︀

𝑖=1

𝑎𝑖𝑐(𝑖𝑗/𝑞)6 𝜇, 𝑗 = 𝑘, . . ., 𝑤.
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Для задачи (6.10) также запишем двойственную задачу линейного про-
граммирования. Вычислить величину

𝜇2(𝑑, 𝑘) =min 𝜇, (6.13)

если

1) 𝑎𝑖 > 0, 𝑖= 𝑞 − 𝑑, . . ., 𝑤,
𝑤∑︀

𝑖=𝑞−𝑑

𝑎𝑖 = 1,

2)
𝑤∑︀

𝑖=𝑞−𝑑

𝑎𝑖𝑐(𝑖𝑗/𝑞)6 𝜇, 𝑗 = 1, . . ., 𝑞 − 𝑘.

Имеем равенства

𝐷2
𝑖 (𝑑, 𝑘)2 =

1

1− ̂︀𝜇𝑖(𝑑, 𝑘)
=

1

1− 𝜇𝑖(𝑑, 𝑘)
, 𝑖= 1, 2. (6.14)

Если в (6.12), (6.13) сделать замену 𝑎0 =−𝜇, то получим следующие
задачи линейного программирования. Вычислить величины

𝜇3(𝑑, 𝑘) =max 𝑎0, (6.15)

если

1) 𝑎𝑖 > 0, 𝑖= 1, . . ., 𝑑,
𝑑∑︀

𝑖=1

𝑎𝑖 = 1,

2)
𝑑∑︀

𝑖=0

𝑎𝑖𝑐(𝑖𝑗/𝑞)6 0, 𝑗 = 𝑘, . . ., 𝑤;

𝜇4(𝑑, 𝑘) =max 𝑎0, (6.16)

если

1) 𝑎𝑖 > 0, 𝑖= 𝑞 − 𝑑, . . ., 𝑤,
𝑤∑︀

𝑖=𝑞−𝑑

𝑎𝑖 = 1,

2) 𝑎0 +
𝑤∑︀

𝑖=𝑞−𝑑

𝑎𝑖𝑐(𝑖𝑗/𝑞)6 0, 𝑗 = 1, . . ., 𝑞 − 𝑘.

Величины (6.12), (6.13) и (6.15), (6.16) связаны равенствами

𝜇3(𝑑, 𝑘) =−𝜇1(𝑑, 𝑘), 𝜇4(𝑑, 𝑘) =−𝜇2(𝑑, 𝑘). (6.17)

Определим более общие варианты задач Дельсарта (5.7), (5.8). Для
𝑟, 𝑝=1, . . ., 𝑤 вычислить величину

𝑎𝐷,1(𝑟, 𝑝, 𝑞) = sup ̂︀𝑓0, (6.18)

если

1) ̂︀𝑓𝑖 > 0, 𝑖= 1, . . ., 𝑟,
𝑟∑︀

𝑖=0

̂︀𝑓𝑖 = 1,

2)
𝑟∑︀

𝑖=0

̂︀𝑓𝑖𝑐(𝑖𝑗/𝑞)6 0, 𝑗 = 𝑝, . . ., 𝑤.

Аналогично, для 𝑟=1, . . ., 𝑤, 𝑝=2, . . ., 𝑤+1 вычислить величину

𝑎𝐷,2(𝑟, 𝑝, 𝑞) = sup ̂︀𝑓0, (6.19)
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если

1) ̂︀𝑓𝑖 > 0, 𝑖= 𝑟, . . ., 𝑤, ̂︀𝑓0 + 𝑤∑︀
𝑖=𝑟

̂︀𝑓𝑖 = 1,

2) ̂︀𝑓0 + 𝑤∑︀
𝑖=𝑟

̂︀𝑓𝑖𝑐(𝑖𝑗/𝑞)6 0, 𝑗 = 1, . . ., 𝑝− 1.

Величины (5.7), (5.8) и (6.18), (6.19) связаны равенствами

𝑎𝐷,1(𝑝, 𝑞) = 𝑎𝐷,1(𝑤, 𝑝, 𝑞), 𝑎𝐷,2(𝑝, 𝑞) = 𝑎𝐷,2(1, 𝑝, 𝑞). (6.20)

Из условий конечности констант Джексона 𝐷𝑖(𝑑, 𝑘), 𝑖=1, 2, можно счи-
тать, что в задачах (6.15), (6.16) 𝑎0 >−1. Допустимые векторы в задачах
(6.15) и (6.18) при 𝑟=𝑑, 𝑝=𝑘, а также в задачах (6.16) и (6.19) при 𝑟= 𝑞−𝑑,
𝑝= 𝑞−𝑘+1 связаны соотношениями̂︀𝑓𝑖 = 𝑎𝑖

(1 + 𝑎0)
.

Так как при 𝑎0 > −1 функция ̂︀𝑓0 = 𝑎0/(1 + 𝑎0) является возрастающей, то
экстремальные значения также будут связаны соотношениями

𝑎𝐷,1(𝑑, 𝑘, 𝑞) =
𝜇3(𝑑, 𝑘)

1 + 𝜇3(𝑑, 𝑘)
, 𝑎𝐷,2(𝑞 − 𝑑, 𝑞 − 𝑘+ 1, 𝑞) =

𝜇4(𝑑, 𝑘)

1 + 𝜇4(𝑑, 𝑘)
.

Отсюда и из (6.14), (6.17) вытекает следующее утверждение.
Л е м м а 15. При условиях конечности констант Джексона (6.3)

справедливы равенства

𝐷2
1(𝑑, 𝑘)2 = 1− 𝑎𝐷,1(𝑑, 𝑘, 𝑞), 𝐷2

2(𝑑, 𝑘)2 = 1− 𝑎𝐷,2(𝑞 − 𝑑, 𝑞 − 𝑘+ 1, 𝑞).

Первое равенство в лемме 15 было установлено А. Г. Бабенко [2]. Он
вычислил константы Джексона в двух случаях:

1) 𝐷1(𝑑, 𝑘)2 = 1, 𝑞 = 2𝑘(𝑑+ 1);

2) 𝐷2
1(𝑑, 𝑘)2 = 1−

𝑘

𝑞
, 𝑞 = 𝑘𝑙 четное, 26 𝑙6 𝑑+ 2.

Во всех этих случаях 𝑘 | 𝑞.
Из леммы 15, (6.20), теорем 5, 6 вытекают следующие теоремы.
Т е о р е м а 7. Если 𝑘=1, . . ., 𝑤, то

𝐷2
1(𝑤, 𝑘)2 = 1− 𝑎𝐷,1(𝑘, 𝑞) = 1−

𝐹𝑘,𝑞(0)

𝑞
.

Т е о р е м а 8. Если 𝑘=[(𝑞+1)/2], . . ., 𝑞−1, то

𝐷2
2(𝑞 − 1, 𝑘)2 = 1− 𝑎𝐷,2(𝑞 − 𝑘+ 1, 𝑞) = 1−

1

𝐹𝑞−𝑘+1,𝑞(0)
.

§ 7. Коды на конечных абелевых группах

Рассмотрим обобщение схем отношений 𝑌1, 𝑌2 (см. (1.9)) на случай пря-
мого произведения конечных циклических групп. Известно, что любая ко-
нечная абелева группа раскладывается в прямое произведение циклических
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групп. Наша цель—вычислить максимальные мощности 𝑘-кодов на этих
общих схемах отношений и применить их для оценок сверху в многомерных
задачах Дельсарта и оценок снизу многомерных констант Джексона.

Пусть 𝑞=(𝑞0, 𝑞1, . . ., 𝑞𝑛−1)∈N𝑛, 𝑞𝑖>2, 𝑖=0, 1, . . ., 𝑛−1,

𝐺𝑛
𝑞 =Z𝑞0 ×Z𝑞1 × · · · ×Z𝑞𝑛−1

= {𝑥= (𝑥0, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛−1) : 𝑥𝑖 ∈ Z𝑞𝑖
}

— конечная абелева группа с операцией покоординатного сложения по со-
ответствующему модулю.

Определим две последовательности

𝑀0 = 1, 𝑀1 = 𝑞0, 𝑀𝑘 =𝑀𝑘−1𝑞𝑘−1;

𝑀 ′
0 = 1, 𝑀 ′

1 = 𝑞𝑛−1, 𝑀 ′
𝑘 =𝑀 ′

𝑘−1𝑞𝑛−𝑘 (𝑘= 1, . . ., 𝑛).

Для 𝑥=(𝑥0, . . ., 𝑥𝑛−1) из 𝐺
𝑛
𝑞 положим

|𝑥|=
𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑥𝑘𝑀𝑘 :𝐺
𝑛
𝑞 → Z𝑀𝑛

. (7.1)

С помощью (7.1) определим два отображения

𝑑1(𝑥, 𝑦) =min{|𝑥− 𝑦|, |𝑦 − 𝑥|} :𝐺𝑛
𝑞 ×𝐺

𝑛
𝑞 → Z𝑀𝑛

, (7.2)

𝑑2(𝑥, 𝑦) =max{|𝑥− 𝑦|, |𝑦 − 𝑥|} :𝐺𝑛
𝑞 ×𝐺

𝑛
𝑞 → Z𝑀𝑛

. (7.3)

Отображение (7.3) будет метрикой на 𝐺𝑛
𝑞 . Отображение (7.2) (кроме

случаев 𝑛=1, 𝑞0 —произвольное и 𝑛—произвольное, 𝑞0=𝑞1= · · ·=𝑞𝑛−1=2)
метрикой не является.

Рассмотрим множество

Ë𝑟 = {𝑥 ∈𝐺𝑛
𝑞 : |𝑥|6𝑀𝑟+1 − 1}=

= {𝑥= (𝑥0, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛−1)∈𝐺
𝑛
𝑞 : 𝑥𝑟+1 = 𝑥𝑟+2 = · · ·= 𝑥𝑛−1 = 0}.

Оно является в 𝐺𝑛
𝑞 подгруппой, поэтому, если 𝑥∈Ë𝑟, то −𝑥∈Ë𝑟. Выделим

в Ë𝑟 подмножество

Ë′
𝑟 = {𝑥 ∈Ë𝑟 : |𝑥|6 | − 𝑥|}.

Положим
𝑑𝑟 =max{|𝑥| : 𝑥∈Ë′

𝑟}. (7.4)

Тогда

𝑑𝑟 =
⃒⃒⃒(︁
𝑞0 − 1, . . ., 𝑞𝑝−1 − 1,

𝑞𝑝 − 1

2
,
𝑞𝑝+1
2
, . . .,

𝑞𝑟
2
, 0, . . ., 0

)︁⃒⃒⃒
= |𝑥𝑟|, (7.5)

если 𝑞𝑝 —нечетное, а 𝑞𝑝+1, . . ., 𝑞𝑟 —четные.
Обозначим через 𝑑𝑖(𝐺

𝑛
𝑞 ), 𝑖 = 1, 2, множества всех значений (7.2),

(7.3) на 𝐺𝑛
𝑞 , [𝑚,𝑀 ] = {𝑚,𝑚 + 1, . . ., 𝑀}—множество всех целых чисел

от 𝑚 до 𝑀 .
Имеем

𝑑1(𝐺
𝑛
𝑞 ) = {0} ∪

(︂
𝑛−1⋃︀
𝑟=0

[𝑀𝑟, 𝑑𝑟]

)︂
,

где 𝑑𝑟 определено в (7.5),

𝑑2(𝐺
𝑛
𝑞 ) =

𝑛−1⋃︀
𝑟=0

𝑆𝑟,
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где

𝑆0 = {0} ∪
[︀
[(𝑞0 + 1)/2], 𝑞0 − 1

]︀
,

𝑆𝑟 = {𝑆𝑟−1 + 𝑞𝑟𝑀𝑟/2} ∪ [(𝑞𝑟/2 + 1)𝑀𝑟, 𝑀𝑟+1 − 1] (𝑞𝑟 четное),

𝑆𝑟 = [(𝑞𝑟 + 1)𝑀𝑟/2, 𝑀𝑟+1 − 1] (𝑞𝑟 нечетное), 𝑟> 1.

Пусть для 𝑖=1, 2

𝑑𝑛,𝑖 =max{𝑘 : 𝑘 ∈ 𝑑𝑖(𝐺
𝑛
𝑞 )}.

Согласно (7.5)

𝑑𝑛,1 = 𝑑𝑛−1, 𝑑𝑛,2 =𝑀𝑛 − 1.

Пары 𝑌 𝑛
𝑖 =(𝐺𝑛

𝑞 , 𝑑𝑖(𝑥, 𝑦)), 𝑖=1, 2, будут ассоциативными симметричными
схемами отношений с (|𝑑𝑖(𝐺

𝑛
𝑞 )|−1)-классами. Отметим, что 𝑌 1

𝑖 =𝑌𝑖, 𝑖=1, 2.
В [7] установлено, что

|𝑑1(𝐺
𝑛
𝑞 )|= |Ë′

𝑛−1|= |𝑑2(𝐺
𝑛
𝑞 )|=𝑀𝑛/2 + 2𝑡𝑛−1,

где 𝑡𝑛 —количество четных чисел среди 𝑞0, . . ., 𝑞𝑛−1.
Множество 𝐴, 𝐴⊂𝐺𝑛

𝑞 , назовем 𝑘-кодом в схеме 𝑌 𝑛
𝑖 , если для любых

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 ̸= 𝑦 будет 𝑑𝑖(𝑥, 𝑦)> 𝑘. Максимальную мощность 𝑘-кода обозна-
чим 𝑚𝑖(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 ). При вычислении 𝑚1(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 ) можно считать 𝑘 6 𝑑𝑛−1, а при

вычислении 𝑚2(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )— 𝑘6𝑀𝑛−1.

Пусть 𝐺𝑟
𝑞 = Z𝑞0 × Z𝑞1 × · · · × Z𝑞𝑟−1

. В дальнейшем метрики 𝑑𝑖(𝑥, 𝑦) бу-
дем применять и к векторам 𝑥, 𝑦 из 𝐺𝑟

𝑞, считая отсутствующие координаты
равными нулю. Для кода 𝐶 ⊂𝐺𝑛

𝑞

𝛿𝑖(𝐶) =min{𝑑𝑖(𝑥, 𝑦) : 𝑥, 𝑦 ∈𝐶, 𝑥 ̸= 𝑦}

— его кодовое расстояние в схеме 𝑌 𝑛
𝑖 .

Вначале исследуем случай схемы 𝑌 𝑛
2 и начнем с вычисления 𝑚2(𝑘, Z𝑞).

Пусть 𝑚> 2, 𝐶 = {𝛾1, . . ., 𝛾𝑚} ⊂ Z𝑞 —код мощности 𝑚, 𝛿2(𝑚)—максималь-
ное кодовое расстояние для кодов мощности 𝑚. Мы можем считать далее
𝛾1=0, так как кодовое расстояние не зависит от сдвига кода.

Л е м м а 16. Если 𝐶⊂Z𝑞, |𝐶|> [𝑞/2]+1, то 𝛿2(𝐶)=[(𝑞+1)/2].
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑞=2𝑡. Так как

Z𝑞 =
𝑡−1⋃︀
𝑖=0

{𝑖, 𝑡+ 𝑖}, |𝐶|> 𝑡+ 1,

то при некотором 𝑖 будет {𝑖, 𝑖+𝑡}⊂𝐶 и 𝛿2(𝐶)6 𝑡=[(𝑞+1)/2].

Пусть 𝑞 = 2𝑡+ 1, Z𝑞 = {0} ∪

(︂
𝑡⋃︀

𝑖=1

{𝑖, 𝑡+ 𝑖}

)︂
. Если 𝑡 или 𝑡+ 1 лежат в 𝐶,

то 𝛿2(𝐶)6 𝑡+ 1= [(𝑞 + 1)/2]. В остальных случаях найдется 𝑖, 𝑖 ∈𝐶, такое,
что 𝑖+1 /∈𝐶, а 𝑖+1+ 𝑡∈𝐶 и

𝛿2(𝐶)6 𝑑2(𝑖, 𝑖+ 1+ 𝑡) = 𝑡+ 1= [(𝑞 + 1)/2].

Остается заметить, что для любого кода 𝛿2(𝐶) > [(𝑞 + 1)/2]. Лемма 16
доказана.

Л е м м а 17. При 26𝑚6 [𝑞/2] 𝛿2(𝑚)=𝑞−𝑚+1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐶={0, 𝛾2, . . ., 𝛾𝑚}. Имеем

Z𝑞 =

(︂
𝑚−2⋃︀
𝑖=1

{𝑖, 𝑞 −𝑚+ 1+ 𝑖}

)︂
∪ {0} ∪ [𝑚− 1, 𝑞 −𝑚+ 1].

Если для некоторого 𝛾𝑖 имеет место 𝛾𝑖 ∈ [𝑚 − 1, 𝑞 − 𝑚 + 1], то
𝑞−𝛾𝑖∈ [𝑚−1, 𝑞−𝑚+1] и 𝛿2(𝐶)6𝑑2(0, 𝛾𝑖)6𝑞−𝑚+1. Если 𝐶∩[𝑚−1, 𝑞−𝑚+1]=∅,
то одна из пар {𝑖, 𝑞−𝑚+1+𝑖}⊂𝐶 и опять 𝛿2(𝐶)6𝑞−𝑚+1.

Остается заметить, что 𝛿2({0, 1, . . ., 𝑚 − 1}) = 𝑞 − 𝑚 + 1. Лемма 17
доказана.

Л е м м а 18. Если 𝑞> 2, то

𝑚2(𝑘,Z𝑞) =

{︂
𝑞, 𝑘= 1, . . ., [(𝑞 + 1)/2],
𝑞 − 𝑘+ 1, 𝑘= [(𝑞 + 1)/2] + 1, . . ., 𝑞 − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При 𝑘=1, . . ., [(𝑞+1)/2] равенство 𝑚2(𝑘, Z𝑞)=𝑞
тривиально. Если 𝑘> [(𝑞+1)/2]+ 1, 𝐶 = {𝛾1, . . ., 𝛾𝑚}, 𝛿2(𝐶)> 𝑘, то, по лем-
ме 16,𝑚6 [𝑞/2]. Тогда, по лемме 17, 𝑘6𝛿2(𝐶)6𝑞−𝑚+1, поэтому𝑚6𝑞−𝑘+1
и 𝑚2(𝑘, Z𝑞)6 𝑞− 𝑘+1. Остается заметить, что 𝛿2({0, 1, . . ., 𝑞− 𝑘}) = 𝑘. Лем-
ма 18 доказана.

Л е м м а 19. Для всех 𝑟∈ [0, 𝑛−1], 𝑘∈ [𝑀𝑟, 𝑀𝑟+1−1]

𝑚2(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) =𝑀 ′

𝑛−𝑟−1𝑚2(𝑘, 𝐺
𝑟+1
𝑞 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐶 ⊂𝐺𝑛
𝑞 , 𝛿2(𝐶)> 𝑘, |𝐶|=𝑚2(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 ). Для

вектора (𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑛−1) из Z𝑞𝑟+1
×· · ·×Z𝑞𝑛−1

положим

𝐶(𝛼𝑟+1,...,𝛼𝑛−1) = {(𝛾0, 𝛾1, . . ., 𝛾𝑟+1, . . ., 𝛾𝑛−1)∈𝐶 : 𝛾𝑟+1 = 𝛼𝑟+1, . . ., 𝛾𝑛−1 = 𝛼𝑛−1}.

Тогда
𝐶 =

⋃︀
(𝛼𝑟+1,...,𝛼𝑛−1)∈Z𝑞𝑟+1×···×Z𝑞𝑛−1

𝐶(𝛼𝑟+1,...,𝛼𝑛−1).

Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶. Если 𝑥 и 𝑦 входят в разные классы 𝐶(𝛼𝑟+1,...,𝛼𝑛−1), то
𝑑2(𝑥, 𝑦)>𝑀𝑟+1>𝑘, так как по условию 𝑘∈ [𝑀𝑟, 𝑀𝑟+1−1]. Если

𝑥= (𝑥0, . . ., 𝑥𝑟, 𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑛−1), 𝑥′ = (𝑥0, . . ., 𝑥𝑟)∈𝐺
𝑟+1
𝑞 ,

𝑦 = (𝑦0, . . ., 𝑦𝑟, 𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑛−1), 𝑦′ = (𝑦0, . . ., 𝑦𝑟)∈𝐺
𝑟+1
𝑞 ,

то 𝑑2(𝑥, 𝑦)= 𝑑2(𝑥
′, 𝑦′). Если положить

𝐶 ′
(𝛼𝑟+1,...,𝛼𝑛−1)

= {𝑥′ = (𝑥0, . . ., 𝑥𝑟)∈𝐺
𝑟+1
𝑞 :

𝑥= (𝑥0, . . ., 𝑥𝑟, 𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑛−1)∈𝐶(𝛼𝑟+1,...,𝛼𝑛−1)},

то 𝐶 ′
(𝛼𝑟+1,...,𝛼𝑛−1)

код в 𝐺𝑟+1
𝑞 с кодовым расстоянием, не меньшим 𝑘,

а множество

𝐶 =
⋃︀

(𝛼𝑟+1,...,𝛼𝑛−1)

{𝑥= (𝑥0, . . ., 𝑥𝑟, 𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑛−1) ∈𝐺
𝑛
𝑞 :

𝑥′ = (𝑥0, . . ., 𝑥𝑟)∈𝐶
′
(𝛼𝑟+1,...,𝛼𝑛−1)

}

будет кодом в 𝐺𝑛
𝑞 с кодовым расстоянием, не меньшим 𝑘.
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Число возможных (𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑛−1) равно 𝑀 ′
𝑛−𝑟−1 = 𝑞𝑟+1 · · · 𝑞𝑛−1, следо-

вательно, 𝑚2(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) =𝑀 ′

𝑛−𝑟−1𝑚2(𝑘, 𝐺
𝑟+1
𝑞 ). Лемма 19 доказана. Таким обра-

зом, достаточно вычислить величину 𝑚(𝑘, 𝐺𝑟+1
𝑞 ) для 𝑘 ∈ [𝑀𝑟, 𝑀𝑟+1 − 1] и

𝑟 ∈ [0, 𝑛− 1].

Л е м м а 20. Если 𝑟 ∈ [0, 𝑛 − 1], 𝑠 ∈
[︀[︀
(𝑞𝑟 + 1)/2

]︀
+ 1, 𝑞𝑟 − 1

]︀
,

𝑘 ∈ [𝑠𝑀𝑟, (𝑠+1)𝑀𝑟−1], то

𝑚2(𝑘, 𝐺
𝑟+1
𝑞 ) = 𝑞𝑟 − 𝑠+ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐶⊂𝐺𝑟+1
𝑞 , |𝐶|=𝑚2(𝑘, 𝐺

𝑟+1
𝑞 )=𝑚, 𝛿2(𝐶)>𝑘.

В 𝐶 не могут входить два элемента с одной и той же 𝑟-й координа-
той, иначе 𝛿2(𝐶) 6𝑀𝑟 − 1. Пусть 𝛾1, . . ., 𝛾𝑚 𝑟-е координаты точек 𝐶. Ес-
ли 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶, 𝑥 = (𝑥0, . . ., 𝑥𝑟−1, 𝛾𝑖) = (𝑥0, . . ., 𝑥𝑟−1, 0) + (0, . . ., 0, 𝛾𝑖) = 𝑥′ + 𝑥′′,
𝑦=(𝑦0, . . ., 𝑦𝑟−1, 𝛾𝑗)= (𝑦0, . . ., 𝑦𝑟−1, 0)+(0, . . ., 𝛾𝑗)=𝑦

′+𝑦′′, то, пользуясь нера-
венством треугольника, получим

𝑠𝑀𝑟 6 𝑘6 𝑑2(𝑥, 𝑦)6 𝑑2(𝑥
′, 𝑦′) + 𝑑2(𝑥

′′, 𝑦′′)6𝑀𝑟 − 1+

+𝑀𝑟 max{|𝛾𝑖 − 𝛾𝑗|, 𝑞𝑟 − |𝛾𝑖 − 𝛾𝑗|}=𝑀𝑟 − 1 +𝑀𝑟𝑑2(𝛾𝑖, 𝛾𝑗).

Отсюда 𝑑2(𝛾𝑖, 𝛾𝑗) > 𝑠, т. е. 𝐶 ′ = {𝛾1, . . ., 𝛾𝑚}—код в Z𝑞𝑟
мощности 𝑚

с кодовым расстоянием 𝛿2(𝐶
′) > 𝑠. Согласно леммам 16, 17 для

𝑠∈
[︀[︀
(𝑞𝑟 + 1)/2

]︀
+ 1, 𝑞𝑟 − 1

]︀
справедлива оценка 𝑞𝑟−𝑚+1>𝑠 или

𝑚=𝑚2(𝑘, 𝐺
𝑟+1
𝑞 )6 𝑞𝑟 − 𝑠+ 1. (7.6)

Пример кода

𝐶 = {(0, 0, . . ., 0), (𝑞0 − 1, . . ., 𝑞𝑟−1 − 1, 𝑠)}
⋃︀(︂ 𝑞𝑟−1⋃︀

𝑙=𝑠+1

{(0, 0, . . ., 0, 𝑙)}

)︂
показывает, что в (7.6) имеет место равенство. Лемма 20 доказана.

Леммы 19, 20 для случая 𝑞0= . . .=𝑞𝑛−1 установлены в [18].
Обозначим ]𝑥[—наименьшее целое, не меньшее 𝑥, 𝑝(𝑞, 𝑠)—наимень-

шее 𝑝∈N, при котором уравнение

𝑟1 + 𝑟2 + · · ·+ 𝑟𝑠 = 0 (mod 𝑞), 𝑟𝑖 ∈ [1, 𝑝] (7.7)

имеет решение.
Л е м м а 21. Для любых 𝑞, 𝑠∈N

𝑝(𝑞, 𝑠) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 𝑞 делит 𝑠,
2, 𝑞 < 𝑠 и 𝑞 не делит 𝑠,]︁
𝑞

𝑠

[︁
, 𝑞 > 𝑠.

Если 𝑞 | 𝑠 или 𝑠 | 𝑞, то решение уравнения (7.7) имеем вид
𝑟1= · · ·= 𝑟𝑠=𝑝(𝑞, 𝑠). В остальных случаях любое из 𝑟1, . . ., 𝑟𝑠 может быть
меньше 𝑝(𝑞, 𝑠) или равно 𝑝(𝑞, 𝑠)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если 𝑞 | 𝑠, то можно положить 𝑟1 = · · ·= 𝑟𝑠 = 1
и 𝑝(𝑞, 𝑠) = 1.

Если 𝑞 < 𝑠 и 𝑞 | 𝑠, то для 𝑟𝑖 ∈ [1, 2] сумма 𝑟1 + 𝑟2 + · · ·+ 𝑟𝑠 пробегает все
значения от 𝑠 до 2𝑠. В этом случае 𝑞 делит некоторое число, лежащее на



208 В. И. ИВАНОВ, Ю. Д. РУДОМАЗИНА

интервале (𝑠, 2𝑠), и 𝑝(𝑞, 𝑠) = 2. Если 𝑞 > 𝑠, то
(︁
]
𝑞

𝑠
[−1

)︁
𝑠 < 𝑞,

(︁
]
𝑞

𝑠
[
)︁
𝑠> 𝑞 и

𝑝(𝑞, 𝑠) =]
𝑞

𝑠
[. Анализируя рассмотренные случаи, легко получаем указанные

свойства решений уравнения (7.7). Лемма 21 доказана.
Пусть

𝑘𝑟 =
(︀[︀
(𝑞𝑟 + 1)/2

]︀
+ 1
)︀
𝑀𝑟 − 1, (7.8)̃︀𝑘𝑟 = 𝑘𝑟 (𝑞𝑟 четное), (7.9)

̃︀𝑘𝑟 =
[︀
(𝑞𝑟 + 1)/2

]︀
𝑀𝑟 +

𝑙−1∑︀
𝑖=0

(𝑞𝑖 − 1)𝑀𝑖 +
𝑟−1∑︀
𝑖=𝑙

(𝑞𝑖 − 𝑝(𝑞𝑖, 𝑞𝑟))𝑀𝑖 (𝑞𝑟 нечетное),

(7.10)

где 𝑙 ∈ {0, 1, . . ., 𝑟 − 1}—наибольшее, для которого 𝑞𝑙 | 𝑞𝑟 и 𝑞𝑟 | 𝑞𝑙, а при
𝑗= 𝑙+1, . . ., 𝑟−1 или снова 𝑞𝑗 |𝑞𝑟 или 𝑞𝑟 |𝑞𝑗; если такого 𝑙 нет, то 𝑙=0.

Отметим, что при 𝑞0 = 𝑞1 = · · ·= 𝑞𝑟 𝑝(𝑞𝑖, 𝑞𝑟) = 1 и ̃︀𝑘𝑟 = 𝑘𝑟 независимо от
четности 𝑞𝑟.

Для 𝛼∈Z и 𝑞∈N, 𝑞>2 обозначим

(𝛼)𝑞 = 𝛼 (mod 𝑞)∈ [0, 𝑞 − 1].

Для 𝑥0, . . ., 𝑥𝑟 ∈ Z будем писать (𝑥0, . . ., 𝑥𝑟) ∈𝐺
𝑟+1
𝑞 , имея в виду, что речь

идет об элементе ((𝑥0)𝑞0 , . . ., (𝑥𝑟)𝑞𝑟
).

Л е м м а 22. Если 𝑟∈ [0, 𝑛−1], то

𝑚2(𝑘, 𝐺
𝑟+1
𝑞 ) =

⎧⎨⎩𝑞𝑟, 𝑘 ∈
[︁
𝑀𝑟, ̃︀𝑘𝑟

]︁
,

𝑞𝑟 − 1, 𝑘 ∈
[︁̃︀𝑘𝑟 + 1, 𝑘𝑟

]︁
.

(7.11)

(7.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑘>𝑀𝑟, для кода 𝐶⊂𝐺
𝑟+1
𝑞 , |𝐶|=𝑚2(𝑘, 𝐺

𝑟+1
𝑞 ).

Тогда |𝐶|6 𝑞𝑟, иначе 𝛿2(𝐶)<𝑀𝑟.
Если 𝑞𝑟 =2𝑠, 𝑘∈ [𝑀𝑟, 𝑘𝑟], то для кода

𝐶 =
𝑠−1⋃︀
𝑙=0

{(0, 0, . . ., 0, 𝑙), (𝑞0 − 1, 𝑞1 − 1, . . ., 𝑞𝑟−1 − 1, 𝑠+ 𝑙)}

кодовое расстояние 𝛿2(𝐶)=𝑘𝑟=̃︀𝑘𝑟 (7.9) и (7.11) выполнено.
Пусть в дальнейшем 𝑞𝑟 = 2𝑠 + 1. Рассмотрим код 𝐶, состоящий из

2𝑠= 𝑞𝑟− 1 элементов

𝑥0 = (0, . . ., 0, 0),
{︀
𝑥𝑗 = (𝑞0 − 2𝑗, . . ., 𝑞𝑟−1 − 2𝑗, 𝑗)

}︀𝑠−1

𝑗=1
,{︀

𝑥𝑗+𝑠 = (𝑞0 − 2𝑗 + 1, . . ., 𝑞𝑟−1 − 2𝑗 + 1, 𝑠+ 𝑗)
}︀𝑠

𝑗=1
.

Подсчитаем его кодовое расстояние. Оно может достигаться между парами
элементов

(𝑥0, 𝑥𝑠+1), (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+𝑠), (𝑥𝑗, 𝑥𝑗+𝑠+1), 𝑗 = 1, . . ., 𝑠− 1.

Имеем для 𝑗=1, . . ., 𝑠−1

𝑑2(𝑥
0, 𝑥𝑠+1) = |(𝑞0 − 1, . . ., 𝑞𝑟−1 − 1, 𝑠+ 1)|= 𝑘𝑟,

𝑑2(𝑥
𝑗, 𝑥𝑠+𝑗) = |(2𝑗 − 1− 2𝑗, . . ., 2𝑗 − 1− 2𝑗, 𝑠+ 1)|=

= |(𝑞0 − 1, . . ., 𝑞𝑟−1 − 1, 𝑠+ 1)|= 𝑘𝑟,

𝑑2(𝑥
𝑗, 𝑥𝑠+1+𝑗) = |(2𝑗 − 2𝑗 − 1, . . ., 2𝑗 − 2𝑗 − 1, 𝑠+ 1)|=

= |(𝑞0 − 1, . . ., 𝑞𝑟−1 − 1, 𝑠+ 1)|= 𝑘𝑟,
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поэтому 𝛿2(𝐶)= 𝑘𝑟. Отсюда

𝑚2(𝑘𝑟, 𝐺
𝑟+1
𝑞 )> 𝑞𝑟 − 1. (7.13)

Отметим, что если к коду 𝐶 добавить элемент 𝑥𝑠=(𝑞0−2𝑠, . . ., 𝑞𝑟−1−2𝑠, 𝑠),
то для нового кода 𝐶 ′, |𝐶 ′|= 𝑞𝑟 и

𝛿2(𝐶
′) =min{𝑘𝑟, 𝑑2(𝑥

0, 𝑥𝑠), 𝑑2(𝑥
𝑠, 𝑥2𝑠)}. (7.14)

Имеем

𝑑2(𝑥
𝑠, 𝑥2𝑠) = |(2𝑠− 1− 2𝑠, . . ., 2𝑠− 1− 2𝑠, 𝑠+ 1)|= 𝑘𝑟, (7.15)

но
𝑑2(𝑥

0, 𝑥𝑠) = |(2𝑠, . . ., 2𝑠, 𝑠+ 1)|

может быть меньше 𝑘𝑟.
Выясним для каких 𝑘 >𝑀𝑟 существует код мощности 𝑞𝑟 с кодовым

расстоянием 𝑘. Пусть это будет код 𝐶, состоящий из элементов

𝑥𝑗 = (𝑞0 − 𝛼0𝑗, . . ., 𝑞𝑟−1 − 𝛼𝑟−1 𝑗, 𝑗),

где 𝛼𝑖𝑗 ∈ [1, 𝑞𝑖], 𝑖∈ [0, 𝑟−1], 𝑗∈ [0, 2𝑠]. Кодовое расстояние может достигаться
между следующими парами элементов

(𝑥𝑗, 𝑥𝑠+𝑗), (𝑥𝑗, 𝑥𝑠+1+𝑗), 𝑗 ∈ [0, 𝑠], 𝑥2𝑠+1 = 𝑥0.

Без ограничения общности можно считать, что

𝑥0 = (0, . . ., 0),

𝛿2(𝐶) = 𝑑2(𝑥
0, 𝑥𝑠+1) = |(𝑞0 − 𝛼0 𝑠+1, . . ., 𝑞𝑟 − 𝛼𝑟−1 𝑠+1, 𝑠+ 1)|=

= |(𝑞0 − 𝑝0, . . ., 𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1, 𝑠+ 1)|.

В таком случае должна выполняться система неравенств

𝑑2(𝑥
𝑗, 𝑥𝑠+𝑗) = |(𝛼0 𝑠+𝑗 − 𝛼0 𝑗, . . ., 𝛼𝑟−1 𝑠+𝑗 − 𝛼𝑟−1 𝑗, 𝑠+ 1)|>

> |(𝑞0 − 𝑝0, . . ., 𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1, 𝑠+ 1)|, 𝑗 ∈ [0, 𝑠],
(7.16)

𝑑2(𝑥
𝑗, 𝑥𝑠+1+𝑗) = |(𝛼0 𝑗 − 𝛼0 𝑠+𝑗+1, . . ., 𝛼𝑟−1 𝑗 − 𝛼𝑟−1 𝑠+1+𝑗, 𝑠+ 1)|>

>|(𝑞0 − 𝑝0, . . ., 𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1, 𝑠+ 1)|, 𝑗 ∈ [0, 𝑠− 1].
(7.17)

Отсюда, в частности, вытекают следующие неравенства

(𝛼𝑟−1 𝑠+𝑗 − 𝛼𝑟−1 𝑗)𝑞𝑟−1
> 𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1, 𝑗 ∈ [0, 𝑠], (7.18)

(𝛼𝑟−1 𝑗 − 𝛼𝑟−1 𝑠+1+𝑗)𝑞𝑟−1
> 𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1, 𝑗 ∈ [0, 𝑠− 1]. (7.19)

Если обе части этих неравенств умножить на −1, то получим, что числа

𝑟𝑗 = (𝛼𝑟−1 𝑗 − 𝛼𝑟−1 𝑠+𝑗)𝑞𝑟−1
, 𝑗 ∈ [0, 𝑠],

𝑟𝑠+𝑗+1 = (𝛼𝑟−1 𝑠+1+𝑗 − 𝛼𝑟−1 𝑗)𝑞𝑟−1
, 𝑗 ∈ [0, 𝑠− 1],

лежат на отрезке [1, 𝑝𝑟−1]. Кроме этого

2𝑠∑︀
𝑗=0

𝑟𝑗 =

(︂
𝑠∑︀

𝑗=0

(𝛼𝑟−1 𝑗 − 𝛼𝑟−1 𝑠+𝑗)+

+
𝑠−1∑︀
𝑗=0

(𝛼𝑟−1 𝑠+1+𝑗 − 𝛼𝑟−1)

)︂
(mod 𝑞𝑟−1) = 0 (mod 𝑞𝑟−1). (7.20)
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Значит 𝑝𝑟−1 = 𝑝(𝑞𝑟−1, 𝑞𝑟), 𝑟𝑠+1 =𝛼𝑟−1 𝑠+1 = 𝑝𝑟−1 и по решению уравнения (7.20)
мы можем однозначно восстановить числа 𝛼𝑟−1 𝑗, 𝑗 ∈ [0, 2𝑠]. Отметим, что,
согласно лемме 21, 16 𝑝(𝑞𝑟−1, 𝑞𝑟)<𝑞𝑟.

Если 𝑞𝑟−1 | 𝑞𝑟 и 𝑞𝑟 | 𝑞𝑟−1, то, согласно лемме 21, 𝑝𝑟−1 > 2 и можно счи-
тать, что

𝑟0 = (−𝛼𝑟−1 𝑠)𝑞𝑟−1
6 𝑝𝑟−1 − 1, 𝛼𝑟−1 > 𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1 + 1.

Тогда

𝑑2(𝑥
0, 𝑥𝑠) = |(𝛼0𝑠, . . ., 𝛼𝑟−1 𝑠, 𝑠+1)|> (𝑞𝑟−1− 𝑝𝑟−1+1)𝑀𝑟−1+(𝑠+1)𝑀𝑟. (7.21)

Полагаем неизвестные параметры кода 𝐶 равными

𝛼𝑖 𝑗 = (2𝑗)𝑞𝑖
, 𝑖∈ [0, 𝑟− 2], 𝑗 ∈ [1, 𝑠], 𝛼𝑖 𝑗+𝑠 = (2𝑗− 1)𝑞𝑖

, 𝑖∈ [0, 𝑟− 2], 𝑗 ∈ [1, 𝑠].

Напомним, что 𝛼𝑖 0 = 0, 𝑖 ∈ [0, 𝑟]. Для полученного кода согласно (7.14),
(7.15), (7.18), (7.19), (7.21)

𝛿2(𝐶)=min{(𝑠+ 1)𝑀𝑟+(𝑞𝑟 − 𝑝𝑟−1)𝑀𝑟−1+
𝑟−2∑︀
𝑖=0

(𝑞𝑖 − 1)𝑀𝑖, 𝑑2(𝑥
0, 𝑥𝑠)}=

= (𝑠+ 1)𝑀𝑟 + (𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1 + 1)𝑀𝑟−1 − 1 = 𝑘𝑟.

В нашем случае в определении ̃︀𝑘𝑟 (см. (7.10)) 𝑙= 𝑟 − 1, поэтому 𝑘𝑟 = ̃︀𝑘𝑟, и
(7.11) выполнено.

Если 𝑞𝑟−1 | 𝑞𝑟 или 𝑞𝑟 | 𝑞𝑟−1, то решение уравнения (7.20) имеет вид
𝑟0=𝑟1= · · ·=𝑟2𝑠=𝑝(𝑞𝑟−1, 𝑞𝑟)=𝑝𝑟−1. Поэтому справедливы равенства

(𝛼𝑟−1 𝑠+𝑗 − 𝛼𝑟−1 𝑗)𝑞𝑟−1
= 𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1, 𝑗 ∈ [0, 𝑠],

(𝛼𝑟−1 𝑗 − 𝛼𝑟−1 𝑠+1+𝑗)𝑞𝑟−1
= 𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1, 𝑗 ∈ [0, 𝑠− 1].

Тогда из системы неравенств (7.16), (7.17) будут вытекать следующие нера-
венства

(𝛼𝑟−2 𝑠+𝑗 − 𝛼𝑟−2 𝑗)𝑞𝑟−2
> 𝑞𝑟−2 − 𝑝𝑟−2, 𝑗 ∈ [0, 𝑠],

(𝛼𝑟−2 𝑗 − 𝛼𝑟−2 𝑠+1+𝑗)𝑞𝑟−2
> 𝑞𝑟−2 − 𝑝𝑟−2, 𝑗 ∈ [0, 𝑠− 1],

((𝛼𝑟−2 0 − 𝛼𝑟−2 𝑠+1)𝑞𝑟−2
= 𝑞𝑟−2 − 𝑝𝑟−2),

и мы можем повторить предыдущие рассуждения. После конечного числа

шагов мы докажем равенство (3.11) для 𝑘∈ [𝑀𝑟, ̃︀𝑘𝑟].

Если 𝑘 ∈ [̃︀𝑘𝑟 +1, 𝑘𝑟], то с одной стороны 𝑚2(𝑘, 𝐺
𝑟+1
𝑞 )6 𝑞𝑟− 1, а с другой

стороны, согласно (7.13), 𝑚2(𝑘, 𝐺
𝑟+1
𝑞 )>𝑞𝑟−1, поэтому

𝑚2(𝑘, 𝐺
𝑟+1
𝑞 ) = 𝑞𝑟 − 1.

Равенство (3.12) также доказано. Лемма 22 полностью доказана.
Из лемм 19, 20, 22 вытекает теорема.
Т е о р е м а 9. Если 𝑟∈ [0, 𝑛−1], 𝑘∈ [𝑀𝑟, 𝑀𝑟+1−1], то

𝑚2(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑞𝑟𝑀

′
𝑛−𝑟−1, 𝑘 ∈ [𝑀𝑟, ̃︀𝑘𝑟],

(𝑞𝑟 − 1)𝑀 ′
𝑛−𝑟−1, 𝑘 ∈ [̃︀𝑘𝑟 + 1, 𝑘𝑟],

(𝑞𝑟 − 𝑠+ 1)𝑀 ′
𝑛−𝑟−1, 𝑘 ∈ [𝑠𝑀𝑟, (𝑠+ 1)𝑀𝑟 − 1],

𝑠 ∈
[︀[︀
(𝑞𝑟 + 1)/2

]︀
+ 1, 𝑞𝑟 − 1

]︀
.



НЕКОТОРЫЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ДИСКРЕТНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 211

Если все 𝑞𝑖 = 𝑞, то ̃︀𝑘𝑟 = 𝑘𝑟 и теорема 9 при 𝑞 = 2 была доказана
О. И. Смирновым [15], а при 𝑞>3—А. А. Тюрюкановым [18].

Перейдем к случаю схемы 𝑌 𝑛
1 . Известно, что𝑚1(𝑘, Z𝑞)=[𝑞/𝑘].

Обозначим 𝛿1(𝑚)—максимальное кодовое расстояние для кодов из 𝑌1

мощности 𝑚. Для 𝑚=2, . . ., 𝑞

𝛿1(𝑚) = [𝑞/𝑚]. (7.22)

Напомним, что 𝑑𝑟 определено в (7.5).
Л е м м а 23. Для всех 𝑟∈ [0, 𝑛−1], 𝑘∈ [𝑀𝑟, 𝑑𝑟]

𝑚1(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) =𝑚1(𝑘, 𝐺

𝑟+1
𝑞 )𝑀 ′

𝑛−𝑟−1.

Для всех 𝑟∈ [0, 𝑛−2], 𝑘∈ [𝑑𝑟+1, 𝑀𝑟+1−1]

𝑚1(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) =𝑀 ′

𝑛−𝑟−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое равенство доказывается точно так же
как и лемма 18.

Для всех 𝑥, 𝑦 ∈𝐺𝑟+1
𝑞 𝑑1(𝑥, 𝑦)6 𝑑𝑟, поэтому при 𝑘 ∈ [𝑑𝑟 + 1, 𝑀𝑟+1 − 1]

в 𝐺𝑟+1
𝑞 нет кода с кодовым расстоянием, равным 𝑘. Но если 𝑟 ̸= 𝑛− 1, то

множество

𝐶 =
⋃︀

(𝛼𝑟+1,...,𝛼𝑛−1)∈Z𝑞𝑟+1
×···×Z𝑞𝑛−1

{(0, . . ., 0, 𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑛−1)}

будет кодом в 𝐺𝑛
𝑞 с кодовым расстоянием 𝑘 >𝑀𝑟+1. Его мощность равна

𝑀 ′
𝑛−𝑟−1. Лемма 23 доказана.
Таким образом, достаточно вычислить величину 𝑚1(𝑘, 𝐺

𝑟+1
𝑞 ) для

𝑘 ∈ [𝑀𝑟, 𝑑𝑟] и 𝑟 ∈ [0, 𝑛−1].
Для 𝑠∈ [1, [𝑞𝑟/2]−1] положим

𝑘′𝑟 = (𝑠+ 1)𝑀𝑟 − 1, (𝑠 | 𝑞𝑟), (7.23)

𝑘′𝑟 = 𝑠𝑀𝑟 +
𝑙−1∑︀
𝑖=0

(𝑞𝑖 − 1)𝑀𝑖 +
𝑟−1∑︀
𝑖=𝑙

(𝑞𝑖 − 𝑝(𝑞𝑖, 𝑚))𝑀𝑖, (𝑠 | 𝑞𝑟), (7.24)

где 𝑞𝑟 =𝑚𝑠, 𝑙 ∈ {0, 1, . . ., 𝑟− 1}—наибольшее, для которого 𝑞𝑙 |𝑚 и 𝑚 | 𝑞𝑙, а
при 𝑗= 𝑙+1, . . ., 𝑟−1 𝑞𝑗 |𝑚 или𝑚 |𝑞𝑗; если такого 𝑙 нет, то 𝑙=0.

Л е м м а 24. Если 𝑟∈ [0, 𝑛−1], 𝑠∈ [1, [𝑞𝑟/2]−1], то

𝑚1(𝑘, 𝐺
𝑟+1
𝑞 ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
[𝑞𝑟/𝑠], 𝑘 ∈

[︀
𝑠𝑀𝑟, 𝑘

′
𝑟

]︀
,

[𝑞𝑟/𝑠]− 1, 𝑘 ∈
[︀
𝑘′𝑟 + 1, (𝑠+ 1)𝑀𝑟 − 1

]︀
,

2, 𝑘 ∈ [[𝑞𝑟/2]𝑀𝑟, 𝑑𝑟].

(7.25)

(7.26)

(7.27)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑘 > 𝑠𝑀𝑟, 𝑠 ∈ [1, [𝑞𝑟/2] − 1], для кода
𝐶⊂𝐺𝑟+1

𝑞 , |𝐶|=𝑚1(𝑘, 𝐺
𝑟+1
𝑞 ). Тогда 𝑟-е координаты кода 𝐶 все различны, иначе

𝛿1(𝐶)< 𝑠𝑀𝑟 6 𝑘. Значит, они образуют код 𝐶 ′ ⊂Z𝑞, для которого |𝐶
′|= |𝐶|.

Если |𝐶 ′|> [𝑞𝑟/𝑠] + 1, то согласно (7.22) 𝛿1(𝐶
′)6 𝑠− 1 и 𝛿1(𝐶)< 𝑠𝑀𝑟 < 𝑘.

Поэтому
|𝐶|= |𝐶 ′|6 [𝑞𝑟/𝑠]. (7.28)
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Пусть сначала 𝑠 | 𝑞𝑟. Рассмотрим код

𝐶 =
[𝑞𝑟/𝑠]−1⋃︀

𝑗=0

{𝑥𝑗 = (𝑞0 − 𝑗, . . ., 𝑞𝑟−1 − 𝑗, 𝑗𝑠)}

мощности [𝑞𝑟/𝑠]. Подсчитаем его кодовое расстояние. Оно может достигать-
ся между парами элементов

(𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1), 𝑗 = 0, . . ., [𝑞𝑟/𝑠]− 1, 𝑥[𝑞𝑟/𝑠] = 𝑥0 = (0, . . ., 0).

Для 𝑗=0, . . ., [𝑞𝑟/𝑠]−2 согласно (7.23)

𝑑1(𝑥
𝑗, 𝑥𝑗+1) = |(𝑞0 − 1, . . ., 𝑞𝑟−1 − 1, 𝑠)|= (𝑠+ 1)𝑀𝑟 − 1 = 𝑘′𝑟.

Для 𝑗 = [𝑞𝑟/𝑠]− 1

𝑑1(𝑥
[𝑞𝑟/𝑠]−1, 𝑥0) = 𝑑1((𝑞0 + 1− [𝑞𝑟/𝑠], . . ., 𝑞𝑟−1 + 1− [𝑞𝑟/𝑠], 𝑠([𝑞𝑟/𝑠]− 1))).

Здесь 𝑑1(𝑥)= 𝑑1(𝑥, (0, . . ., 0)).
Если 16𝑠6 [𝑞𝑟/3], то, согласно условию 𝑠 | 𝑞𝑟,

𝑠+ 16 𝑞𝑟 − 2𝑠+ 16 𝑠([𝑞𝑟/𝑠]− 1)6 𝑞𝑟 − 𝑠− 1

и 𝑑1(𝑥
[𝑞𝑟/𝑠]−1, 𝑥0)> (𝑠+1)𝑀𝑟>𝑘

′
𝑟.

Если [𝑞𝑟/3]+16 𝑠6 [𝑞𝑟/2]−1, то [𝑞𝑟/𝑠]=2 и

𝑑1(𝑥
[𝑞𝑟/𝑠]−1, 𝑥0) = |(𝑞0 − 1, . . ., 𝑞𝑟−1 − 1, 𝑠)|= 𝑘′𝑟.

Итак, 𝑑1(𝐶)=𝑘
′
𝑟, |𝐶|=[𝑞𝑟/𝑠] и согласно (7.28) в случае 𝑠 |𝑞𝑟 (7.25) верно.

Пусть в дальнейшем 𝑞𝑟 =𝑚𝑠. Рассмотрим код 𝐶, состоящий из 𝑚− 1
элементов

𝐶 =
𝑚−2⋃︀
𝑗=0

{𝑥𝑗 = (𝑞0 − 𝑗, . . ., 𝑞𝑟−1 − 𝑗, 𝑗𝑠)}.

Кодовое расстояние может достигаться только между парами элементов
(𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1), 𝑗=0, . . ., 𝑚−3, для которых

𝑑1(𝑥
𝑗, 𝑥𝑗+1) = |(𝑞0 − 1, . . ., 𝑞𝑟 − 1, 𝑠)|= (𝑠+ 1)𝑀𝑟 − 1.

Поэтому 𝛿1(𝐶)=(𝑠+1)𝑀𝑟−1 и для 𝑘∈ [𝑠𝑀𝑟, (𝑠+1)𝑀𝑟−1]

𝑚1(𝑘, 𝐺
𝑟+1
𝑞 )>𝑚− 1. (7.29)

Отметим, что если к коду 𝐶 добавить элемент

𝑥𝑚−1 = (𝑞0 + 1−𝑚, . . ., 𝑞𝑟 + 1−𝑚, (𝑚− 1)𝑠),

то для нового кода 𝐶 ′, |𝐶 ′|=𝑚, и

𝛿1(𝐶
′) =min{(𝑠+ 1)𝑀𝑟 − 1, 𝑑1(𝑥

0, 𝑥𝑚−1)},

но 𝑑1(𝑥
0, 𝑥𝑚−1)= |(𝑚−1, . . ., 𝑚−1, 𝑠)| может быть меньше (𝑠+1)𝑀𝑟−1.

Выясним для каких 𝑘 > 𝑠𝑀𝑟 существует код 𝐶 мощности 𝑚 с кодо-
вым расстоянием 𝑘. В этом случае его 𝑟-е координаты образуют код 𝐶 ′ в Z𝑞
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мощности 𝑚 с кодовым расстоянием 𝑠. С точностью до сдвига он единстве-
нен 𝐶 ′ = {0, 𝑠, 2𝑠, . . ., (𝑚− 1)𝑠}. Поэтому мы можем предположить, что код
𝐶 состоит из элементов

𝑥𝑗 = (𝑞0 − 𝛼0𝑗, 𝑞1 − 𝛼1𝑗, . . ., 𝑞𝑟−1 − 𝛼𝑟−1 𝑗, 𝑗𝑠),

где 𝛼𝑖𝑗 ∈ [1, 𝑞𝑖], 𝑖∈ [0, 𝑟− 1], 𝑗 ∈ [0, 𝑚− 1]. Кодовое расстояние может дости-
гаться между следующими парами элементов

(𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1), 𝑗 ∈ [0, 𝑚− 1], 𝑥𝑚 = 𝑥0.

Дальнейшие рассуждения как и в лемме 22. Приведем их для полноты
изложения.

Без ограничения общности можно считать, что

𝑥0 = (0, . . ., 0),

𝛿1(𝐶) = 𝑑1(𝑥
0, 𝑥1) = |(𝑞0 − 𝛼0 1, 𝑞1 − 𝛼11. . ., 𝑞𝑟−1 − 𝛼𝑟−1 1, 𝑠)|=

= |(𝑞0 − 𝑝0, . . ., 𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1, 𝑠)|.

В таком случае должна выполняться система неравенств

𝑑1(𝑥
𝑗, 𝑥𝑗+1) = |(𝛼0𝑗 − 𝛼0𝑗+1, . . ., 𝛼𝑟−1 𝑗 − 𝛼𝑟−1 𝑗+1, 𝑠)|>

> |(𝑞0 − 𝑝0, . . ., 𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1, 𝑠)|, 𝑗 ∈ [0, 𝑚− 1], (7.30)

𝛼0𝑚 = · · ·= 𝛼𝑟−1𝑚 = 0.

Отсюда, в частности, вытекают следующие неравенства

(𝛼𝑟−1 𝑗 − 𝛼𝑟−1 𝑗+1)𝑞𝑟−1
> 𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1, 𝑗 ∈ [0, 𝑚− 1]. (7.31)

Если обе части этих неравенств умножить на −1, то числа

𝑟𝑗 = (𝛼𝑟−1 𝑗+1 − 𝛼𝑟−1 𝑗)𝑞𝑟−1
6 𝑝𝑟−1, 𝑗 ∈ [0, 𝑚− 1]

будут лежать на отрезке [1, 𝑝𝑟−1]. Кроме того

𝑚−1∑︀
𝑗=0

𝑟𝑗 =
𝑚−1∑︀
𝑗=0

(𝛼𝑟−1 𝑗+1 − 𝛼𝑟−1 𝑗) (mod 𝑞𝑟−1) = 0 (mod 𝑞𝑟−1). (7.32)

Значит, 𝑝𝑟−1 = 𝑝(𝑞𝑟−1, 𝑚), 𝑝𝑟−1 = 𝛼𝑟−1 1 и по решению уравнения (7.32) мы
можем однозначно восстановить числа 𝛼𝑟−1 𝑗, 𝑗∈ [2, 𝑚−1].

Если 𝑞𝑟−1 |𝑚 и𝑚 |𝑞𝑟−1, то согласно лемме 21 можно считать, что

𝑟𝑚−1 = (−𝛼𝑟−1𝑚−1)𝑞𝑟−1
6 𝑝𝑟−1 − 1, 𝑝𝑟−1 > 2,

𝛼𝑟−1𝑚−1 > 𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1 + 1.

Тогда

𝑑1(𝑥
0, 𝑥𝑚−1) = |(𝛼0𝑚−1, . . ., 𝛼𝑟−1𝑚−1, 𝑠)|> (𝑞𝑟 − 𝑝𝑟−1 + 1)𝑀𝑟−1 + 𝑠𝑀𝑟. (7.33)

Полагаем неизвестные параметры кода 𝐶 равными

𝛼𝑖𝑗 = (𝑗)𝑞𝑖
, 𝑖∈ [0, 𝑟− 2], 𝑗 ∈ [1, 𝑚− 1], 𝛼𝑖0 = 0, 𝑖∈ [0, 𝑟].



214 В. И. ИВАНОВ, Ю. Д. РУДОМАЗИНА

Для полученного кода

𝛿1(𝐶) =min{𝑑1(𝑥
0, 𝑥1), 𝑑1(𝑥

0, 𝑥𝑚−1)}.

Так как

𝑑1(𝑥
0, 𝑥1) = 𝑠𝑀𝑟 +

𝑟−2∑︀
𝑖=0

(𝑞𝑖 − 1)𝑀𝑖 + (𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1)𝑀𝑟−1 =

= 𝑠𝑀𝑟 + (𝑞𝑟−1 − 𝑝𝑟−1 + 1)𝑀𝑟 − 1,

то, сравнивая с (7.33), получаем, что

𝛿1(𝐶) = 𝑑1(𝑥
0, 𝑥1) = 𝑘𝑟.

В нашем случае в определении 𝑘′𝑟 (см. (7.24)) 𝑙 = 𝑟 − 1, поэтому 𝑘𝑟 = 𝑘′𝑟 и
(7.25) верно.

Если 𝑞𝑟−1 |𝑚 или𝑚 |𝑞𝑟−1, то решение уравнения (7.32) имеет вид

𝑟0 = 𝑟1 = · · ·= 𝑟𝑚−1 = 𝑝(𝑞𝑟−1, 𝑚) = 𝑝𝑟−1.

Поэтому неравенства (7.31) превращаются в равенства. Тогда из системы
неравенств (7.30) будет вытекать, что

(𝛼𝑟−2 𝑗 − 𝛼𝑟−2 𝑗+1)𝑞𝑟−2
> 𝑞𝑟−2 − 𝑝𝑟−2, 𝑗 ∈ [0, 𝑚− 1],

и мы можем повторить предыдущие рассуждения. После конечного числа
шагов мы докажем равенство (7.25) для 𝑘∈ [𝑠𝑀𝑟, 𝑘

′
𝑟] и 𝑠 |𝑞𝑟.

Если 𝑘∈ [𝑘′𝑟+1, (𝑠+1)𝑀𝑟−1], то с одной стороны 𝑚1(𝑘, 𝐺
𝑟+1
𝑞 )6𝑚−1, а

с другой стороны, согласно (7.29),𝑚1(𝑘, 𝐺
𝑟+1
𝑞 )>𝑚−1, поэтому

𝑚1(𝑘, 𝐺
𝑟+1
𝑞 ) =𝑚− 1.

Равенство (7.26) также доказано.
Пусть теперь 𝑘 > [𝑞𝑟/2]𝑀𝑟, для кода 𝐶, 𝛿1(𝐶) > 𝑘. Тогда 𝑟-е коорди-

наты его элементов все различные и образуют код 𝐶 ′ в Z𝑞𝑟
, для которого

𝛿1(𝐶
′) > [𝑞𝑟/2]. По (7.22) |𝐶| = |𝐶 ′| 6 2. Для кода 𝐶 = {(0, . . ., 0), 𝑥𝑟}, где

𝑥𝑟 определено в (7.5), |𝐶| = 2 и 𝛿1(𝐶) = 𝑑𝑟. Равенство (7.27) и лемма 24
доказаны.

Из лемм 23 и 24 вытекает следующая теорема.

Т е о р е м а 10. Если 𝑟∈ [0, 𝑛−1], 𝑠∈ [1, [𝑞𝑟/2]−1], то

𝑚1(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[𝑞𝑟/𝑠]𝑀

′
𝑛−𝑟−1, 𝑘 ∈ [𝑠𝑀𝑟, 𝑘

′
𝑟],

([𝑞𝑟/𝑠]− 1)𝑀 ′
𝑛−𝑟−1, 𝑘 ∈ [𝑘′𝑟 + 1, (𝑠+ 1)𝑀𝑟 − 1],

2𝑀 ′
𝑛−𝑟−1, 𝑘 ∈ [[𝑞𝑟/2]𝑀𝑟, 𝑑𝑟],

𝑀 ′
𝑛−𝑟−1, 𝑘 ∈ [𝑑𝑟 + 1, 𝑀𝑟+1 − 1], 𝑟 ̸= 𝑛− 1.

§ 8. Многомерные дискретные экстремальные задачи

В этом параграфе рассматриваются многомерные варианты задач Фей-
ера (2.1)–(2.8), Турана (5.1)–(5.4), Дельсарта (5.5)–(5.8), констант Джек-
сона (6.3) для схем отношений 𝑌 𝑛

𝑖 , 𝑖= 1, 2. Используются обозначения и
определения предыдущего параграфа.
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Пусть 𝑙2(𝐺
𝑛
𝑞 )—евклидово пространство всех функций 𝑓 : 𝐺𝑛

𝑛 → C со
скалярным произведением

(𝑓, 𝑔) =
1

𝑀𝑛

∑︀
𝑥∈𝐺𝑛

𝑞

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)

и нормой ‖𝑓‖2 =
√︀
(𝑓, 𝑓).

Если для 𝜈, 𝑥∈𝐺𝑛
𝑞 (𝜈, 𝑥)=

𝑛−1∑︀
𝑖=0

(𝜈𝑖𝑥𝑖/𝑞𝑖), то система функций

{𝜙𝜈(𝑥)}= {exp 2𝜋𝑖(𝜈, 𝑥)}= {𝑒((𝜈, 𝑥))}

будет образовывать в пространстве 𝑙2(𝐺
𝑛
𝑞 ) полную ортонормированную си-

стему (систему характеров группы 𝐺𝑛
𝑞 ). Для любой функции 𝑓 из 𝑙2(𝐺

𝑛
𝑞 )

справедливо разложение в сумму Фурье

𝑓(𝑥) =
∑︀

𝜈∈𝐺𝑛
𝑞

̂︀𝑓𝜈𝜙𝜈(𝑥) =
𝑀𝑛−1∑︀
|𝑘|=0

̂︀𝑓𝜈𝜙𝜈(𝑥), ̂︀𝑓𝜈 = (𝑓, 𝜙𝜈)

и равенство Парсеваля

‖𝑓‖22 =
∑︀

𝜈∈𝐺𝑛
𝑞

| ̂︀𝑓𝜈 |2 =𝑀𝑛−1∑︀
|𝑘|=0

| ̂︀𝑓𝜈 |2.
В подпространстве четных функций ортогональный базис образует си-

стема косинусов

{𝜓𝜈(𝑥)}= {cos 2𝜋(𝜈, 𝑥)}= {𝑐((𝜈, 𝑥))}, 𝜈 ∈Ë′
𝑛−1, 𝑥∈𝐺𝑛

𝑞 ,

где
Ë′

𝑛−1 = {𝜈 ∈𝐺𝑛
𝑞 : |𝑥|6 | − 𝑥|}.

Соотношения ортогональности выглядят так. Для 𝜈, 𝜇∈Ë′
𝑛−1

(𝜓𝜈 , 𝜓𝜇) =
𝛿𝜈𝜇
𝑚𝜈

,

1

𝑚𝜈
= (𝜓𝜈 , 𝜓𝜈) =

⎧⎨⎩1, 𝜈 = (𝜈0, . . ., 𝜈𝑛−1),
𝜈𝑖 либо 0, либо 𝑞𝑖/2 (𝑞𝑖 четное),

1/2, в противном случае.

(8.1)

Символы Кронекера 𝛿𝜈𝜇 в (8.1) продолжим с Ë′
𝑛−1 на всю группу 𝐺𝑛

𝑞 ,
полагая

𝛿𝜈𝜇 =

{︂
1, 𝜇= 𝜈 либо 𝜇=−𝜈,
0, в противном случае.

Тогда равенство (8.1) для скалярных произведений (𝜓𝜈 , 𝜓𝜇) будет справед-
ливо для всех 𝜈, 𝜇∈𝐺𝑛

𝑞 .
Для любой четной 𝑓 из 𝑙2(𝐺

𝑛
𝑞 ) справедливо разложение

𝑓(𝑥) =
∑︀

𝜈∈Ë′

𝑛−1

̂︀𝑓𝜈𝜓𝜈(𝑥), ̂︀𝑓𝜈 =𝑚𝜈(𝑓, 𝜓𝜈)

и равенство Парсеваля

‖𝑓‖22 =
∑︀

𝜈∈Ë′

𝑛−1

1

𝑚𝜈
| ̂︀𝑓𝜈 |2.
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Для произвольной функции 𝑓 из 𝑙2(𝐺
𝑛
𝑞 ) определим величины наилучших

приближений, связанные со схемами 𝑌 𝑛
𝑖 , 𝑖=1, 2,

𝐸𝑘,𝑖(𝑓, 𝐺
𝑛
𝑞 )2 =min

𝑎𝜈

⃦⃦⃦⃦
𝑓 −

∑︀
𝑑𝑖(𝜈)<𝑘

𝑎𝜈𝜙𝜈

⃦⃦⃦⃦
2

, 𝑘 ∈ 𝑑𝑖(𝐺
𝑛
𝑞 )

и модули непрерывности

𝜔𝑖(𝑑, 𝑓, 𝐺
𝑛
𝑞 )2 =

1√
2

max
𝑑𝑖(ℎ)6𝑑

‖𝑓(𝑥+ ℎ)− 𝑓(𝑥)‖2, 𝑑∈ 𝑑𝑖(𝐺
𝑛
𝑞 ).

Здесь 𝑑𝑖(𝑥)= 𝑑𝑖(𝑥, (0, . . ., 0)).
С помощью равенства Парсеваля нетрудно убедиться, что

𝐸2
𝑘,𝑖(𝑓, 𝐺

𝑛
𝑞 )2 =

∑︀
𝑑𝑖(𝜈)>𝑘

| ̂︀𝑓𝜈 |2, 𝜔2
𝑖 (𝑑, 𝑓, 𝐺

𝑛
𝑞 )2 = max

𝑑𝑖(ℎ)6𝑑

∑︀
𝜈∈𝐺𝑛

𝑞

(1− 𝜓𝜈(ℎ))| ̂︀𝑓𝜈 |2.
Константы Джексона определим равенством

𝐷𝑖(𝑑, 𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )2 = sup

𝑓∈𝑙2(𝐺𝑛
𝑞 )

𝐸𝑘,𝑖(𝑓, 𝐺
𝑛
𝑞 )2

𝜔𝑖(𝑑, 𝑓, 𝐺𝑛
𝑞 )2
. (8.2)

Сформулируем задачи Фейера. Вычислить величины

Ë𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) = sup

{︁
𝑓(0) : 𝑓(𝑥) =

∑︀
𝑑𝑖(𝜈)<𝑘

̂︀𝑓𝜈𝜙𝜈(𝑥),

̂︀𝑓0 = 1, 𝑓(𝑥)> 0, 𝑥 ∈𝐺𝑛
𝑞

}︁
, 𝑘 ∈ 𝑑𝑖(𝐺

𝑛
𝑞 ), (8.3)

𝜆𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) = sup

{︁
𝑓(0) : 𝑓(𝑥) =

∑︀
𝑑𝑖(𝜈)<𝑘

̂︀𝑓𝜈𝜙𝜈(𝑥), ̂︀𝑓0 = 1, ̂︀𝑓𝜈 > 0,

0< 𝑑𝑖(𝜈)< 𝑘, 𝑓(𝑥)> 0, 𝑥 ∈𝐺𝑛
𝑞

}︁
, 𝑘 ∈ 𝑑𝑖(𝐺

𝑛
𝑞 ). (8.4)

Сформулируем задачи Турана. Вычислить величины

𝑎𝑇,𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) = sup

{︁ ̂︀𝑓0 : 𝑓(𝑥) = ∑︀
𝜈∈𝐺𝑛

𝑞

̂︀𝑓𝜈𝜙𝜈(𝑥), ̂︀𝑓𝜈 > 0, 𝜈 ∈𝐺𝑛
𝑞 ,

𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥) = 0, 𝑑𝑖(𝑥)> 𝑘
}︁
, 𝑘 ∈ 𝑑𝑖(𝐺

𝑛
𝑞 ). (8.5)

Сформулируем задачи Дельсарта. Вычислить величины

𝑎𝐷,𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) = sup

{︁ ̂︀𝑓0 : 𝑓(𝑥) = ∑︀
𝜈∈𝐺𝑛

𝑞

̂︀𝑓𝜈𝜙𝜈(𝑥), ̂︀𝑓𝜈 > 0, 𝜈 ∈𝐺𝑛
𝑞 ,

𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥)6 0, 𝑑𝑖(𝑥)> 𝑘
}︁
, 𝑘 ∈ 𝑑𝑖(𝐺

𝑛
𝑞 ). (8.6)

Для вычисления констант Джексона необходим более общий вариант
задач Дельсарта. Вычислить величины

𝑎𝐷,𝑖(𝑙, 𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) = sup

{︁ ̂︀𝑓0 : 𝑓(𝑥) = ∑︀
𝑑𝑖(𝜈)6𝑙

̂︀𝑓𝜈𝜙𝜈(𝑥), ̂︀𝑓𝜈 > 0, 𝑑𝑖(𝜈)6 𝑙,

𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥)6 0, 𝑑𝑖(𝑥)> 𝑘
}︁
, 𝑙, 𝑘 ∈ 𝑑𝑖(𝐺

𝑛
𝑞 ). (8.7)
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Мы используем запись ̂︀𝑓0 для ̂︀𝑓(0,...,0).
Имеем

𝑎𝐷,𝑖(𝑑𝑛,𝑖, 𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) = 𝑎𝐷,𝑖(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 ). (8.8)

Во всех экстремальных задачах можно ограничиться только четными
тригонометрическими полиномами. Для удобства в записи четных полино-

мов мы будем использовать 𝜈∈𝐺𝑛
𝑞 , предполагая, что всегда

̂︀𝑓𝜈 = ̂︀𝑓−𝜈 .
Так же как и для схем 𝑌𝑖, 𝑖=1, 2, (одномерный случай) устанавливаются

соотношения

𝑎𝑇,𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) =

Ë𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )

𝑀𝑛
, (8.9)

𝐷2
𝑖 (𝑑𝑛,𝑖, 𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )2 = 1− 𝑎𝐷,𝑖(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 ). (8.10)

Отметим также следующие неравенства

𝜆𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )6Ë𝑖(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 ), (8.11)

𝑎𝑇,𝑖(𝑙, 𝐺
𝑛
𝑞 )6 𝑎𝐷,𝑖(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 ). (8.12)

Пользуясь известной схемой Дельсарта, установим связь между вели-
чинами 𝑚𝑖(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 ) и 𝑎𝐷,𝑖(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 ).

Л е м м а 25. Если 𝑘∈𝑑𝑖(𝐺
𝑛
𝑞 ), 𝑖=1, 2, то

𝑚𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )6

1

𝑎𝐷,𝑖(𝑘, 𝐺𝑛
𝑞 )
, (8.13)

𝐷2
𝑖 (𝑑𝑛,𝑖, 𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )2 > 1−

1

𝑚𝑖(𝑘, 𝐺𝑛
𝑞 )
. (8.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐶—код в 𝐺𝑛
𝑞 с кодовым расстоянием

𝛿𝑖(𝐶)> 𝑘, для полинома

𝑓(𝑥) =
∑︀

𝜈∈𝐺𝑛
𝑞

̂︀𝑓𝜈𝜓𝜈(𝑥)

выполнены условия

1) ̂︀𝑓𝜈 > 0, 𝜈 ∈𝐺𝑛
𝑞 , (8.15)

2) 𝑓(0) = 1, (8.16)

3) 𝑓(𝑥)6 0, 𝑑𝑖(𝑥)> 𝑘. (8.17)

Составим сумму

𝐼 =
∑︀

𝑥,𝑦∈𝐶

𝑓(𝑥− 𝑦).

С одной стороны, согласно (8.16), (8.17), неравенству 𝛿𝑖(𝐶)>𝑘
𝐼 = |𝐶|𝑓(0) +

∑︀
𝑥 ̸=𝑦

𝑓(𝑥− 𝑦)6 |𝐶|.

С другой стороны, согласно (8.15)

𝐼 =
∑︀

𝜈∈𝐺𝑛
𝑞

̂︀𝑓𝜈 ∑︀
𝑥,𝑦∈𝐶

𝜓𝜈(𝑥− 𝑦) = ̂︀𝑓0|𝐶|2 +ℜ
∑︀

𝑑𝑖(𝜈)>0

̂︀𝑓𝜈 ∑︀
𝑥,𝑦∈𝐶

𝜙𝜈(𝑥)𝜙𝜈(𝑦) =

= ̂︀𝑓0|𝐶|2 + ∑︀
𝑑𝑖(𝜈)>0

⃒⃒⃒⃒∑︀
𝑥∈𝐶

𝜙𝜈(𝑥)

⃒⃒⃒⃒2
> ̂︀𝑓0|𝐶|2,
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поэтому

|𝐶|6 1

̂︀𝑓0
.

Вспоминая определение величины 𝑎𝐷,𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ), получим

𝑚𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )6

1

𝑎𝐷,𝑖(𝑘, 𝐺𝑛
𝑞 )
.

Полином
𝑓(𝑥) =

∑︀
𝜈∈𝐺𝑛

𝑞

𝜓𝜈(𝑥),

для которого 𝑓(𝑥)=0 для всех 𝑥 ̸=0, показывает, что оценка (8.13)—нетри-
виальная.

Оценка (8.14) вытекает из (8.13) и (8.10). Лемма 25 доказана.
Укажем возможную схему вычисления величин (8.3) и (8.6).
Пусть 𝑖=1, 2, 𝑘 ∈ 𝑑𝑖(𝐺

𝑛
𝑞 )

𝐴𝑘,𝑖 = {𝜈 ∈𝐺𝑛
𝑞 : 0< 𝑑𝑖(𝜈)< 𝑘}.

Предположим, что существуют множества 𝐴*
𝑘,𝑖⊂𝐺

𝑛
𝑞 и полиномы

𝐹𝑘,𝑖(𝑥) = 1+
∑︀

𝜈∈𝐴𝑘,𝑖

̂︀𝐹 𝑘,𝑖
𝜈 𝜓𝜈(𝑥), (8.18)

𝐺𝑘,𝑖(𝑥) = ̂︀𝐺𝑘,𝑖
0 +

∑︀
𝜈∈𝐴*

𝑘,𝑖

̂︀𝐺𝑘,𝑖
𝜈 𝜓𝜈(𝑥), (8.19)

для которых выполнены условия

1) ̂︀𝐹 𝑘,𝑖
𝜈 > 0 (𝜈 ∈𝐴𝑘,𝑖), ̂︀𝐺𝑘,𝑖

𝜈 > 0 (𝜈 ∈𝐴*
𝑘,𝑖), (8.20)

2) 𝐹𝑘,𝑖(𝑥) = 0 (𝑥 ∈𝐴*
𝑘,𝑖), 𝐹𝑘,𝑖(𝑥)> 0 (𝑥∈𝐺𝑛

𝑞 ∖𝐴
*
𝑘,𝑖), (8.21)

3) 𝐺𝑘,𝑖(0) = 1, 𝐺𝑘,𝑖(𝑥) = 0 (𝑥 ∈𝐴𝑘,𝑖),

0<𝐺𝑘,𝑖(𝑥)< 1 (𝑥∈𝐺𝑛
𝑞 ∖𝐴𝑘,𝑖). (8.22)

Покажем, что полином 𝐹𝑘,𝑖 —экстремальный в задачах Фейера (8.3),
(8.4) и справедливы равенства

Ë𝑖(𝑥, 𝐺
𝑛
𝑞 ) = 𝜆𝑖(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 ) = 𝐹𝑘,𝑖(0), (8.23)

𝑎𝑇,𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) = 𝑎𝐷,𝑖(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 ) =

𝐹𝑘,𝑖(0)

𝑀𝑛
, (8.24)

𝐷2
𝑖 (𝑑𝑛,𝑖, 𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )2 = 1−

𝐹𝑘,𝑖(0)

𝑀𝑛
. (8.25)

Вначале покажем, что

̂︂𝐺𝑘,𝑖
0 =

1

𝐹𝑘,𝑖(0)
. (8.26)

Рассмотрим полином

𝐻𝑘,𝑖(𝑥) =
∑︀

𝜈∈𝐺𝑛
𝑞

𝐺𝑘,𝑖(𝜈)𝜓𝜈(𝑥) =
∑︀

𝜈∈𝐺𝑛
𝑞

̂︀𝐻𝑘,𝑖
𝜈 𝜓𝜈(𝑥). (8.27)
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Пользуясь (8.1), получим

𝐻𝑘,𝑖(𝑥) =𝑀𝑛

∑︀
𝜇∈𝐴*

𝑘,𝑖∪{0}

̂︀𝐺𝑘,𝑖
𝜇 (𝜓𝜇(𝜈), 𝜓𝑥(𝜈)) =𝑀𝑛

∑︀
𝜇∈𝐴*

𝑘,𝑖∪{0}

̂︀𝐺𝑘,𝑖
𝜇

𝛿𝜇𝑥
𝑚𝜇

.

Отсюда и из (8.19) вытекают следующие свойства полинома (8.27)

1) ̂︀𝐻𝑘,𝑖
0 = 1, ̂︀𝐻𝑘,𝑖

𝜈 = 0 (𝜈 ∈𝐴𝑘,𝑖), ̂︀𝐻𝑘,𝑖
𝜈 > 0 (𝜈 ∈𝐺𝑛

𝑞 ), (8.28)

2) 𝐻𝑘,𝑖(𝑥) = 0 (𝑥∈𝐺𝑛
𝑞 ∖ (𝐴

*
𝑘,𝑖 ∪ {0})), (8.29)

3) 𝐻𝑘,𝑖(0) =𝑀𝑛
̂︀𝐺𝑘,𝑖
0 , 𝐻𝑘,𝑖(𝑥)> 0 (𝑥 ∈𝐺𝑛

𝑞 ). (8.30)

Составим сумму

𝐼 =
1

𝑀𝑛

∑︀
𝑥∈𝐺𝑛

𝑞

𝐹𝑘,𝑖(𝑥)𝐻𝑘,𝑖(𝑥).

Из (8.21), (8.29), (8.30)

𝐼 =
1

𝑀𝑛
𝐹𝑘,𝑖(0)𝐻𝑘,𝑖(0) = 𝐹𝑘,𝑖(0) ̂︀𝐺𝑘,𝑖

0 . (8.31)

Из (8.1), (8.18), (8.28)

𝐼 =
∑︀

𝜈∈𝐴𝑘,𝑖∪{0}

∑︀
𝜇∈𝐺𝑛

𝑞 ∖𝐴𝑘,𝑖

̂︀𝐹 𝑘,𝑖
𝜈
̂︀𝐻𝑘,𝑖
𝜇 (𝜓𝜈(𝑥), 𝜓𝜇(𝑥)) = ̂︀𝐹 𝑘,𝑖

0
̂︀𝐻𝑘,𝑖
0 = 1. (8.32)

Равенства (8.31) и (8.32) доказывают (8.26).
Для любого полинома вида

𝑓(𝑥) =
∑︀

𝜈∈𝐴𝑘,𝑖∪{0}

̂︀𝑓𝜈𝜓𝜈(𝑥) (8.33)

справедлива квадратурная формула

̂︀𝑓0 = (
1

𝐹𝑘,𝑖(0)
)𝑓(0) +

∑︀
𝜈∈𝐴*

𝑘,𝑖

̂︀𝐺𝑘,𝑖
𝜈 𝑓(𝜈). (8.34)

Проверка (8.34) для полиномов 𝜓𝜈(𝑥), 𝜈 ∈ 𝐴𝑘,𝑖 ∪ {0}, основана на свой-
ствах (8.22) полинома (8.19).

Если для полинома (8.33) дополнительно ̂︀𝑓0 = 1, 𝑓(𝑥) > 0, 𝑥 ∈𝐺𝑛
𝑞 , то

согласно (8.34)

𝑓(0)6 𝐹𝑘,𝑖(0),

поэтому в задачах (8.3), (8.4)

𝜆𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )6Ë𝑖(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )6 𝐹𝑘,𝑖(0).

Полином 𝐹𝑘,𝑖 дает нижнюю оценку 𝜆𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 ) > 𝐹𝑘,𝑖(0). Таким образом,

(8.23) верно.
Пусть 𝑓—допустимый полином в задаче Дельсарта (8.6), т. е.

𝑓(𝑥) =
∑︀

𝜈∈𝐺𝑛
𝑞

̂︀𝑓𝜈𝜓𝜈(𝑥), ̂︀𝑓𝜈 > 0, 𝜈 ∈𝐺𝑛
𝑞 , (8.35)

𝑓(0) = 1, 𝑓(𝑥)6 0, 𝑑𝑖(𝑥)> 𝑘. (8.36)
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Составим сумму

𝐼 =
∑︀

𝜈∈𝐺𝑛
𝑞

̂︀𝐻𝑘,𝑖
𝜈 𝑓(𝜈).

С одной стороны, согласно (8.28), (8.36), равенства {𝜈∈𝐺𝑛
𝑞 : 𝑑𝑖(𝜈)>𝑘}=𝐺𝑛

𝑞 ∖(𝐴𝑘,𝑖∪{0})

𝐼 = 𝑓(0) +
∑︀

𝑑𝑖(𝜈)>𝑘

̂︀𝐻𝑘,𝑖
𝜈 𝑓(𝜈)6 𝑓(0) = 1.

С другой стороны, согласно (8.30), (8.35), (8.26)

𝐼 =
∑︀

𝜈∈𝐺𝑛
𝑞

̂︀𝐻𝑘,𝑖
𝜈

∑︀
𝜇∈𝐺𝑛

𝑞

̂︀𝑓𝜇𝜓𝜇(𝜈) =
∑︀

𝜇∈𝐺𝑛
𝑞

̂︀𝑓𝜇 ∑︀
𝜈∈𝐺𝑛

𝑞

̂︀𝐻𝑘,𝑖
𝜈 𝜓𝜈(𝜇) =

=
∑︀

𝜇∈𝐺𝑛
𝑞

̂︀𝑓𝜇𝐻𝑘,𝑖(𝜇)> ̂︀𝑓0𝐻𝑘,𝑖(0) =
𝑀𝑛

̂︀𝑓0
𝐹𝑘,𝑖(0)

,

поэтому ̂︀𝑓0 6 𝐹𝑘,𝑖(0)

𝑀𝑛
.

Отсюда

𝑎𝐷,𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )6

𝐹𝑘,𝑖(0)

𝑀𝑛
.

Это вместе с (8.9), (8.12), (8.23) дает (8.24). Равенство (8.25) вытекает из
(8.10) и (8.24).

Предложенная схема вычисления величин (8.3)–(8.6) может быть до-
полнена следующими рассуждениями.

Если полином ̃︀𝐹 𝑘,𝑖 удовлетворяет ограничениям задачи (8.4), то соглас-
но (8.13)

̃︀𝐹𝑘,𝑖(0)

𝑀𝑛
6 𝜆𝑖(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )

𝑀𝑛
6 Ë𝑖(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )

𝑀𝑛
=

= 𝑎𝑇,𝑖(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )6 𝑎𝐷,𝑖(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )6

1

𝑚𝑖(𝑘, 𝐺𝑛
𝑞 )
. (8.37)

1−
1

𝑚𝑖(𝑘, 𝐺𝑛
𝑞 )

6𝐷2
𝑖 (𝑑𝑛,𝑖, 𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )2 6 1−

̃︀𝐹𝑘,𝑖(0)

𝑀𝑛
. (8.38)

Если окажется, что

̃︀𝐹 𝑘,𝑖(0) =
𝑀𝑛

𝑚𝑖(𝑘, 𝐺𝑛
𝑞 )
,

то все неравенства обратятся в равенства.
Опишем случаи, когда экстремальные полиномы в многомерных задачах

Фейера являются произведениями одномерных полиномов.
Пусть 𝑖=1, 𝑘= 𝑠𝑀𝑟, 𝑟∈ [0, 𝑛−1], 𝑠∈ [1, [𝑞𝑟/2]], 𝐹𝑠,𝑞𝑟

(𝑥𝑟)—экстремаль-
ный полином (4.37) в задачах Фейера (2.5), (2.7) при 𝑝=𝑠, 𝑞=𝑞𝑟, 𝐺𝑠,𝑞𝑟

(𝑥𝑟)—
полином (4.41), определяющий квадратурную формулу в задачах Фейера
(2.5), (2.7).
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Положим

𝐹𝑘,1(𝑥) =

(︂
𝑀𝑟−1∑︀
|𝜈|=0

𝜓𝜈(𝑥)

)︂
𝐹𝑠,𝑞𝑟

(𝑥𝑟) =

=

(︂
𝑀𝑟−1∑︀
|𝜈|=0

𝑐

(︂
𝑟−1∑︀
𝑖=0

(𝜈𝑖𝑥𝑖/𝑞𝑖)

)︂)︂(︂
1 +

1

2

𝑠−1∑︀
|𝜈𝑟 |=1

̂︀𝐹 𝑠,𝑞𝑟

|𝜈𝑟 |
𝑐(𝜈𝑟𝑥𝑟/𝑞𝑟)

)︂
, (8.39)

𝐺𝑘,1(𝑥)=

(︂
1

𝑀𝑟

𝑀𝑟−1∑︀
|𝜈|=0

𝜓𝜈(𝑥)

)︂
𝐺𝑠,𝑞𝑟

(𝑥𝑟) =

=

(︂
1

𝑀𝑟

𝑀𝑟−1∑︀
|𝜈|=0

𝑐

(︂
𝑟−1∑︀
𝑖=0

(𝜈𝑖𝑥𝑖/𝑞𝑖)

)︂)︂(︂ ̂︀𝐺𝑠,𝑞𝑟

0 +
1

2

[𝑞𝑟/2]∑︀
|𝜈𝑟 |=1

̂︀𝐺𝑠,𝑞𝑟

|𝜈𝑟 |
𝑐(𝜈𝑟𝑥𝑟/𝑞𝑟)

)︂
. (8.40)

Отметим свойства этих полиномов. Спектр полиномов 𝐹𝑘,1 совпадает с

{𝜈 ∈𝐺𝑛
𝑞 : 𝑑1(𝜈)< 𝑠𝑀𝑟}=𝐴𝑘,1 ∪ {0}, |𝐴𝑘,1|= (2𝑠− 1)𝑀𝑟 − 1,

𝐹𝑘,1(𝑥)> 0 (𝑥∈𝐺𝑛
𝑞 ), 𝐹𝑘,1(0) = 𝐹𝑠,𝑞𝑟

(0)𝑀𝑟,̂︀𝐹 𝑘,1
𝜈 > 0 (𝜈 ∈𝐺𝑛

𝑞 ),
̂︀𝐹 𝑘,1
0 = 1,

𝐺𝑘,1(𝑥)> 0 (𝑥∈𝐺𝑛
𝑞 ), 𝐺𝑘,1(0) = 1,̂︀𝐺𝑘,1

𝜈 > 0 (𝜈 ∈𝐺𝑛
𝑞 )), 𝐺𝑘,1(𝑥) = 0 (𝑥∈𝐴𝑘,1).

Первый сомножитель у 𝐹𝑘,1 имеет 𝑀𝑟−1 нулей в 𝐺𝑟
𝑞, второй сомножи-

тель имеет 2(𝑠−1) нулей в Z𝑞𝑟
, поэтому их общее количество в 𝐺𝑟+1

𝑞 есть

2(𝑠− 1)𝑀𝑟 +𝑀𝑟 − 1 = (2𝑠− 1)𝑀𝑟 − 1.

Обозначим множество нулей 𝐹𝑘,1 в 𝐺𝑟+1
𝑞 через 𝐴*

𝑘,1. Имеем |𝐴*
𝑘,1|= |𝐴𝑘,1|.

Спектр полинома 𝐺𝑘,1 совпадает с 𝐴
*
𝑘,1∪{0}. Таким образом, для полиномов

(8.39), (8.40) выполнены свойства (8.18)–(8.22), поэтому для 𝑟 ∈ [0, 𝑛− 1],
𝑠∈ [1, [𝑞𝑟/2]]

𝜆1(𝑠𝑀𝑟, 𝐺
𝑛
𝑞 ) = Ë1(𝑠𝑀𝑟, 𝐺

𝑛
𝑞 ) = 𝐹𝑘,1(0) =𝑀𝑟𝐹𝑠,𝑞𝑟

(0). (8.41)

Если 𝑠∈ [1, [𝑞𝑟/2]−1], 𝑘∈ [𝑠𝑀𝑟+1, (𝑠+1)𝑀𝑟−1], то согласно (8.37)

𝜆1(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )6Ë1(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )6

𝑀𝑛

𝑚1(𝑘, 𝐺𝑛
𝑞 )
. (8.42)

Из теоремы 10, (8.37), (8.38), (8.41), (8.42) вытекает следующая
теорема.

Т е о р е м а 11. Если 𝑟∈ [0, 𝑛−1], 𝑠∈ [1, [𝑞𝑟/2]], то

𝑎𝑇,1(𝑠𝑀𝑟, 𝐺
𝑛
𝑞 ) = 𝑎𝐷,1(𝑠𝑀𝑟, 𝐺

𝑛
𝑞 ) =

Ë1(𝑠𝑀𝑟, 𝐺
𝑛
𝑞 )

𝑀𝑛
=

=
𝜆1(𝑠𝑀𝑟, 𝐺

𝑛
𝑞 )

𝑀𝑛
=

𝑀𝑟𝐹𝑠,𝑞𝑟
(0)

𝑀𝑛
=

𝐹𝑠,𝑞𝑟
(0)

𝑀 ′
𝑛−𝑟

,

𝐷2
1(𝑑𝑛−1, 𝑠𝑀𝑟, 𝐺

𝑛
𝑞 )2 = 1−

𝐹𝑠,𝑞𝑟
(0)

𝑀 ′
𝑛−𝑟

.
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Если 𝑟 ∈ [0, 𝑛 − 1], 𝑠 ∈ [1, [𝑞𝑟/2] − 1], 𝑘 ∈ [𝑠𝑀𝑟 + 1, (𝑠 + 1)𝑀𝑟 − 1], 𝑘 ∈
∈ 𝑑1(𝐺

𝑛
𝑞 ), то

𝐹𝑠,𝑞𝑟
(0)

𝑀 ′
𝑛−𝑟

6 𝜆1(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )

𝑀𝑛
6 Ë1(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )

𝑀𝑛
= 𝑎𝑇,1(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )6 𝑎𝐷,1(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )6

1

𝑚1(𝑘, 𝐺𝑛
𝑞 )
,

1−
1

𝑚1(𝑘, 𝐺𝑛
𝑞 )

6𝐷2
1(𝑑𝑛−1, 𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )2 6 1−

𝐹𝑠,𝑞𝑟
(0)

𝑀 ′
𝑛−𝑟

.

Эти неравенства превращаются в равенства, если 𝑠 |𝑞𝑟, 𝑘∈ [𝑠𝑀𝑟+1, 𝑘′𝑟].

Пусть 𝑖=2, 𝑘=𝑠𝑀𝑟, 𝑟∈ [0, 𝑛−1], 𝑠∈ [[(𝑞𝑟+1)/2], 𝑞𝑟−1], 𝑓𝑞𝑟−𝑠+1,𝑞𝑟
(𝑥)—

экстремальный полином (4.2), (4.45), (4.46), (4.50) в задачах Фейера (2.6),
(2.8) при 𝑝= 𝑞𝑟− 𝑠+1, 𝑞= 𝑞𝑟, 𝑔𝑞𝑟−𝑠+1,𝑞𝑟

(𝑥𝑟)—полином (4.51), (4.55), (4.58),
определяющий квадратурную формулу в задачах Фейера (2.6), (2.8).

Положим

𝐹𝑘,2(𝑥)=

(︃
𝑀𝑟−1∑︀
|𝜈|=0

𝜓𝜈(𝑥)

)︃
𝑓𝑞𝑟−𝑠+1,𝑞𝑟

(𝑥𝑟) =

=

(︃
𝑀𝑟−1∑︀
|𝜈|=0

𝑐

(︂
𝑟−1∑︀
𝑖=0

(𝜈𝑖𝑥𝑖/𝑞𝑖)

)︂)︃(︂
1 +

𝑠−1∑︀
𝜈𝑟=𝑞𝑟−𝑠+1

̂︀𝑓 𝑞𝑟−𝑠+1,𝑞𝑟

𝜈𝑟
𝑐(𝜈𝑟𝑥𝑟/𝑞)

)︂
, (8.43)

𝐺𝑘,2(𝑥) =

(︃
1

𝑀𝑟

𝑀𝑟−1∑︀
|𝜈|=0

𝜓𝜈(𝑥)

)︃
𝑔𝑞𝑟−𝑠+1,𝑞𝑟

(𝑥𝑟) =

=

(︃
1

𝑀𝑟

𝑀𝑟−1∑︀
|𝜈|=0

𝑐

(︂
𝑟−1∑︀
𝑖=0

(𝜈𝑖𝑥𝑖/𝑞𝑖)

)︂)︃(︂
𝑞𝑟−1∑︀
𝜈𝑟=0

̂︀𝑔𝑞𝑟−𝑠+1,𝑞𝑟

𝜈𝑟
𝑐(𝜈𝑟𝑥𝑟/𝑞)

)︂
. (8.44)

Так же как и в предыдущем случае, опираясь на (4.45), (4.46)–(4.49), (4.50),
(4.52), (4.56), (4.59), убеждаемся, что для полиномов (8.43), (8.44) выпол-
нены свойства (8.18)–(8.22), поэтому для 𝑟∈ [0, 𝑛−1], 𝑠∈ [[(𝑞𝑟+1)/2], 𝑞𝑟−1]

𝜆2(𝑠𝑀𝑟, 𝐺
𝑛
𝑞 ) = Ë2(𝑠𝑀𝑟, 𝐺

𝑛
𝑞 ) = 𝐹𝑘,2(0) =

=𝑀𝑟𝑓𝑞𝑟−𝑠+1,𝑞𝑟
(0) =

𝑀𝑟+1

𝐹𝑞𝑟−𝑠+1,𝑞𝑟
(0)
. (8.45)

Если 𝑠∈ [[(𝑞𝑟+1)/2], 𝑞𝑟−1], 𝑘∈ [𝑠𝑀𝑟+1, (𝑠+1)𝑀𝑟−1], то согласно (8.37)

𝜆2(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )6Ë2(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )6

𝑀𝑛

𝑚2(𝑘, 𝐺𝑛
𝑞 )
. (8.46)

Из теоремы 9, (8.37), (8.45), (8.46) вытекает следующая теорема.

Т е о р е м а 12. Если 𝑟∈ [0, 𝑛−1], 𝑠∈ [[(𝑞𝑟+1)/2], 𝑞𝑟−1], то

𝑎𝑇,2(𝑠𝑀𝑟, 𝐺
𝑛
𝑞 ) = 𝑎𝐷,2(𝑠𝑀𝑟, 𝐺

𝑛
𝑞 ) =

Ë2(𝑠𝑀𝑟, 𝐺
𝑛
𝑞 )

𝑀𝑛
=

𝜆2(𝑠𝑀𝑟, 𝐺
𝑛
𝑞 )

𝑀𝑛
=

=
𝑀𝑟+1

𝑀𝑛𝐹𝑞𝑟−𝑠+1,𝑞𝑟
(0)

=
1

𝐹𝑞𝑟−𝑠+1,𝑞𝑟
(0)𝑀 ′

𝑛−𝑟−1

,

𝐷2
2(𝑀𝑛 − 1, 𝑠𝑀𝑟, 𝐺

𝑛
𝑞 )2 = 1−

1

𝐹𝑞𝑟−𝑠+1,𝑞𝑟
(0)𝑀 ′

𝑛−𝑟−1

.
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Если 𝑟∈ [0, 𝑛−1], 𝑠∈ [[(𝑞𝑟+1)/2], 𝑞𝑟−1], 𝑘∈ [𝑠𝑀𝑟+1, (𝑠+1)𝑀𝑟−1], то

1

𝐹𝑞𝑟−𝑠+1,𝑞𝑟
(0)𝑀 ′

𝑛−𝑟−1

6 𝜆2(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )

𝑀𝑛
6 Ë2(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )

𝑀𝑛
=

= 𝑎𝑇,2(𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )6 𝑎𝐷,2(𝑘, 𝐺

𝑛
𝑞 )6

1

𝑚2(𝑘, 𝐺𝑛
𝑞 )
,

1−
1

𝑚2(𝑘, 𝐺𝑛
𝑞 )

6𝐷2
2(𝑀𝑛 − 1, 𝑘, 𝐺𝑛

𝑞 )2 6 1−
1

𝐹𝑞𝑟−𝑠+1,𝑞𝑟
(0)𝑀 ′

𝑛−𝑟−1

. (8.47)

Эти неравенства превращаются в равенства, если

𝑠= [(𝑞𝑟 + 1)/2], 𝑘 ∈ [[(𝑞𝑟 + 1)/2]𝑀𝑟 + 1, ̃︀𝑘𝑟]

или

𝑠 ∈ [[(𝑞𝑟 + 1)/2] + 1, 𝑞𝑟 − 1], (𝑞𝑟 − 𝑠+ 1) | 𝑞𝑟, 𝑘 ∈ [𝑠𝑀𝑟 + 1, (𝑠+ 1)𝑀𝑟 − 1].

Пусть все 𝑞𝑖 = 𝑞. При 𝑞 = 2 константы Джексона 𝐷2(𝑑, 𝑘, 𝐺
𝑛
𝑞 )2 для всех

𝑑 и 𝑘 были вычислены О. И. Смирновым [15], при 𝑞 = 3, 4—А. А. Тюрюка-
новым. При 𝑞 > 5 теорема 2.10 была доказана А. А. Тюрюкановым [18] для
случаев, когда неравенства (8.47) превращаются в равенства.
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