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Аннотация(*) 

 

В работе получены теоретические оценки погрешностей приближения производных с по-

мощью метода конечных суперэлементов Федоренко в пространствах Соболева. Произ-

водные решения представляют часто определяющие физические характеристики разре-

шаемых задач. Все приведенные здесь результаты распространяются на общий класс ли-

нейных эллиптических проблем. 
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Abstract 

 
Theoretical error estimates of the derivatives approximation with Fedorenko finite superelement 

method in Sobolev spaces are given. Solution derivatives are often present the essential physics 

of the resolving problem. All the results given here can be extended over a general class of    

linear elliptic problems. 
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Введение 

Разработка метода конечных суперэлементов Федоренко (МКСЭ) ини-

циирована проблемой численного расчёта “сложных” задач. Такие задачи 

содержат сингулярности решения, неоднородности сплошной среды, резкие 

особенности геометрии расчетной области. При этом размеры областей про-

явления таких особенностей значительно меньше размеров расчетной облас-

ти. Развиваемые в работе методы позволяют моделировать физические про-

цессы, опираясь на теоретические зависимости погрешностей расчета МКСЭ 

и характерные свойства его аппроксимаций. 

Работа является продолжением исследований [1–9] по выявлению тео-

ретических свойств приближений МКСЭ. В ней выведены априорные оцен-

ки погрешностей приближений производных. Получены условия, при кото-

рых метод обладает сходимостью. Результатом является решение вопросов 

об аппроксимации, сходимости и априорных оценках приближения как ре-

шения, так и его производных любого порядка.  

В работе рассмотрена задача Дирихле для уравнения Лапласа, но ре-

зультаты могут быть распространены на общий класс линейных эллиптиче-

ских задач. Они сохраняют свою справедливость и для произвольного не-

прерывного на границе интерполянта, определяющего возможные варианты 

метода.  

Данное исследование существенно использует предыдущие результаты 

этого цикла работ, связанные с априорными оценками погрешностей МКСЭ 

и локальной регулярностью решения МКСЭ в окрестностях угловых точек 

разбиения [1; 7–9]. Для достижения поставленных целей использованы тео-

рия весовых пространств Соболева и Кондратьева, теория эллиптических за-

дач в областях с угловыми точками, теория интерполяции пространств 

функций и задачи определения насыщаемости. Помимо этого можно отме-

тить свойства регулярности решений вариационных задач на негладких об-

ластях и известные подходы метода конечных элементов.  
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Представленная работа направлена на поиск “оптимального” выбора 

аппроксимаций метода и алгоритмов его применений. Поставленная про-

блема возникает естественным образом при решении описанного класса за-

дач. Как правило, искомое решение при достаточно гладкой границе области 

и подходящих функциях граничных условий обладает производными (ска-

жем, суммируемыми с квадратом) до порядка 1M  . Второй вариант – это 

гладкое, обладающее производными высокого порядка, решение в окрестно-

стях границы разбиения области на подобласти-суперэлементы.  

Производные представляют важные (а часто и определяющие) физиче-

ские характеристики поставленной задачи. Например, скорости и ускорения 

в механике, гидродинамике; напряжения, деформации и скорость их роста в 

теории упругости; напряженности и силы в теории поля; мощности тепло-

вых воздействий, потоки газа в теории теплопроводности и др.  

1 Принципы МКСЭ 

Метод конечных суперэлементов (МКСЭ) впервые предложен в работах 

Федоренко и его коллег [3–4]. Он входит в класс численных методов, осно-

ванных на декомпозиции области. В работах [1–9] эффективность МКСЭ 

подтверждена примерами решения разнообразных физических проблем.  

Рассмотрим простую задачу Дирихле для дифференциального уравне-

ния Лапласа в двумерной области 2 � . Расчетная область представляет 

собой квадрат с исключенными из него кругами, радиус которых мал по 

сравнению с размерами Ω. Полагаем, что в окрестностях таких мелких от-

верстий сосредоточены все резкие “сингулярности” решения. 

0u    в  ,                                           (1) 

                                                        u g   на  ,                                               (2) 

где u  – искомая функция,   – граница расчетной области, и g  – некоторая 

известная функция на  . 

Подобно обычному методу конечных элементов (МКЭ) расчетная об-

ласть разбита на некоторое число непересекающихся подобластей k , назы-
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ваемых суперэлементами. Каждое место сосредоточения особенности (от-

верстие, неоднородность и т.п.) заключено строго в одном из суперэлемен-

тов. Базисные функции МКСЭ финитны, их носители связаны с суперэле-

ментами. При этом изначальное задание аппроксимаций в МКСЭ связано не 

со всей такой двумерной подобластью k , а только с её одномерной грани-

цей kS . Обозначим через EK  общее число суперэлементов и 1,..., Ek K .  

Рассмотрим аппроксимации МКСЭ в одном суперэлементе k , где k  

есть некоторое фиксированное число. На всей его одномерной границе kS  

зададимся набором функций  
0

( )
n

i i
x


, kx S , которые называем граничны-

ми базисными функциями. Они принимают следующие значения 

 ( )i j ijP  ,  0, ,i n  ,                                             (3) 

в узлах суперэлемента jP , 1, ,j n  , и на границе его отверстия 0P , где ij  – 

символ Кронекера. Узлы суперэлемента jP  расположены только на его реб-

рах и в углах. Символ 0P , имеющий нулевой индекс, обозначает не один 

узел, а всю границу отверстия. В том случае, если суперэлемент k  не со-

держит отверстия, полагаем, что 0 0   на всей kS .  

Исследованы различные варианты продолжения этих функций с узлов 

jP  на ребра суперэлемента [6]. На каждом из ребер границы они представле-

ны некоторым “стандартным” интерполянтом [11]: полиномиальным, кусоч-

но-линейным, сплайн и т.д.  

Граничные базисные функции заданы для всех узлов и всех суперэле-

ментов в области расчета  . Предполагается, что функции ( )i x , ( )j x , оп-

ределенные на одном и том же ребре соседних суперэлементов k  и m , 

совпадают, то есть: 

( ) ( )i jx x  ,  k mx S S  , 

для всех 0k mS S   и всех соседних суперэлементов k , m  ,k m .  
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Каждая построенная граничная базисная функция ( )i x  однозначно оп-

ределяет функцию ( )i x  в суперэлементе k . Она является решением зада-

чи Дирихле следующего вида:  

0i    в k ,                                             (4) 

                                                        i i    на kS .                                               (5) 

Функции ( )i x , kx , задают базисные функции МКСЭ в области рас-

сматриваемого нами суперэлемента k . Базисные функции единообразно 

задаются в каждом из суперэлементов k , 1,..., Ek K , в области расчета  . 

Представляет дальнейший интерес рассмотрение вариантов МКСЭ именно 

при полиномиальной либо сплайновой граничной интерполяции.  

Заметим, что сингулярности задачи в окрестностях отверстий учтены 

посредством базисной функции с нулевым индексом 0 ( )x  в каждом из су-

перэлементов. Остальные функции ( )i x , 0i  , при наличии отверстия в 

суперэлементе k  обращаются в ноль на его границе согласно (3). Если в 

суперэлементе отверстия нет, то 0 ( ) 0x  .  

Решение задачи внутри каждого отдельного суперэлемента будем ис-

кать при помощи построенного базиса: 

0

( ) ( )
n

i i
i

u x a x


  ,  kx .                                         (6) 

Таким образом определено приближенное решение МКСЭ ( )u x  во всей рас-

четной области k k   . Решение ( )u x  должно удовлетворять главному 

граничному условию на границе   согласно (2): 

( ) ( )u x g x ,  x  . 

Неизвестные значения ia  определены с помощью обычной схемы метода 

Бубнова-Галеркина при выборе функций ( )i x  в качестве базисных и проб-

ных [1–9]. 
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Ранее установлено влияние начального выбора варианта аппроксимации 

на границе разбиения на результирующую точность расчетов метода, полу-

чены теоретические (априорные) оценки погрешностей метода в зависимо-

сти от способа приближения [1; 7; 8]. Невыясненным является факт сходи-

мости либо расходимости ошибок производных сильного решения произ-

вольного порядка. Такое исследование изначально затруднено особым “не-

стандартным” видом получаемого приближенного решения МКСЭ и его ог-

раничениями по гладкости [9]. 

2 Обозначения и определения 

Исследование проведем в предположении достаточной гладкости функ-

ции g , фигурирующей в граничном условии, и границы области   для то-

го, чтобы искомое решение принадлежало ( )RH   [10; 15]. Обозначим через 

u  приближенное решение МКСЭ, соответствующее точному решению зада-

чи u .  

Как правило, суперэлемент k  является многоугольником, необходимо 

учитывать тот факт, что kS  принадлежит классу 0C  непрерывности. При 

этом мы можем рассматривать лишь тот случай, когда kS  – многоугольная 

граница либо граница, состоящая из конечного числа гладких кривых, то 

есть: k l klS I  , 1, ,l L  , где L – число сторон klI  (или гладких частей гра-

ницы) суперэлемента k . Положим, что все вершины углов границы супер-

элемента направлены во внешность области, то есть раствор углов не пре-

вышает π. Рассмотрим варианты МКСЭ, связанные с полиномиальной либо 

сплайн- интерполяцией на границах суперэлементов. При сплайн-

интерполяции klI  будут обозначать те отрезки разбиения суперэлементных 

границ, на каждом из которых интерполянт представляет собой полином 

(соответственно, L – их число). Положим k kS S  – совокупность всех су-

перэлементных границ.  
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Пространство всех полиномов порядка не выше   на отрезке klI  обо-

значаем через ( )klIP . На границе S вводим пространство 
,

( ) ( )kl
k l

S I P P  

как множество всех полиномов порядка не выше   на каждой из её частей 

klI . Обозначим символом ( )N SP  пространство всех сплайнов порядка не 

выше  , построенных на разбиении S  на ( 1)N   отрезок длины klI  . При 

этом ( 1) EN L K  . Полиномиальная интерполяция служит частным случа-

ем интерполяции сплайнами (где ( 1)N   – число отрезков klI  на S), потому 

при её рассмотрении вариант полиномиальной граничной интерполяции 

МКСЭ отдельным образом выделять не будем. 

Аппроксимирующее пространство ( )NV   МКСЭ – это линейная обо-

лочка, образованная всеми базисными функциями МКСЭ с граничной ин-

терполяцией посредством сплайнов ( )N SP . То есть: 

 1 0
S( ) ( ) :  0 в каждом из  и ( )N N

k S
V v H v v v S          P .     (7) 

Здесь след функции на S определен равенством  0 0
S 1

E

k

K

S k
v v 


 . Оператор взя-

тия следа 0

kS , заданный на ( )kC   соотношением 

   0 ( ) ( )
k k

S S
u x u x  ,   kx S ,                                     (8) 

непрерывно действует из пространства 1( )kH   в 1/ 2 ( )kH S  для всех 

1 Ek K  . При этом существует непрерывный оператор, обратный к 0

kS  и 

действующий из 1/ 2 ( )kH S  в 1( )kH  . Такой общий случай действия операто-

ра 0

kS  справедлив как для гладкой, так и для многоугольной или просто 

липшицевой границы kS  [10; 20]. Причем определение ( )NV   содержит ус-

ловие: 

k m

0 0 0
S S Sv v v      почти всюду на k mS S ,                           (9) 



9 

 

для всех 0k mS S   и всех соседних суперэлементов k , m  Аппроксими-

рующее пространство МКСЭ содержит его как “главное условие”, наклады-

ваемое на все базисные функции. Соотношение (9) не включено в (7) для со-

хранения более компактной записи. Иногда, если это не вызовет недоразу-

мений, используем также просто символ 0 , не обозначая при этом множе-

ство, на котором определена область значений оператора следа.  

Аналогичным образом определено и аппроксимирующее пространство 

( )V   МКСЭ, представляющее собой линейную оболочку, образованную 

базисными функциями МКСЭ с граничной интерполяцией посредством по-

линомов ( )SP  порядка не выше ν. 

В определение аппроксимирующего пространства не входят условия 

совместности функций в узлах jP  суперэлемента: 

   0 0( ) ( )
kl kt

j jI I
v P v P  ,  1,...,j n ,                                 (10) 

на соседних отрезках 0kl kt jI I P   границы S , 1,...,l t n  , 1,..., Ek K  . 

Условие (10), как правило, входит в схему МКСЭ, поскольку введено в оп-

ределение граничных базисных функций ( )i x , см. (3). Оно связано с зада-

нием базисных функций МКСЭ, как решений задач (4) – (5), и заданием ин-

терполянта ( )i x  для них, непрерывного на всей границе k l klS I  . Линей-

ная оболочка таких базисных функций МКСЭ согласно определению и со-

ставляет аппроксимирующее пространство. Тем не менее, условие (10) мож-

но ввести без ограничения общности метода, если непрерывность искомой 

функции в окрестностях узлов суперэлемента заведомо известна, а все осо-

бенности задач заключены строго внутри суперэлементов. В частности, все-

гда для сильного решения ( )su H  , 2s  .  

Отметим, что в определении (7) использован оператор Лапласа, опреде-

ляющий гармоническую функцию в суперэлементе. Под гармоничностью 

некоторого слабого решения 1( )u H   в произвольной области Ω понимаем 
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его удовлетворение уравнению Лапласа в следующей обобщенной постанов-

ке: 

   
2 2( ) ( )

, , 0
L L

u
u v u v vdx

n 



     

   1( )v H   .                   (11) 

Далее как для слабого, так и для сильного решения продолжаем формально 

пользоваться кратким обозначением: 0u  .  

Характерным свойством аппроксимации слабых решений МКСЭ явля-

ется возможность рассмотрения задачи (1) – (2) не просто в энергетическом 

пространстве 1( )H  , а в некотором его подпространстве, обозначаемом 

здесь 1 1( ) ( )H  H . Это пространство 1( )H  , снабженное дополнитель-

ным свойством гармоничности входящих в него функций в каждом из супер-

элементов k  по-отдельности: 

 1 1( ) ( ) :  ( ) 0,  ,  для всех ,  1,...,k k Ev H v x x k K         H . 

Аппроксимирующее пространство МКСЭ (7) является подпространством 

данного пространства. Определение 1( )H  включает в себя условие (9): 

k m

0 0 0
S S Sv v v      почти всюду на k mS S ,                           (12) 

для всех 0k mS S   и всех соседних суперэлементов k , m  ,k m . Пере-

пишем его эквивалентно также в виде: 




k m

1 0 1/ 2

0 0 0
S S S

( ) :  ( ),  ( ) 0,  ,  для всех ,  что

                почти всюду на 0,   , 1,..., .

k k

k m E

v v H S v x x

v v v S S k m K



  

       

   

H
       (13) 

Нам понадобятся следующие пространства: 

 0 1/ 2( ) :  ( ),  ( ) 0,  ,  для всех ,  1,...,R R
k k Ev v H S v x x k K         H , 

(14) 

для любых R� , 1R  . При 1R   подразумевается определение (13) про-

странства 1( )H . В определение ( )R H  включаем и условие (12). Рост пока-

зателя R характеризуется увеличением гладкости функций 
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0 1/ 2 1/ 2

,

( ) ( )R R
kl

k l

v H S H I     из этого пространства на всех гладких частях 

суперэлементных границ. Поскольку для следа любой функции v  из про-

странства ( )RH   справедливо включение 0 1/ 2 ( )Rv H S  , то выполнено:  

( ) ( )R RH   H .                                                  (15) 

Обратное вложение при 1R   на границе класса 0C  не имеет места. 

Кроме того, любая функция ( )Rv H  однозначно определена своим следом 

0 1/ 2 ( )Rv H S   на S, напр., [21].  

Введем ещё одно определение. Оператор следа m-го порядка m  в про-

странстве ( )kC   задан соотношением 

 ( ) ( )
k

m
m

m

S

u
u x x

n


  
  

,   kx S ,                                 (16) 

где n – внешняя единичная нормаль к границе kS , m� . Оператор m  дей-

ствует из ( )R
kH   в 1/ 2 ( )R m

kH S   для 1R m  , R� , и допускает “обычное” 

расширение в слабом смысле, например, 1 : 1/ 2 1/ 2( ) ( )k kH S H S  для 1m  . 

3 Аппроксимация МКСЭ производных решения в H1(Ω) 

Мы можем показать разрешимость задачи Дирихле в пространстве 

1( )H  как следствие её разрешимости на прямом произведении 1( )k
k

H  . 

Это эквивалентно тому, что соответствующая задаче (1) – (2) билинейная 

форма  
2 ( )

,
L

u v


   коэрцитивна в 1( )H  и задает в нём скалярное произве-

дение [10]. Действительно, выражение  
2 ( )

,
kL

u v


   даёт стандартное ска-

лярное произведение в пространстве 1( )kH  , а форма 

   
2 2( ) ( )

, ,
kL L

k

u v u v
 

      коэрцитивна на всём 1( )k
k

H  , где 
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1 1( ) ( )k
k

H H   . Поэтому она коэрцитивна на любом подпространстве 

произведения 1( )k
k

H  , в частности, и на 1( )H . 

Пусть теперь задача (1) – (2) обладает гладким решением ( )Ru H  , 

1R  , и нас интересует аппроксимация первых производных 1( )Ru H    , 

как и ранее, в норме пространства 1( )H  . Мы знаем, что: 

1 2( ) ( )H H
u u

 
  , 

поэтому нам нужны оценки погрешностей решения u в норме пространства 

2 ( )H  . Обобщая на произвольный порядок производных ( 1)M  , 1 M R  , 

M � , далее будем исследовать поведение погрешностей решения u в нор-

мах пространств ( )MH  .  

При гладкой границе   форма  
2 ( )

,
kL

u v


  , соответствующая рас-

сматриваемой задаче, коэрцитивна на любом подпространстве 1( )H  , зна-

чит, и на гладких пространствах ( )RH   либо ( )R H . В том случае, если бы 

аппроксиманты решения МКСЭ обладали свойством принадлежности под-

пространству 1( ) ( )RH H   , то схема МКСЭ привела бы к приближению 

решения класса ( )RH  . Аппроксимационные пространства МКСЭ ( )NV   

принадлежат ( )R H , и для ( )R H  подобный результат очевиден. При этом в 

общем случае не справедлива принадлежность ( )Ru H  , а также 

( )R
ku H  . Для начала рассмотрим случай 2M  : определим сходимость 

либо расходимость градиента полученного решения и выведем априорные 

оценки погрешностей аппроксимаций при наличии этой сходимости. 

3.1 Результаты предыдущих работ 

Рассмотрим пример M = 2. Из гармоничности градиентов искомого и 

приближенного решений имеем: 
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1 1/ 2

0

( ) ( )
( ) ( )

k
H H S

k

u u u u


   � ,                                (17) 

где, вообще говоря, 1( ) ( )u u   H , так как условие совместности для гра-

диентов не выполнено. Работа [9] показывает, что 2 ( )ku H   в области су-

перэлемента k , если ( )R
ku  H , поэтому здесь запись ошибки решения в 

норме пространства 2 ( )H   корректна.  

Выпишем здесь некоторые результаты работы [9]. 

Утверждение 1 Пусть граничные базисные функции МКСЭ в некоторой 

окрестности угла Λ суперэлемента k , на его границах 1  и 2 , – поли-

номы порядка не выше ν. Интерполянт приближенного решения ( )N u  

МКСЭ в этой окрестности представим в виде: 

   

 

   

0

/
0

/
0

cos( ) sin( ) ,  если / ,  ,  

cos( ) cos( ) ln sin( )

( )

cos( ) sin( ) ,  если / ,  ,

при любом 1,2,...,

q
q q

q

q q
q q q

N q j
q

q
q q

q j
q

r a q b q b b

r a q c q r r c q

u

r a q b q j b b

j



 


 


    

   


    




 


 

     



        

     


 







�

�

 

где  

2
q qa A ,   1 2sin( ) cos( )q q qb q A A q    ,  1 21 1

cos( )q q qc A A
q 

 
  

 
, 

1
qA , 2

qA  – коэффициенты решения (граничного полинома  ) на границах 1 , 

2  перед qr , 0,...,q  . Аналогичное утверждение справедливо и для при-

ближенного решения u . 

Несложно показать, что на границе угла   справедливо равенство: 

1

I I

u u

n r 
 


 

. 

И при тех же условиях для 2R   получим для нормальной производной [9]: 
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   

   

1

1

1 1

/
1

1

/
1

cos( ) sin( ) ,  {0, },  если / ,  ,  

cos( ) ln cos( )

cos( ) sin( ) ,  {0, },  если / ,  ,

при любом 1,

q
q q

q

q q
q q

q j
q

I
q

q q
q j

q

r b q q a q q b b

r c q r r c q q
u

n

r b q q a q q j b b

j



 


 


      

 

      





 


 




 

     

     



      









�

�

2,....













 (18) 

Произвольное решение уравнения Лапласа с граничными данными 0u  

в угле Λ суперэлемента k  (в некоторой окрестности угловой точки P) раз-

ложимо в сумму гладкой и сингулярной частей [16; 17; 22]: 

( ) ( ) ( )reg singu x u x u x  ,  x ;                                        (19) 

0

log ( )
Q

q
sing q q

q

u c r r  


  ;                                           (20) 

где regu  обладает максимальной гладкостью, порожденной гладкостью 

функции 0u  граничного условия, а наличие ( )singu x  обусловлено видом об-

ласти Λ. Здесь Pr  – локальная система координат в угле Λ; набор парамет-

ров λ определен некоторыми характеристическими числами, связанными с 

уравнением, и может быть дополнен конечным числом положительных дей-

ствительных параметров � , 0  ; причем и в том, и в другом случае 

диапазон λ ограничен сверху гладкостью граничных данных; Q – конечное 

число; qc  – константы. Здесь рассматриваемое нами эллиптическое уравне-

ние (1) не содержит членов порядка меньше максимального. Кроме того, 

границы klI  суперэлементов в некоторой окрестности каждого из углов Λ 

считаем прямыми линиями. 

Множество всех функций, удовлетворяющих уравнению Лапласа в об-

ластях k  со следами класса 1/ 2 ( )RH S , 1R  , а также условиям (12) и усло-

чиям совместности в углах, обозначено через ( )R H . Вообще говоря, про-
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странство ( )R H  в угле Λ содержит в себе набор весовых пространств “с не-

однородной нормой” 2, ( )lW   , см. [21], характеризующийся индексами  , 

l �  определенного диапазона. Уточнение асимптотики выражения (19) – 

(20) со следами из 0 1/ 2 ( )R
iu H   , 1R  , может быть выписано согласно 

[21, с. 284, 300]. А именно, в угле Λ справедливо: 

 

2
/ (1) (2)

1
( / ) 1; 1 0

( ) ( ,log ) ( ,log )
R

k k
R s k k

k l R k

u p u r r r r 

  

   


 
     

      

 
1( , ) ( )( ) ( ,log )R

regu r Kh r r p r   ,                                          (21) 

где k� , / 1k l      ;  0,1,2,... 1R   ;  R l   ;  1s s    для 

некоторого s� . Слагаемое 1( )R sp u   – полином от функции u порядка не 

выше 1R s  . Функции (1) ( , log )k r  , (2) ( , log )k r  , ( , log )p r  – полиномы от 

переменной log r  с коэффициентами (зависящими от  ) класса ( )C  . 

Функция ( , ) ( )R
regu r H    обладает максимальной гладкостью по отноше-

нию к заданному граничному условию 0 1/ 2 ( \ )Ru H P 
   . Функция 

( )( )Kh r  действует в пространство 2, 1/ 2 ( )l
lW  �  l � , 1l  . Из общих теорем 

вложения для данных весовых пространств (напр., [18]) здесь 

2, 1/ 2 2,0( ) ( ) ( )l t t
lW W H    � � �  для 2 1/ 2t s  . При этом для функции u при 

0  : 2, 2,0( ) ( ) ( )l l lu W W H      . 

Для пространства ( )R H  справедливо вложение:  

[ / ]( ) ( )R H    H .                                            (22) 

Напомним, что из общего определения выполнено вложение вида: 

( ) ( )R RH   H , и 1R  .                                        (23) 

3.2 Локальные априорные оценки для M = 2 

Оценка ошибки приближения МКСЭ величиной наилучшего приближе-

ния ( )N u   такова [8]: 
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 1 1( ) ( )( )
( ) ( ) inf ( )

N

N

H Hv V
u u C u C u v


  

       .                   (24) 

Тогда из (17) и свойств нормы: 

 1/ 2

0

( )( )
( ) inf inf ( )

N
kk k

N

H SS v S
u u v


 


   

P
. 

Запишем с использованием стандартных преобразований: 

1/ 2 1/ 2

1/ 2

0

( ) ( )( ) ( ) 1 ( )

inf ( ) inf
N N

k klk k
kl

L

l lH S H Iv S S l l l H I

d d
u v P P

d d 
    

   

 
     
  

�
P P

, 

(25) 

здесь и далее обозначено:   

0u  ;  0v  ;  

0 0 1

kll IP u P u u    ;  0 0 1

kll IP v P v     ; 

где P  – так называемый оператор Пуанкаре-Стеклова [2]. Норму погрешно-

стей градиента будем обозначать через 
2,

u u


 : 

1 1/ 2

0

2, ( ) ( )
( ) ( )

k
H H S

k

u u u u u u
 

     � .             (26) 

Согласно (25) на отрезке klI  нужно оценить величины норм: 

1/ 2 ( )( )
inf / /

N kl
k

H IS
d d d d


   




P
 и 1/ 2 ( )( )

inf
N kl

k
H IS

P P


 



P

 для произвольного 

отрезка klI . Здесь у τ и P индекс l опускаем.  

Оценка первой величины не составит труда, поскольку является следст-

вием результатов работы [8]:  

  3 21/ 2

11 2

1

( )( )( )
( ) ( )

inf / / ,d

Nd d klkl
kl d

kl kl

klH IH II
H I H I

d d
d d d d C I

d d 


 

       
  





       
  P

 

2

1 2

1

( )
( )

,d

dd kl

kl

kl H I
H I

d
C I

d





 




    
 

 для 5/ 2d R   ,                     (27) 

где тангенциальная производная на отрезке ( )
d kl

d
I

d 


P  и 1d   , так 

как ( )klI P ; константа ( )
d

C C  .  
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Обозначим 3/ 2r R  . Тогда [8] получаем:  

1 2

1/ 2 1/ 2
1/ 2 1 1/ 2

( ) ( )

1

( 1)d
r

kl kl

r

r r klr
H I H Id

d d
c M M I

d d
 
   

     
, для 5/ 2d R   .  (28) 

Имеем оценки погрешностей тангенциальных производных решения: 

1

1/ 2
1 ( )

( )

( )
kl

kl

kl H I
H I

d d
C I

d d



   

    
  
при 3/ 2R   ; 

1/ 2

1/ 2

3/ 21/ 2 1/ 2
1/ 2 3/ 2 5/ 2 5/ 2 ( )

( )

1
R

kl

kl

R

R R klR H I
H I

d d
c M M I

d d
  

  



   

  
при 3/ 2R   . 

Оценка второй величины 1/ 2 ( )( )
inf

N kl
kl

H II
P P


 




P
 в пространстве 

1/ 2 ( )klH I  другого сорта, поскольку в том случае, если ( )N
klI P , то нор-

мальная производная 
v

P
n

 



 функции ( )Nv V   в общем случае уже не 

принадлежит пространству полиномов на klI  (как это справедливо, напри-

мер, для “обычного” МКЭ и соответствующих ему оценок). Элемент P  не 

принадлежит и какому-либо пространству, изоморфному ( )
p

N
klIP  с некото-

рым p , он обладает собственными свойствами регулярности на отрезке klI . 

Далее мы получим оценки погрешностей МКСЭ локально, в окрестно-

стях углов Λ суперэлементного разбиения. Используем непосредственно 

формулу (18). Через I  продолжаем обозначать произвольную сторону i  

угла Λ. 

Перепишем полученное ранее выражение (18): 
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   

   

1

1

1 1

/
1

1

/
1

cos( ) sin( ) ,  {0, },  если / ,  ,  

cos( ) ln cos( )

cos( ) sin( ) ,  {0, },  если / ,  ,

при любом 1,

q
q q

q

q q
q q

q j
q

I
q

q q
q j

q

r b q q a q q b b

r c q r r c q q
u

n

r b q q a q q j b b

j



 


 


      

 

      





 


 




 

     

     



      









�

�

2,....













 (29) 

То же соотношение справедливо для любой функции /
I

n   такой, что 

( )NV   , где qa , qb , qc  – соответствующие ей коэффициенты разложения. 

3.2.1 Случай 1 

Первый случай относится к  / ,  b b    �  и соответствует одному 

из следующих условий: 

 радианная мера углов /   не принадлежит множеству всех приве-

денных рациональных дробей; 

     , где 0,1,2,...  , а /   – рациональная приведенная дробь. В 

частности, всегда для 0   или 1  . При этом, если суперэлемент яв-

ляется многоугольником (а нас интересуют все углы i  в нём), данный 

набор ограничен минимально возможным раствором угла   таким, 

что суперэлемент не может содержать углов с бóльшей мерой, чем  . 

Это возможно только при / 3  . И в таком случае необходимо: 

3  . В частности, для 2   условие выполнено при / 2  . 

Вывод оценок 

Из (29) при  / ,  b b    �  для нормальной производной на iI    

имеем соотношение: 

 1

1

cos( ) sin( ) ,  {0, }q
q q

qI

u
r b q q a q q

n



   




   

  , 



19 

 

поэтому 1/ ( ) ( )
pI

u n        P P , 1p   . Аналогично для любой 

( )NV   . Отсюда, согласно схеме предыдущих работ справедливо: 

1/ 2 1/ 2( ) ( )( )
inf

N
k

H I H IS
P P P P


   


   

P  

1 ( )
( )

H I
C I P 


  

  
при 3/ 2R   ;                (30) 

1/ 2 1/ 2( ) ( )( )
inf

N
k

H I H IS
P P P P


   


   

P  

3/ 2

3 / 21/ 2 1/ 2
1/ 2 3/ 2 5 / 2 5 / 2 ( )

1
R

R

R R R H I
c M M I P

 


  

  
при 3/ 2R   .  (31) 

3.2.2 Случай 2 

Второй случай относится к варианту  / ,  b b    � , что соответ-

ствует условию: 

 все углы /   представимы приведенными рациональными дробями, 

при этом     , где 2,3,4...   В случае многоугольного суперэле-

мента и 3   для одного из углов в области это неравенство выполне-

но всегда. Если 2  , то / 2  . 

Из (29) для  / ,  b b    � , или же, что то же самое, 

 / ,  j b b    �  при некотором 1,2,...j  , для нормальной производной 

на iI    имеем представление: 

 

 

1 1

/
1

1

/
1

cos( ) ln cos( )

        cos( ) sin( ) ,  {0, },  / .

q q
q q

q jI
q

q
q q

q j
q

u
r c q r r c q q

n

r b q q a q q j

 


 


 

     

 


 




 

       

    



 �

 (32) 

Поэтому  

 / 1 / 1ln ( )
I

u
O r r H I

n
    

 


, /  � , /     . 

Так как величина 0 / 1    – приведенная рациональная дробь, принад-

лежность 1/ 2/ ( )
I

u n H I    имеет место. Аналогично для ( )NV   . 
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Множество, которому принадлежит нормальная производная прибли-

женного решения 1 /
I

u u n    , уже не является подпространством про-

странства 3/ 2 ( )RH I  для произвольного R . Оценку ошибки производной 

1/ 2 ( )H I
P P   полунормой решения P  с показателем гладкости / 1( )H I   

можно предположить максимально возможной. В действительности не вы-

полнена и она, поскольку 1

I
P u   не принадлежит ядру полунормы как 

этого пространства, так и пространства ( )sH I  для некоторого 1/ 2s  . Дока-

жем, что МКСЭ не обладает сходимостью к нулю в пространстве 2 ( )H   на 

классах ( )RH   по энергетической норме в случае 2 условий на   и  . 

При этом мы выведем оценку погрешности, которая возникает при по-

пытке приближения гладкой функции класса ( )RH   решением u  МКСЭ. 

Для случая 2 оно содержит сингулярную часть. Можем предположить, что 

единственным возможным условием улучшения оценки является обнуление 

некоторого числа коэффициентов qc  в представлении (32). Покажем это не-

посредственно в соответствии с результатами работ [1; 7–9].  

Вывод оценок. Доказательство отсутствия сходимости по-

грешности градиента решения к нулю 

Априорные оценки погрешностей 

В суперэлементе k  выполнено вложение ( ) ( )R
k kV   H . Функции 

( )ku V   и ( )R
kv H  однозначно определяют элементы 1 /

I
u u n    , 

1 /
I

v v n     на всех гладких частях I  границы kS . Пусть ,(1) ( )R IH  – про-
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странство образов оператора 1
I , действующего на множестве ( )R

kH . Тогда 

1 ,(1) ( )Ru I H . Отметим также, что ,(1) 1( ) ( )R RI IH H (**). 

Нормируем пространство ,(1) ( )R IH . Оно состоит из множества функций 

1 1
I

I

v
v

r








, где v  определено (19) или же в соответствии с (21). Таким об-

разом: 

1 1 1
reg singI I I

v v v    , где 1 3/ 2
reg ( )R

I
v H I   и 

1 1
sing

0

( )
log

Q
qq

qI
q I

d
v c r r

d
  








 , 

при тех же параметрах, что и в (19)– (20). Вводим следующую нормировку(*): 

     ,(1)
3 / 2 3 / 2

1 1 1 1

( ) sing( ) ( )
R

R R
qI reg regH I H I q

v v v v c   
 

   � �
� �
� �H

,        (33) 

 1

sing q
q

v c � �
� �
� �

, 

где qc  – коэффициенты сингулярной части 1v , соответствующие разложе-

нию (32). 

Запишем оценку погрешностей для производной решения 1u . Согласно 

[8] для интерполянта: 

1/ 2 1/ 2

1 1 1 1

( ) ( )
( )

H I H I
u u C u u        .                             (34) 

                                           

(**) То есть, например, в МКЭ роль ( )R IH  выполняет ( )R

k
H  , где 1 ( )R

k
u H     и 

1( ) ( )R R

k k
H H    . Это играет существенную роль во всех рассуждениях. 

(*) Нормировка 
reg sing

u u u   есть следствие представления (19) как нормы в про-

странстве решений, представленного в виде прямой суммы подпространства регулярной 

части ( )R

k
H   и подпространства сингулярной части разложения [Трг]. Она эквивалентна 

также норме, полученной при помощи теоремы Пифагора, то есть: 
2 2

reg sing
u u u  . Здесь мы можем положить 

sing q

q

u c�  (см., напр., [Dg.adn]), а 

все слагаемые в сингулярной части нашего разложения независимы. 
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Из вложения [ / ]( ) ( )R H    H  [8] следует, что ,(1) [ / ] 3 / 2( ) ( )R I H I  H . Для 

того, чтобы [ / ] 3 / 2 1/ 2( ) ( )H I H I    , потребуется условие / 2  , которое 

соответствует случаю 2. Поэтому получим: 

1/ 2 ,(1)

1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )

RH I I
u u c u u         �

H
 

       
3/ 2

1 1 1 1

reg sing sing( )
( ) ( )

Rreg H I
u u u u      


  � �

� � �
� �

.               (35) 

Так как для истинного решения справедлива принадлежность 

1 3/ 2 ( )Ru H I  , то в результате из (33) и (34), (35) имеем оценку 

 1/ 2
3 / 2

min{ , 1}
1 1 1 1

( ) ( ) 1

( ) ( )
R

R

qH I reg H I q

u u C u u c


      






 
    
 

 ,       (36) 

где через qc  обозначены коэффициенты разложения (32) сингулярной части 

интерполянта 1 ( )u  ; индекс /q j  � , 1,2,...j  , пробегает значения в 

соответствии с видом сингулярной части при показателе гладкости 3/ 2R   

соотношения (32); constC  . Здесь учтено, что ln ( )q qr r H I . 

Положим 2R  . Тогда 1 3/2( ) ( )Ru H I   . Для бóльших R оценка ошиб-

ки аппроксимации приобретает дополнительные константные слагаемые ви-

да: 
1

1

R

q
q

c



  для 3/ 2R   ; или же 

1
q

q

c



  для 3/ 2R   . Напомним, что для 

случая 2 приемлем диапазон 2  . Аппроксимация решения регулярной ча-

стью аппроксиманта даст (см. (32), где  1
1( ) ( )

reg
u I   P ): 

 
3/ 2

1 1

( )
( )

( ) const
R H Ireg H I

u u I P 


   


    при 3/ 2R   ;         (37) 

  3/ 2
3/ 2

3/ 21 1
5/ 2 ( )

( )

1
( ) const R

R

R

R H Ireg H I
u u I P   








 
  
при 3/ 2R   ; (38) 

согласно схеме работы [8], где, как и ранее, 1

I
u P  . 
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С уменьшением I  составляющее слагаемое полученной верхней оцен-

ки 
min{ , 1}

1

R

q
q

c
 


  остается постоянным. Выдвинем предположение, что получен-

ный результат действительно характеризует поведение погрешности метода 

(26) в пространстве 2 ( )H  . А именно: МКСЭ не обладает сходимостью к 

нулю на классах ( )RH  . Существует некоторая ненулевая неустранимая 

константная погрешность метода, определяемая выбором аппроксимацион-

ного пространства при 0I  . 

Доказательство для случая ν  R – 3 / 2 

Подтвердим отсутствие сходимости оценкой снизу величины 

,2 2,
( )

( ) sup
R

R

u H

H u u  


 
   . Для некоторой функции ( )Rw H   запишем: 

1/2 1/2

0 0 1 1

2, ( ) ( )
/ /

H S H S
w w d w d d w d w w          


   � , 

из вложения (23). Учтя неравенство (35), запишем: 

1/2 2,(1)

0 0 1 1

2, ( ) ( )
const / /

H S S
w w d w d d w d w w          


     

H
. 

Погрешность метода не ниже оценки снизу элемента 1 3/2 ( )Rw H I   на I:  

 2,(1)
1/2

1 1 1 1

( ) ,2 ( )
qI reg H I q

w w w w c         H
. 

Пусть  0 1/2sin / ( ) ( )R
kl kl klw r I C I H I      . Для него выполнено 

0 ( ) 0iw P   iP  . Поэтому полиномиальный интерполянт на границе 

0 0w   , а, значит, 0w   из принципа максимума. Тогда 1 0w   , а по-

грешность записывается в виде: 
2,(1) 1/2

1 1 1

( ) ( )kl klI H I
w w w    

H
. 

На klI  справедливо, что 0 ( / )klw O r I  , и норма погрешности глав-

ного члена разложения в соответствии с работой [9], (29): 
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 1/2

1/2

1
1 1( ) {0, }

( )

cos sin
kl

kl

H I
kl H I

w b a
I  

  


  , 

откуда: 

  1/21/2

1
1 1 ( )( ) {0, }
cos sin 1 ({0, })

klkl
klH IH I

kl kl

w b a I C C
I I  

     


    � ,  

(39) 

где  1 1/ 2 2 1/ 2 2

1/ 3

2 / 3 1/ 3

1/ 3( ) ( ), ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

H I H I H I H I H I
c   [19; 13], следовательно, 

 1 2 1/ 2

1/ 3 2 / 3

1/ 3( ) ( ) ( )
1 1 1

H I H I H I
c       1/ 2

1/ 3 2 / 3

1/ 3 ( )
1

H I
I c I     1/ 2

3 / 2
1/ 3 ( )

1
H I

I c , 

1/ 3 constc  . Здесь constC   и зависит только от  .  

Значит, постоянная 
1/2

1
,( )H I

w C C     �  – не зависит от I  и оце-

нивает ошибку 
2,

w w 
  снизу. Величина такой оценки растет с ростом ν 

и не меняется с изменением I . Для полученного здесь результата всегда 

выполнено соотношение 3/ 2R   . 

Найдена такая функция w , что: 

, 2,
constC w w   

   . 

Поэтому: 

, ,22, 2,
( )

( ) sup
R

R

u H

C w w H u u      
 

 
       

для погрешности метода на классе ( )RH  . 

Доказательство для случая ν  R – 3 / 2 

Рассмотрим вариант 3/ 2R    в окрестности угла Λ. Предположим, 

что мы нашли такую функцию ( )Rw H  , что 0 ( ) 0iw P   в области  , и на 

области Λ выполнено 3/ 2R    для функции w. Раскладываем ее в ряд 

Тейлора с приемлемым числом членов и некоторым остаточным. Тогда по 

аналогии с предыдущим результатом из работ [8, 9] и представления (29) по-

лучим, что: 
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2,(1) 1/2 1/2 1/2

( / 1)
1 1 1 1 / 1

/( ) ( ) ( ) ( )
1

ln ,q
qI H I H I H I

q

w w w C r C r r
 

 
     


 



          
H

(40) 

где ( )q qC C   – некоторые константы. 

Как и ранее, интерполяцией между 1/ 2 ( )H I  и 2 ( )H I , принимая 

 1 1/ 2 2

1/ 3
( ) ( ), ( )H I H I H I  [19; 13], для нормы с полуцелым показателем име-

ем следующее выражение:  

1

1/ 2

2

3/ 23/ 2 1 21

( )1 3/ 2 3/ 2
1/ 3 1/ 31/ 2 1/ 2( ) 1 1 3

( )

q qq

H Iq
qH I q q q

H I

r I I
r c c

r I I

 

  

  

    
  

ж ,                    (41) 

где обозначаем выражение для нижней оценки через qж . Норма 

 1

1/ 2

2

3/ 21

( )1 3/ 2 2
1/ 3 0, 1, 2,1/ 2( ) 1

( )

ln
ln ln ln

ln

q

H Iq
q q q q qH I q

H I

r r
r r c c c I c I

r r



 


   � ж ж              

(42) 

ведет себя аналогичным образом при 0I  . А именно, для qж  и qж  легко 

показать, что: 

0q ж  при 1q   и q ж  при 1q  ; 

0q ж  при 1q   и q ж  при 1q  ; 

1q

q q I
� �ж ж  при 0I  . 

Известно [21; 18], что пространство, в котором лежит след 

0 1/2 ( )Rw H I   представимо в виде прямой суммы подпространств: 

1/ 2 1/ 2 ( )
0( ) ( ) ( )R R RH I V I P I   , где ( ) ( )RP I  – множество “квазиполиномов”, 

зависящее от показателя гладкости R, см. [21]. Мы несколько упростим вы-

кладки, положив, что 0 1/2 ( )Rw H I    для некоторого малого 0   так, что 

R  � . При этом ясно, что для любой функции 0 1/2 ( )Rw H I   выполнено 

1/2 1/2

0 0

( ) ( )
const

R RH I H I
w w     . Выпишем необходимое утверждение. 
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Утверждение 2 [18; 21] Пусть s� , 1/ 2s   и 1/ 2s  � . Для любого 

числа k: 0 [ 1/ 2]k s   , оператор ,k i : , ( / )( )k i
id dx P   , 1,2i  , непреры-

вен на ( )sH I , и справедливо соотношение: 

  ,
0 ( ) ( ) :  ,  0 [ 1/ 2],  ( ) 0,  1,2s s k i

iV I H I k k s P i           , 

где сегмент 1 2( , )I P P  такой, что функция   имеет следы в точках 1P , 2P ; 

x I . Более того, 0 ( )sV I  есть замыкание множества бесконечно дифферен-

цируемых функций ( )C I  в пространстве ( )sH I . Если 2s  , то ( )C I  

плотно в ( )sH I  и пространства 0 ( )sV I  и ( )sH I  совпадают. 

Пространство ( )sH I , s� , 1/ 2s  , 1/ 2s  � , разлагается в прямую 

сумму подпространств 0 ( )sV I  и 2[ 1/ 2] 1( )s I P : 

0 2[ 1/ 2] 1( ) ( ) ( )s s
sH I V I I   P .                                                   (43) 

Замечание 1 Разложение (43) хотя и является не единственным (как следствие 

фундаментальных понятий линейной алгебры), но является классическим, для целых зна-

чений показателя гладкости на отрезке см. [12]. 

Разложим пространство 1/ 2 ( )R
klH I   Разложение проведем на всем от-

резке klI , где определен полином, а не только в окрестности нашего угла Λ: 

1/ 2 1/ 2
0 2[ 1 ] 1( ) ( ) ( )R R

kl kl R klH I V I I 


   
    P , где 

 1/ 2 1/ 2 ,
0 ( ) ( ) :  ,  0 [ 1 ],  ( ) 0,  1,2R R k i

kl kl iV I H I k k R P i                  

и iP , 1,2i  , обозначают узлы на концах klI . В соответствии с разложением 

для следа на стороне klI :  

0 0 0 1/2 ( )R
V klw w w H I     P ,  0 1/2

0 ( )R
V klw V I   , 0

2[ 1 ] 1( )R klw I   P P . 

Откуда: 

0 0 0 0

{0, } {0, } {0, } {0, }kl kl kl kl
VI I I I

w w w w     P P  для всех [ 1 ] 0R    , 

или 2R   при R� . И 0

{0, }kl
V I

w  такая, что 
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0

{0, }

0
kl

k
V

k

I

d w

dr


   [ 1 ]k R     .                                  (44) 

Величины 
0

0

k

k

r

d w

dr





 входят в коэффициенты qC  разложения (40). На-

пример, для 1С  имеет место следующее равенство (см. (29), (40)): 

 
0

3/2
1 1/3 1 1

0

cos( ) sin( ) 0I

r

d w
С c b a

dr

  



    ,  {0, }  .                  (45) 

И для произвольного qC  имеем: 

0

0

( )
q

I
q q q

r

d w
C c

dr




  ,  

где ( )qc   – некоторые зависящие от   константы.  

Если мы покажем, что 
0

0

0
k

k

r

d w

dr





P , то с учетом (44) получим, что: 

0qC    [ 1 ]q R     .                                            (46) 

Изначально выбор функции w был связан с требованием 0 ( ) 0iw P  , от-

куда также следует, что 1 0w   . Потребуем: 

0

/ ,2 / ,...,
0

kl kl klr I I I
w

 



P   для / ,  2 / ,...,kl kl klr I I I  .                (47) 

Значение 0r   учтено в исходном разложении Тейлора (40): 0

0
0

r
w


 . То-

гда для 2[ 1 ] 1R      полином 0 0w P . Условие 2[ 1 ] 1R      вы-

полнено из справедливости неравенства 3/ 2R    для рассматриваемого 

случая. Отсюда получаем (46). 

Из требования (47) для функции v вытекает также, что: 

0 0

/ ,2 / ,..., / ,2 / ,...,
0

kl kl kl kl kl kl
Vr I I I r I I I

w w
   

 
 

    для / ,  2 / ,...,kl kl klr I I I  .    (48) 

Воспользуемся изначальным тейлоровским разложением этой функции. Раз-

ложение полиномиально вплоть до остаточного члена, поэтому в соответст-
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вии с (48) в окрестности точки 0r   главный член порядка ( )O r  ведет себя 

как 

   0 sin / /kl klw r I I r   � �  для 0r   и 0klI  . 

Производные 0 /d w dr  – также величины порядка ( )O r . Более того, из ут-

верждения 2 следует, что для весового пространства для всех производных 

функции 0 1/2
0 ( )R

V klw V I    вплоть до порядка [ 1 ]R    выполнено 

0 ( ) / 0id w P dr  , поэтому для них характерно то же поведение. Из представ-

ления Тейлора получаем следующую асимптотическую эквивалентность: 

 
0

1
/

k
k

klk

d w
I

dr

 


�  для 0r   и 0klI  . 

Учтем выражения (41), (42) на малой окрестности границы угла, за ко-

торую мы можем взять отрезок /klI  . Для (40) получаем: 

   1/2

( / 1)
1 11

/( )
1

( ) / ( ) /
q q

q kl q kl qH I
q

w c I c I
 

     


 



         
  ж ж  

       
( / 1)

1 1 1 1

/
1

( ) / / ( ) / /
q q q q

q kl kl kl kl
q

c I I c I I
 

      


   



        
    

( / 1)
1 1

/
1

( ) ( ) ( )q q
q

q

c c C
 

     


 



          ,  {0, }  . 

где число членов конечно и определено показателем R. В результате: 

2,(1) 1/2

1 1 1
,( ) ( )

const 0RI H I
w w w C        

H
, 

где ,RC   зависит только от R и α. 

Итак, если найдена такая функция w , что  

, 2,
constRC w w  

   , 

то                    , ,22, 2,
( )

( ) sup
R

R
R

u H

C w w H u u     
 

 
       

для погрешности метода на классах ( )RH  . 

# 
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Выпишем также условия обнуления qc , при которых (36) возможно 

улучшить. Для интерполянта приближенного решения из [9](*): 

 
1 21 1

0,   / ,   1,...,min{ , 3/ 2}
cos( )q q qc A A q j q R

q
  

 
 

      
 

, (49) 

где 1,2,...j   

Минусом при попытках обнуления qc  (49) является зависимость от угла 

разбиения  .  

3.2.3 Априорные оценки МКСЭ и условия сходимости производных 

Сведем полученные результаты для априорных оценок погрешностей 

МКСЭ в пространстве 2 ( )H  . Ими характеризуется поведение погрешности 

приближения производных решения первого порядка в норме пространства 

Соболева 1( )H  . 

Утверждение 3  Пусть вариант МКСЭ соответствует полиномиальной 

аппроксимации порядка не выше   на границах   в окрестности угла   

суперэлементного разбиения раствора 0    . Тогда априорные оценки 

погрешностей МКСЭ в пространстве 2 ( )H   в этом угле имеют следующий 

вид. 

I. Если  / ,  b b    �  (случай 1). Для многоугольного суперэлемента 

это эквивалентно выполнению:   не принадлежит множеству рацио-

нальных приведенных дробей, или же для рационального дробного рас-

твора   выполнено 0,1  , или 2   при / 2  . Тогда 

1. при 3/ 2R    из (27), (30): 

12, ( ) ( )H H
u u C I P 


    

      ,                        (50) 

                                           

(*) Величины 1

q
A , 2

q
A  играют роль производных приближенного решения. Пусть 

/ 2  , 2  . Например, чтобы обнулить коэффициент 
2

c , потребуется 1 2

2 2
A A  , то 

есть 
1 2

2 0 2 2 0 2/ /
r r

d u dr d u dr    
 

   на границе. 
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где C  определена константами неравенств вложения и константой 

1( )C    и зависит только от  . 

2. при 3/ 2R    из (28), (31): 

1/ 2 3/ 2

3/ 2

1/ 2 1/ 2
3/ 2 5/ 2 5/ 22, ( ) ( )R R

R

R R R H H

I
u u cM M P 

  



    
     ,       (51) 

где c  определена константами неравенств вложения и постоянной 1/ 2c , 

3/ 2RM   и 5 / 2RM   зависят только от R. 

II. Если  / ,  b b    �  (случай 2). Для многоугольного суперэлемента 

это эквивалентно условию представимости   в виде приведенной рацио-

нальной дроби при 3  , либо 2   и / 2  . Тогда 

1. при 3/ 2R    из (27), (36), (37): 

12, ( ) ( )
1i

qH H
q

u u I C C P C c 




    
 

         ,        (52) 

где константы зависят только от ν. Величина оценки погрешности син-

гулярной части возрастает с увеличением ν. 

Погрешность МКСЭ на классе ( )RH   в пространстве 2 ( )H  , то 

есть величина ,2 2,
( )

( ) sup
R

R

u H

H u u  


 
   , не обладает сходимостью к 

нулю при 0I  . Существует некоторая константная погрешность, и 

справедливо: 

, ,2 2,
( )

( ) sup
R

R

u H

C H u u    


 
    . 

2. при 3/ 2R    из (28), (36), (38): 

 1/ 2 3 / 2

3 / 2 3/ 2

5 / 22, ( ) ( )
1

R R

i

R R

R R R qR H H
q

I
u u C C P C c 


 

 

  
 

          , (53) 

и константы зависят от показателя гладкости R. 

Погрешность МКСЭ на классе ( )RH   в пространстве 2 ( )H   не об-

ладает сходимостью к нулю при 0I  . Существует некоторая кон-

стантная погрешность, и справедливо: 
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, ,2 2,
( )

( ) sup
R

R
R

u H

C H u u   


 
    . 

Утверждение 4  Для сходимости погрешности метода к нулю в про-

странстве 2 ( )H   при  / ,  b b    �  (в случае 2) необходимо и дос-

таточно выполнения условий: 

1 2cos( ) 0,   / ,   1,...,min{ , 3/ 2}q qA q A q j q R         , 

1,2,...j   Соответствующие оценки совпадают с (50), (51). 

Утверждение 5  Пусть Pxy – система координат (в общем случае не 

прямоугольная) такая, что ось Px направлена по одной стороне угла ( 2 ) и 

ось Py – по другой его стороне ( 1 ). Для сходимости погрешности метода 

к нулю в пространстве 2 ( )H   при условии  / ,  b b    �  необходимо 

и достаточно, чтобы след граничного интерполянта   на сторонах угла 

i , 1,2i  , был следом некоторого гармонического полинома ( , )Hp x y  в ко-

ординатах Oxy в этом угле. 

# Покажем здесь, что условия утверждения 4 эквивалентны тому, что 

0 ( )
i i

N u  
 

  есть след некоторого полинома ( , )Hp x y , определенного в 

области угла Λ и гармонического в указанных координатах Oxy.  

Прямое доказательство. Пусть выполнены условия утверждения 4. По-

скольку /q j  , то, очевидно, верно равенство cos( ) ( 1) jj   . То есть эк-

вивалентный вид утверждения таков:  

1 2( 1) 0,   :  / 1,...,min{ , 3/ 2}j
q qA A j q j R         , 1,2,...j           (54) 

Покажем, что 3/ 2R    найдется некоторый гармонический полином 

( , )p x y  в координатах Oxy в окрестности вершины угла Λ и такой, что 

1
( ,0)p x 


  и 

2
(0, )p y 


  – полиномы, удовлетворяющие условию (54).  

Множество всех однородных полиномов 

 ( ) ( ),  0 в H p p       P  в рациональной области 2�  есть линей-

ная оболочка всех функций 1 2Re( )mx ix , 1 2Im( )mx ix , 0,...,m  , в некото-
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рой прямоугольной системе координат 1 2Px x  [14]. Отсюда в системе коорди-

нат Pxy имеем следующий критерий: полином ( , ) ( )p x y H    тогда и толь-

ко тогда, когда он разложим по системе базисных функций Re( )i mx ye  , 

Im( )i mx ye  , 0,...,m  . Выражение получено заменой координат 

1 2Px x Pxy , где для определенности оси 1Px  и Px  берём совпадающими: 

1 cosx x y    и 2 sinx y  .  

Из простого разложения в бином Ньютона имеем: 

0

( )
m

i m j m j j i j
m

j

x ye C x y e  



  , 

где j
mC  – биномиальные коэффициенты. Тогда ( , ) ( )p x y H     справедли-

во разложение: 

 0 1 2
1

( , ) Re( ) Im( )i m i m
m m

m

p x y b b x ye b x ye


 




     , 

где 1mb , 2mb , 0b  – коэффициенты разложения полинома ( , )p x y  перед его 

элементами Re( )i mx ye  , Im( )i mx ye   и  0 0Re( ) Im( ) 1i ix ye x ye      

соответственно. Наличие знака “ ”, очевидно, не существено. 

Отсюда получим  для следа ( , )p x y : 

 
1

0 0
0 1

1

( , ) ( ,0) m
m m

m

p x y p x b b C x


  


   , 

 
2

0
0 1 2

1

( , ) (0, ) Re Imm m i m m m i m
m m m m

m

p x y p y b b C y e b C y e


 
   




          , 

где 0 1m
m mC C  . Окончательно: 

0 1
1

( ,0) m
m

m

p x b b x





  ,                                           (55) 

 0 1 2
1

(0, ) cos( ) sin( ) m
m m

m

p y b b m b m y


  


   .                        (56) 

Здесь 1
1m mA b , 2

1 2cos( ) sin( )m m mA b m b m   , 1 2
0 0 0A A b  . Из сопоставления 

коэффициентов получим, что   ( 3/ 2R   ) выполнены соотношения:  
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2 1
2cos( ) sin( )m m mA A m b m   , 0,...,m  .                           (57) 

Отсюда для /m q j   : 

2 1 1
2cos( ) sin( ) ( 1) j

q q m qA A j b j A     , / 0,...,q j    ,             (58) 

что соответствует выполнению условия (54) при 3/ 2R   . 

Обратное доказательство следует из произвольности коэффициента 2mb  

в соотношении (57) (при разложении различных полиномов p ). Коэффици-

ент 2
mA  принимает произвольные значения, определяемые 1

1m mA b  и 2mb , ес-

ли sin( ) 0m  . Если sin( ) 0m  , то 2 1 cos( )m mA A m . Откуда m j  , 

1,2,...j  , 0,...,m  .  

Из соотношений (55) и (56) видно также, что и остальные коэффициен-

ты 1mb , 2mb , /m j  , также произвольны. Поэтому при условии 

1 2
0 0 0b A A   выражения 2 1

2 1cos( ) cos( ) 0m m m mA A m b b m     , /m j  , 

1,2,...j  , 0,...,m  , определяют гармонический полином в области Λ. 

При условии 3/ 2R    соотношения при 3/ 2m    возможно просто 

отбросить, поскольку они не повлияют на сходимость метода согласно вы-

водам подраздела 3.2.2. # 

3.3 Локальные оценки для M>2 

При M � , 3M   норма ошибки 
,M

u u


  расходится, поэтому даль-

нейшее рассмотрение аппроксимации МКСЭ по энергии в шкале соболев-

ских пространств с целочисленным индексом нецелесообразно. МКСЭ не 

обладает аппроксимационными свойствами в энергетической норме в шкале 

пространств Соболева при 3M  , M � . Покажем это. 

Оценка ошибки расчета в пространстве ( )MH   для 3M   может быть 

сведена к оценке величины: 

1/ 2

1/ 2 1/ 2

2 0 2 0 2 2
0 2 0 2

2 2 2 2( )
( ) ( )

k

k k

H S
k k H S H S

d u d u u u
u u

d d n n

  
 

  
      

   
 � . 
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Для выражения 2 2/u n   из (29) имеем:  

   

   

2

1

2 2
2

/
12

2

/
1

cos( ) sin( ) ,  {0, },  если / ,  ,  

cos( ) ln cos( )

cos( ) sin( ) ,  {0, },  если / ,  ,

при любом 

q
q q

q

q q
q q

q j
q

I
q

q q
q j

q

r b q q a q q b b

r c q r r c q q
u

n

r b q q a q q j b b

j



 


 


      

 

      





 


 




 

     

     



      









�

�

1,2,...,













 

где при 1q   слагаемое не обнуляется. Поэтому оба случая содержат вели-

чину 2( ) 1/ ( )c r L I   , которая не входит в пространство 1/ 2 ( )H I . Отсюда ве-

личина ошибки  

1/ 2

2 2

2 2

( )kH S

u u

n n

 
 

 
 и 

,M
u u


   

бесконечна, а аппроксимации степени градиента решения порядка более 

двух нет (случай 3M  , очевидно, аналогичен либо следует из расхождения 

при показателе 3M  ). 
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