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Abstract

Àííîòàöèÿ

Jackson and Bernstein-like inequalities for the approximations of Fedorenko �nite

superelement method are derived. A number of properties of approximation spaces of

the method are shown. The analysis is carried out on the example of Dirichlet problem,

the results can be extended for the class of general linear elliptic problems.
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1 Ââåäåíèå. ÌÊÑÝ Ôåäîðåíêî

Ìåòîä êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ Ôåäîðåíêî (ÌÊÑÝ) � ÷èñëåííûé ìåòîä, ïîç-

âîëÿþùèé îñóùåñòâèòü ðàñ÷åò ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ ÿâëå-

íèé, êîòîðûå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ðàçðåøèòü �îáû÷íûìè� ñïîñî-

áàìè. Ïðåæäå âñåãî äëÿ àâòîðà ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ çàäà÷è, ñîäåðæàùèå

ñèíãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ, íåîäíîðîäíîñòè ñïëîøíîé ñðåäû, ðåçêèå îñîáåííî-

ñòè ãåîìåòðèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Âàðèàíòû ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííî

íîâûìè è îáëàäàþò ðÿäîì âàæíåéøèõ ïðåèìóùåñòâ. Èõ òåîðåòè÷åñêîå îáîñ-

íîâàíèå è ðàçðàáàòûâàåòñÿ â äàííîé ðàáîòå.

Ê ðàçðàáîòêå ñõîæèõ ïîäõîäîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîÿâëÿåòñÿ èíòåðåñ.

Ðàçâèâàåìûå ìåòîäû òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ÷à-

ñòî íå ïðèñóùè ðàáîòàì òàêîãî ðîäà. Ðàçðàáîòàííàÿ òåîðèÿ ïîçâîëÿåò ìîäå-

ëèðîâàòü ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, îïèðàÿñü íà êà÷åñòâåííûå çàâèñèìîñòè ïî-

ãðåøíîñòåé ðàñ÷åòîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûâåäåíû íåðàâåíñòâà òèïà Äæåêñîíà è Áåðíøòåéíà

äëÿ ïðèáëèæåíèé ìåòîäà êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ Ôåäîðåíêî. Íåðàâåíñòâà

ïîçâîëÿþò âûÿâèòü âàæíûå àïïðîêñèìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè, à òàêæå ïî-

êàçàòü íåêîòîðûå àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòåé ìåòîäà â ýíåðãåòè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé. Ïðîâåäåííàÿ ðàáîòà íàïðàâëåíà íà ïîèñê îïòèìàëü-

íûõ óñëîâèé âûáîðà àïïðîêñèìàöèé è ïðèìåíåíèé ìåòîäà.

Ìåòîä êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ (ÌÊÑÝ) âïåðâûå ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ

Ð.Ï. Ôåäîðåíêî è åãî êîëëåã [5, 19]. Ýôôåêòèâíîñòü ÌÊÑÝ ïîäòâåðæäåíà

ïðèìåðàìè ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîáëåì [4,5,19,21�23]. Ðàñ-

ñìîòðåíû çàäà÷è, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì ìíîæåñòâà ðåçêèõ îñî-

áåííîñòåé, ïðîÿâëÿþùèõñÿ íà ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòÿõ.

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà â äâóìåðíîé îáëàñòè Ω ⊂ R2. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

êâàäðàò ñ èñêëþ÷åííûìè èç íåãî êðóãàìè, ðàäèóñ êîòîðûõ ìàë ïî ñðàâíåíèþ

ñ ðàçìåðàìè Ω. Ïîëàãàåì, ÷òî â îêðåñòíîñòÿõ òàêèõ ìåëêèõ îòâåðñòèé ñîñðå-

äîòî÷åíû âñå ðåçêèå �ñèíãóëÿðíîñòè� ðåøåíèÿ.

−∆u = 0 â Ω, (1)

u = g íà ∂Ω, (2)

ãäå u � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, ∂Ω � ãðàíèöà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, g � íåêîòîðàÿ

èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ íà ∂Ω.
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Ïîäîáíî îáû÷íîìó ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü

ðàçáèòà íà íåêîòîðîå ÷èñëî ïîäîáëàñòåé, íàçûâàåìûõ ñóïåðýëåìåíòàìè.

Êàæäîå ìåñòî ñîñðåäîòî÷åíèÿ îñîáåííîñòè (îòâåðñòèå, íåîäíîðîäíîñòü è ò.ï.)

çàêëþ÷åíî ñòðîãî â îäíîì èç ñóïåðýëåìåíòîâ. Êàæäàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ

ÌÊÑÝ Φi(x) åäèíîîáðàçíî çàäà¸òñÿ â êàæäîì èç ñóïåðýëåìåíòîâ Ωk è ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå ñëåäóþùåãî âèäà [4, 19,21]:

−∆Φi = 0 â Ωk, (3)

Φi = ϕi íà Sk ≡ ∂Ωk, (4)

ãäå ãðàíè÷íûå áàçèñíûå ôóíêöèè ϕi, çàäàííûå íà ∂Ωk, ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

ϕi(Pj) = δij, i = 0, . . . , n, (5)

â óçëàõ ñóïåðýëåìåíòà Pj, j = 1, . . . , n, âêëþ÷àÿ âîçìîæíóþ ãðàíèöó îò-

âåðñòèÿ â äàííîì ñóïåðýëåìåíòå, îáîçíà÷åííóþ ÷åðåç P0, çäåñü δij � ñèìâîë

Êðîíåêåðà. Óçëû Pj ñ èíäåêñàìè j = 1, . . . , n ðàñïîëîæåíû òîëüêî íà ãðàíèöå

ñóïåðýëåìåíòà: íà åãî ð¸áðàõ, â óãëàõ. Ñ óçëîâ íà ðåáðà ãðàíèöû ñóïåðýëå-

ìåíòà ôóíêöèè ϕi ïðîäîëæàþòñÿ íåêîòîðûì �ñòàíäàðòíûì� èíòåðïîëÿíòîì:

ïîëèíîìèàëüíûì, êóñî÷íî-ëèíåéíûì, ñïëàéí-èíòåðïîëÿíòîì è ò.ä.

Çàìåòèì, ÷òî ñèíãóëÿðíîñòè çàäà÷è â îêðåñòíîñòÿõ îòâåðñòèé ó÷òåíû ïî-

ñðåäñòâîì áàçèñíîé ôóíêöèè ñ íóëåâûì èíäåêñîì Φ0(x) â êàæäîì èç ñó-

ïåðýëåìåíòîâ. Îñòàëüíûå ôóíêöèè Φi(x), i 6= 0, ïðè íàëè÷èè îòâåðñòèÿ â

ñóïåðýëåìåíòå Ωk îáðàùàþòñÿ â íîëü íà åãî ãðàíèöå ñîãëàñíî (5). Åñëè â

ñóïåðýëåìåíòå îòâåðñòèÿ íåò, òî Φ0(x) ≡ 0.

Ðåøåíèå çàäà÷è âíóòðè êàæäîãî îòäåëüíîãî ñóïåðýëåìåíòà áóäåì èñêàòü

ïðè ïîìîùè ïîñòðîåííîãî áàçèñà:

ū(x) =
n∑
i=0

aiΦi(x), x ∈ Ωk. (6)

Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ÌÊÑÝ ū(x) âî âñåé ðàñ-

÷åòíîé îáëàñòè Ω = ∪kΩk. Ðåøåíèå ū(x), äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ãëàâíîìó

ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ íà ∂Ω ñîãëàñíî (2):

ū(Pi) = g(Pi), ∀Pi ∈ ∂Ω.

Íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ai ðàçëîæåíèÿ (6) îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ñõåìû ìå-

òîäà Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà ïðè âûáîðå ôóíêöèé Φi(x) â êà÷åñòâå áàçèñíûõ è
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ïðîáíûõ [4,21�23].

2 Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ

Ïðåäïîëàãàåì äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü ôóíêöèè g, ôèãóðèðóþùåé â ãðàíè÷-

íîì óñëîâèè, è ãðàíèöû îáëàñòè ∂Ω äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêîìîå ðåøåíèå ïðè-

íàäëåæàëî ïðîñòðàíñòâó ÑîáîëåâàHR(Ω) [7]. Ñîõðàíèì ðàíåå ââåäåííûå îáî-

çíà÷åíèÿ: Ω � ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü, Sk � ãðàíèöà ñóïåðýëåìåíòà Ωk, S = ∪kSk �
ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñóïåðýëåìåíòíûõ ãðàíèö, u � èñêîìîå è ū � ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå ÌÊÑÝ.

Êàê ïðàâèëî, ñóïåðýëåìåíò Ωk ÿâëÿåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì, åãî ãðàíèöà

ïðèíàäëåæèò êëàññó C0 ãëàäêîñòè. Ïðè ýòîì ìû âïðàâå ðàññìàòðèâàòü ëèøü

òîò ñëó÷àé, êîãäà Sk � ìíîãîóãîëüíàÿ ãðàíèöà, ëèáî ãðàíèöà, ñîñòîÿùàÿ èç

êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ êðèâûõ, òî åñòü: Sk = ∪lIkl, l = 1, . . . , L. Ïðåäñòàâ-

ëÿþò èíòåðåñ òå âàðèàíòû ÌÊÑÝ, â êîòîðûõ ãðàíè÷íûå áàçèñíûå ôóíêöèè

ϕi (4) íà îòðåçêàõ Ikl çàäàíû ïîëèíîìàìè èëè ñïëàéíàìè Ëàãðàíæà [21].

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà íå âûøå ν íà îòðåçêå Ikl îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Pν(Ikl) [8]. Íà ãðàíèöå S ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Pν(S) =
∏
k,l

Pν(Ikl)

êàê ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà íå âûøå ν íà êàæäîé èç å¸ ÷àñòåé Ikl.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì PNν (S) ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñïëàéíîâ ïîðÿäêà íå âûøå

ν, ïîñòðîåííûõ íà ðàçáèåíèè S íà (N − 1) îòðåçîê äëèíû |Ikl|/ν [8]. Ïîëèíî-

ìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ñëóæèò ÷àñòíûì ñëó÷àåì èíòåðïîëÿöèè ñïëàéíàìè,

ïîòîìó ïðè å¸ ðàññìîòðåíèè âàðèàíò ïîëèíîìèàëüíîé ãðàíè÷íîé èíòåðïîëÿ-

öèè ÌÊÑÝ îòäåëüíûì îáðàçîì âûäåëÿòü íå áóäåì.

Àïïðîêñèìèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî V̄ N
ν (Ω) ÌÊÑÝ � ýòî ëèíåéíàÿ îáîëî÷-

êà, îáðàçîâàííàÿ âñåìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè Φi ÌÊÑÝ (3)�(4) ñ ãðàíè÷íîé

èíòåðïîëÿöèåé ïîñðåäñòâîì ñïëàéíîâ PNν (S). Òî åñòü:

V̄ N
ν (Ω) =

{
v ∈ H1(Ω) : −∆v = 0 â êàæäîì èç Ωk è γ

0
Sv ∈ PNν (S)

}
. (7)

Çäåñü ñëåä ôóíêöèè íà S îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì γ0
Sv =

{
γ0
Sk
v
}KE

k=1
, KE � ÷èñëî

ñóïåðýëåìåíòîâ â îáëàñòè. Îïåðàòîð âçÿòèÿ ñëåäà γ0
Sk
, çàäàííûé íà C∞(Ω̄k)

ñîîòíîøåíèåì (
γ0
Sk
u
)

(x) =
(
u|Sk

)
(x), x ∈ Sk, (8)

íåïðåðûâíî äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà H1(Ωk) â H1/2(Sk) äëÿ âñåõ k =

1 . . . KE. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, îáðàòíûé ê γ0
Sk

è äåé-
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ñòâóþùèé èç H1/2(Sk) â H1(Ωk). Òàêîé îáùèé ñëó÷àé äåéñòâèÿ îïåðàòîðà

γ0
Sk

ñïðàâåäëèâ êàê äëÿ ãëàäêîé, òàê è äëÿ ìíîãîóãîëüíîé èëè ïðîñòî ëèï-

øèöåâîé ãðàíèöû Sk [7, 24]. Îïðåäåëåíèå V̄
N
ν (Ω) ñîäåðæèò òàêæå ñëåäóþùåå

óñëîâèå:

γ0
Sv = γ0

Sk
v = γ0

Sm
v ïî÷òè âñþäó íà Sk ∩ Sm, (9)

äëÿ âñåõ Sk ∩ Sm 6= 0 è âñåõ ñîñåäíèõ ñóïåðýëåìåíòîâ Ωk, Ωm ∀k,m [26].

Àïïðîêñèìèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî ÌÊÑÝ ñîäåðæèò åãî êàê �ãëàâíîå óñëî-

âèå�, íàêëàäûâàåìîå íà âñå áàçèñíûå ôóíêöèè. Èíîãäà, åñëè ýòî íå âûçî-

âåò íåäîðàçóìåíèé, áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ñèìâîë γ0, íå îáîçíà÷àÿ ïðè

ýòîì ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà ñëåäà.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì è àïïðîêñèìèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî V̄ν(Ω)

ÌÊÑÝ, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ëèíåéíóþ îáîëî÷êó, îáðàçîâàííóþ áàçèñíû-

ìè ôóíêöèÿìè ÌÊÑÝ ñ ãðàíè÷íîé èíòåðïîëÿöèåé ïîñðåäñòâîì ïîëèíîìîâ

Pν(S).

Â îïðåäåëåíèå àïïðîêñèìèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà íå âõîäÿò óñëîâèÿ ñîâ-

ìåñòíîñòè ôóíêöèé â óçëàõ Pj ñóïåðýëåìåíòà:(
γ0v
∣∣
Ikl

)
(Pj) =

(
γ0v
∣∣
Ikt

)
(Pj), j = 1, ..., n, (10)

íà ñîñåäíèõ îòðåçêàõ Ikl ∩ Ikt = Pj 6= 0 ãðàíèöû S ∀l, t = 1, ..., n, ∀k =

1, ..., KE. Óñëîâèå (10), êàê ïðàâèëî, âõîäèò â ñõåìó ÌÊÑÝ. Îíî ñâÿçàíî ñ

çàäàíèåì áàçèñíûõ ôóíêöèé ÌÊÑÝ, êàê ðåøåíèé çàäà÷ (4) � (5), è çàäàíè-

åì èíòåðïîëÿíòà ϕi(x) äëÿ íèõ, íåïðåðûâíîãî íà âñåé ãðàíèöå Sk = ∪lIkl.
Òåì íå ìåíåå, óñëîâèå (10) ìîæíî ââåñòè áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìåòîäà,

åñëè íåïðåðûâíîñòü èñêîìîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòÿõ óçëîâ ñóïåðýëåìåíòà

çàâåäîìî èçâåñòíà, à âñå îñîáåííîñòè çàäà÷ çàêëþ÷åíû ñòðîãî âíóòðè ñóïåð-

ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, âñåãäà äëÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ u ∈ Hs(Ω), s ≥ 2.

Îòìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè (7) èñïîëüçîâàí îïåðàòîð Ëàïëàñà, îïðåäåëÿ-

þùèé ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ â ñóïåðýëåìåíòå. Ïîä ãàðìîíè÷íîñòüþ íåêî-

òîðîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ u ∈ H1(Ω) â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω áóäåì ïîíèìàòü

åãî óäîâëåòâîðåíèå óðàâíåíèþ Ëàïëàñà â ñëåäóþùåé îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå:

(−∆u, v)L2(Ω) = (∇u,∇v)L2(Ω) −
∫
∂Ω

∂u

∂n
vdx = 0 ∀v ∈ H1(Ω). (11)

Äàëåå êàê äëÿ ñëàáîãî, òàê è äëÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîäîëæàåì ôîðìàëü-
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íî ïîëüçîâàòüñÿ êðàòêèì îáîçíà÷åíèåì: −∆u = 0. Âûðàæåíèå a (u, v) =

(∇u,∇v)L2(Ω) îïðåäåëÿåò ýíåðãåòè÷åñêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è ýíåðãå-

òè÷åñêóþ íîðìó çàäà÷è, ñîâïàäàþùèå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîð-

ìîé ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà H1(Ω) [7, 12], åñëè Ω � ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü. Ïðî-

ñòðàíñòâî H1(Ω) ñ÷èòàåì ýíåðãåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì çàäà÷è.

3 Àïïðîêñèìàöèÿ â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

Èññëåäîâàíèå áóäåì ïðîâîäèòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñèñòå-

ìû Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà â ñõåìå ÌÊÑÝ (6) ðàññ÷èòàíû òî÷íî. Òîãäà ðàñ÷åò êî-

ýôôèöèåíòîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ū ïî ìåòîäó Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà ðàâ-

íîñèëåí ïîñòðîåíèþ òàêîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ â ìåòðèêå

ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà H1(Ω) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ê

u [12,16]. Ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê íàì íå îáÿçàòåëüíî ðàáîòàòü ñ àïïðîêñèìà-

öèåé ū. Äîñòàòî÷íî íàéòè â àïïðîêñèìàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå V̄ N
ν (Ω) (ëèáî

V̄ν(Ω)) �õîðîøåå� ïðèáëèæåíèå ê u, òîãäà ū áóäåò åù¸ �ëó÷øå� ïî ýíåðãåòè-

÷åñêîé íîðìå. Äëÿ ýòîé öåëè óäîáíî âçÿòü èíòåðïîëÿíò ôóíêöèè u, êîòîðûé

îáîçíà÷àåì ÷åðåç πNν (u) (ñîîòâåòñòâåííî πν(u)) :

‖u− ū‖H1(Ω) 6 CεNν (u) 6 C
∥∥u− πNν (u)

∥∥
H1(Ω)

, (12)

εNν (u) = inf
v∈V̄ Nν (Ω)

(
‖u− v‖H1(Ω)

)
. (13)

Â äàííîì íåðàâåíñòâå êîíñòàíòà C îïðåäåëåíà ïàðàìåòðàìè σ è µ ñîîòíîøå-

íèé íåïðåðûâíîñòè è ýëëèïòè÷íîñòè èñõîäíîãî îïåðàòîðà [14]:

C = σ/µ, (14)

ãäå êîíñòàíòû σ, µ òàêèå, ÷òî

a (u, u) = (∇u,∇u)L2(Ω) > µ · ‖u‖2
L2(Ω) , |a (u, v)| 6 σ · ‖u‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) .

Âåëè÷èíó εNν (u) = inf
v∈V̄ Nν (Ω)

(
‖u− v‖H1(Ω)

)
íàçîâåì íàèëó÷øèì ïðèáëè-

æåíèåì (èëè âåëè÷èíîé íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ) ýëåìåíòà u ∈ HR(Ω)

ïîäïðîñòðàíñòâîì V̄ N
ν (Ω) ⊂ H1(Ω) â íîðìå H1(Ω). Îíà ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé íàèìåíüøóþ íîðìó îøèáêè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè u àïïðîê-

ñèìèðóþùèì ïðîñòðàíñòâîì ÌÊÑÝ V̄ N
ν (Ω). Íàçîâåì òàêæå ýëåìåíòîì

íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ òàêóþ ôóíêöèþ g ∈ V̄ N
ν (Ω), ÷òî εNν (u) =

inf
v∈V̄ Nν (Ω)

(
‖u− v‖H1(Ω)

)
= ‖u− g‖H1(Ω) . Îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò [1, 6, 8].
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Àíàëîãè÷íî ââåäåì εNν (γ0u)1/2 = inf
w∈PNν (S)

(∥∥γ0u− w
∥∥
H1/2(S)

)
� íàèëó÷øåå

ïðèáëèæåíèå (âåëè÷èíà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ) ýëåìåíòà γ0u, îïðåäå-

ëåííîãî íà S, ïîäïðîñòðàíñòâîì PNν (S) ⊂ H1/2(S) â íîðìå ïðîñòðàíñòâà

H1/2(S).

Îòîáðàæåíèå πNν : H
R(Ω) → V̄ N

ν (Ω) êàæäîìó ýëåìåíòó u ∈ HR(Ω) ñòà-

âèò â ñîîòâåòñòâèå åãî èíòåðïîëÿíò πNν (u) èç êëàññà V̄ N
ν (Ω) [8]. À òàêæå πNν :

Hr(S) → PNν (S) êàæäîìó ýëåìåíòó γ0u ∈ Hr(S) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åãî

ãðàíè÷íûé èíòåðïîëÿíò èç PNν (S). πNν � ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,

ïðîåêòîð íà ïðîñòðàíñòâî V̄ N
ν (Ω) ëèáî PNν (S) ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå πν: H
r(Ikl) → Pν(Ikl), ñòàâÿùåå êàæäîìó ýëåìåí-

òó γ0u ∈ Hr(Ikl) íà îòðåçêå Ikl ⊂ S â ñîîòâåòñòâèå åãî èíòåðïîëÿíò êëàññà

Pν(Ikl). Ïðè ïîëèíîìèàëüíîé ãðàíè÷íîé èíòåðïîëÿöèè ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-

øåíèå äëÿ πν: H
R(Ω)→ Vν(Ω), à òàêæå πν: H

r(S)→ Pν(S).

Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà íà êëàññå HR(Ω) íàçîâåì âåëè÷èíó [1, 2, 8]:

δNν H
R(Ω) = sup

u∈HR(Ω)

∥∥u− πNν (u)
∥∥
H1(Ω)

. (15)

Áóäåì ãîâîðèòü [1,8], ÷òî ìåòîä èìååò íàñûùåíèå (íàñûùàåì) íà êëàññàõ

HR(Ω), R > 1, åñëè ñóùåñòâóåò R0, äëÿ êîòîðîãî

1) lim
N→∞

sup
u∈HR(Ω)

∥∥u− πNν u∥∥H1(Ω)
= 0 ïðè R ≤ R0;

2) sup
u∈HP (Ω)

∥∥u− πNν u∥∥H1(Ω)
= o( sup

u∈HR(Ω)

∥∥u− πNν u∥∥H1(Ω)
) ïðè R < P ≤ R0;

3) Ïðè R0 < R ñóùåñòâóåò u ∈ HR(Ω) è íå çàâèñÿùàÿ îò ν êîíñòàíòà

c > 0, òàêàÿ, ÷òî
∥∥u− πNν (u)

∥∥
H1(Ω)

≥ c · sup
u∈HR0(Ω)

∥∥u− πNν u∥∥H1(Ω)
.

Õàðàêòåðíîé ÷åðòîé ÌÊÑÝ ïðè àïïðîêñèìàöèè ñëàáûõ ðåøåíèé ÿâëÿåò-

ñÿ âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è (1) � (2) â íåêîòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâå

ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà H1(Ω) ⊂ H1(Ω). Îíî ñíàáæåíî äîïîëíèòåëü-

íûì ñâîéñòâîì ãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèé â êàæäîì èç ñóïåðýëåìåíòîâ Ωk â

îòäåëüíîñòè:

H1(Ω) =
{
v ∈ H1(Ω) : −∆v(x) = 0, x ∈ Ωk, äëÿ âñåõ Ωk, k = 1, ..., KE

}
.

(16)

Àïïðîêñèìèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî ÌÊÑÝ (7) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì

äàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëåíèå H1(Ω) âêëþ÷àåò â ñåáÿ óñëîâèå (9):

γ0
Sv = γ0

Sk
v = γ0

Sm
v ïî÷òè âñþäó íà Sk ∩ Sm, (17)
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äëÿ âñåõ Sk ∩ Sm 6= 0 è âñåõ ñîñåäíèõ ñóïåðýëåìåíòîâ Ωk, Ωm ∀k,m.
Ýêâèâàëåíòíî ïåðåïèøåì îïðåäåëåíèå (16) òàêæå â âèäå:

H1(Ω) =

{
v : γ0v ∈ H1/2(S), −∆v(x) = 0, x ∈ Ωk, äëÿ âñåõ Ωk, ÷òî

γ0
Sv = γ0

Sk
v = γ0

Sm
v ïî÷òè âñþäó íà Sk ∩ Sm 6= 0, k,m = 1, ..., KE

}
.

(18)

Óòâåðæäåíèÿ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà îñíîâàíû íà íàëè÷èè èçîìîðôèçìà

ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì H1(Ω) è H1/2(S). Ìû âïðàâå ãîâîðèòü îá îäíîçíà÷íîì

ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì âñåõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé èç H1(Ωk)

è ïðîñòðàíñòâîì H1/2(Sk) èõ ñëåäîâ íà ãðàíèöå Sk ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ íîðì. Îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì

îïåðàòîðà ñëåäà γ0
S, ñì. îïðåäåëåíèå (8). À èìåííî: îïåðàòîð γ0

Sk
íà êëàñ-

ñå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé u èç H1(Ωk) ñîïîñòàâëÿåò u åäèíñòâåííûé ýëå-

ìåíò γ0Sku ∈ H1/2(Sk). Ýòî ñëåäñòâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îïåðàòîðà γ0
Sk

íà Sk è

îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå â ïðîñòðàíñòâå H1(Ωk) ñ òàêè-

ìè ãðàíè÷íûìè äàííûìè [7, 14]. Ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ êàê íà ãëàäêîé, òàê

è íà ìíîãîóãîëüíîé ãðàíèöå ñóïåðýëåìåíòà Sk. Ïðè ýòîì äëÿ îäíîçíà÷íîé

ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω) äîñòàòî÷íî êîýðöèòèâ-

íîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé åé áèëèíåéíîé ôîðìû a (u, v) : ôîðìà a (u, v) çàäàåò

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H1(Ω) è êîýðöèòèâíà íà ïðîñòðàíñòâå ñëàáûõ ðå-

øåíèé. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì [7, 9], ÷òî â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ëèíåéíîãî

ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ýëëèïòè÷-

íîñòè çàäà÷è â îáëàñòè ñóïåðýëåìåíòà Ωk.

Çäåñü è äàëåå ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖·‖H1(Ω) '
∥∥γ0·

∥∥
H1/2(S)

.

À òàêæå, A ' B ⇔ ∃c1, c2 = const : c1A 6 B 6 c2A, åñëè A,B � íåêîòîðûå

âûðàæåíèÿ.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Ω) èìååì:

‖u‖H1(Ω) '
∥∥γ0u

∥∥
H1/2(S)

. (19)

Óòâåðæäåíèå 1 Ïóñòü εNν (u) åñòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè u ∈
HR(Ω) àïïðîêñèìàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì ÌÊÑÝ V̄ N

ν (Ω) ïî íîðìå ïðî-

ñòðàíñòâà H1(Ω), à âåëè÷èíà εNν (γ0u)1/2 åñòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå å¸

ñëåäà γ0u â ïðîñòðàíñòâå H1/2(S) ñïëàéíàìè PNν (S).
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Òîãäà

c1 · εNν (γ0u)1/2 ≤ εNν (u) ≤ c2 · εNν (γ0u)1/2, (20)

ãäå c1, c2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

H Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ: εNν (u) = inf
v∈V̄ Nν (Ω)

(
‖u− v‖H1(Ω)

)
, à

òàêæå εNν (γ0u)1/2 = inf
w∈PNν (S)

(∥∥γ0u− w
∥∥
H1/2(S)

)
. Ïîýòîìó èç (19):

εNν (u) = inf
v∈V̄ Nν (Ω)

(
‖u− v‖H1(Ω)

)
' inf

v∈V̄ Nν (Ω)

(∥∥γ0u− γ0v
∥∥
H1/2(S)

)
= εNν (γ0u)1/2,

(21)

ãäå w = γ0v ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ àïïðîêñèìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà (7),

ñâÿçàííîãî ñî ñïëàéíàìè. Âûðàæåíèå (21) ýêâèâàëåíòíî (20). Ïîñòîÿííûå

c1 è c2 îïðåäåëåíû êîíñòàíòàìè íåðàâåíñòâ âëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðî-

ñòðàíñòâ. H

Ââîäèì ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà HR(Ω):

HR(Ω) =
{
v : γ0v ∈ HR−1/2(S), −∆v(x) = 0, x ∈ Ωk,

for all Ωk, k = 1, ..., KE} .

äëÿ ëþáûõ R ∈ R, R > 1. Ïðè R = 1 ïîäðàçóìåâàåòñÿ îïðåäåëåíèå (18) ïðî-

ñòðàíñòâà H1(Ω). Â îïðåäåëåíèå HR(Ω) âêëþ÷èì è óñëîâèå (17). Ðîñò ïîêàçà-

òåëÿ R õàðàêòåðèçóåòñÿ óâåëè÷åíèåì ãëàäêîñòè ôóíêöèé γ0v ∈ HR−1/2(S) =∏
k,l

HR−1/2(Ikl) èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà íà âñåõ ãëàäêèõ ÷àñòÿõ ñóïåðýëåìåíòíûõ

ãðàíèö.

Ïîñêîëüêó äëÿ ñëåäà ëþáîé ôóíêöèè v èç ïðîñòðàíñòâà HR(Ω) ñïðàâåä-

ëèâî âêëþ÷åíèå γ0v ∈ HR−1/2(S), òî âûïîëíåíî:

HR(Ω) ⊆ HR(Ω). (22)

Îáðàòíîå âëîæåíèå ïðè R 6= 1 íà ãðàíèöå êëàññà C0 íå èìååò ìåñòà. Êðîìå

òîãî, ëþáàÿ ôóíêöèÿ v ∈ HR(Ω) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ñâîèì ñëåäîì γ0v ∈
HR−1/2(S) íà S, íàïð., [25]. Â ïðîñòðàíñòâå HR(Ω) ââåäåì íîðìó ïðÿìîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ HR−1/2(S) òàê, ÷òî ∀v ∈ HR(Ω):

‖v‖HR(Ω) '
∑
k

∥∥γ0v
∥∥
HR−1/2(Sk)

=
∥∥γ0v

∥∥
HR−1/2(S)

, R > 1, (23)

çäåñü è äàëåå
∥∥γ0v

∥∥
HR−1/2(S)

� óñëîâíàÿ çàïèñü. Äëÿ R = 1, êàê è ðàíåå, èìååì

ýêâèâàëåíòíîñòü: ‖v‖H1(Ω) '
∥∥γ0v

∥∥
H1/2(S)

.

10



Äëÿ êëàññîâ HR(Ω) àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ (15) ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà

íà êëàññå HR(Ω) íàçîâåì âåëè÷èíó:

δNν H
R(Ω) = sup

u∈HR(Ω)

∥∥u− πNν (u)
∥∥
H1(Ω)

= δNν H
r(S) = sup

γ0u∈Hr(S)

∥∥γ0u− πNν (γ0u)
∥∥
H1/2(S)

,

ñ ó÷åòîì (23), ãäå r = R− 1/2.

Èç âëîæåíèÿ (22) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà:

δNν H
R(Ω) 6 δNν H

R(Ω). (24)

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì îïðåäåëåíèåì ïîíÿòèÿ íàñûùàåìîñòè áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ìåòîä èìååò íàñûùåíèå (íàñûùàåì) íà êëàññàõ HR(Ω), r =

R− 1/2, r = 1/2, 3/2, 5/2, ..., åñëè ñóùåñòâóåò r0, äëÿ êîòîðîãî

1) lim
N→∞

δNν H
R(Ω) = lim

N→∞
δNν H

r(S) = 0 ïðè r ≤ r0;

2) δNν H
s(S) = o(δNν H

r(S)) ïðè r < s ≤ r0;

3) Ïðè r0 < r ñóùåñòâóåò γ0u ∈ Hr(S) è íå çàâèñÿùàÿ îò ν êîíñòàíòà

c > 0, òàêàÿ, ÷òî
∥∥γ0u− πNν (γ0u)

∥∥
H1/2(S)

≥ c · δNν Hr0(S).

4 Íàñûùàåìîñòü. Íåðàâåíñòâî Äæåêñîíà

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåñòè îöåíêó íàèëó÷øåãî

ïðèáëèæåíèÿ εNν (u) ñâåðõó, ïîëó÷èâ òàêèì îáðàçîì è îöåíêó ïîãðåøíîñòè

ÌÊÑÝ, ñì. (12), íåîáõîäèìî îöåíèòü âåëè÷èíó íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ

εNν (γ0u)1/2. Äàëåå ìû òàê è ïîñòóïèì. Îñíîâíûì ðàáî÷èì ïðîñòðàíñòâîì âû-

ñòóïèò ïðîñòðàíñòâî H1/2(S) âñåõ ñëåäîâ ôóíêöèé èç H1(Ω).

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u ∈ HR(Ω) èìååò öåëî÷èñëåííûé

èíäåêñ R = 1, 2, 3, ..., òî åå ñëåä γ0u èçìåíÿåò ïîêàçàòåëü ãëàäêîñòè â ïðåäå-

ëàõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ äðîáíûìè èíäåêñàìè íà âñåõ ãëàäêèõ ÷àñòÿõ

ãðàíèöû Ikl ïî-îòäåëüíîñòè òàê, ÷òî γ0u ∈ Hr(S), r = 1/2, 3/2, 5/2, ...

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî êàê ñëåäñòâèå ïðåäûäóùèõ ñîîòíî-

øåíèé è îïðåäåëåíèé íàñûùàåìîñòè äëÿ HR(Ω), HR(Ω).

Óòâåðæäåíèå 2 Åñëè ÌÊÑÝ íàñûùàåì íà êëàññàõ HR(Ω) (â íîðìå ïðî-

ñòðàíñòâà H1(Ω)), òî îí íàñûùàåì è íà êëàññàõ Ñîáîëåâà HR(Ω).

Äàëåå ñëåä ôóíêöèè γ0u ∈ Hr(S) íà S (òî åñòü îãðàíè÷åíèå u íà ãðàíèöó

S) áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì u âìåñòî γ0u äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè âñåõ

ïîñëåäóþùèõ çàïèñåé. Çäåñü ïîëàãàåì, ÷òî íåêîòîðûé ýëåìåíò u îïðåäåëåí

òîëüêî íà S è çàïèñûâàåì u ∈ Hr(S), ãäå r = R− 1/2.
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Äîêàæåì íàñûùàåìîñòü ÌÊÑÝ íà êëàññàõ Hr(S) â ïðîñòðàíñòâå H1/2(S),

r > 1/2. Àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâîì V̄ N
ν (Ω) ÌÊÑÝ,

ñâÿçàííîì ñ ëàãðàíæåâûìè ñïëàéíàìè PNν (S) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå.

Çàïèøåì íåðàâåíñòâî Ëåáåãà [2]:

εNν (u)1/2 ≤ δNν (u)1/2 ≤
(
1 +

∥∥πNν ∥∥) · εNν (u)1/2, (25)

ãäå δNν (u)1/2 =
∥∥u− πNν (u)

∥∥
H1/2(S)

� îøèáêà èíòåðïîëÿöèè â ïðîñòðàíñòâå

H1/2(S) è εNν (u)1/2 � âåëè÷èíà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ. Îòêóäà ñëåäóåò:

sup
u∈Hr(S)

εNν (u)1/2 ≤ δNν H
r ≤

(
1 +

∥∥πNν ∥∥) · sup
u∈Hr(S)

εNν (u)1/2, (26)

ãäå δNν H
r � ïîãðåøíîñòü ìåòîäà íà êëàññå Hr. Ïðè ýòîì íóæíî îòìåòèòü, ÷òî∥∥πNν ∥∥ ñîâïàäàåò ñ ‖πν‖ è íå çàâèñèò îò N.

Ðàññìîòðèì âåðõíþþ îöåíêó (26). Çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ îöåíêè

sup
u∈Hr(S)

εNν (u)1/2 î÷åâèäíûì îáðàçîì ñâîäèòñÿ ê îöåíêå âåëè÷èíû íàè-

ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëèíîìàìè ïîðÿäêà íå âûøå ν íà ýëåìåíòàðíîì

îòðåçêå ðàçáèåíèÿ Ik :

sup
u∈Hr(S)

εNν (u)1/2 = sup
Ik

sup
u∈Hr(Ik)

εν(u)1/2, S =

KE∏
j=1

Sj, Sj =
⋃
k

Ik, (27)

ãäå εν(u)1/2 = inf
v∈Pν(Ik)

(
‖u− v‖H1/2(Ik)

)
� âåëè÷èíà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ

ïîëèíîìàìè ïîðÿäêà íå âûøå ν â ïðîñòðàíñòâå H1/2(Ik).

Îöåíèì âåëè÷èíó εν(u)1/2, u ∈ Ik. Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü I = Ik, îïóñêàÿ

èíäåêñ.

Øèðîêî èçâåñòíî íåðàâåíñòâî Äæåêñîíà äëÿ îöåíêè íàèëó÷øåãî ïðèáëè-

æåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè. Êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî âûâåäåíî

äëÿ u ∈ C(I) [10, 13]. Èñïîëüçóþòñÿ òàêæå åãî îáîáùåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâà

Ñîáîëåâà HK(I) ñ öåëî÷èñëåííûìè èíäåêñàìè K ∈ Z [1]. Ïðè ýòîì ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ íîðìà ïðîñòðàíñòâ C(I) è L2(I) ñîîòâåòñòâåííî. Âîçìîæíîñòü

îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâà íà äðîáíûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ìàëî îñâåùåíà

â ëèòåðàòóðå. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî òèïà íåðàâåíñòâà Äæåêñîíà äëÿ îöåí-

êè âåëè÷èíû íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ïðè

u ∈ Hr(I), r = 3/2, 5/2, ..., â ïðîñòðàíñòâå H1/2(I).

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ýëåìåíòàìè òåîðèè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðî-

ñòðàíñòâ, â ÷àñòíîñòè, âûïèñàííûå íèæå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè
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K-ìåòîäà Ïåòðå [3,20]. Îïîðíîé òî÷êîé áóäåò ñëóæèòü óæå èçâåñòíàÿ îöåíêà

âåëè÷èíû íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ εν(u)L2
äëÿ ôóíêöèè u ∈ HR(I), R > 0,

R ∈ Z, èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ñ öåëûìè èíäåêñàìè â ïðîñòðàíñòâå L2(I).

Ïðèìåíÿÿ ýëåìåíòû òåîðèè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîëó÷èì îöåí-

êó âåëè÷èíû íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ äðîáíûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà

u ∈ Hr(I), ëåæàùèõ ìåæäó L2(I) è HR(I) : 0 < r < R. Òàêèì îáðàçîì, èñêî-

ìàÿ îöåíêà áóäåò ïîëó÷åíà äëÿ ëþáîãî äðîáíîãî ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Hr(I), r > 0, ïðè ïðî÷èõ óñëîâèÿõ, íåîáõîäèìûõ äëÿ óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåä-

ëèâîñòè èñõîäíîé �êëàññè÷åñêîé� îöåíêè.

Óòâåðæäåíèå 3 (Íåðàâåíñòâî Äæåêñîíà íà I) Ïóñòü ν ≥ r − 1. Äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè u ∈ Hr(I), r > 1/2, r ∈ R, I ⊂ R1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Äæåêñîíà:

εν(u)1/2 ≤ c1/2M
1/2
r M

1/2
r−1

1

(ν + 1)r−1/2
|I|r |u|Hr(I) ,

ãäå êîíñòàíòû Mr, Mr−1/2 çàâèñÿò òîëüêî îò r. ×åðåç |I| îáîçíà÷åíà äëèíà
îòðåçêà I.

H 1) Äëÿ íà÷àëà ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå K-ôóíêöèîíàëà: ∀t > 0

K(u, t) = K(u, t;L2(I), HR(I)) = inf
g∈HR

[
‖u− g‖L2(I) + t |g|HR(I)

]
.

Îí ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íàáîð èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ(
L2(I), HR(I)

)
θ
ñ èíäåêñîì 0 < θ < 1 ñëåäóùèì îáðàçîì.

Èíòåðïîëÿöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì
(
L2(I), HR(I)

)
θ
, 0 < θ < 1, íàçîâåì

ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ u ∈ L2(I), ÷òî âåëè÷èíà

|u|(L2(I),HR(I))θ
=

 ∞∫
0

[
t−θK(u, t)

]2 dt
t

1/2

<∞ (28)

êîíå÷íà.

Ââåäåííûé K-ôóíêöèîíàë áóäåò íàì ïîëåçåí â äàëüíåéøåì, ïîñêîëüêó

îïèñàíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ
(
L2(I), HR(I)

)
θ
ïîëó÷åíî â òåîðèè

èíòåðïîëÿöèè, à ïàðà L2(I), HR(I) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ. Òàêàÿ

õàðàêòåðèñòèêà âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðîñòûì ðàâåíñòâîì [3,20]:(
L2(I), HR(I)

)
θ

= HθR. (29)
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Òî åñòü, ïðîñòðàíñòâî
(
L2(I), HR(I)

)
θ
ñîâïàäàåò ñ HθR(I), à íîðìû â íèõ

ýêâèâàëåíòíû.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòðåçîê I0 åäèíè÷íîé äëèíû. Îòìåòèì, ÷òî ñïðà-

âåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðè ïåðåõîäå îò îòðåçêà I0 = [0, 1] ê

I = [0, |I|] :

|u|Hr(Io)
= |I|r−1/2 |u|Hr(I) ,

‖u‖L2(Io)
= |I|−1/2 ‖u‖L2(I) .

Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé âèäà t = |I|x è èíòåãðèðî-

âàíèåì âûðàæåíèé |u|Hr(I) , ‖u‖L2(I) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî |u|Hr(I) =
∥∥u(r)

∥∥
L2(I)

,

ñì. òàêæå [1].

2) Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(I0) :

εν(u)L2
= inf

v∈Pν(I0)

(
‖u− v‖L2(I0)

)
.

Çàïèøåì äëÿ íåå èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Äæåêñîíà â L2(I0) ïðè u ∈ HR(I0),

R ∈ Z [1]. Ïðè ν ≥ R− 1 :

εν(u)L2
≤ AR

1

(ν + 1)R
|u|HR , R > 0, R ∈ Z, AR = AR(R). (30)

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè îáîçíà÷èì äàëåå n = ν + 1.

3) Åñëè w - ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g èç

Pν(I0), òî èç (30) è îïðåäåëåíèÿ K-ôóíêöèîíàëà:

εn−1(u)L2
≤ ‖u− w‖L2

≤ ‖u− g‖L2
+‖g − w‖L2

≤ ‖u− g‖L2
+AR

1

nR
|g|HR ≤ C·K(u, n−R).

Òîãäà:
∞∑
n=1

1

n−R

[
nRθ

1

C
εn−1(u)L2

]2

≤
∞∑
n=1

1

n−R
[
nRθK(u, n−R)

]2
.

À òàêæå, ñ ó÷åòîì (28), èìååì:

∞∑
n=1

1

n−R
[
nRθK(u, n−R)

]2 ≤ ∞∫
0

[
t−θK(u, t)

]2 dt
t

= |u|2(L2(I0),HR(I0))θ
.

Çíà÷èò,
∞∑
n=1

1

n−R

[
nRθ

1

C
εn−1(u)L2

]2

≤ |u|2(L2(I0),HR(I0))θ
. (31)
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Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé u ∈ L2(I0), äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà[ ∞∑
n=1

1

n−R

[
nRθ

1

C
εn−1(u)L2

]2
]1/2

<∞

îáðàçóåò àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ARθ
2 (I0) [20]. Ïðè ýòîì èç âëîæå-

íèÿ ARθ
2 (I0) ⊂ ARθ

∞ (I0) ñîãëàñíî [18,20] ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà:

∞∑
n=1

1

n−R

[
nRθ

1

C
εn−1(u)L2

]2

≥ sup
n≥1

[
nRθ

1

C
εn−1(u)L2

]2

, (32)

ãäå ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé íîðìîé, îïðåäåëÿåìîé âûðàæåíèåì

sup
n≥1

[
nRθ 1

Cεn−1(u)L2

]
, îïðåäåëÿåò àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ARθ

∞ (I0) è

îäíîâðåìåííî õàðàêòåðèçóåò εn−1(u)L2
= O(n−Rθ) êàê çàâèñèìîñòü, ìîíîòîí-

íóþ ïî n, ñì. [18, 20]. Çíà÷èò, èç (31), (32) áîëåå ñëàáîå ñîîòíîøåíèå èìååò

âèä:

nRθ
1

C
εn−1(u)L2

≤ |u|(L2(I0),HR(I0))θ
,

εn−1(u)L2
≤ Cn−Rθ |u|(L2(I0),HR(I0))θ

.

È ñ ó÷åòîì ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì (29):

εn−1(u)L2
≤ Cn−Rθ |u|HθR(I0)

ãäå, êàê è ðàíåå, 0 < θ < 1.

Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:

∀u ∈ HθR(I0), R ∈ Z, âûïîëíåíî

εn−1(u)L2
≤ Cn−Rθ |u|HθR(I0) ∀0 < θ < 1.

Äëÿ ëþáîãî íåöåëîãî ïîêàçàòåëÿ r = θR, 0 < θ < 1, ñïðàâåäëèâî:

∀u ∈ Hr(I0), εn−1(u)L2
≤ Cn−r |u|Hr(I0) , R > r, R ∈ Z.

Îòêóäà ñ ó÷åòîì çàìåíû n = ν + 1 ïîëó÷àåì:

∀u ∈ Hr(I0), εν(u)L2
≤ C

1

(ν + 1)r
|u|Hr(I0) ïðè ν + 1 ≥ R > r. (33)

4) Èçíà÷àëüíî íàñ èíòåðåñóåò îöåíêà âåëè÷èíû εν(u)1/2 :

εν(u)1/2 = inf
v∈Pν(I0)

(
‖u− v‖H1/2(I0)

)
.
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Ïîýòîìó çàïèøåì (ñì. [18]):

‖u− v‖H1/2(I0) ≤ c1/2 ‖u− v‖
1/2
L2(I0) ‖u− v‖

1/2
H1(I0) ,

îòêóäà:

εν(u)1/2 ≤ c1/2 inf
v∈Pν(I0)

[
‖u− v‖1/2

L2(I0) ‖u− v‖
1/2
H1(I0)

]
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c1/2 > 0.

Äëÿ u ∈ Hr(I0) ñîãëàñíî (33) èìååì îöåíêó:

εν(u)L2(I0) ≤Mr
1

nr
|u|Hr(I0) ïðè n ≥ r, ∀u ∈ Hr(I0), r = 3/2, 5/2, ... (34)

È äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî ñ ó÷åòîì òîãî ôàêòà, ÷òî
∣∣u(1)

∣∣
Hr−1(I0)

=

|u|Hr(I0) , èìååì:

εν(u)H1(I0) = εν(u
(1))L2(I0) ≤Mr−1

1

nr−1
|u|Hr(I0) ïðè n ≥ R, ∀u(1) ∈ Hr−1(I0).

(35)

Â (34), (35) äåëàåì çàìåíó â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòîì 1) è ïåðåõîäèì ê

èñõîäíîìó îòðåçêó I :

εν(u)1/2 ≤ c1/2

[
Mr

1

nr

]1/2 [
Mr−1

1

nr−1

]1/2

|I|r |u|Hr(I) ;

εν(u)1/2 ≤ c1/2M
1/2
r M

1/2
r−1

1

nr−1/2
|I|r |u|Hr(I) .

Âîçâðàùàÿñü ê èíäåêñó ν çàìåíîé n = ν+1, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

H

Ïîêàæåì ñ ïîìîùüþ äîêàçàííûõ ñîîòíîøåíèé íàñûùàåìîñòü ìåòîäà.

Óòâåðæäåíèå 4 Âàðèàíò ÌÊÑÝ, ñîîòâåòñòâóþùèé ñïëàéíîâîé èíòåð-

ïîëÿöèè íà ãðàíèöàõ ñóïåðýëåìåíòîâ S íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå, èìååò íàñû-

ùåíèå ïî ãëàäêîñòè â ïðîñòðàíñòâå H1/2(S) íà êëàññàõ Hr(S), r > 1/2,

r ∈ R. Êëàññîì íàñûùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ Hν+1(S). Ïîðÿäêîì íàñûùåíèÿ �

O (N−r) .

H 1) Èç óòâåðæäåíèÿ 3 è ñîîòíîøåíèé (26), (27) ëåãêî ïîêàçàòü ñõîäèìîñòü

ìåòîäà íà êëàññàõ Hr(S) :

lim
n→∞

δNν H
r = 0 ïðè r ≤ r0 = ν + 1.
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Èç (26), (27) èìååì:

δNν H
r ≤

(
1 +

∥∥πNν ∥∥) · sup
u∈Hr(S)

εNν (u)1/2 =
(
1 +

∥∥πNν ∥∥) · sup
Ik

sup
u∈Hr(Ik)

εν(u)1/2.

Òîãäà óòâåðæäåíèå 3 äàåò:

δNν H
r ≤

(
1 +

∥∥πNν ∥∥) |u|Hr |I|r
(
M 1/2

r M
1/2
r−1

1

(ν + 1)r−1/2

)
.

Â ýòîì âûðàæåíèè íåîáõîäèìî ñäåëàòü çàìåíó:

|I| = |S| ν/(N − 1), (36)

ãäå |S| � ñóììàðíàÿ äëèíà âñåé ãðàíèöû S, (N − 1)/ν � ÷èñëî îòðåçêîâ Ikl,

ðàçáèâàþùèõ ýòó ãðàíèöó, è |I| = |Ikl| ∀k, l, ïîñêîëüêó ðàçáèåíèå ðàâíîìåð-

íî. Òàêàÿ çàìåíà ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà

ïîðÿäêà ν íà S [8]. Òîãäà ïðè ν ≥ 1, r > 1/2, íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò:

δNν H
r ≤

(
1 +

∥∥πNν ∥∥)M 1/2
r M

1/2
r−1 |u|Hr |2S|r ·

1

N r
,

èëè

δNν H
r ≤ Cν,r |S|r |u|Hr ·

1

N r

N→∞−→ 0

ãäå êîíñòàíòà Cν,r çàâèñèò òîëüêî îò ν è r. Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè O (N−r) .

2) Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå òðåáîâàíèå â îïðåäåëåíèè íàñû-

ùàåìîñòè, à èìåííî:

∃r0 : δNν H
s = o

(
δNν H

r
)
, ïðè r < s ≤ r0, è r0 = ν + 1.

Çàïèøåì:

δNν H
s

δNν H
r
≤
(
1 +

∥∥πNν ∥∥)M 1/2
s M

1/2
s−1

Ar
|u|Hs

|I|s−r

(ν + 1)s−r−1/2
, (37)

ν ≥ 1, (s − r) > 1/2. Çäåñü îöåíêà ñâåðõó ÷èñëèòåëÿ δNν H
s âçÿòà èç ïðåäû-

äóùåãî ïóíêòà äîêàçàòåëüñòâà 1). Äëÿ îöåíêè çíàìåíàòåëÿ δNν H
r ñíèçó èñ-

ïîëüçîâàíà îöåíêà âåëè÷èíû inf
PNν (S)

sup
u∈Hr(S)

εNν (u)1/2, ïîïåðå÷íèêà Êîëìîãîðîâà,

èìåþùàÿ ìåñòî êàê äëÿ öåëûõ, òàê è äëÿ äðîáíûõ êëàññîâHr ïðè r > 1/2 [1]:

δNν H
r ≥ sup

u∈Hr(S)

εNν (u)1/2 ≥ inf
PNν (S)

sup
u∈Hr(S)

εNν (u)1/2 ≥ Ar
1

(ν + 1)r
,

ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (25). Êîíñòàíòà Ar çàâèñèò òîëüêî îò r. Òîãäà èç (37)
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è çàìåíû (36):

δNν H
s

δNν H
r
≤
(
1 +

∥∥πNν ∥∥)M 1/2
s M

1/2
s−1

Ar
|2S|s−r |u|Hs

1

N s−r ;

δNν H
s

δNν H
r
≤ Cν,r,s

1

N s−r
N→∞−→ 0 äëÿ r < s ≤ ν + 1.

3) Îñòàëîñü ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ïðè r > ν + 1, ñëåäóþùåãî ïðåäëî-

æåíèÿ:

∃u ∈ Hr(S) è íå çàâèñÿùàÿ îò ν êîíñòàíòà c > 0, òàêàÿ, ÷òî∥∥u− πNν (u)
∥∥
H1/2(S)

≥ c · δNν Hν+1.

Ýòî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç íàñûùàåìîñòè ñïëàéíîâîé àïïðîêñèìàöèè

â ïðîñòðàíñòâå ñ ïðîèçâîëüíûì öåëî÷èñëåííûì èíäåêñîì, íàïðèìåð, â ïðî-

ñòðàíñòâå L2. À èìåííî, ñîãëàñíî [2] ìîæåì óêàçàòü òàêîé ýëåìåíò y ∈ Hr(S),

÷òî
∥∥y − πNν (y)

∥∥
L2

N→∞−→ +∞. Òîãäà, èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèîííîå íåðàâåíñòâî
[18]: ∥∥y − πNν (y)

∥∥
H1/2 ≤ c1/2

∥∥y − πNν (y)
∥∥
L2

∥∥y − πNν (y)
∥∥
H1

N→∞−→ +∞.

Ïî ðåçóëüòàòàì ïóíêòîâ 1), 2), 3) íàñûùàåìîñòü äîêàçàíà. Åñëè äàííîå

óòâåðæäåíèå ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íà êëàññàõ Ñîáîëåâà ñ ïîëóöåëûì ïîêà-

çàòåëåì ãëàäêîñòè, òî êëàññîì íàñûùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ Hν+1/2(S), ν ≥ 1. H

Óòâåðæäåíèå 5 (Íåðàâåíñòâî Äæåêñîíà) Ïðè ν ≥ R − 3/2 äëÿ ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ïðèáëèæåíèé ÌÊÑÝ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà ñïðàâåäëè-

âî:

εν(u) ≤ CM
1/2
R−1/2M

1/2
R−3/2

1

(ν + 1)R−1
|I|R−1/2 |u|HR(Ω) ,

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ HR(Ω) è R > 1, R ∈ R, Ω ⊂ R2, êîíñòàíòà C

çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ èñõîäíîãî îïåðàòîðà è ïîñòîÿííûõ â íåðàâåíñòâàõ

âëîæåíèÿ, à MR−1/2, MR−3/2 çàâèñÿò òîëüêî îò R.

Óòâåðæäåíèå 6 Ïóñòü ÌÊÑÝ ñîîòâåòñòâóåò èíòåðïîëÿöèè ëàãðàíæå-

âûìè ñïëàéíàìè íà ãðàíèöàõ ñóïåðýëåìåíòîâ S, ðàçáèåíèå S ðàâíîìåðíî ñ

õàðàêòåðíûì øàãîì ñåòêè |I| . Òîãäà ÌÊÑÝ èìååò íàñûùåíèå ïî ãëàäêî-

ñòè â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω) íà êëàññàõ Hs(Ω), s > 1, s ∈ R. Êëàññîì íàñûùå-

íèÿ ÿâëÿåòñÿ Hν+3/2(Ω), ïîðÿäêîì íàñûùåíèÿ � O(1/N s). Â ïðîñòðàíñòâå

H1(Ω) ïðè ν ≥ R− 3/2 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùÿÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíî-
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ñòè ìåòîäà:

‖u− ū‖H1(Ω) ≤ CM
1/2
R−1/2M

1/2
R−3/2

1

(ν + 1)R−1
|I|R−1/2 |u|HR(Ω) ,

ãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ èñõîäíîãî îïåðàòîðà è ïîñòîÿí-

íûõ â íåðàâåíñòâàõ âëîæåíèÿ, à MR−1/2, MR−3/2 çàâèñÿò òîëüêî îò R.

5 Ñâîéñòâà àïïðîêñèìàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ ÌÊÑÝ.

Íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äàí âûâîä íåðàâåíñòâà Äæåêñîíà äëÿ àïïðîêñèìàöèé

ÌÊÑÝ. Åãî âèä äëÿ ïðîñòðàíñòâà H1(Ω) ñâîéñòâåíåí áîëüøèíñòâó ñòàíäàðò-

íûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ. Ïóñòü àïïðîêñèìàöèÿ ïðîâîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå

X òàê, ÷òî Xn ⊂ X, ãäå Xn � íàáîð àïïðîêñèìèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ìåòî-

äà. Ïîëàãàåì, ÷òî ìîæåò áûòü íàéäåíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r > 0 è âòîðîå

ïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X, íåïðåðûâíî âëîæåííîå â X, òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé

ôóíêöèè u ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Äæåêñîíà:

εn(u)X 6 Cn−r |u|Y , u ∈ Y, n = 1, 2, ... (38)

Êàê ñëåäñòâèå îáùåé ñõåìû ïðè èñïîëüçîâàíèè K-ôóíêöèîíàëà ðàçäåëà 4

îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå. Äëÿ âñåõ 0 < s < r èíòåðïîëÿöè-

îííîå ïðîñòðàíñòâî (X, Y )s/r ìåæäó X è Y âëîæåíî â àïïðîêñèìàöèîííîå

ïðîñòðàíñòâî As
2(X), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èññëåäóåìîé âåëè÷èíîé εn(u)X :

(X, Y )s/r ⊂ As
2(X), 0 < s < r. (39)

Â íàøåì ñëó÷àå: X = H1(Ω), Xn = V̄ N
ν (Ω), Y = HR(Ω), n = ν+1 è r = R−1.

Íàïîìíèì, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì (X, Y )θ , 0 < θ < 1,

íàçûâàåì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ u ∈ X ñ êîíå÷íîé âåëè÷èíîé:

|u|(X,Y )θ
=

 ∞∫
0

[
t−θK(u, t)

]2 dt
t

1/2

<∞. (40)

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé u ∈ X, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà

|u|As2(X) =

[ ∞∑
n=1

n−1 [nsεn(u)X ]2
]1/2

<∞

îáðàçóåò àïïðîêñèìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî As
2(X).
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Ñâÿçü àïïðîêèìàöèîííûõ è èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ âíîñèò çíà÷è-

òåëüíîå óïðîùåíèå â ïîèñê õàðàêòåðèñòèê ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ.

Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå êîìïàíüîíà íåðàâåíñòâà Äæåêñîíà âûñòóïàåò íåðàâåí-

ñòâî Áåðíøòåéíà. Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî óêàçàíû äëÿ íåðàâåíñòâà (38),

íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

|ū|Y 6 Cnr ‖ū‖X , ū ∈ Xn, n = 1, 2, ... (41)

Îíî õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ū èç ïðîñòðàíñòâà àï-

ïðîêñèìàíòîâ Xn â ïðîñòðàíñòâå Y. Åñëè âûáîð ïðîñòðàíñòâ ñîîòâåòñòâóåò

êëàññè÷åñêèì øêàëàì, òî íåðàâåíñòâî Áåðøòåéíà äàñò îöåíêè íîðì ïðîèç-

âîäíûõ àïïðîêñèìàíòîâ ðåøåíèÿ ÷åðåç íîðìû èõ ñàìèõ â äðóãèõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ, ñì., íàïð., [6].

Óòâåðæäåíèå 7 ( [20]) Åñëè ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà Äæåêñîíà (38) è

Áåðíøòåéíà (41), òî äëÿ ëþáîãî 0 < s < r ñïðàâåäëèâî ñîâïàäåíèå

As
2(X) = (X, Y )s/r , 0 < s < r

ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðì.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûå ñâîéñòâà àïïðîêñèìàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ ìåòî-

äà ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû óòâåðæäåíèåì 7, åñëè íàì èçâåñòíû åãî äâà îñíîâ-

íûõ ñîñòàâëÿþùèõ: 1) ïîäõîäÿùåå ïðîñòðàíñòâî Y, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû

(38), (41); è 2) ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ (X, Y )θ . Çàìåòèì, ÷òî èíòåðïîëÿöèîí-

íûå ïðîñòðàíñòâà (X, Y )θ îïðåäåëåíû (40), ïîýòîìó îñíîâíîé âîïðîñ ñîñòàâ-

ëÿåò ïåðâûé ïóíêò: íàõîæäåíèå ïðîñòðàíñòâà Y ⊂ X, äëÿ êîòîðîãî âûïîë-

íåíû íåðàâåíñòâà Äæåêñîíà è Áåðíøòåéíà â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ òîãî èëè

èíîãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ.

Îáðàòèìñÿ ê ÌÊÑÝ è ïîëîæèì, êàê è â ñëó÷àå íåðàâåíñòâà Äæåêñîíà

(38), ÷òî X = H1(Ω), Xn = V̄ N
ν (Ω), Y = HR(Ω), n = ν + 1. Â äàëüíåéøåì

óâèäèì, ÷òî íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà íå âûïîëíåíî. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ìå-

òîäà ñïðàâåäëèâî òîëüêî âëîæåíèå (39), è îáðàòíîå íå èìååò ìåñòà. Âûäåëèì

ïîäðîáíî ñâîéñòâà àïïðîêñèìàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Óòâåðæäåíèå 8 (Íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà) Ïðè àïïðîêñèìàöèè

ÌÊÑÝ Ôåäîðåíêî ñïðàâåäëèâî

As
2(H

1(Ω)) = As
2(H

1(Ω)) =
(
H1(Ω),HR(Ω)

)
s/(R−1)

, 0 < s < R− 1, (42)

ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðì.
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Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà ñ ïîêàçàòåëåì r = R− 1 :

‖ū‖HR(Ω) 6 CnR−1 ‖ū‖H1(Ω) = CnR−1 ‖ū‖H1(Ω) , r = R− 1.

H Èñïîëüçóåì óòâåðæäåíèå 7. Âûáåðåì Y = HR(Ω) è X = H1(Ω) ⊂ H1(Ω),

Xn = V̄ N
ν (Ω). Ïðîñòðàíñòâî

(
H1(Ω),HR(Ω)

)
θ
îïðåäåëåíî K-ôóíêöèîíàëîì

(40). Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà Äæåêñîíà óñòàíîâëåíà ðàíåå â ðàçäåëå 4.

Ïåðåïèøåì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

εn(u)H1(Ω) = εn(u)H1(Ω) 6 Cn−r |u|HR(Ω) 6 C ′n−r |u|HR(Ω) , n = 1, 2, ...,

ãäå u ∈ HR(Ω) ⊂ HR(Ω), n = ν + 1 è r = R− 1.

Ïîêàæåì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà:

|ū|HR(Ω) 6 Cnr ‖ū‖H1(Ω) , ū ∈ V̄ N
ν (Ω), n = 1, 2, ...,

äëÿ òîãî æå r = R− 1 è n = ν + 1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî∣∣γ0ū
∣∣∑
k,l

HR−1/2(Ikl)
6 Cnr ‖ū‖H1(Ω) = Cnr ‖ū‖H1(Ω) , γ0ū ∈ Pν(Ikl), n = 1, 2, ...

(43)

Íåðàâåíñòâî (43) åñòü ñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà ïðè

ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà ñ öåëî÷èñëåííûì

èíäåêñîì R ∈ Z :∣∣γ0ū
∣∣
HR(Ikl)

6 CnR
∥∥γ0ū

∥∥
L2(Ikl)

, γ0ū ∈ Pν(Ikl), n = 1, 2, ..., ∀Ikl,∣∣∣∣ ddτ γ0ū

∣∣∣∣
HR−1(Ikl)

=
∣∣γ0ū

∣∣
HR(Ikl)

6 CnR−1

∥∥∥∥ ddτ γ0ū

∥∥∥∥
L2(Ikl)

= CnR−1
∥∥γ0ū

∥∥
H1(Ikl)

,

à òàêæå

∣∣∣∣ d2

dτ 2
γ0ū

∣∣∣∣
HR−2(Ikl)

=
∣∣γ0ū

∣∣
HR(Ikl)

6 CnR−2
∥∥γ0ū

∥∥
H2(Ikl)

.

Çíà÷èò, èç ñâîéñòâ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ [18]:∣∣γ0ū
∣∣
HR−1/2(Ikl)

6 c1/2

∣∣γ0ū
∣∣1/2
HR−1(Ikl)

∣∣γ0ū
∣∣1/2
HR(Ikl)

6 C ′nR−1/2
∥∥γ0ū

∥∥
L2(Ikl)

,∣∣γ0ū
∣∣
HR−1/2(Ikl)

6 c1/2

∣∣∣∣ ddτ γ0ū

∣∣∣∣1/2
HR−2(Ikl)

∣∣∣∣ ddτ γ0ū

∣∣∣∣1/2
HR−1(Ikl)

6 C ′nR−3/2

∥∥∥∥ ddτ γ0ū

∥∥∥∥
L2

= C ′nR−3/2
∥∥γ0ū

∥∥
H1(Ikl)

,

∣∣γ0ū
∣∣
HR−1/2(Ikl)

6 C ′nR−5/2

∥∥∥∥ d2

dτ 2
γ0ū

∥∥∥∥
L2

= C ′nR−5/2
∥∥γ0ū

∥∥
H2(Ikl)

,
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ãäå∥∥γ0ū
∥∥
H1(Ikl)

=
∥∥γ0ū

∥∥
(H1/2(Ikl),H2(Ikl))

1/3

6 c1/3

∥∥γ0ū
∥∥2/3

H1/2(Ikl)

∥∥γ0ū
∥∥1/3

H2(Ikl)
, èëè

c
−3/2
1/3

∥∥γ0ū
∥∥3/2

H1(Ikl)

∥∥γ0ū
∥∥−1/2

H2(Ikl)
6
∥∥γ0ū

∥∥
H1/2(Ikl)

, c1/3 = const.

Îòêóäà:∥∥γ0ū
∥∥
H1/2(Ikl)

> c
−3/2
1/3

∥∥γ0ū
∥∥3/2

H1(Ikl)

∥∥γ0ū
∥∥−1/2

H2(Ikl)
> c

−3/2
1/3 C ′−1

[
n3/2−R

]3/2 [
n5/2−R

]−1/2 ∣∣γ0ū
∣∣
HR−1/2(Ikl)

,∥∥γ0ū
∥∥
H1/2(Ikl)

> C̃
[
n9/4−3/2·R−5/4+R/2

] ∣∣γ0ū
∣∣
HR−1/2(Ikl)

= C̃n1−R ∣∣γ0ū
∣∣
HR−1/2(Ikl)

.

Â ðåçóëüòàòå èìååì (43) ïðè r = R− 1 :∣∣γ0ū
∣∣∑
k,l

HR−1/2(Ikl)
6 CnR−1 ‖ū‖H1(Ω) = CnR−1 ‖ū‖H1(Ω) .

Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 7 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (42). H

Óòâåðæäåíèå 9 Ïóñòü Tν � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ, çàäàþ-

ùàÿ �îïòèìàëüíóþ� àïïðîêñèìàöèþ ÌÊÑÝ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåòîäó

Áóáíîâà-Ãàë¸ðêèíà. Òî åñòü:

‖u− Tνu‖H1(Ω) 6 Cεν(u) = C inf
v∈V̄ν(Ω)

(
‖u− v‖H1(Ω)

)
, ν = 0, 1, 2, ...,

ãäå Tνu = ū, õàðàêòåðèçóåìîå ïîêàçàòåëåì ν è àïïðîêñèìàöèîííûì ïðî-

ñòðàíñòâîì ÌÊÑÝ V̄ν(Ω); C > 0 � êîíñòàíòà èç (12). Òàêàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü óñòîé÷èâà â HR(Ω) â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

‖ū‖HR(Ω) = ‖Tνu‖HR(Ω) 6 C |u|HR(Ω) , ν = 0, 1, 2, ...,

ãäå C � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ íè îò îäíîãî èç âõîäÿùèõ â íåðàâåíñòâî

ïàðàìåòðîâ.

Òîãäà Tνu äîñòàâëÿþò ìèíèìóì K-ôóíêöèîíàëó

‖u− ū‖H1(Ω) + (ν + 1)−r |ū|HR(Ω) =

‖u− Tνu‖H1(Ω) + (ν + 1)−r |Tνu|HR(Ω) 6 CK(u, t,H1(Ω),HR(Ω)), ν = 0, 1, 2, ...,

òàêæå ñ íåçàâèñèìîé êîíñòàíòîé C, ãäå r = R − 1 ñîîòâåòñòâóåò íåðà-

âåíñòâàì Äæåêñîíà è Áåðíøòåéíà (ñì. [20]) è âåëè÷èíà t = (ν + 1)−r.

Ìèíèìèçàöèÿ K-ôóíêöèîíàëà â ïðîñòðàíñòâàõ HR(Ω) äîñòàâëÿåò �îï-

òèìàëüíîå� ïðèáëèæåíèå K-ôóíêöèîíàëó, ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðîñòðàí-
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ñòâàì Ñîáîëåâà HR(Ω). Òàê, ÷òî:

K(u, t,H1(Ω),HR(Ω)) ' C·εν(u)H1(Ω) = C·εν(u)H1(Ω) 6 C ′R·K(u, t,H1(Ω), HR(Ω)),

îáðàòíîå íåðàâåíñòâî â îáùåì ñëó÷àå íå âûïîëíåíî.

6 Çàêëþ÷åíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåí-

òîâ Ôåäîðåíêî. Âûâåäåíû íåðàâåíñòâà òèïà Äæåêñîíà è Áåðíøòåéíà äëÿ

ïðèáëèæåíèé ÌÊÑÝ. Ïîêàçàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà àïïðîêñèìàöèîííûõ

ïðîñòðàíñòâ ìåòîäà. Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî íà ïðèìåðå çàäà÷è Äèðèõëå,

ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà êëàññ îáùèõ ëèíåéíûõ ýëëèïòè-

÷åñêèõ çàäà÷.
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