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ÓÄÊ 629.78

Íàáëþäàåìîñòü òåëà ñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé, ñíàáæåííîãî ëà-

çåðíûìè ðåòðîðåôëåêòîðàìè. Ð.Á.Íåìó÷èíñêèé, Ì.Þ.Îâ÷èííèêîâ.
ÈÏÌ èì. Ì. Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà, 2009, 22 ñ., áèáëèîãðàôèÿ: 9 íà-
èìåíîâàíèé
Ðàññìàòðèâàåòñÿ òâåðäîå òåëî ñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé, îáîðóäîâàííîå ðå-

òðîðåôëåêòîðàìè. Òåëî ïîäñâå÷èâàåòñÿ ëàçåðíûì ëó÷îì è ïî âðåìåíè ïðî-
õîæäåíèÿ ëó÷à â îáå ñòîðîíû îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå äî ðåòðîðåôëåêòî-
ðîâ. Â ðàáîòå èçó÷åíà âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè òåëà ïî îäíî-
ìîìåíòíûì èçìåðåíèÿì è ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ òåëà ïî ýòèì èçìåðåíèÿì, åñëè äâèæåíèå òåëà ïðèíàäëåæèò
íåêîòîðûì êëàññàì. Îáîñíîâûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïî-
ëó÷åííîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè òåëà, â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè
è ìàëûõ êîëåáàíèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè, íàáëþäàåìîñòü, ëàçåðíûé

ðåòðîðåôëåêòîð, ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ

Observability of a rigid body with a �xed point equipped with laser

retrore�ectors.
R. Nemuchinsky, M. Ovchinnikov. Keldysh Institute of Applied Mathematics
of Russian Academy of Sciences, Moscow, 2009, 22 p., 9 items of bibliography
A rigid body with �xed point equipped with laser retrore�ectors is considered.

The body is lighted up with laser beam and distance to the retrore�ectors
is computed from the time of the beam returning. A possibility of attitude
determination from one-shot measurements is examined and a possibility of
rotation determination of the body from these measurements is disclosed in the
case when the rotation belongs to some certain kind. Solubility of system of
equation builded in the attempt of rotation determination is substantiated when
the rotation is regular precession or small-amplitude oscillation.
Key words: Attitude Determination, Observability, Laser Retrore�ector,

Regular Precession
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Ââåäåíèå

Îïèñàííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè ðàçðà-
áîòàí äëÿ ñïóòíèêîâ, îáîðóäîâàííûõ ëàçåðíûìè ðåòðîðåôëåêòîðàìè. Èñ-
ïîëüçîâàíèå ëàçåðíûõ òåëåñêîïîâ äëÿ êîñìîíàâòèêè íà÷àëîñü áîëåå ñîðîêà
ëåò íàçàä è ñ òåõ ïîð íåïðåðûâíî ñîâåðøåíñòâóåòñÿ[1]. Ñðåäè ïðî÷èõ ìåòî-
äîâ âíåøíåòðàåêòîðíûõ íàáëþäåíèé çà ñïóòíèêàìè èõ ïðèìåíåíèå îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ïðåèìóùåñòâàìè:

• èñïîëüçîâàíèå ïðîñòîé ìîäåëè ïðåëîìëåíèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à â àòìîñôå-
ðå;

• îäíîçíà÷íîå îïðåäåëåíèå âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ ëó÷à;

• òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò ëàçåðíîãî äàëüíîìåðà äî ðåòðîðå-
ôëåêòîðà â èäåàëüíûõ óñëîâèÿõ 1-2 ìì;

• ñàíòèìåòðîâàÿ òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ îðáèòû (1-2 ñì; äëÿ ñðàâíåíèÿ ó
GPS òî÷íîñòü 3-4 ñì).

• ðàáîòà ñî ñïóòíèêàìè ñ âûñîòîé îðáèòû âïëîòü äî ëóííîé îðáèòû;

• ñíèæåíèå ïîòðåáëÿåìîé ñïóòíèêîì ýíåðãèè, ò. ê. îí îáîðóäóåòñÿ ïàññèâ-
íûìè (íå ïîòðåáëÿþùèìè ýíåðãèè) ðåòðîðåôëåêòîðàìè;

• âîçìîæíîñòü ðàáîòû íåçàâèñèìî îò âðåìåíè ñóòîê;

• èìååòñÿ íàçåìíàÿ èíôðàñòðóêòóðà, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ãëîáàëüíóþ
äîñòóïíîñòü äàííûõ ïðàêòè÷åñêè â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè;

Äëÿ íàáëþäåíèÿ çà ñïóòíèêàìè èñïîëüçóåòñÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ ñåòü ëà-
çåðíîé äàëüíîìåòðèè ñïóòíèêîâ ILRS, â êîòîðóþ âõîäèò áîëåå 40 ñòàíöèé
ñëåæåíèÿ â 30 ñòðàíàõ, ðàñïîëîæåííûõ ïî âñåìó çåìíîìó øàðó (ðèñ. 1)[2].
Ñòàíöèè îáîðóäîâàíû òåëåñêîïàìè ñ ëàçåðíîé ïîäñâåòêîé. Òî÷íîñòü èçìåðå-
íèÿ ðàññòîÿíèÿ äî ïîäñâå÷åííîãî ëàçåðíûì ëó÷îì ðåòðîðåôëåêòîðà ñîñòàâ-
ëÿåò îò 2 äî 40 ñì è çàâèñèò îò îáîðóäîâàíèÿ, óñòàíîâëåííîãî íà ñòàíöèè è
ïîãðåøíîñòåé, âíîñèìûõ ðåôðàêöèåé ëó÷à â àòìîñôåðå. Èìåííî ðåôðàêöè-
åé îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, êîòîðàÿ â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ
âñåãäà áîëüøå, ÷åì ïîãðåøíîñòü â 1-2 ìì, èìåþùàÿñÿ ó ëàçåðíîé äàëüíî-
ìåòðèè â èäåàëüíûõ óñëîâèÿõ [3].
Ñî ñòàíöèé ILRS âåëîñü è âåäåòñÿ íàáëþäåíèå áîëåå ÷åì çà ñîòíåé ñïóòíè-

êîâ, ñíàáæåííûõ ëàçåðíûìè ðåòðîðåôëåêòîðàìè. Äëÿ óñïåøíûõ íàáëþäå-
íèé òåëåñêîïû íåîáõîäèìî êàëèáðîâàòü. Â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ îïòè÷åñêèõ
òåëåñêîïîâ, êîòîðûå êàëèáðóþòñÿ ïî äâîéíûì çâåçäàì è çâåçäíûì ñêîïëå-
íèÿì, äëÿ êàëèáðîâêè ëàçåðíûõ òåëåñêîïîâ íåîáõîäèìû ñïåöèàëüíûå öåëè ñ
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Ðèñ. 1. Ñòàíöèè ILRS

çàðàíåå èçâåñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Â êà÷åñòâå îäíîé èç òàêèõ öåëåé áûë
èñïîëüçîâàí ïàññèâíûé íàíîñïóòíèê REFLECTOR (Retrore�ector Ensemble
for Laser Experiments, Calibration, Testing Optical Research). Íàíîñïóòíèê
REFLECTOR áûë ðàçðàáîòàí Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèì èíñòèòóòîì ïðå-
öèçèîííîãî ïðèáîðîñòðîåíèÿ (ÍÈÈÏÏ) â ñîòðóäíè÷åñòâå ñ Åâðîïåéñêèì îò-
äåëåíèåì àýðîêîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è ðàçðàáîòîê ÂÂÑ ÑØÀ ïðè ó÷à-
ñòèè Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì. Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, â êîòî-
ðîì áûëà ðàçðàáîòàíà ñèñòåìà îðèåíòàöèè äëÿ ñïóòíèêà. Äëÿ êàëèáðîâêè
òåëåñêîïîâ ñïóòíèê äîëæåí áûë èìåòü çàðàíåå èçâåñòíóþ îðèåíòàöèþ. Å¼
îáåñïå÷èâàëà ïàññèâíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ñèñòåìà îðèåíòàöèè ñ ìàãíèòíûì
äåìïôåðîì. Íàíîñïóòíèê REFLECTOR áûë óñïåøíî âûâåäåí íà íèçêóþ
ñîëíå÷íî-ñèíõðîííóþ îðáèòó 10 äåêàáðÿ 2001 ãîäà. Ïîñëå âûõîäà ñïóòíè-
êà íà îðáèòó âñòàëà çàäà÷à îïðåäåëèòü åãî îðèåíòàöèþ ïî êðàéíå ñêóäíûì
äàííûì � èçìåðåíèÿì ëàçåðíûõ äàëüíîìåðîâ[4].
Â Ðîññèè ëàçåðíûå ðåòðîðåôëåêòîðû äëÿ ñïóòíèêîâ ïðîèçâîäèò

ÍÈÈÏÏ[5]. Ïîìèìî îáû÷íûõ óãîëêîâûõ ðåòðîðåôëåêòîðîâ ñ òî÷íîñòüþ îï-
ðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ äî 0,5 ìì, â ÍÈÈÏÏ ïðîèçâîäÿò ñôåðè÷åñêèå ðåòðî-
ðåôëåêòîðû íîâîãî ïîêîëåíèÿ ñîáñòâåííîé ðàçðàáîòêè. Èõ äåéñòâèå îñíî-
âàíî íà ýôôåêòå ëèíçû Ëþíåáåðãà. Îíè îòëè÷àþòñÿ íåáîëüøèìè ðàçìåðû
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(äèàìåòð 60 ìì), òî÷íîñòüþ îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ äî 0,1 ìì è øèðîêèì
ïîëåì çðåíèÿ[6]. Óãîëêîâûå ðåòðîðåôëåêòîðû èìåþò ãîðàçäî áîëåå óçêîå
ïîëå çðåíèÿ, ïîýòîìó ÷òîáû îáåñïå÷èòü âèäèìîñòü ñïóòíèêà ñ ëþáîé ñòî-
ðîíû, èõ ñîáèðàþò â ¾ãðîçäè¿ ïî íåñêîëüêî øòóê, íàïðàâëåííûõ â ðàçíûå
ñòîðîíû.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äàþòñÿ ðåêîìåíäàöèè ïî ðàçìåùåíèþ ëàçåðíûõ ðå-

òðîðåôëåêòîðîâ íà ñïóòíèêå è îïèñûâàåòñÿ ëîêàëüíûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé
îïðåäåëèòü îäíîîñíóþ îðèåíòàöèþ ñïóòíèêà, ñíàáæåííîãî ëàçåðíûìè ðå-
òðîðåôëåêòîðàìè ñ ó÷åòîì äàííûõ ðåêîìåíäàöèé. Òàêæå îïòèìèçàöèîííû-
ìè ìåòîäàìè îáîñíîâûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ âðàùåíèÿ ñïóòíè-
êà, ñíàáæåííîãî ëàçåðíûìè ðåòðîðåôëåêòîðàìè, è îïèñûâàþòñÿ ðåçóëüòà-
òû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ îðèåíòàöèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íà òâåðäîì òåëå, êîòîðîå ìîæåò âðàùàòüñÿ îòíîñèòåëüíî çàêðåïëåííîé
òî÷êè, óñòàíîâëåíî íåñêîëüêî ëàçåðíûõ ðåòðîðåôëåêòîðîâ. Òåëî ïîäñâå÷è-
âàåòñÿ ëàçåðîì èç êîíêðåòíîé òî÷êè, êîòîðàÿ ìîæåò êàê äâèãàòüñÿ îòíîñè-
òåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, òàê è îñòàâàòüñÿ íåïîäâèæíîé. Îò-
ðàæåííûé ðåòðîðåôëåêòîðîì ëàçåðíûé ëó÷ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ýòîé æå òî÷-
êå. Ïî âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ ëó÷à â îáå ñòîðîíû îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå
äî êàæäîãî ¾îñâåùåííîãî¿ ëàçåðíûì ëó÷îì ðåòðîðåôëåêòîðà. Â êà÷åñòâå
èçìåðåíèé óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ðàññòîÿíèå îò ðåòðîðåôëåêòîðà äî, òàê
íàçûâàåìîé, êàðòèííîé ïëîñêîñòè � ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
çàêðåïëåíèÿ òâåðäîãî òåëà è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé ÷åðåç
òî÷êó çàêðåïëåíèÿ òåëà è òî÷êó, èç êîòîðîé èñïóñêàåòñÿ ëàçåðíûé ëó÷.
Ââîäÿòñÿ ïðàâûå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò: ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì

ñèñòåìà êîîðäèíàò Ox1x2x3 è íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò OY1Y2Y3, ãäå
O � òî÷êà çàêðåïëåíèÿ òåëà. Ïóñòü A - ìàòðèöà ïåðåõîäà èç Ox1x2x3 â
OY1Y2Y3, Pi � òî÷êà òåëà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ i-é ðåòðîðåôëåêòîð (i =
1, ..., n), C � òî÷êà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ èñòî÷íèê ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, ri =−−→
OPi, d =

−→
CO, di =

−−→
CPi, τ = d

|d| � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü

ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè çàêðåïëåíèÿ òåëà îòíîñèòåëüíî òî÷êè C (ðèñ. 2).
Ïîñêîëüêó ðàññìîòðåíèå çàäà÷è èìååò ñâîåé êîíå÷íîé öåëüþ îïðåäåëåíèå

îðèåíòàöèè ñïóòíèêà, íàõîäÿùåãîñÿ íà îðáèòå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî õàðàê-
òåðíûé ðàçìåð òåëà ìíîãî ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè çàêðåïëåíèÿ òåëà äî
èñòî÷íèêà ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ëó÷è ëàçåðà îò èñòî÷íèêà
äî âñåõ ðåòðîðåôëåêòîðîâ ìîæíî ñ÷èòàòü ïàðàëëåëüíûìè è òîãäà ìîæíî
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Ðèñ. 2. Ñèñòåìû êîîðäèíàò

ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð τ íàïðàâëåí ïî ëàçåðíîìó ëó÷ó. Â ðàìêàõ ýòîãî ïðåä-
ïîëîæåíèÿ ðàññòîÿíèå li îò ðåòðîðåôëåêòîðà Pi äî êàðòèííîé ïëîñêîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì ðàçíîñòè ìåæäó ðàññòîÿíèåì di îò èñòî÷íèêà ëà-
çåðíîãî èçëó÷åíèÿ C äî ðåòðîðåôëåêòîðà Pi è ðàññòîÿíèåì d îò èñòî÷íèêà
ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ C äî òî÷êè çàêðåïëåíèÿ òåëà O (ðèñ.3). Òî÷íàÿ ôîðìó-
ëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ li èìååò âèä li = di cosαi−d. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ óãîë αi

ìàë, ñëåäîâàòåëüíî cosαi ≈ 1 è ïîýòîìó, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, li ≈ di − d.
Äàëåå èçìåðåíèåì, ïîñòóïèâøèì ñ i-ãî ðåòðîðåôëåêòîðà, áóäåì íàçûâàòü
âåëè÷èíó li. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ êàðòèííîé ïëîñêîñòè, ìîæíî çàïèñàòü

li = (ri, τ ). (1)

Òðåáóåòñÿ èäåíòèôèöèðîâàòü âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå òåëà, òî åñòü íàéòè
ôóíêöèþ çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ åãî îðèåíòàöèþ, îò âðå-
ìåíè íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå [t0, t1]. Çíàÿ ýòè ïàðàìåòðû ìîæíî âû÷èñëèòü
ìàòðèöó ïåðåõîäà AT èç ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â íåïîäâèæíóþ è
ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü åå. À çàòåì ïî ôîðìóëå Ω = ȦTA [7] ìîæíî íàé-
òè óãëîâóþ ñêîðîñòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå. Òî÷êîé (̇) îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè.
Ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå òåëà èäåíòèôèöèðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòî-

äàìè íå óäàåòñÿ, òàê êàê ðåçóëüòàòû ïðîèçâîäèìûõ èçìåðåíèé èíâàðèàíòíû
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Ðèñ. 3. Ïðîâåäåíèå èçìåðåíèé

îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà òåëà âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èñòî÷íèê ëàçåð-
íîãî èçëó÷åíèÿ � òî÷êó C � è òî÷êó çàêðåïëåíèÿ òåëà O. Ñëåäîâàòåëüíî,
óãîë ïîâîðîòà è êîìïîíåíòà óãëîâîé ñêîðîñòè, âîêðóã ýòîé îñè, íå îïðåäå-
ëÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ri = r⊥i + r∥i, ãäå r⊥i � êîìïîíåíòà, ïåðïåí-
äèêóëÿðíàÿ τ , à r∥i � êîìïîíåíòà, ïàðàëëåëüíàÿ τ . Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå
U � ýòî ïîâîðîò íà íåêîòîðûé óãîë âîêðóã τ . Òîãäà Uri = r′⊥i + r∥i, òàê
êàê ïîâîðîò U ïåðåâåäåò r∥i â ñåáÿ æå, à r⊥i â íåêîòîðûé äðóãîé âåêòîð
r′⊥i, òàêæå ïåðïåíäèêóëÿðíûé τ . Ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ â âèäå
âûðàæåíèÿ (τ , r∥i), çíà÷åíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèÿ,
ïîëó÷åííîãî ñ ðåòðîðåôëåêòîðà äî ïîâîðîòà. Òî åñòü, ïîâîðîòû âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èñòî÷íèê ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ è òî÷êó çàêðåïëåíèÿ òåëà
O, íå ìåíÿþò çíà÷åíèÿ èçìåðåíèé, è îäíîìó íàáîðó èçìåðåíèé ñîîòâåòñòâó-
åò ìíîæåñòâî îðèåíòàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ïîâîðîòîì.
Òàêèì îáðàçîì, íóæíî ñäåëàòü êàêèå-ëèáî ïðåäïîëîæåíèÿ î äâèæåíèè òåëà,
íàïðèìåð, ââåñòè äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ñ ââåäåíèåì äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ãîâîðèòü î åå íàáëþäàåìîñòè.
Â îïðåäåëåíèè íàáëþäàåìîñòè áóäåì ñëåäîâàòü [8]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äè-
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íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ íàáëþäåíèÿìè

ẋ = Bx+ Cu,
z = Hx,

(2)

ãäå x è z - âåêòîðû, B, C, H - ìàòðèöû, âîçìîæíî, çàâèñÿùèå îò âðåìåíè, u
- èçâåñòíîå óïðàâëåíèå, ïðåäñòàâëåííîå òàêæå â âèäå âåêòîðà. Ñèñòåìà (2)
íàçûâàåòñÿ íàáëþäàåìîé â ìîìåíò t, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ìîìåíò t0
òàêîé, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû x(t) èç íàáëþäåíèÿ ôóíê-
öèè z(t) íà èíòåðâàëå [t0, t].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ

â óñëîâèÿõ ñîáëþäåíèÿ îäíîãî èç äâóõ óñëîâèé:

• äâèæåíèå òåëà îòíîñèòåëüíî çàêðåïëåííîé òî÷êè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ;

• äâèæåíèå òåëà îòíîñèòåëüíî çàêðåïëåííîé òî÷êè ñîâïàäàåò ñ äâèæå-
íèåì îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà íà êðóãîâîé îêîëîçåìíîé îðáèòå âáëèçè
óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ çàïèøåì ðàâåíñòâà (1) äëÿ i = 1, ..., n â
âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî τ

(r1, τ ) = l1
...

(rn, τ ) = ln

è ïåðåïèøåì ýòó ñèñòåìó â ìàòðè÷íîé ôîðìå

Rτ x = l, (3)

ãäå R � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n× 3, i-é ñòðîêîé â êîòîðîé ñëóæèò ðàäèóñ-
âåêòîð òî÷êè Pi â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, τ x � âåêòîð τ , çàäàííûé
ñâîèìè ïðîåêöèÿìè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3, à l � n-ìåðíûé âåêòîð,
i-ÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ, ïîëó-
÷åííîãî ñ i-ãî ðåòðîðåôëåêòîðà.

2 Àíàëèç çàäà÷è

Ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (3) çàâèñèò îò ðàíãà ìàòðèöûR [9]. Ñèñòåìà íåñîâ-
ìåñòíà â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàíã ìàòðèöû R ìåíüøå ðàíãà ðàñøèðåííîé ìàò-
ðèöû (R|b). Íî åñëè ìàòðèöà R è ñòîëáåö b ïîëó÷åíû èç èçìåðåíèé îò ðå-
òðîðåôëåêòîðîâ, óñòàíîâëåííûõ íà ðåàëüíîì òåëå ñ çàäàííîé îðèåíòàöèåé,
ó ñèñòåìû âñåãäà åñòü ðåøåíèå â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ âåêòîðà τ ïðè ëþáîé
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Ðèñ. 4. Îäíîçíà÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè

çàäàííîé îðèåíòàöèè. Íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð,
èç-çà ïîãðåøíîñòåé â èçìåðåíèÿõ, èëè åñëè èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü â ðàç-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè, ò. å. â ñëó÷àå íåêîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Ïî-
ýòîìó â äàëüíåéøåì ñëó÷àé íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (3) ðàññìàòðèâàòüñÿ íå
áóäåò.
Åñëè íà òåëå óñòàíîâëåíî ìåíüøå òðåõ ðåòðîðåôëåêòîðîâ, òî ñèñòåìà (3)

èìååò ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Åñëè íà òåëå óñòàíîâëåíî òðè èëè áîëåå ðåòðî-
ðåôëåêòîðà, ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû çàâèñèò îò îïðåäåëèòåëÿ åå ìàòðèöû.
Åñëè ñðåäè ðàäèóñ-âåêòîðîâ ðåòðîðåôëåêòîðîâ åñòü òðè íåêîìïëàíàðíûõ,
òîãäà ìàòðèöà R íåâûðîæäåííàÿ, åå ðàíã ðàâåí ïîðÿäêó ñèñòåìû (3) è ñè-
ñòåìà (3) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Èíà÷å ðàíã ìàòðèöû R ìåíüøå òðåõ è
èìååòñÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé (áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ðàçáîðà ðàçëè÷íûõ ñè-
òóàöèé ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4).
Âèäíî, ÷òî äîáàâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé ê ñèñòåìå (3) (èëè, ÷òî

òî æå ñàìîå, óñòàíîâêà äîïîëíèòåëüíûõ ðåòðîðåôëåêòîðîâ íà òåëî) ñâåðõ
òðåõ èìåþùèõñÿ íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëüøåé èíôîðìàöèè îá îðèåíòà-
öèè òåëà, ïîñêîëüêó äëÿ îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) äîñòàòî÷íî òðåõ
óðàâíåíèé, à äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèÿ íè÷åãî íîâîãî íå äàþò. Îäíàêî â
óñëîâèÿõ ðåàëüíûõ èçìåðåíèé ñ ïîãðåøíîñòÿìè ðàçìåùàòü íà òåëå áîëü-
øå òðåõ ðåòðîðåôëåêòîðîâ èìååò ñìûñë äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷èâøåéñÿ ïåðå-
îïðåäåëåííîé ñèñòåìû îäíèì èç ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð ìåòîäîì
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì îòäåëüíîãî ðàñ-
ñìîòðåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñëó÷àé óñòàíîâêè íà òåëî áîëåå, ÷åì òðåõ
ðåòðîðåôëåêòîðîâ ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäåò.
Èòàê, åñëè íà òåëå óñòàíîâëåíî òðè ðåòðîðåôëåêòîðà, ïðè÷åì èõ ðàäèóñ-

âåêòîðû îòíîñèòåëüíî òî÷êè çàêðåïëåíèÿ òåëà íåêîìïëàíàðíû, ìîæíî ðå-
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øèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (3) è íàéòè τ x, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü
îðèåíòàöèþ òåëà ñ òî÷íîñòüþ äî åãî ïîâîðîòà âîêðóã âåêòîðà τ . Åñëè òå-
ëî îñâåùàåòñÿ îäíîâðåìåííî äâóìÿ ëàçåðàìè èç ðàçíûõ òî÷åê, ïîÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíîñòü ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî èçìåðåíèÿ âòîðîãî ëàçåðà íàéòè
óãîë ïîâîðîòà âîêðóã âåêòîðà τ è òàêèì îáðàçîì îïðåäåëèòü îðèåíòàöèþ
îäíîçíà÷íî.
Ñèòóàöèþ, êîãäà òåëî îñâåùàåòñÿ äâóìÿ ëàçåðàìè, ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå.

Ïóñòü èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) è ïîäîáíîé åé, ñîñòàâëåííîé àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì, íî ñ èçìåðåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ñî âòîðîãî ëàçåðà â ïðàâîé ÷àñòè,
îïðåäåëåíû êîîðäèíàòû â ñâÿçàííîé ñ òåëîì ñèñòåìå êîîðäèíàò äâóõ âåêòî-
ðîâ � τ è ν (ν � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïî ëó÷ó âòîðîãî ëàçåðà).
Èõ êîîðäèíàòû â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èçâåñòíû. Íóæíî ïîëó-
÷èòü ìàòðèöó ïåðåõîäà èç ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â íåïîäâèæíóþ.
Ïóñòü íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò âûáðàíà òàê, ÷òî îñü OY1 íàïðàâ-

ëåíà ïî âåêòîðó τ , à âåêòîð ν ëåæèò â ïëîñêîñòè OY1Y2. Òîãäà τ = j1,
ν = aj1 + bj2; j1, j2, j3 � îðòû ñèñòåìû êîîðäèíàò OY1Y2Y3, a è b � íåêîòî-
ðûå êîýôôèöèåíòû. Ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî îáðàòèòü: j1 = τ , j2 =

1
b
ν − a

b
τ ,

j3 = j1 × j2. Ïîñêîëüêó èç èçìåðåíèé ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî â íàñòîÿùåì
ðàçäåëå ñïîñîáà ïîëó÷åíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ τ è ν â ñâÿçàííîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò, ìîæíî ïîëó÷èòü êîîðäèíàòû îðòîâ j1, j2, j3 â ýòîé æå ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Ýòè êîîðäèíàòû, çàïèñàííûå â âèäå ìàòðèöû, äàþò ìàòðèöó ïå-
ðåõîäà èç Ox1x2x3 â OY1Y2Y3, ÷òî è íóæíî äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ
îðèåíòàöèè òåëà.

3 Íàáëþäàåìîñòü âðàùàþùåãîñÿ òåëà

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ, ãäå ðàññìàòðèâàëîñü îïðåäåëåíèå
îðèåíòàöèè òåëà ïî èçìåðåíèÿì, ïðîèçâåäåííûì â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðå-
ìåíè, è âñëåäñòâèå ýòîãî ìîäåëü äâèæåíèÿ òåëà íå èìåëà çíà÷åíèÿ, â ýòîì
ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âðàùàþùååñÿ òåëî ñ çàäàííîé ìîäåëüþ äâèæåíèÿ,
íî íåèçâåñòíûìè åå ïàðàìåòðàìè, à òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïðåäåëåíèå åãî
îðèåíòàöèè è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ

äâèæåíèÿ â ðàìêàõ ìîäåëè, ðàâíî k. Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ íóæíî ïîëó÷èòü
k óðàâíåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîâåñòè k èçìåðåíèé. Ïîñêîëüêó ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ òåëà ñ íå áîëåå ÷åì òðåìÿ ðåòðîðåôëåêòîðàìè, òî åñëè k áîëüøå
òðåõ, èçìåðåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.
Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð èçìåðåíèé li(tj), ïîëó÷åííûõ ñ i-ãî ðåôëåêòîðà (i =

1, ..., n) â ìîìåíò âðåìåíè tj (j = 1, ..., a). Ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ñîîòíîøåíèå nm ≥ k, ÷òîáû ÷èñëî èçìåðåíèé áûëî íå ìåíüøå ÷èñëà îïðå-
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äåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïóñòü ìîäåëü ïðåäñêàçûâàåò òàêîå äâèæåíèå òåëà,
÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà èç ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox1x2x3 â ñèñòåìó êîîðäèíàò
OY1Y2Y3 îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì A(t, f), ãäå f � âåêòîð èç k êîìïîíåíò,
çàäàþùèõ ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ òåëà (íàïðèìåð, ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâà-
íèÿ). Èñõîäÿ èç ìîäåëè, ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ i-ãî ðåôëåêòîðà
â ìîìåíò âðåìåíè tj, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

li(tj) = (τ (tj), A(tj, f)ri).

Çäåñü li(tj) � èçâåñòíûå ÷èñëà, ïîëó÷åííûå èç èçìåðåíèé. Íàáîð èç k òàêèõ
ðàâåíñòâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíîãî âåêòîðà f . Åñëè ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òîãäà ïî
ìîäåëè äâèæåíèÿ ñ íàéäåííûìè ïàðàìåòðàìè äâèæåíèÿ f âîññòàíàâëèâà-
åòñÿ îðèåíòàöèÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Òàêèì
îáðàçîì, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (2) îêàçûâàåòñÿ íàáëþäàåìîé.
Ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû èññëåäóåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû1 îá îáðàòíîé

ôóíêöèè[10]. Ïðèìåíèòåëüíî ê îïèñàííîé çàäà÷å Fh = (τ (th), A(th, f)rh)−lh,
ãäå h = 1, ..., k, th ∈ {t1, ..., tn}, rh ∈ {r1, ..., ra}, lh � èçìåðåíèå, ïîëó÷åííîå
â ìîìåíò âðåìåíè th ñ ðåòðîðåôëåêòîðà ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì rh. Ðîëü íåèç-
âåñòíûõ ui èãðàþò êîìïîíåíòû âåêòîðà f , ðîëü ïàðàìåòðîâ xi � th è rh. Äëÿ
ïðîñòîòû â äàëüíåéøåì âìåñòî ôóíêöèé Fh áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèÿ
F̃h, â êîòîðîé âåêòîð τ çàìåíåí íà íåíîðìàëèçîâàííûé âåêòîð d, à ñëàãà-
åìîå −lh íå ó÷èòûâàåòñÿ, ïîñêîëüêó îíî ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé è íå ìåíÿåò
ïðîèçâîäíîé è ìàòðèöû ßêîáè â öåëîì. Ïîñêîëüêó d îòëè÷àåòñÿ îò τ òîëüêî
÷èñëåííûì ìíîæèòåëåì, çàâèñÿùèì îò th, ïî êîòîðîé äèôôåðåíöèðîâàíèå

1Òå î ð å ì à. Ïóñòü a ôóíêöèé

F1(u1, ..., ua, x1, ..., xn),
...

Fa(u1, ..., ua, x1, ..., xn)

äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè K0(u
0
1, ..., u

0
a, x

0
1, ..., x

0
n) ïðîñòðàíñòâà Rn+a, ïðè÷¼ì

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòèõ ôóíêöèé ïî ïåðåìåííûì u1, ..., ua íåïðåðûâíû â òî÷êå K0. Òîãäà åñëè â òî÷êå

K0 âñå ôóíêöèè Fi, i = 1, ..., a îáðàùàþòñÿ â íóëü, à ÿêîáèàí

∣∣∣∣∂Fi
∂uj

∣∣∣∣ îòëè÷åí îò íóëÿ, òî äëÿ äîñòàòî÷íî

ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ε1, ..., εa íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè K ′
0(x

0
1, ..., x

0
n) ïðîñòðàíñòâà Rn,

÷òî â ïðåäåëàõ ýòîé îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå a ôóíêöèé

u1 = φ1(x1, ..., xn),
...

ua = φa(x1, ..., xn),

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì |u1−u0
1| < ε1,..., |ua−u0

a| < εa è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

F1(u1, ..., ua, x1, ..., xn) = 0,
...

Fa(u1, ..., ua, x1, ..., xn) = 0,

ïðè÷åì ýòî ðåøåíèå íåïðåðûâíî è äèôôåðåíöèðóåìî â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè K ′
0.
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íå ïðîâîäèòñÿ, ìàòðèöà ßêîáè

(
∂F̃i
∂fj

)
îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðèöû

(
∂Fi
∂fj

)
òîëü-

êî òåì, ÷òî åå ñòðîêè óìíîæåíû íà íåêîòîðûå ÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû, à
ýòî íà âûðîæäåííîñòü ìàòðèöû íå âëèÿåò[9].
Èòàê, íà ðàçðåøèìîñòü èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

F̃i = 0, i = 1, ..., k. (4)

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè â äàëüíåéøåì áóäåì èññëåäîâàòü íàáëþäàåìîñòü äëÿ
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî âðåìåíè èçìåðåíèé â ìîìåíòû tj = (j−1)∆t,
j = 1, ..., n.
Äàëåå, â ïîäðàçäåëàõ 3.1 è 3.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñåìåéñòâà äâèæåíèé.

Äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè F̃i, ñ÷èòàåòñÿ è ñðàâíèâàåòñÿ ñ íó-
ëåì ÿêîáèàí. Òàêèì îáðàçîì âûÿñíÿåòñÿ â êàêèõ ñëó÷àÿõ äèíàìè÷åñêèå ñè-
ñòåìû, îïèñûâàþùèå äâèæåíèÿ èç ýòèõ ñåìåéñòâ, áóäóò íàáëþäàåìûìè. Ýòè
ñåìåéñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ è äâèæåíèå, ñîâïàäà-
þùåå ñ ìàëûìè êîëåáàíèÿìè ãðàâèòàöèîííî-îðèåíòèðîâàííîãî òåëà îêîëî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

3.1 Íàáëþäàåìîñòü ïðåöåññèðóþùåãî òåëà

Îäíèì èç âàæíûõ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ òåëà, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðàññìîò-
ðåòü, ÿâëÿåòñÿ åãî ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ. Òàê äâèæåòñÿ òåëî â îòñóòñòâèå
âíåøíèõ ìîìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, ýòà ìîäåëü ïðèíÿòà â êà÷åñòâå îñíîâíîé â
ðàáîòå [11].
Ïóñòü òåëî ïðåöåññèðóåò âîêðóã íåêîòîðîé îñè. Òî÷êà C, â êîòîðîé óñòà-

íîâëåí èñòî÷íèê ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
OY1Y2Y3 èìååò íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû q = (q1, q2, q3) è äâèæåòñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ v = (v1, v2, v3). Ýòè ïàðàìåòðû èçâåñòíû. Íóæíî îïðåäåëèòü ïàðà-
ìåòðû ïðåöåññèè: íà÷àëüíûé óãîë ïðåöåññèè ψ0, ñêîðîñòü ïðåöåññèè ψ̇, óãîë
íóòàöèè θ, íà÷àëüíûé óãîë ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ φ0, ñêîðîñòü ñîáñòâåííî-
ãî âðàùåíèÿ φ̇ è ñâåðõ òîãî äâà óãëà, çàäàþùèõ íàïðàâëåíèå îñè ïðåöåññèè
� âñåãî ñåìü ïàðàìåòðîâ.
Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè ñ îäíèì è òðåìÿ óñòàíîâëåííûìè íà òå-

ëå ðåòðîðåôëåêòîðàìè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîâîäèòñÿ ñåìü èçìåðåíèé ÷åðåç
ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Âî âòîðîì � òðè, è èç ïîëó÷èâøèõñÿ äåâÿ-
òè ðåçóëüòàòîâ äâà, âûáðàííûå ïðîèçâîëüíî, îòáðàñûâàþòñÿ. Äëÿ ïðîñòîòû
òðè ðåòðîðåôëåêòîðà, ðàäèóñ-âåêòîðû êîòîðûõ èç òî÷êè çàêðåïëåíèÿ òåëà
íå äîëæíû áûòü êîìïëàíàðíû, óñòàíàâëèâàþòñÿ ïî îñÿì ñâÿçàííîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò Ox1x2x3 íà ðàâíîì (äëÿ îïðåäåëåííîñòè � åäèíè÷íîì) ðàññòî-
ÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòû òî÷åê P1, P2, P3, â êîòîðûõ óñòà-
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íîâëåíû ðåòðîðåôëåêòîðû � (1; 0; 0), (0; 1; 0) è (0; 0; 1) ñîîòâåòñòâåííî. Â
ñëó÷àå ñ îäíèì óñòàíîâëåííûì ðåòðîðåôëåêòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî
ðåòðîðåôëåêòîð â òî÷êå P1.
Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû ïåðåõîäà, âû÷èñëåíèå è èññëåäîâàíèå ÿêîáèàíà ïðî-

âîäèëîñü ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé â ñðåäå
MATLAB.
Â ðàìêàõ îïèñàííîé â ïðåäûäóùèõ àáçàöàõ ìîäåëè ñðåäà MATLAB íå

ìîæåò âûïîëíèòü âñå âû÷èñëåíèÿ ïî íàìå÷åííîé ïðîãðàììå èç-çà ÷ðåçìåð-
íîé äëèíû îáðàçîâûâàþùèõñÿ ïðè ýòîì ñèìâîëüíûõ âûðàæåíèé. Âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü óïðîñòèòü ìîäåëü. Áûëè âûáðàíû äâà ìåòîäà óïðîùåíèÿ.
Ïåðâîå óïðîùåíèå: îñòàâëÿåì ñåìü ïàðàìåòðîâ, çàäàþùèõ ïðåöåññèþ, íî

ñ÷èòàåì, ÷òî òî÷êà C íåïîäâèæíà â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Çäåñü
óæå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîëó÷èòü ÿêîáèàí â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Îí
íå ðàâåí òîæäåñòâåííî íóëþ, îäíàêî åãî îïèñàíèå â ôîðìàòå LATEX òðåáóåò
ñâûøå ìèëëèîíà ñèìâîëîâ è äàëüíåéøàÿ ðàáîòà ñ íèì îêàçûâàåòñÿ íåïðî-
äóêòèâíîé, à ïîïðîñòó ãîâîðÿ íåâîçìîæíîé.
Âòîðîå óïðîùåíèå: ñîõðàíÿåì äâèæåíèå òî÷êè C îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, à

äëÿ îïèñàíèÿ ïðåöåññèè èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå. Ïóñòü íåêî-
òîðûì îáðàçîì ñòàë èçâåñòåí âåêòîð êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà âðàùàþùåãîñÿ
òåëà (íàïðèìåð, èçâåñòíà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òåëà). Ïðè ðåãóëÿð-
íîé ïðåöåññèè ýòîò âåêòîð ïîñòîÿíåí è âäîëü íåãî íàïðàâëåíà îñü ïðåöåññèè.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îñü OY2 èíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò íàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà òåëà.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæåíèå îñè ïðåöåññèè ñòàíîâèòñÿ ôèêñèðîâàííûì, óã-
ëû, çàäàþùèå åå íàïðàâëåíèå ðàâíû íóëþ, è äëÿ îïèñàíèÿ ðåãóëÿðíîé ïðå-
öåññèè íóæíî òîëüêî ïÿòü ïàðàìåòðîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîâîäèòñÿ òîëüêî
ïÿòü èçìåðåíèé äëÿ åäèíè÷íîãî ðåôëåêòîðà è äâà èçìåðåíèÿ äëÿ òðîéêè
ðåôëåêòîðîâ ñ îòáðàñûâàíèåì îäíîãî ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî ðåçóëüòàòà.
Ìàòðèöà ïåðåõîäà èç Ox1x2x3 â OY1Y2Y3 èìååò âèä

A(t) =

 cos(ψ0 + ψ̇t) −sin(ψ0 + ψ̇t) 0

sin(ψ0 + ψ̇t) cos(ψ0 + ψ̇t) 0
0 0 1

 1 0 0
0 cos(θ) −sin(θ)
0 sin(θ) cos(θ)

×

×

 cos(φ0 + φ̇t) −sin(φ0 + φ̇t) 0
sin(φ0 + φ̇t) cos(φ0 + φ̇t) 0

0 0 1

 .

(5)
Âåêòîð-ôóíêöèÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç ôóíêöèé F̃i, â ñëó÷àå, êîãäà èñïîëüçóþòñÿ
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òðè ðåòðîðåôëåêòîðà, èìååò âèä

(q1 + v1 ∆t)(− cos(ψ0 +∆t ψ̇) sin(φ0 +∆t φ̇)−
− sin(ψ0 +∆t ψ̇) cos(θ) cos(φ0 +∆t φ̇))+

+(q2 + v2 ∆t)(− sin(ψ0 +∆t ψ̇) sin(φ0 +∆t φ̇)+

+ cos(ψ0 +∆t ψ̇) cos(θ) cos(φ0 +∆t φ̇))+
+(q3 + v3 ∆t) sin(θ) cos(φ0 +∆t φ̇)

(q1 + v1 ∆t)(cos(ψ0 +∆t ψ̇) cos(φ0 +∆t φ̇)−
− sin(ψ0 +∆t ψ̇) cos(θ) sin(φ0 +∆t φ̇))+

+(q2 + v2 ∆t)(sin(ψ0 +∆t ψ̇) cos(φ0 +∆t φ̇)+

+ cos(ψ0 +∆t ψ̇) cos(θ) sin(φ0 +∆t φ̇))+
+(q3 + v3 ∆t) sin(θ) sin(φ0 +∆t φ̇)

(q1 + v1 ∆t) sin(ψ0 +∆t ψ̇) sin(θ)−
−(q2 + v2 ∆t) cos(ψ0 +∆t ψ̇) sin(θ) + (q3 + v3 ∆t) cos(θ)

(q1 + 2 v1 ∆t)(− cos(ψ0 + 2∆t ψ̇) sin(φ0 + 2∆t φ̇)−
− sin(ψ0 + 2∆t ψ̇) cos(θ) cos(φ0 + 2∆t φ̇))+

+(q2 + 2 v2 ∆t)(− sin(ψ0 + 2∆t ψ̇) sin(φ0 + 2∆t φ̇)+

+ cos(ψ0 + 2∆t ψ̇) cos(θ) cos(φ0 + 2∆t φ̇))+
+(q3 + 2 v3 ∆t) sin(θ) cos(φ0 + 2∆t φ̇)

(q1 + 2 v1 ∆t)(cos(ψ0 + 2∆t ψ̇) cos(φ0 + 2∆t φ̇)−
− sin(ψ0 + 2∆t ψ̇) cos(θ) sin(φ0 + 2∆t φ̇))+

+(q2 + 2 v2 ∆t)(sin(ψ0 + 2∆t ψ̇) cos(φ0 + 2∆t φ̇)+

+ cos(ψ0 + 2∆t ψ̇) cos(θ) sin(φ0 + 2∆t φ̇))+
+(q3 + 2 v3 ∆t) sin(θ) sin(φ0 + 2∆t φ̇)


Â ýòîì ñëó÷àå ÿêîáèàí ïîëó÷àåòñÿ íå ðàâíûì òîæäåñòâåííî íóëþ, íî âñå

ðàâíî ñëèøêîì ãðîìîçäêèì. Óäàåòñÿ âûïèñàòü ÿêîáèàí â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ äâóõ óïðîùåíèé îáúåäèíÿþòñÿ, è ðàññìàòðèâàåòñÿ
òðåòüå óïðîùåíèå: ïðåöåññèðóþùåå âîêðóã îñè OY2 òåëî, êîòîðîå îñâåùàåò-
ñÿ ëàçåðíûì ëó÷îì èç íåïîäâèæíîé òî÷êè C. Â ýòîì ñëó÷àå ÿêîáèàí òàêæå
íå ðàâåí òîæäåñòâåííî íóëþ è îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (â ñëó÷àå òðåõ
óñòàíîâëåííûõ íà òåëî ðåòðîðåôëåêòîðîâ)

2 q1 cos
(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)∆t2q3 cos (θ) q2 cos

(
2∆t ψ̇

)
sin (2∆t φ̇) +

+2 q1
2 sin

(
∆t ψ̇

)
(cos (θ))2 sin (∆t φ̇)∆t2q2 sin (θ) cos

(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇)+
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+2 q1 sin
(
∆t ψ̇

)
(cos (θ))2 sin (∆t φ̇)∆t2q2

2 sin (θ) sin
(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇)−

− 2 q1
2 sin

(
∆t ψ̇

)
(cos (θ))3 sin (∆t φ̇)∆t2q3 cos

(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇)−

− 2 q1 sin
(
∆t ψ̇

)
(cos (θ))3 sin (∆t φ̇)∆t2q3 q2 sin

(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇) +

+ 2 q2
2 sin

(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)∆t2 sin (θ) q1 sin

(
2∆t ψ̇

)
sin (2∆t φ̇)−

− 2 q2
3 sin

(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)∆t2 sin (θ) cos

(
2∆t ψ̇

)
sin (2∆t φ̇)−

− 2 q2 sin
(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)∆t2q3 cos (θ) q1 sin

(
2∆t ψ̇

)
sin (2∆t φ̇) +

+ 2 q2
2 sin

(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)∆t2q3 cos (θ) cos

(
2∆t ψ̇

)
sin (2∆t φ̇)−

−2 q2
2 cos

(
∆t ψ̇

)
(cos (θ))2 sin (∆t φ̇)∆t2 sin (θ) q1 cos

(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇)−

− 2 q2
3 cos

(
∆t ψ̇

)
(cos (θ))2 sin (∆t φ̇)∆t2 sin (θ) sin

(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇) +

+ 2 q2 cos
(
∆t ψ̇

)
(cos (θ))3 sin (∆t φ̇)∆t2q3 q1 cos

(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇) +

+ 2 q2
2 cos

(
∆t ψ̇

)
(cos (θ))3 sin (∆t φ̇)∆t2q3 sin

(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇) +

+ 2 q3 (sin (θ))2 sin (∆t φ̇)∆t2q2 q1 sin
(
2∆t ψ̇

)
sin (2∆t φ̇)−

− 2 q3 (sin (θ))2 sin (∆t φ̇)∆t2q2 q1 cos
(
2∆t ψ̇

)
cos (θ) cos (2∆t φ̇)−

− 2 q3 (sin (θ))2 sin (∆t φ̇)∆t2q2
2 cos

(
2∆t ψ̇

)
sin (2∆t φ̇)−

− 2 q3 (sin (θ))2 sin (∆t φ̇)∆t2q2
2 sin

(
2∆t ψ̇

)
cos (θ) cos (2∆t φ̇)−

− 2 q3
2 sin (θ) sin (∆t φ̇)∆t2 cos (θ) q1 sin

(
2∆t ψ̇

)
sin (2∆t φ̇) +

+ 2 q3
2 sin (θ) sin (∆t φ̇)∆t2 (cos (θ))2 q1 cos

(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇) +

+ 2 q3
2 sin (θ) sin (∆t φ̇)∆t2 cos (θ) q2 cos

(
2∆t ψ̇

)
sin (2∆t φ̇) +

+ 2 q3
2 sin (θ) sin (∆t φ̇)∆t2 (cos (θ))2 q2 sin

(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇)−

− 2 q1
2 cos

(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇)∆t2q2 sin (θ) sin

(
∆t ψ̇

)
sin (∆t φ̇) +

+ 2 q1 cos
(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇)∆t2q2

2 sin (θ) cos
(
∆t ψ̇

)
sin (∆t φ̇) +

+ 2 q1
2 cos

(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇)∆t2q3 cos (θ) sin

(
∆t ψ̇

)
sin (∆t φ̇)−

− 2 q1 cos
(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇)∆t2q3 cos (θ) q2 cos

(
∆t ψ̇

)
sin (∆t φ̇)−

−2 q1
2 sin

(
2∆t ψ̇

)
(cos (θ))2 sin (2∆t φ̇)∆t2q2 sin (θ) cos

(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)−

−2 q1 sin
(
2∆t ψ̇

)
(cos (θ))2 sin (2∆t φ̇)∆t2q2

2 sin (θ) sin
(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)+

+ 2 q1
2 cos

(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)∆t2q2 sin (θ) sin

(
2∆t ψ̇

)
sin (2∆t φ̇)−
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− 2 q1 cos
(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)∆t2q2

2 sin (θ) cos
(
2∆t ψ̇

)
sin (2∆t φ̇)−

− 2 q1
2 cos

(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)∆t2q3 cos (θ) sin

(
2∆t ψ̇

)
sin (2∆t φ̇) +

+ 2 q1
2 sin

(
2∆t ψ̇

)
(cos (θ))3 sin (2∆t φ̇)∆t2q3 cos

(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇) +

+ 2 q1 sin
(
2∆t ψ̇

)
(cos (θ))3 sin (2∆t φ̇)∆t2q3 q2 sin

(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)−

− 2 q2
2 sin

(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇)∆t2 sin (θ) q1 sin

(
∆t ψ̇

)
sin (∆t φ̇) +

+ 2 q2
3 sin

(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇)∆t2 sin (θ) cos

(
∆t ψ̇

)
sin (∆t φ̇) +

+ 2 q2 sin
(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇)∆t2q3 cos (θ) q1 sin

(
∆t ψ̇

)
sin (∆t φ̇)−

− 2 q2
2 sin

(
2∆t ψ̇

)
cos (2∆t φ̇)∆t2q3 cos (θ) cos

(
∆t ψ̇

)
sin (∆t φ̇) +

+2 q2
2 cos

(
2∆t ψ̇

)
(cos (θ))2 sin (2∆t φ̇)∆t2 sin (θ) q1 cos

(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)+

+ 2 q2
3 cos

(
2∆t ψ̇

)
(cos (θ))2 sin (2∆t φ̇)∆t2 sin (θ) sin

(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)−

− 2 q2 cos
(
2∆t ψ̇

)
(cos (θ))3 sin (2∆t φ̇)∆t2q3 q1 cos

(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)−

− 2 q2
2 cos

(
2∆t ψ̇

)
(cos (θ))3 sin (2∆t φ̇)∆t2q3 sin

(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)−

− 2 q3 (sin (θ))2 sin (2∆t φ̇)∆t2q2 q1 sin
(
∆t ψ̇

)
sin (∆t φ̇) +

+ 2 q3 (sin (θ))2 sin (2∆t φ̇)∆t2q2 q1 cos
(
∆t ψ̇

)
cos (θ) cos (∆t φ̇) +

+ 2 q3 (sin (θ))2 sin (2∆t φ̇)∆t2q2
2 cos

(
∆t ψ̇

)
sin (∆t φ̇) +

+ 2 q3 (sin (θ))2 sin (2∆t φ̇)∆t2q2
2 sin

(
∆t ψ̇

)
cos (θ) cos (∆t φ̇) +

+ 2 q3
2 sin (θ) sin (2∆t φ̇)∆t2 cos (θ) q1 sin

(
∆t ψ̇

)
sin (∆t φ̇)−

− 2 q3
2 sin (θ) sin (2∆t φ̇)∆t2 (cos (θ))2 q1 cos

(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇)−

− 2 q3
2 sin (θ) sin (2∆t φ̇)∆t2 cos (θ) q2 cos

(
∆t ψ̇

)
sin (∆t φ̇)−

− 2 q3
2 sin (θ) sin (2∆t φ̇)∆t2 (cos (θ))2 q2 sin

(
∆t ψ̇

)
cos (∆t φ̇) ,

íî, ê ñîæàëåíèþ, äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ ñ íèì âûïîëíèòü âñå åùå íå óäàåòñÿ.
È íàêîíåö, ôèíàëüíîå, ÷åòâåðòîå óïðîùåíèå: ïîëàãàåì íà÷àëüíûå óãëû

ïðåöåññèè è ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ðàâíûìè íóëþ. Òåïåðü äâèæåíèå çàäà-
åòñÿ òîëüêî òðåìÿ ïàðàìåòðàìè è äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà äîñòà-
òî÷íî òðåõ èçìåðåíèé, åñëè íà òåëå óñòàíîâëåí îäèí ðåòðîðåôëåêòîð, èëè
îäíîãî, åñëè óñòàíîâëåíî òðè ðåòðîðåôëåêòîðà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óðàâíå-

íèå

∣∣∣∣∂Fi
∂uj

∣∣∣∣ = 0 ðàçðåøàåòñÿ â ñèìâîëüíîé ôîðìå è ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå

ðåçóëüòàòû: äëÿ òðåõ ðåòðîðåôëåêòîðîâ ÿêîáèàí íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ íå áóäåò òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, à äëÿ îäíîãî ðåòðîðåôëåê-
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òîðà, ðàñïîëîæåííîãî íå íà îñè âðàùåíèÿ, ÿêîáèàí íå áóäåò òîæäåñòâåííî
ðàâåí íóëþ, åñëè tg θ ̸= q3

q2 . Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (4) èìååò ðåøåíèå è

ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ íàéòè ìîæíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà (4) ðåøå-
íèÿ íå èìååò, è äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè íóæíî ïåðåìåñòèòü òî÷êó C
îòíîñèòåëüíî òî÷êè O òàê, ÷òîáû èçìåíèëîñü îòíîøåíèå åå êîîðäèíàò q3q2 .

3.2 Íàáëþäàåìîñòü ãðàâèòàöèîííî-îðèåíòèðîâàííîãî

òåëà îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Åùå îäèí ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ ñëó÷àé � ýòî êîëåáàíèÿ ãðàâèòàöèîííî-
îðèåíòèðîâàííîãî ñïóòíèêà îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðîñòðàíñòâåí-
íûå êîëåáàíèÿ óäàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü òîëüêî, åñëè îíè ìàëû, à öåíòð
ìàññ ñïóòíèêà äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåí-
íî ýòîò ñëó÷àé.
Ïóñòü ìàòðèöà ïåðåõîäà A èç ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox1x2x3 â

íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò OY1Y2Y3 èìååò âèä

A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 .

Ðàññìîòðèì òàêèå ìàëûå êîëåáàíèÿ òåëà îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ, çàäàííî-
ãî åäèíè÷íîé ìàòðèöåé ïåðåõîäà èçOx1x2x3 âOY1Y2Y3, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ
ìàëûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè êîëåáàíèÿìè ãðàâèòàöèîííî-îðèåíòèðîâàííîãî
ñïóòíèêà íà êðóãîâîé îêîëîçåìíîé îðáèòå îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ îêîëî
óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ îïèñàíî â [12].
Ïóñòü â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ íàïðàâëåíèå îñåé ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîð-

äèíàò Ox1x2x3 ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì îäíîèìåííûõ îñåé èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò OY1Y2Y3. Òîãäà â ïðåäïîëîæåíèè î ìàëîñòè êîëåáàíèé
òåëà ìàòðèöà ïåðåõîäà èç ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â èíåðöèàëüíóþ
áëèçêà ê åäèíè÷íîé. Îáîçíà÷èì a11 = 1+ζ, a22 = 1+χ, a33 = 1+ξ. Åñëè êîëå-
áàíèÿ ìàëû, òî ζ, χ, ξ, a12, a13, a21, a23, a31 è a32 ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ åäè-
íèöåé. Êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû ïåðåõîäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîîðäèíàòû
îðòà, çíà÷èò åå êîìïîíåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ a211+a

2
12+a

2
13 = 1.

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ζ = −1
2(ζ

2 + a212 + a213). Ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ è äëÿ χ è ξ. Âèäíî, ÷òî ζ, χ è ξ � ìàëûå âòîðîãî ïîðÿäêà, ñëå-
äîâàòåëüíî, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïîëîæèòü a11 = a22 = a33 = 1.
Äâå ðàçëè÷íûå ñòðîêè ìàòðèöû ïåðåõîäà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîîðäèíàòû
îðòîãîíàëüíûõ îðòîâ, çíà÷èò èõ êîìïîíåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
a11a21 + a12a22 + a13a23 = 0, ãäå a13a23 � ìàëàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Èç íåãî
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ñëåäóåò, ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè a21 = −a12. Àíàëîãè÷íî a23 = −a32 è
a31 = −a13.
Â [12] ïðèâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû ïåðåõîäà:

a13 = A0 sin(nω0t+ κ0)
a32 = A1 sin(λ1ω0t+ κ1) + A2 sin(λ2ω0t+ κ2)
a12 = A1k1 cos(λ1ω0t+ κ1) + A2k2 cos(λ2ω0t+ κ2).

(6)

Çäåñü

n =
√
31− ε

δ
,

λ1 =

√
a
2 +

√
a2

4 − b, a = 1 + 3(δ − ε) + (δ − 1)(δε − 1),

λ2 =

√
a
2 −

√
a2

4 − b, b = 4(δ − 1)(δε − 1),

ε = C
A, k1 =

1
(1− δ + ε)λ1

(4(δ − ε)− λ21),

δ = B
A, k2 =

1
(1− δ + ε)λ2

(4(δ − ε)− λ22);

A, B, C � ìîìåíòû èíåðöèè ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè,
ïðè÷åì B > A > C; ω0 � óãëîâàÿ ñêîðîñòü îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà íà êðóãîâîé
îðáèòå; A0, A1, A2, κ0, κ1, κ2 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿåìûå
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Èìåííî øåñòü ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ ïàðàìåòðàìè äàííîé ìîäåëè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ
â ðàìêàõ ìîäåëè íåîáõîäèìû øåñòü èçìåðåíèé.
Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ d è ri íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè äâèæåíèÿ, òî ∂F̃i
∂fj

= (d,
∂A(ti, f)
∂fj

ri). Ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû

ñòîÿò åäèíèöû; èõ ïðîèçâîäíûå � íóëè. Â ñëó÷àå, åñëè äèôôåðåíöèðîâàíèå
âåäåòñÿ ïî ïåðåìåííûì, îòâå÷àþùèì çà ïëîñêîå äâèæåíèå òåëà (A0 è κ0),

â ìàòðèöå
∂A(ti, f)
∂fj

íåíóëåâûìè áóäóò òîëüêî äâà ýëåìåíòà: ∂a13
∂fj

è ∂a31
∂fj

=

−∂a13
∂fj

.

Ñèìâîëüíûå ðàññ÷åòû â ñðåäå MATLAB ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû(
(d,

∂A(t̂, f)
∂fj

ri)

)
, i = 1, ..., 3, j = 1, ..., 6 ðàçìåðîì 3 × 6 äëÿ ëþáîãî t̂ è

äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåêòîðîâ r1, r2, r3 ðàâåí äâóì. Ñëåäîâàòåëüíî, òðè ñòðî-

êè ýòîé ìàòðèöû

(
(d,

∂A(t̂, f)
∂fj

r1)

)
,

(
(d,

∂A(t̂, f)
∂fj

r2)

)
è

(
(d,

∂A(t̂, f)
∂fj

r3)

)
ëèíåéíî çàâèñèìû. Â òîì ñëó÷àå, åñëè â íàáîðå ti è ri åñòü èçìåðåíèÿ, ïîëó-
÷åííûå ñ òðåõ ðåòðîðåôëåêòîðîâ â îäèí ìîìåíò âðåìåíè, â ìàòðèöó ßêîáè

ôóíêöèé F̃i âõîäÿò òðè ëèíåéíî çàâèñèìûå ñòðîêè, à çíà÷èò, ÿêîáèàí

∣∣∣∣∂F̃i
∂fj

∣∣∣∣
ðàâåí íóëþ.
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Ðàññ÷åòû â ñðåäå MATLAB ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå îäíîãî óñòàíîâëåííî-
ãî íà òåëå ðåòðîðåôëåêòîðà, åñëè îí íàõîäèòñÿ íà êîîðäèíàòíîé îñè Ox2,
íåçàâèñèìî îò òîãî äâèæåòñÿ òî÷êà C îòíîñèòåëüíî òî÷êè O èëè íåò, ïîëó-
÷èâøåéñÿ îò øåñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçìåðåíèé ÿêîáèàí ôóíêöèé F̃i ðàâåí
íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòü äâèæåíèå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.
Ïðîâåñòè èññëåäîâàíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíî óñòàíîâëåííîãî íà òåëå åäèí-

ñòâåííîãî ðåôëåêòîðà â ñðåäå MATLAB îêàçàëîñü íåâîçìîæíî èç-çà áîëü-
øîé ñëîæíîñòè ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ýòîì ñèìâîëüíûõ âûðàæåíèé. Òåì íå
ìåíåå, äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óäàåòñÿ óñòàíîâèòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè

óðàâíåíèÿ

∣∣∣∣∂F̃i
∂fj

∣∣∣∣ = 0.

Åñëè íà òåëå óñòàíîâëåí åäèíñòâåííûé ðåôëåêòîð íà êîîðäèíàòíîé îñè
Ox1, ÿêîáèàí ðàâåí íóëþ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

A0 = 0 A1 = 0 A2 = 0
λ1 = 0 λ1 =

π
∆t λ2 = 0

λ2 =
π
∆t q1 = 0 q2 = 0

n = 0 n = π
∆t

λ1 = λ2 λ1 = n λ2 = n

Åñëè åäèíñòâåííûé ðåôëåêòîð óñòàíîâëåí íà êîîðäèíàòíîé îñè Ox3, äî-
áàâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà k1 = 0 è k2 = 0, à ðàâåíñòâî q1 = 0 ìåíÿåòñÿ íà q3 = 0.
Åñëè íà òåëå óñòàíîâëåíî äâà ðåôëåêòîðà íà äâóõ êîîðäèíàòíûõ îñÿõ

ñèñòåìû Ox1x2x3, òî ÿêîáèàí îáðàùàåòñÿ â íîëü, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî
èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ èëè ñèñòåì ðàâåíñòâ:

A0 = 0 A1 = 0 A2 = 0
n = π

∆t n = 0

λ1 = λ2 k1 = k2 = 0
k1 = λ1 = 0 k2 = λ2 = 0{
λ1 =

π
∆t

λ2 = 0

{
λ1 = 0
λ2 =

π
∆t{

k1 = 0
λ1 =

π
∆t

{
k2 = 0
λ2 =

π
∆t

cos(n∆t) =
(
−q32k1 sin (λ2∆t) cos (λ1∆t)− q1

2k2
2k1 sin (λ2∆t) cos (λ1∆t)+

q1
2k1

2k2 sin (λ1∆t) cos (λ2∆t) + q3
2k2 sin (λ1∆t) cos (λ2∆t)

)/
/(

−q32k1 sin (λ2∆t)+q12k12k2 sin (λ1∆t)+sin (λ1∆t) q3
2k2−q12k22k1 sin (λ2∆t)

)
.

Êðîìå ýòîãî, äëÿ êàæäîãî èç ñëó÷àåâ óñòàíîâêè äâóõ ðåôëåêòîðîâ èìåþò-
ñÿ ñâîè ðàâåíñòâà, âûïîëíåíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê îáðàùåíèþ ÿêîáèàíà â
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íîëü. Òàê, êîãäà ðåôëåêòîðû óñòàíîâëåíû íà îñÿõ Ox1 è Ox2, ýòî ðàâåíñòâà
q2 = 0 è q3 = 0.
Â ñëó÷àå, êîãäà ðåôëåêòîðû óñòàíîâëåíû íà îñÿõ Ox2 è Ox3 � ðàâåíñòâà

q1 = 0 q2 = 0
k1 = q3 = 0 k2 = q3 = 0.

È â ñëó÷àå, êîãäà ðåôëåêòîðû óñòàíîâëåíû íà îñÿõ Ox1 è Ox3 äëÿ ðàçðå-
øèìîñòè ñèñòåìû (4) íå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

q2 = 0 q1 = q3 = 0
k1 = q3 = 0 k2 = q3 = 0.

4 Îïðåäåëåíèå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òåëà

ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ âðàùàòåëüíî-
ãî äâèæåíèÿ òåëà ñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé, îáîðóäîâàííîãî ëàçåðíûìè ðåòðî-
ðåôëåêòîðàìè. Óñëîâèÿ äëÿ ýêñïåðèìåíòà ñîâïàäàëè ñ îïèñàííûìè â ïîä-
ðàçäåëå 3.1. Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïîëó÷åíèÿ èçìåðåíèé ñ
òðåõ ðåòðîðåôëåêòîðîâ â ìîìåíòû âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ t = 0 äî t = 9 ñ ñ èí-
òåðâàëîì â îäíó ñåêóíäó. Çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ψ0 = 0,2, ψ̇ = 1,5 ñ−1,
θ = 1, φ0 = 0,5, φ̇ = 0,7 ñ−1. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èçìåðåíèé âû÷èñëÿëàñü ìàò-
ðèöà ïåðåõîäà èç ñâÿçàííîé ñ òåëîì ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox1x2x3 â èíåð-
öèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò OY1Y2Y3 A(t, f0) (ñì. ôîðìóëó (5)), ãäå f0 �
âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ψ0, ψ̇, θ, φ0 è φ̇. Äàëåå êîìïîíåí-
òû ðàäèóñ-âåêòîðîâ ðåôëåêòîðîâ ri, i = 1, 2, 3 çàïèñûâàëèñü â èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò è âû÷èñëÿëèñü âåëè÷èíû ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (ri, τ )
� íåïîñðåäñòâåííî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, ãäå â êà÷åñòâå âåêòîðà τ áðàëñÿ
âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè 1√

3
(1, 1, 1) â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ äåéñòâèé ïîëó÷åí íàáîð èç òðèäöàòè ÷èñåë lj, j =
1, ..., 30. Ê êàæäîìó ÷èñëó èç ýòîãî íàáîðà äîáàâëÿëàñü íîðìàëüíî ðàñïðå-
äåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè ìèíèìèçèðîâàëñÿ

ôóíêöèîíàë

G(f) =
3∑

i=1

9∑
t=0

((τ , A(t, f)ri)− l3t+i)
2 .

Ôóíêöèîíàë G ìèíèìèçèðîâàëñÿ ïî îòðàæàþùåìó àëãîðèòìó Íüþòîíà
äëÿ äîâåðåííîé îáëàñòè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè lsqcurve�t ïàêåòà îïòèìèçàöèè
â ñðåäå MATLAB[13]. Óñëîâèåì çàâåðøåíèÿ ôóíêöèè áûëî òî, ÷òî çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëà íà î÷åðåäíîì øàãå ìåíÿåòñÿ ìåíåå, ÷åì íà 10−6.
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïîèñêà ìèíèìóìà çàäàíû ñëåäóþùèå (ïðè çàäà-
íèè âñåõ íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ íóëåâûìè ïðîöåññ ñõîäèëñÿ ê ëîêàëüíîìó
ìèíèìóìó, íå ÿâëÿþùåìóñÿ ãëîáàëüíûì):

ψ0 = 0, ψ̇ = 1, θ = 0, φ0 = 0, φ̇ = 1.

Ïðè ïîèñêå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà G áåç âíåñåíèÿ ïîãðåøíîñòåé â èç-
ìåðåíèÿ li ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè çàêîí÷èëñÿ íà 37-é èòåðàöèè ïîëó÷èâ â
ðåçóëüòàòå ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:

ψ0 = 0,2016, ψ̇ = 1,4998, θ = 1,0001, φ0 = 0,4985, φ̇ = 0,7003.

Êîãäà ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå âíåñåííûõ ïîãðåøíîñòåé ñîñòàâèëà 0,02,
ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè çàêîí÷èëñÿ íà 29-é èòåðàöèè ñî ñëåäóþùèìè çíà÷å-
íèÿìè ïàðàìåòðîâ:

ψ0 = 0,2072, ψ̇ = 1,4958, θ = 1,0118, φ0 = 0,4875, φ̇ = 0,7054.

È â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå âíåñåííûõ ïîãðåøíîñòåé
ñîñòàâèëà 0,05, ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè çàêîí÷èëñÿ íà 52-é èòåðàöèè ñ ïàðà-
ìåòðàìè, ðàâíûìè

ψ0 = 0,2240, ψ̇ = 1,5032, θ = 1,0593, φ0 = 0,4879, φ̇ = 0,7035.

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå äëÿ íàéäåííûõ ïàðàìåò-
ðîâ ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì äëÿ èçìåðåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæèòåëåé (äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà èíîãî):

ψ0 − 1,5, ψ̇ − 0,3, θ − 0,7, φ0 − 1,5, φ̇ − 0,3.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ îáñóæäàåìîé çàäà÷è, è ïîëó÷åí-
íûå ñ åãî ïîìîùüþ ïàðàìåòðû ìîäåëè äâèæåíèÿ áóäóò îáëàäàòü äîñòàòî÷-
íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

5 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî:

• ðåòðîðåôëåêòîðû, óñòàíîâëåííûå íà òåëî ñâåðõ òðåõ èìåþùèõñÿ, íå äà-
þò íîâîé èíôîðìàöèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè;

• îðèåíòàöèþ òåëà, îáîðóäîâàííîãî ëàçåðíûìè ðåòðîðåôëåêòîðàìè, ìîæ-
íî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ èçìåðåíèé, ïðîèçâåäåííûõ â îäèí è òîò æå
ìîìåíò âðåìåíè, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó çàêðåïëåíèÿ òåëà è òî÷êó óñòàíîâêè èñòî÷íèêà ëàçåðíîãî èçëó-
÷åíèÿ;
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• îïðåäåëèòü òðåõîñíóþ îðèåíòàöèþ òåëà, îáîðóäîâàííîãî ëàçåðíûìè ðå-
òðîðåôëåêòîðàìè, âîçìîæíî ïðè ïîìîùè âòîðîãî èñòî÷íèêà ëàçåðíîãî
èçëó÷åíèÿ, óñòàíîâëåííîãî òàê, ÷òî òî÷êè óñòàíîâêè äâóõ ëàçåðíûõ èñ-
òî÷íèêîâ è òî÷êà çàêðåïëåíèÿ òåëà íå íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé;

• äâèæåíèå òåëà, îáîðóäîâàííîãî ëàçåðíûìè ðåòðîðåôëåêòîðàìè è ñîâåð-
øàþùåãî ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ èëè äâèæåíèÿ, ñîâïàäàþùèå ñ ìàëûìè
êîëåáàíèÿìè ãðàâèòàöèîííî-îðèåíòèðîâàííîãî ñïóòíèêà îêîëî ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ, íàáëþäàåìî ïî÷òè âî âñåõ ñëó÷àÿõ;

• ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî îðèåíòàöèþ òåëà, îáîðóäîâàí-
íîãî ëàçåðíûìè ðåòðîðåôëåêòîðàìè, äâèæåíèå êîòîðîãî çàäàåòñÿ ìîäå-
ëüþ ñ ôèêñèðîâàííûì êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ, ìîæíî âîññòàíîâèòü ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ.

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ.
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