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Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îí ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì ïîïóëÿðíîãî îáîáùåí-
íîãî ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê GMRES è èñïîëüçóåò ÷åðåäóþùèåñÿ
ýòàïû êîððåêöèè è ÿâíûõ ðåñòàðòîâ. Áàçèñû äëÿ êîððåêöèè ôîðìèðóþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ÷àñòè áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïîñòðîåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Êðû-
ëîâà. Ïðàâèëà âûáîðà ýòîé ÷àñòè è åñòü èññëåäóåìàÿ ñòðàòåãèÿ ñäâèãîâ.
Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì, âîçíèêàþùèõ
â ðåçóëüòàòå ñòàáèëèçèðîâàííûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé çàäà÷
êîíâåêöèè-äèôôóçèè íà ñòðóêòóðíûõ è íåñòðóêòóðíûõ ñåòêàõ.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Ôîí-
äà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 08-01-00299)
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A shift strategy for the generalized method of minimal residuals
O.B. Feodoritova, N.D. Novikova, V.T. Zhukov
Preprint of Keldysh Institute of Applied Mathematics RAS.

An approach to solution of large sparse linear systems of equations is pro-
posed. This approach is a variant of popular generalized method of minimal
residuals GMRES and based on alternate correction stages and explicit restarts.
The subspace for correction is constructed partly from basis vectors of Krylov
subspace. A rule for selection of the desired vectors is an investigated shift
strategy. The numerical experiments for linear systems, that appear as a result
of stabilized �nite-element approximations of convection-di�usion problems on
structured and unstructured grids, are represented.
The work is supported by Russian Foundation for Basic Research (project 08-
01-00299).
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1 Ââåäåíèå

Ìíîãèå çàäà÷è íàóêè è òåõíèêè îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìàöèé êîòîðûõ âîçíèêàþò ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Au = b, ãäå A ∈ ℝn×n � ðàçðåæåí-
íàÿ è, êàê ïðàâèëî, íåñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Ñîâðåìåííûå ïðàêòè÷åñêèå
çàäà÷è àïåëëèðóþò ê ïîðÿäêàì n ≃ 107 è âûøå äëÿ ðàçìåðà ýòèõ ñèñòåì.
Â îáëàñòè ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì â ïîñëåäíèå ãîäû íà-
áëþäàåòñÿ çàìåòíàÿ àêòèâíîñòü. Ïî-ïðåæíåìó, êàê è äåñÿòü ëåò íàçàä, ìå-
òîäû ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç íàèáîëåå ýôôåêòèâ-
íûõ èíñòðóìåíòîâ. Ñ èõ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïîëó÷àþòñÿ â
õîäå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, íà êàæäîì ýòàïå êîòîðîãî ñòðîÿòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî, è ê êðûëîâñêèì ìåòîäàì ñåé÷àñ
ïðåäúÿâëÿþò ñåðüåçíûå ïðåòåíçèè âû÷èñëèòåëè-ïðàêòèêè, ÷òî ïðèâîäèò ê
ïîÿâëåíèþ íîâûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ýòîé ãðóïïû ìåòîäîâ [1] � [3] .

Â [4] � [5] ìû èìåëè äåëî ñ ðåøåíèåì ëèíåéíûõ ñèñòåì, âîçíèêàþùèõ
ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-
Ñòîêñà. Îáû÷íî ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ èùåòñÿ óñòàíîâëåíèåì ïî âðåìåíè,
è ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò â ïðîöåññå ëèíåàðèçàöèè íåëè-
íåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå. Â [5] ïîñòðîåí è
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èññëåäîâàí ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä, êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è êàê
"ðåøàòåëü", è êàê ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü äëÿ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà îáîá-
ùåííûõ ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê, èçâåñòíîãî ïî àááðåâèàòóðå êàê GMRES
[6]. Ïðåäëîæåííûé â [5] ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ, ñåòî÷íóþ èíôîðìàöèþ î çàäà÷å, êàê è êëàññè÷åñêèé ìíîãîñå-
òî÷íûé ìåòîä Ð.Ï. Ôåäîðåíêî. Àëüòåðíàòèâíûé â ýòîì ñìûñëå àëãåáðàè÷å-
ñêèé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä ðàáîòàåò òîëüêî ñ ìàòðèöåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé. Íî ýòîò ìåòîä ðàáîòîñïîñîáåí äëÿ äèñêðåòèçàöèé ñêàëÿðíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé îí ïðàêòè÷åñêè íå
ïðèìåíÿåòñÿ. Ïðåäëîæåííûå â ýòîé ðàáîòå ìîäèôèêàöèè GMRES èñïîëü-
çóþò èäåþ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà êîððåêöèè ðåøåíèÿ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Æåëàíèå îïåðåòüñÿ èñêëþ÷èòåëüíî íà àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñåòî÷-
íîé çàäà÷è ïðèâåëî íàñ ê ïîïûòêàì óëó÷øèòü ñõîäèìîñòü âûøåóïîìÿíó-
òîãî ìåòîäà GMRES, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ
ïðåäñòàâèòåëåé ãðóïïû èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà è
âõîäèò ïðàêòè÷åñêè âî âñå áîëüøèå ïàêåòû ïðîãðàìì, PETSc, AZTEK è
äðóãèå. Øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì GMRES(m), îñóùåñòâëÿþùèé ïå-
ðåçàïóñê (ðåñòàðò) GMRES ÷åðåç êàæäûå m øàãîâ ñ çàòðàòàìè O(mn) ñëîâ
îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Åãî èñïîëüçîâàíèå ñâÿçàíî ñ åñòåñòâåííûì îãðàíè÷å-
íèåì íà ïàìÿòü, èìåþùèì ìåñòî äàæå äëÿ ñóïåðêîìïüþòåðîâ, êîãäà ðå÷ü
çàõîäèò î ñèñòåìàõ î÷åíü áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Êðîìå òîãî, ñ âû÷èñëèòåëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ êðèòè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà îðòîãîíàëèçàöèè áîëüøîãî
÷èñëà âåêòîðîâ, îñîáåííî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðîâ.

Ìåòîä GMRES(m) ñ ðåñòàðòàìè èìååò íåäîñòàòêè, íàïðèìåð, ìîæåò,
ïðèâîäèòü ê ñòàãíàöèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ïðîñòî â ñèëó òîãî, ÷òî
ðàññ÷èòûâàåìûå ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè m ≪ n

íå ìîãóò çàõâàòèòü âåêòîðû, ëåæàùèå â ïîäïðîñòðàíñòâàõ, îòâå÷àþùèõ ìè-
íèìàëüíûì ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì èñõîäíîãî ðàçíîñòíîãî îïå-
ðàòîðà.

Åñòü íåñêîëüêî ðåöåïòîâ, êàê óëó÷øèòü GMRES(m). Â ýòîé ðàáîòå îá-
ñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå èç íèõ, ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ
ïîäõîäîâ, è ñòðîèòñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà âûäåëåíèè ïîäïðîñòðàíñòâ
íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè k < m, óëó÷øàþùèé ñõîäèìîñòü GMRES(m).

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
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Au = b,

ãäå A ∈ ℝn×n � çàäàííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, b ∈ ℝn � çàäàííûé
âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè, u ∈ ℝn � âåêòîð íåèçâåñòíûõ. Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ
ðàçðåæåííîé, è êàê ïðàâèëî, íåñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé áîëüøîãî ðàçìåðà.

Îïóñòèì ïîêà âîïðîñ î ïðåäîáóñëàâëèâàíèè è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå u0 âñåãäà íóëåâîå.

Ïîëíûé âàðèàíò GMRES äëÿ áîëüøèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè
íåïðèåìëåìûì â ïåðâóþ î÷åðåäü èç-çà ïðîáëåì ñ ïàìÿòüþ êîìïüþòåðà
è âû÷èñëèòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ ïðîöåäóðû îðòîãîíàëèçàöèè áîëüøî-
ãî ÷èñëà áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ïåðåõîä ê àëãîðèòìó GMRES(m) ñ ÿâíûì
ðåñòàðòîì ïî òåì æå ïðè÷èíàì íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ñ áîëüøèìè
çíà÷åíèÿìè m, à âûáîð íåáîëüøèõ, ïðàêòè÷åñêè ïðèåìëåìûõ çíà÷åíèé m

ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñòàãíàöèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.
Âàðèàíò, êîòîðûé ìû ïðåäëàãàåì, èñïîëüçóåò ôèëüòðàöèþ è ÿâíûå ðå-

ñòàðòû. Íî ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âàðèàíòû ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê, ñ
êîòîðûìè â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðîâîäèòü ñðàâíåíèå.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x è
y â ïðîñòðàíñòâå ℝn íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
(x, y) èëè xTy, ãäå

xTy =
n∑

i=1

xiyi,

à íîðìó âåêòîðà x êàê ∥ x ∥=
√

(x, y). Ëèíåéíóþ îáîëî÷êó íàáîðà âåêòîðîâ
Y = {y1, ..., ym} îáîçíà÷àåì êàê span{Y }. Óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè
äâóõ áàçèñîâ X è Y ïîäïðîñòðàíñòâà ℝm çàïèñûâàåì êàê XTY = I, ãäå I
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà èç ℝm×m.

2.1 Öèêëè÷åñêèé âàðèàíò GMRES(m) ñ ÿâíûì ðåñòàðòîì

Â àëãîðèòìå GMRES(m) ñòðîèòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà

Km(A, r0) = span{r0, Ar0, ..., Am−1r0},
r0 � íà÷àëüíàÿ íåâÿçêà, âû÷èñëåííàÿ ïî íà÷àëüíîìó ïðèáëèæåíèþ u0:

r0 = b− Au0.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå um, ìèíèìèçèðóþùåå íîðìó íåâÿçêè ∥ b − Au ∥ â
Km(A, r0), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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um = u0 + qm−1(A)r0,

ãäå qm−1 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå (m − 1). Íåâÿçêà rm ýòîãî ïðèáëè-
æåíèÿ åñòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ìíîãî÷ëåíà pm(A) ê r0 :

rm = b− Aum = r0 − Aqm−1(A)r0 = pm(A)r0,

(pm(0) = 1). Îòìåòèì, ÷òî íåâÿçêà rm îðòîãîíàëüíà ïîäïðîñòðàíñòâó
span{AKm}. Íîâîå èòåðàöèîííîå ïðèáëèæåíèå âû÷èñëÿåòñÿ êàê

um = u0 + Umzm,

zm ∈ ℝm, Um � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Km(A, r0), ïîëó÷åííûé ïðîöå-
äóðîé Àðíîëüäè [7].

Ïåðåõîä îò u0 ê um ñîñòàâëÿåò îäèí øàã GMRES(m), ñîñòîÿùèé èç m

âíóòðåííèõ èòåðàöèé. Âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû òàêîãî øàãà ãðóáî ìîæíî
îöåíèòü â m ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé. Çàòåì øàãè GMRES(m)
öèêëè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ � ýòî âíåøíèå èòåðàöèè � ñòðîèòñÿ íîâîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Êðûëîâà Km(A, rm), íà÷èíàÿ c íåâÿçêè rm = b − Aum, è òàê äî
äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè. Ïðè òàêîì ïîäõîäå íà íåêîòîðîì øàãå ìî-
æåò âîçíèêíóòü õîðîøî èçâåñòíûé ýôôåêò ñòàãíàöèè âíåøíèõ èòåðàöèé, è
ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðåöåïòîâ åãî ïðåîäîëåíèÿ.

2.2 GMRES_DR(m, k) ñ íåÿâíûì ðåñòàðòîì

Â [2] ïðåäëîæåí àëãîðèòì GMRES_DR(m, k), â êîòîðîì íà êàæäîì âíóò-
ðåííåì öèêëå íà îñíîâå ïîñòðîåííîãî êðûëîâñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íàõî-
äÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå ãàðìîíè÷åñêèå ÷èñëà è âåêòîðû Ðèòöà. Äëÿ ñèììåò-
ðè÷íîé ìàòðèöû ãàðìîíè÷åñêèå âåêòîðû Ðèòöà ìàêñèìèçèðóþò îòíîøåíèå
Ðýëåÿ îáðàòíîé ìàòðèöû. Ïîñêîëüêó A íåñèììåòðè÷íà, òî åå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü ïëîõî îáóñëîâëåíû. Òåì íå ìåíåå ïîëó÷àåìàÿ ñïåê-
òðàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé. Ñðåäè ãàðìîíè÷åñêèõ âåêòî-
ðîâ Ðèòöà âûáèðàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî èç k âåêòîðîâ, êàê ïðàâèëî, îòâå÷à-
þùèõ íàèìåíüøèì ïî ìîäóëþ ãàðìîíè÷åñêèì ÷èñëàì Ðèòöà. Òîãäà ìîæ-
íî íàäåÿòüñÿ, ÷òî âûáðàííûå âåêòîðû áóäóò ïðèáëèæàòü áàçèñû ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, îòâå÷àþùèõ íàèìåíüøèì ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
èñõîäíîé ìàòðèöû. Êîíå÷íî, åñëè èçâåñòíû ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì äîëæíî
áûòü âûáðàíî èíîå ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ýòî ëåãêî ìîæåò áûòü ñäåëàíî.
Ïðè ñëåäóþùåì íåÿâíîì ðåñòàðòå âûáðàííûå k âåêòîðîâ Ðèòöà èñïîëüçó-
þòñÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ íîâîãî áàçèñà â ïîäïðîñòðàíñòâå Êðûëîâà.
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Ïóíêòèðíî ïðèâåäåì çäåñü àëãîðèòì GMRES_DR, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ
îò ïðåäëîæåííîãî â [2] â îñíîâíîì òåì, ÷òî èñïîëüçóåò âìåñòî ñîáñòâåííî-
ãî ðàçëîæåíèÿ áîëåå óñòîé÷èâóþ äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ïðîöåäóðó
ðàçëîæåíèÿ Øóðà. Îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîçâîëèò íàì îäíîâðåìåííî ââåñòè
íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî îáîçíà÷åíèÿ.

1. Âûáèðàåì ïàðàìåòðû ïðîöåññà:
m � ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà Km = Km(A, r0);
k � ðàçìåð ïîäïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðèáëèæå-
íèå ïîäïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùåãî ìàëûì ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì ìàòðèöû A;
r0 = b− A u0 � íà÷àëüíûé âåêòîð íåâÿçêè, u0 � çàäàííîå íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ u.

2. Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûé âåêòîð r0 è ïðîöåäóðó Àðíîëüäè, ñòðîèì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü Um+1 èç m + 1 âåêòîðîâ, UT

m+1Um+1 = I. Ïåðâûå
m âåêòîðîâ èç íèõ îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ Um m-ìåðíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà Km. Äîïîëíèòåëüíî ðàññ÷èòûâàåòñÿ âåðõ-
íÿÿ õåññåíáåðãîâà (m + 1) × m ìàòðèöà Hm = UT

m+1AUm. ×åðåç Hm

îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû Hm óäàëåíèåì ïîñëåäíåé
ñòðîêè. Ìàòðèöà Hm ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ìàòðèöû A íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî Êðûëîâà Km: Hm = UT

mAUm.
Íîâîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ u = u0 + Umd íàõîäèòñÿ â ðåçóëüòàòå
ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè íîðìû ∥¯e1−Hmd∥ äëÿ d, ãäå e1 - ïåðâûé
êîîðäèíàòíûé âåêòîð, à ¯ = ∥r0∥.
Åñëè òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü äîñòèãíóòà, ò.å. íîðìà íåâÿçêè r = b − Au

ìàëà, ∥r∥2 < ±∥r0∥2, òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ.
Ïóíêòû 1 è 2 ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñî ñòàíäàðòíûì âàðèàíòîì
GMRES(m).
Åñëè òî÷íîñòü íå äîñòèãíóòà, òî ïåðåõîäèì ê ïðîöåññó ôèëüòðàöèè.

3. Ðàññ÷èòûâàåì ìàòðèöó B = Hm + ℎ2
m+1,mH

−T
m eme

T
m è áåðåì ê íåé îá-

ðàòíóþ C = B−1. Çäåñü em ∈ ℝm � m-é êîîðäèíàòíûé âåêòîð, ℎm+1,m �
ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ìàòðèöû Hm. Íèæå ïðèâåäåíî îáîñíîâàíèå
òàêîãî âûáîðà ìàòðèöû B. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû B íàçûâàþòñÿ
ãàðìîíè÷åñêèìè ÷èñëàìè Ðèòöà è èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ïðèáëèæå-
íèÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ìàòðèöû A.

4. Ê ìàòðèöå C ïðèìåíÿåì QR-àëãîðèòì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëîæåíèÿ Øó-
ðà C = QDQT , ãäå Q � âåùåñòâåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, QTQ =
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I, D � âåðõíÿÿ áëî÷íî-òðåóãîëüíàÿ (m×m) ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè
áëîêàìè ðàçìåðîâ 1×1 è 2×2. Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ åå äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ. Áåðÿ îáðàòíûå
ê íèì çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì ãàðìîíè÷åñêèå ÷èñëàìè Ðèòöà èñõîäíîé ìàò-
ðèöû A. Ðàçëîæåíèå Øóðà âûïîëíÿåì ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû DGEES
ïàêåòà LAPACK .

5. Óïîðÿäî÷èâàåì âåêòîðû Øóðà ïî âîçðàñòàíèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,
âûáèðàåì èç íèõ k ïåðâûõ âåêòîðîâ p1, ..., pk, è ôîðìèðóåì m× k ìàò-
ðèöó Pk. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî k ìîæåò áûòü èçìåíåíî äëÿ òîãî, ÷òîáû
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ ïàðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íå áûëà ðàçäåëå-
íà.

6. Äîïîëíÿåì ìàòðèöó Pk íóëåâîé ñòðîêîé, îñòàâëÿÿ çà åå ñòîëáöàìè îáî-
çíà÷åíèå p1, ..., pk, òîëüêî òåïåðü âåêòîðû pk èìåþò äëèíó m + 1. Ïî-
ëó÷åííûé â ï.2 âåêòîð íåâÿçêè r̂ = ¯e1 − Hmd äëèíû m + 1 îðòî-
íîðìàëèçóåì îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ p1, ..., pk, ïîëó÷àÿ âåêòîð pk+1 è
(m+ 1)× (k + 1) ìàòðèöó Pk+1.

7. Ôîðìèðóåì äëÿ î÷åðåäíîãî ðåñòàðòà îáíîâëåííûå ÷àñòè ìàòðèöû Hm

è áàçèñà Um, ïîëàãàÿ

Unew
k+1 = Um+1Pk+1, H

new
k = P T

k+1HmPk.

Ïîñëå ýòîé ïðîöåäóðû îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíî ïðîâåñòè îðòîíîðìàëèçà-
öèþ ïîñëåäíåãî âåêòîðà áàçèñà Unew

k+1 îòíîñèòåëüíî åãî ïðåäûäóùèõ âåê-
òîðîâ.

8. Ïåðåõîäèì ê ï. 2 ïîñòðîåíèÿ íîâîãî m-ìåðíîãî áàçèñà, èñïîëüçóÿ â
êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ðåñòàðòà íå âåêòîð íåâÿçêè, à ïîñòðî-
åííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå âåêòîðû Unew

k+1 è ìàòðèöó H
new
k .

Ïðèâåäåííàÿ ïðîöåäóðà èòåðàöèîííî ïîâòîðÿåòñÿ äî ñõîäèìîñòè èëè
äî èñ÷åðïàíèÿ çàäàííîãî ÷èñëà ðåñòàðòîâ.

Çàìå÷àíèå 1. Îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì GMRES_DR ðàáîòàåò ñ ìàòðè-
öåé B, à íå ñ îáðàòíîé ê íåé. Ðàáîòà ñ îáðàòíîé ìàòðèöåé ïîçâîëÿåò áîëåå
óñòîé÷èâî ðàññ÷èòûâàòü ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå èìåííî ìèíè-
ìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì èñõîäíîãî îïåðàòîðà.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ÷èñëà, îáðàòíûå ê ìàêñèìàëüíûì ïî ìîäóëþ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì ìàòðèöû

B = Hm + ℎ2
m+1,mH

−T
m eme

T
m,
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ïðèáëèæàþò ìèíèìàëüíûå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èñõîäíîé ìàò-
ðèöû A (÷òî íàì è íóæíî). Ðàçáåðåìñÿ â ñìûñëå ýòîãî âûñêàçûâàíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó A−1y = ¸y íà ïîäïðîñòðàíñòâå W = AKm. Ãàëåðêèíñêàÿ
ôîðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è èìååò âèä: íàéòè âåêòîð y ∈ W , è êîìïëåêñíîå
÷èñëî ¸ ∈ ℂ, òàêèå, ÷òî

(A−1y − ¸y, w) = 0, ∀w ∈ W. (1)

Îáùèé âèä âåêòîðîâ w è y èçâåñòåí:

w = AUmz2, y = AUmz1, z1, z2 ∈ ℝm.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè w è y â (1) èìååì

(A−1AQmz1 − ¸AQmz1, AQmz2) = 0.

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(QT
mA

T (Qmz1 − ¸AQmz1), z2) = 0,

((QT
mA

TQm − ¸QT
mA

TAQm)z1, z2) = 0,

((HT
m − ¸QT

mA
TQm+1H̄m)z1, z2) = 0,

((HT
m − ¸H̄T

mH̄m)z1, z2) = 0.

Òàê êàê ýòî âûïîëíåíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ z1, z2 èç ℝm, òî ïîñòàâ-
ëåííàÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâå W çàäà÷à (1) ñâåäåíà ê çàäà÷å íà íàõîæäåíèÿ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ¸ è îòâå÷àþùèõ èì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ g îáîá-
ùåííîé çàäà÷è

HT
mg = ¸H̄T

mH̄mg, g ∈ ℝm. (2)
Òàê êàê

H̄T
mH̄m = [HT

m
...¯em]

⎡
⎣

Hm

. . .

¯eTm

⎤
⎦ = HT

mHm + ¯2eme
T
m,

ãäå
em = (0, ..., 0, 1) ∈ ℝm, ¯ = ℎm+1,m,

òî âìåñòî (2) èìååì

HT
mg = ¸(HT

mHm + ¯2eme
T
m)g,
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èëè
g = ¸(Hm + ¯2H−T

m eme
T
m)g.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè çàäà÷ó
g = ¸ B g,

êîòîðóþ çàïèøåì â ïðèâû÷íîì âèäå

B−1g = ¸g. (3)

Ðåøàÿ çàäà÷ó (3) ñ ïîìîùüþ QR-àëãîðèòìà, íàèáîëåå íàäåæíî ìû ìîæåì
íàéòè èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå ãðóïïå ìàêñèìàëüíûõ
ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû B−1. À çíà÷èò, îáðàòíûå ê íèì
çíà÷åíèÿ ¯ = 1/¸ ïðèáëèæàþò ìèíèìàëüíûå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ èñõîäíîé ìàòðèöû A. Ñîáñòâåííàÿ ïàðà (¯, g) ñ âåêòîðîì g ∈ ℝm

ñîîòâåòñòâóåò ïàðå (¯, y) ñ âåêòîðîì y ∈ ℝn, ãäå y = Umg, ïðåäñòàâëÿþùåé
ãàðìîíè÷åñêèå ÷èñëà è âåêòîðû Ðèòöà [2].

Âíå ðàìîê äàííîé ðàáîòû îñòàåòñÿ ïðîâåðêà óòâåðæäåíèÿ î íàäåæíîñòè
ðàñ÷åòà ãîëîâíîé ÷àñòè ñïåêòðà. Òàêàÿ ïðîâåðêà ìîæåò áûòü îñíîâàíà íà
âû÷èñëåíèè êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê äèõîòîìèè ñïåêòðà ìàòðèöû
B−1.

2.3 Êîìáèíèðîâàííûé âàðèàíò GMRES_Proj ñ ÿâíûì ðåñòàðòîì

Ðàññìîòðèì âàðèàíò ñ ÿâíûìè ðåñòàðòàìè � àëãîðèòì GMRES_Proj, êî-
òîðûé ñîñòîèò èç äâóõ ôàç � ñòàíäàðòíûé öèêë GMRES(m) ÷åðåäóåòñÿ ñ
ôàçîé ïðîåêòèðîâàíèÿ, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ ïîïðàâêà ê ðåøåíèþ â ïîä-
ïðîñòðàíñòâå íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè k < m. Íà íà÷àëüíîé ñòàäèè àë-
ãîðèòì GMRES_Proj ñîâïàäàåò ñ àëãîðèòìîì GMRES_DR. Â ðåçóëüòàòå
ðàññ÷èòûâàþòñÿ k âåêòîðîâ Uk, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðè-
áëèæåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî k íàèìåíüøèì ïî ìîäóëþ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì èñõîäíîé ìàòðèöû.

Íà âòîðîì ýòàïå ìû äîáàâëÿåì ê Uk âåêòîð íåâÿçêè r, è â ïîäïðîñòðàí-
ñòâå span{Uk+1} ≡ span{Uk, r} ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå u êîð-
ðåêòèðóåòñÿ, ò.å. íàõîäèòñÿ ïîïðàâêà ê ðåøåíèþ, ëåæàùàÿ â span{Uk+1}.
Ïîñëå ýòîãî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ñòàíäàðòíûé öèêë GMRES(m) è òàê
äàëåå, äî ñõîäèìîñòè èëè èñ÷åðïàíèÿ ÷èñëà ïîâòîðåíèé. Ýòàï êîððåêöèè
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Òåêóùóþ íåâÿçêó rm îðòîíîðìàëèçóåì ïî îòíîøåíèþ ê ïîñòðîåííîìó
ïîäìíîæåñòâó âåêòîðîâ Uk, ò.å. ïðèñîåäèíÿåì ê ýòîìó íàáîðó âåêòîð
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uk+1, ïîëó÷åííûé â ïðîöåññå îðòîãîíàëèçàöèè è íîðìèðîâêè:

uk+1 = rm −
k∑

j=1

ℎj,kuj, ℎj,k = uTj rm, j = 1, ..., k,

uk+1 := uk+1/∥uk+1∥.
Áàçèñ U = Uk+1 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, UTU = Ik+1.

2. Èñïîëüçóåì äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâî span{U}. Íàì
èçâåñòíû òåêóùåå èòåðàöèîííîå ïðèáëèæåííîå u0 è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
íåâÿçêà r0. Íàéäåì ïîïðàâêó ±u = unew−u0, ðåøàÿ ñèñòåìó A±u = r0 íà
ïîäïðîñòðàíñòâå span{U}, òî åñòü, ðåøàÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

UTAUd = UTr0

ðàçìåðà k < m îòíîñèòåëüíî âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ d ∈ ℝk.
Íîâîå óòî÷íåííîå ðåøåíèå åñòü unew = u0+Ud, à íîâàÿ íåâÿçêà rnew =
b− A unew ñîîòâåòñòâåííî.

3. Ýòîò íîâûé âåêòîð rnew èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íà÷àëà íîâîãî èòåðàöèîííîãî
öèêëà GMRES(m): r0 = rnew.

3 Ñðàâíåíèå âàðèàíòîâ. Ïîèñê óñîâåðøåíñòâîâàíèé

Ñðàâíèì ïîâåäåíèå îïèñàííûõ âàðèàíòîâ íà çàäà÷å êîíâåêöèè-äèôôóçèè.
Çàäà÷à ñ ðàçðûâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè [8],[9]. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

êîíâåêöèè - äèôôóçèè

−"(uxx + uyy) + p1ux + p2uy = f, " = 10−6, p1 = p2 =

√
2

2
, f = 0

â åäèíè÷íîì êâàäðàòå (ñì. ðèñ. 1 a).
Ïîëå ñêîðîñòåé p1, p2 îäíîðîäíî è íàïðàâëåíî ïîä óãëîì 45o ãðàäóñîâ

ê îñè ÎÕ. Ðàçðûâ ïåðåíîñèòñÿ âíóòðü îáëàñòè õàðàêòåðèñòèêîé y = x è
âäîëü íåå â ðåçóëüòàòå äèôôóçèè îáðàçóåòñÿ òîíêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîé.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóåì ìåòîä ñòàáèëèçèðîâàííûõ êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ [10], ðåàëèçîâàííûé íà òðåóãîëüíîé ñåòêå, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà èç
ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè äåëåíèåì êàæäîé ÿ÷åéêè äèàãîíàëüþ íà äâà òðå-
óãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 1 b).

Ñðàâíèì ñõîäèìîñòü ïðåäñòàâëåííûõ âûøå âàðèàíòîâ GMRES äëÿ äàí-
íîé çàäà÷è, ñì. ðèñ. 2. Ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà ñîñòîèò èç 16641 óçëîâ, ÷òî ñîîò-
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Ðèñ. 1: Çàäà÷à êîíâåêöèè-äèôôóçèè ñ ðàçðûâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè: (à) ïîñòàíîâêà çàäà-
÷è; (b) ôðàãìåíò ñåòêè.

âåòñòâóåò ðàçáèåíèþ êâàäðàòíîé ñåòêè íà 128× 128 ÿ÷ååê.
Èçó÷àåìàÿ çàäà÷à � ýòî çàäà÷à ñ äîìèíèðóþùåé êîíâåêöèåé è ïîëó÷åí-

íàÿ ïîñëå àïïðîêñèìàöèè ìàòðèöà A íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åå ñïåêòð
êîìïëåêñíûé. Íàèõóäøóþ ñõîäèìîñòü èç ïðåäñòàâëåííûõ âàðèàíòîâ äåìîí-
ñòðèðóåò GMRES_DR, à ëó÷øå âñåãî ñåáÿ ïîêàçûâàåò GMRES_Proj. Äëÿ
ïîíèìàíèÿ ñèòóàöèè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàðèñóåì ãàðìîíè÷åñêèå
÷èñëà Ðèòöà, ïîëó÷àåìûå â õîäå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Íà ðèñ. 3� 5 ïîêà-
çàíî ðàñïðåäåëåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ ÷èñåë Ðèòöà äëÿ âàðèàíòà ñ ðåñòàðòîì
GMRES(30) (ðèñ. 3), âàðèàíòà ñ íåÿâíûì ðåñòàðòîì GMRES_DR(30,10)
(ðèñ. 4) è GMRES_Proj (ðèñ. 5). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî GMRES_DR ëó÷øå äðó-
ãèõ àëãîðèòìîâ àïïðîêñèìèðóåò "ãîëîâó" ñïåêòðà (íàáîð ìèíèìàëüíûõ
ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé), îäíàêî óñèëèÿ ýòè ÿâëÿþòñÿ ÷ðåçìåð-
íûìè. Îïòèìàëüíûì îêàçûâàåòñÿ âàðèàíò GMRES_Proj, â êîòîðîì ãàð-
ìîíè÷åñêèå ÷èñëà Ðèòöà êîíöåíòðèðóþòñÿ îêîëî íåêîòîðûõ òî÷åê, ðàâíî-
ìåðíî ðàññòàâëåííûõ âäîëü êîíòóðà, îáðàçîâàííîãî íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè ÷èñëàìè Ðèòöà êëàññè÷åñêîãî GMRES.

Ïðåäñòàâëåííàÿ êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë òèïè÷íà äëÿ
çàäà÷ êîíâåêöèè-äèôôóçèè ñ äîìèíèðóþùåé êîíâåêöèåé, à çíà÷èò è ñðàâ-
íèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñõîäèìîñòè àíàëîãè÷íû.

Ìû ïðåäëàãàåì ðàññìîòðåòü ãðóïïó ìåòîäîâ, ñîäåðæàùèõ ýòàï êîððåê-
öèè, ïðåäñòàâèòåëåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåííûé âûøå âàðèàíò
GMRES_Proj. Äëÿ ýòîãî ðàñøèðèì âàðèàíò GMRES_Proj, îñíàñòèâ åãî
ñäâèãàìè. Âûáîð êîððåêòèðóþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà span(Uk+1) ÿâëÿåòñÿ
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Ðèñ. 2: Ñõîäèìîñòü âàðèàíòîâ GMRES äëÿ çàäà÷è ñ ðàçðûâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ñåòêà
128× 128
.
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Ðèñ. 3: Ãàðìîíè÷åñêèå ÷èñëà Ðèòöà GMRES_full (êðóæêè) è GMRES(30) (êîëüöà) äëÿ çàäà÷è
ñ ðàçðûâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
.
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Ðèñ. 4: Ãàðìîíè÷åñêèå ÷èñëà Ðèòöà GMRES_full (êðóæêè) è GMRES_DR(30,10)(êîëüöà) äëÿ
çàäà÷è ñ ðàçðûâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
.
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Ðèñ. 5: Ãàðìîíè÷åñêèå ÷èñëà Ðèòöà GMRES_full (êðóæêè) è GMRES_Proj (êîëüöà) äëÿ çàäà÷è
ñ ðàçðûâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
.
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êëþ÷åâûì äëÿ ñõîäèìîñòè ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ. Áóäåì âûáèðàòü áàçèñ
Uk, ìåíÿÿ ïðàâèëî âûáîðà k âåêòîðîâ ïðè êàæäîì ðåñòàðòå GMRES(m),
îïèðàÿñü íå òîëüêî íà âåêòîðà Øóðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìàëüíûì ïî
ìîäóëþ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ìàòðèöû A. Ñòðàòåãèÿ âûáîðà (íèæå ìû
áóäåì íàçûâàòü åå ñäâèãîâîé ñòðàòåãèåé) ìîæåò áûòü ñàìîé ðàçíîé è, âîç-
ìîæíî, çàâèñåòü îò ñïåöèôèêè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Â íàñòîÿùèé ìî-
ìåíò ìû íå ìîæåì îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå êàêîé-ëèáî èç íèõ. Íèæå ïðè îïè-
ñàíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìû ïðåäëàãàåì íåñêîëüêî ñäâèãîâûõ ñòðà-
òåãèé è ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû, ê êîòîðûì ïðèâîäèò èõ ïðèìåíåíèå.

4 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Ñðàâíèì ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ GMRES íà íåêîòîðûõ ìîäåëüíûõ
ïðèìåðàõ, âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé
2D óðàâíåíèé êîíâåêöèè-äèôôóçèè. Âûáåðåì äëÿ ñðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêèé
âàðèàíò GMRES_full, âàðèàíò ñ ðåñòàðòàìè GMRES(m),
GMRES_DR(m, k) è, íàêîíåö, âàðèàíòû GMRES(m, k)_Proj ñî ñäâèãàìè,
êîòîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê GMRES(m, k)_Proj(L), ãäå L � ïàðàìåòð,
îïðåäåëÿþùèé ïðàâèëî âûáîðà k âåêòîðîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñòðîèòñÿ
êîððåêòèðóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî Uk+1, ñì. �2.3 .

Cõîäèìîñòè êîíòðîëèðóåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Íà êàæäîì öèêëå âíåø-
íèõ èòåðàöèé i ðàññ÷èòûâàåòñÿ íåâÿçêà ∥b−Aui∥. Íà÷àëüíàÿ íåâÿçêà ðàâ-
íÿåòñÿ ∥b∥, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Èòåðàöèè ïðîäîëæàþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îòíîñèòåëüíàÿ íåâÿçêà íå ñòàíî-
âèòñÿ ìåíüøå óêàçàííîé òî÷íîñòè,

∥b− Aui∥
∥b∥ < ±.

Â ïðèâåäåííûõ íèæå ýêñïåðèìåíòàõ ìû èñïîëüçîâàëè ðàçëè÷íûå ñòðà-
òåãèè ñäâèãà äëÿ âàðèàíòà GMRES(m, k)_Proj(L). Âñþäó íèæå ìû áóäåì
îïóñêàòü èç íàçâàíèÿ çíà÷åíèÿ âåëè÷èí m, k, åñëè èç êîíòåêñòà ýòè çíà-
÷åíèÿ ïîíÿòíû. Çíà÷åíèå L = 1 íà ïðåäñòàâëåííûõ ðèñóíêàõ îçíà÷àåò
èñïîëüçîâàíèå ñòðàòåãèè áåç ñäâèãîâ, ò.å. íà÷àëüíûé áàçèñ äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ êîððåêòèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâî span(Uk+1) âñåãäà ñîñòîèò èç âåêòîðîâ
Øóðà, ñîîòâåòñòâóþùèõ k ïåðâûì ãàðìîíè÷åñêèì ÷èñëàì Ðèòöà. Ìû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî âåêòîðà Øóðà óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ ìîäóëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ ÷èñåë Ðèòöà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àÿ L = 1
âñåãäà âûáèðàåì k ïåðâûõ âåêòîðîâ Øóðà.
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Åñëè L ∕= 1, òî êîððåêòèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî íà êàæäîé âíåøíåé èòå-
ðàöèè ìåíÿåòñÿ. Íàñ èíòåðåñîâàëè ïðîñòûå ñòðàòåãèè ñäâèãà. Åñëè L = 2
âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèå äðóã çà äðóãîì ãðóïïû èç k âåêòîðîâ Øóðà, ò.å.
ñíà÷àëà ïåðâûå k âåêòîðîâ Øóðà, íà ñëåäóþùåé âíåøíåé èòåðàöèè âòîðûå
k âåêòîðîâ è ò.ä. Ïðè L = 3 äâàæäû âûáèðàþòñÿ ïåðâûå k âåêòîðîâ, çà-
òåì äâàæäû âòîðûå k âåêòîðîâ; â êîíöå äâàæäû âûáèðàþòñÿ ïîñëåäíèå k

âåêòîðîâ Øóðà. È, íàêîíåö, ìû ðàññìàòðèâàåì âàðèàíò (åìó ñîîòâåòñòâóåò
ïàðàìåòð L = 4), êîãäà ñäâèã îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî ïîñëå òðîåêðàòíîãî
ïîâòîðà êàæäîé ãðóïïû âåêòîðîâ.

4.1 Óðàâíåíèå Ïóàññîíà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ïóàññîíà

−"xuxx − "yuyy = f

â åäèíè÷íîì êâàäðàòå Ω = [0, 1] × [0, 1] ñ íóëåâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè
Äèðèõëå. Êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè "x, "y ïðåäïîëàãàåì ðàâíûìè 1. Äëÿ
àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóåì ðàâíîìåðíóþ êâàäðàòíóþ ñåòêó, ñîñòîÿùóþ èç
N × N ÿ÷ååê. Ïîëó÷àþùàÿñÿ ìàòðèöà èìååò â ýòîì ñëó÷àå ðàçìåð (N +
1)2 × (N + 1)2.

Ïðàâàÿ ÷àñòü f åñòü ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ f = A uexact ïðè çàäàííîì
ðåøåíèè uexact(x, y), â êà÷åñòâå êîòîðîãî âûáåðåì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
ãëàäêèõ è íåãëàäêèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà

uexact(x, y) = usmootℎ + unon−smootℎ,

usmootℎ =

i0+I∑
i=i0

sin(¼ix)

j0+J∑
j=j0

sin(¼jy), i0 = j0 = 1, I = J = 10,

unon−smootℎ =

i0+I∑
i=i0

sin(¼ix)

j0+J∑
j=j0

sin(¼jy), i0 = j0 =
N

2
, I = J = 10.

Cðàâíèâàÿ ñõîäèìîñòü ïðåäñòàâëåííûõ âàðèàíòîâ GMRES äëÿ óðàâíå-
íèÿ Ïóàññîíà íà êâàäðàòíîé ñåòêå 256× 256 (ðèñ. 6) ïðè çàäàííîé îòíîñè-
òåëüíîé òî÷íîñòè ± = 10−7, ìû íàáëþäàåì óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè ïðè ïðè-
ìåíåíèå ñäâèãîâîãî âàðèàíòà GMRES(30,10)_Proj(2) ïî ñðàâíåíèþ ñ âà-
ðèàíòîì GMRES(30,10)_Proj(1) è GMRES_DR. Îäíàêî ïðè çàäàíèè òî÷-
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Ðèñ. 6: Ñõîäèìîñòü âàðèàíòîâ GMRES ïðè ± = 10−7 . Óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Ñåòêà 256× 256.

íîñòè ± = 10−10 âàðèàíò GMRES(30,10)_Proj(2) óñòóïàåò GMRES_DR (ñì.
ðèñ. 7). Ïî ïîñòðîåíèþ, è ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ â ðàñ÷åòàõ, GMRES_DR ëó÷-
øå, ÷åì îñòàëüíûå èç ïðåäñòàâëåííûõ âàðèàíòîâ ïðèáëèæàåò ãðóïïó ìè-
íèìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èñõîäíîãî îïåðàòîðà. Ìîæíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî èìåííî ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò GMRES_DR ïîêàçûâàòü ëó÷øóþ
àñèìïòîòè÷åñêóþ ñõîäèìîñòü.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î âëèÿíèè âûáîðà ñòðàòåãèè ïîñòðîåíèÿ êîððåêòè-
ðóþùåãî áàçèñà Uk+1 íà ñõîäèìîñòü âñåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà â öåëîì
(ñì. ðèñ. 8). Â ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñóíêå ãðàôèêàõ äâå ñòðàòåãèè L = 2
è L = 3 (ñóòü êàæäîé èç íèõ îïèñàíà âûøå) ïîêàçûâàþò áëèçêèé õàðàê-
òåð ñõîäèìîñòè, ñðàâíèìûé íà äàííîé çàäà÷å ñ âàðèàíòîì GMRES_DR.
Êàæäîå ñêà÷êîîáðàçíîå óìåíüøåíèå íîðìû íåâÿçêè íà ãðàôèêå ñîîòâåò-
ñòâóåò ïåðåõîäó îò ïîñëåäíåãî íàáîðà âåêòîðîâ Uk, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàê-
ñèìàëüíûì ãàðìîíè÷åñêèì ÷èñëàì Ðèòöà, ê ïåðâîìó íàáîðó, ñâÿçàííîìó
ñ èõ ìèíèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Áëèçêèé õàðàêòåð ñõîäèìîñòè ïðè äâóõ
âûáðàííûõ ñòðàòåãèÿõ ñäâèãà íå èñêëþ÷àåò ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé
ñäâèãîâîé òàêòèêè, îòëè÷íîé îò ðàññìîòðåííûõ â äàííîé ðàáîòå.

Ñìîäåëèðóåì ñèòóàöèþ ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òðóäíîðåàëèçóå-
ìóþ, íî ïîçâîëÿþùóþ íàì îáîçíà÷èòü öåëü è, êàê ñëåäñòâèå, âîçìîæíûé
ïóòü åå äîñòèæåíèÿ.
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Ðèñ. 7: Ñõîäèìîñòü âàðèàíòîâ GMRES ïðè ± = 10−10. Óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Ñåòêà 256× 256.
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Ðèñ. 8: Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îò ñòðàòåãèè âûáîðà êîððåêòèðóþùåãî áàçèñà Uk+1.
Óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Ñåòêà 256× 256.
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Ïðåæäå, ÷åì êîððåêòèðîâàòü íåâÿçêó, ìîäèôèöèðóåì óæå âûáðàííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî span{Uk+1}. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ê îðòîíîðìèðîâàííîìó
áàçèñó Uk+1 ñãëàæèâàþùóþ ïðîöåäóðó

S =

q=m∏

q=k+1

(I − 1

¸q
A).

Çäåñü ¸q � ñîîòâåòñòâóþùèå ãàðìîíè÷åñêèå ÷èñëà Ðèòöà. Ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ïðîöåäóðà ýòà íåïðèåìëåìà ïî äâóì ïðè÷èíàì. Äëÿ íîðìàëü-
íûõ ìàòðèö ñ âåùåñòâåííûì ñïåêòðîì îíà îïðåäåëåíà, íî ÿâëÿåòñÿ äîðî-
ãîñòîÿùåé. Äëÿ çàäà÷ ñ êîìïëåêñíûì ñïåêòðîì òàêîé ìíîãî÷ëåí (èëè åãî
àíàëîã) íåèçâåñòåí.

Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìè÷åñêè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.

1. Áåðåì ïîñòðîåííûé êîððåêòèðóþùèé áàçèñ Uk+1, UT
k+1Uk+1 = Ik+1 è p

ðàç ïðèìåíÿåì ê íåìó ñãëàæèâàþùóþ ïðîöåäóðó S. Çäåñü p � çàäàííûé
ïàðàìåòð.

2. Îðòîíîðìàëèçóåì ìîäèôèöèðîâàííûé áàçèñ U = Unew
k+1 = S(p)Uk+1.

Äëÿ ýòîãî ôîðìèðóåì ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó G = UTU ðàçìåðà (k +
1)× (k + 1) è äåëàåì åå ñîáñòâåííîå ðàçëîæåíèå

G = V diag(g1, g2, ..., gk+1)V
T , V V T = Ik+1,

g1 ≥ g2 ≥ ... ≥ gk+1 ≥ 0.

Èñêîìûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ W èìååò âèä

W = UVk+1diag

Ã
1√
g1
,

1√
g2
, ...,

1√
gk+1

)
.

3. Îêîí÷àòåëüíî êîððåêòèðóþùèé áàçèñ èìååò âèä Uk+1 = W.

Âëèÿíèå ñãëàæèâàþùåé ïðîöåäóðû íà ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðî-
öåññà ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 9. Âàðèàíòû, â êîòîðûõ ïðèìåíÿëàñü ñãëàæèâà-
þùàÿ ïðîöåäóðà, îáîçíà÷åíû GMRES(m, k)_Proj(L)_S(p). ×èñëî ñãëàæè-
âàþùèõ èòåðàöèé íàìåðåííî âûáðàíî áîëüøèì, ðàâíûì 4. Êàê âèäíî èç
ãðàôèêîâ, ñãëàæèâàþùàÿ ïðîöåäóðà óñêîðÿåò èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè äåëàåò ýòîò âàðèàíò (â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò)
ñðàâíèìûì ñ êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì GMRES. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âû-
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Ðèñ. 9: Ñõîäèìîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ñãëàæèâàþùåé ïðîöåäóðû. Óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Ñåòêà
256× 256.

øå, ìû íå ðàññìàòðèâàåì ýòîò ïîäõîä ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íî íàñ
èíòåðåñóåò, â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ñóòü ïðîâåäåííîé ìîäèôèêàöèè. Äëÿ âûÿñ-
íåíèÿ ýòîãî ðàññ÷èòàåì è ñðàâíèì ãàðìîíè÷åñêèå ÷èñëà Ðèòöà, ïðèñóùèå
êîððåêòèðóþùåìó ïîäïðîñòðàíñòâó span{Uk+1}.

Íà ðèñ. 10 îáîçíà÷åíû âñå ãàðìîíè÷åñêèå ÷èñëà Ðèòöà, ðàññ÷èòàííûå äëÿ
âñåõ êîððåêòèðóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîëó÷àåìûõ â õîäå èòåðàöèîííîãî
ïðîöåññà. Âèäíî, ÷òî ìîäèôèêàöèÿ áàçèñà ïðèâîäèò ê êëàñòåðèçàöèè ãàð-
ìîíè÷åñêèõ ÷èñåë Ðèòöà, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
ñäâèãîâ.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì êàê çàâèñèò ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðî-
öåññà îò ðàçìåðà ñåòî÷íîé çàäà÷è (ðèñ. 11). Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ çàäà÷, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå àïïðîê-
ñèìàöèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê
128×128, 256×256, 512×512. Óâåëè÷åíèå ðàçìåðà ñåòî÷íîé çàäà÷è ïðèâî-
äèò ê äâóì ÿâëåíèÿì: ñ îäíîé ñòîðîíû, â õàðàêòåðå ñõîäèìîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ
íåìîíîòîííîñòü, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, âàðèàíò GMRES_Proj(2) â ñðàâíåíèè
ñ GMRES_DR ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà çàäà÷è ïîêàçûâàåò ëó÷øóþ ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè.
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GMRES(30,10)_Proj(1)
GMRES(30,10)_Proj(1)_S(4)
GMRES(30,10)_Proj(2)
GMRES(30,10)_Proj(2)_S(4)
GMRES(30,6)_Proj(2)
GMRES(30,6)_Proj(2)_S(4)

Ðèñ. 10: Ãàðìîíè÷åñêèå ÷èñëà Ðèòöà, ñîîòâåòñòâóþùèå êîððåêòèðóþùåìó ïðîñòðàíñòâó
span{Uk}. Óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Ñåòêà 256× 256.
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Ðèñ. 11: Ñõîäèìîñòü âàðèàíòîâ GMRES íà ðàçíûõ ñåòêàõ. Óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Ñåòêè 128×128,
256× 256, 512× 512.
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4.2 Óðàâíåíèå êîíâåêöèè-äèôôóçèè.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-äèôôóçèè

−"(uxx + uyy) + p1ux + p2uy = f.

Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå â åäèíè÷íîì êâàäðàòå Ω = [0, 1]× [0, 1] íà òðå-
óãîëüíîé ñåòêå, ïîëó÷åííîé èç êâàäðàòíîé. Ïîñòóïèì â òîé æå ìàíåðå, ÷òî
è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. À èìåííî, âîçüìåì â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ
òó æå êîìáèíàöèþ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Â ðåçóëüòà-
òå ïîëó÷èì çàäà÷ó ñ íóëåâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè è ñ ïðàâîé ÷àñòüþ,
ðàññ÷èòàííîé ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå.

Çàôèêñèðóåì ïîëå ñêîðîñòåé p1 =
√
2
2 , p2 =

√
2
2 (îíî ñîâïàäàåò ñ ïîëåì

ñêîðîñòåé ïðåäñòàâëåííîé âûøå çàäà÷è ñ ðàçðûâíûìè êðàåâûìè óñëîâè-
ÿìè), à êîýôôèöèåíò äèôôóçèè áóäåì âàðüèðîâàòü, ìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå
ìåæäó äèôôóçèîííîé è êîíâåêòèâíîé ÷àñòÿìè.

Ïåðâûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâåäåì äëÿ çàäà÷ ñ äîìèíèðóþùåé äèôôóçè-
åé, " = 1. Ñåòî÷íîå ÷èñëî Ïåêëå ïðè òàêîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ìåíüøå
åäèíèöû

Pe =
∣p∣ℎ
2"

= 0.004.

Ñõîäèìîñòü ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ GMRES (ñì. ðèñ. 12) àíàëîãè÷íà õà-
ðàêòåðó ñõîäèìîñòè, ïîêàçàííîé äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà âûøå: âàðèàíò
GMRES_Proj(2) ïîêàçûâàåò ëó÷øóþ ñõîäèìîñòü, ÷åì GMRES_Proj(1) è
GMRES_DR, íî àñèìïòîòè÷åñêè óñòóïàåò GMRES_DR. Ïðè óâåëè÷åíèè
ðàçìåðà çàäà÷è (ðèñ. 13) GMRES_Proj(2) óëó÷øàåò êà÷åñòâà ñõîäèìîñòè â
áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì îñòàëüíûå êàíäèäàòû.

Âëèÿíèå ðàçìåðà k íà ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà â öåëîì ìîæ-
íî óâèäåòü íà ðèñ. 14. Ïîñëåäíèå ýêñïåðèìåíòû (ðèñ. 15) àíàëèçèðóþò çà-
âèñèìîñòü ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îò âûáîðà ñäâèãîâîé ñòðàòåãèè. Äëÿ çàäà÷
ñ äîìèíèðóþùåé äèôôóçèåé íàëè÷èå ñäâèãà ïðèâîäèò ê ëó÷øèì ïàðàìåò-
ðàì ñõîäèìîñòè.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âàðèàíòà, â êîòîðîì óðàâíîâåøåíû äèôôó-
çèîííûé è êîíâåêòèâíûé ÷ëåíû " = 0.01 , Pe = 0.4. Â ýòîé ñèòóàöèè
(ñì. ðèñ. 16) ïðèìåíåíèå ñäâèãîâ íå ïðèâîäèò ê óëó÷øåíèþ ñõîäèìîñòè. Â
ïðèìåðå, âûáðàííîì äëÿ àíàëèçà, GMRES_DR(30,10) íèêàê íå óëó÷øàåò
ñõîäèìîñòü êëàññè÷åñêîãî GMRES(30), à âàðèàíòû GMRES_Proj(L) äàþò
ïîõîæèå ãðàôèêè ñõîäèìîñòè äëÿ îáîèõ âàðèàíòîâ � ñî ñäâèãàìè è áåç íèõ
� õîòÿ è ëó÷øèå, ÷åì äâà äðóãèõ âàðèàíòà (GMRES_DR, GMRES(m)).
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Ðèñ. 12: Ñõîäèìîñòü ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ GMRES. Óðàâíåíèå êîíâåêöèè-äèôôóçèè −(uxx +

uyy) +

√
2
2 ux +

√
2
2 uy = f. Ñåòêà 128× 128.
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GMRES_DR(30,10) ( grid 256 x 256 )
GMRES(30,10)_Proj(1) ( grid 256 x 256 )
GMRES(30,10)_Proj(2) ( grid 256 x 256 )

Ðèñ. 13: Ñõîäèìîñòü ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ GMRES íà ðàçíûõ ñåòêàõ. Óðàâíåíèå êîíâåêöèè-
äèôôóçèè −(uxx + uyy) +

√
2
2 ux +

√
2
2 uy = f. Ñåòêè 128× 128, 256× 256.
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Ðèñ. 14: Çàâèñèìîñòü ñõîäèìîñòè îò ðàçìåðà k êîððåêòèðóþùåãî áàçèñà. Óðàâíåíèå êîíâåêöèè-
äèôôóçèè. −(uxx + uyy) +

√
2
2 ux +

√
2
2 uy = f. Ñåòêà 128× 128.
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Ðèñ. 15: Çàâèñèìîñòü cõîäèìîñòè îò ñòðàòåãèè âûáîðà êîððåêòèðóþùåãî áàçèñà. Óðàâíåíèå
êîíâåêöèè-äèôôóçèè −(uxx + uyy) +

√
2
2 ux +

√
2
2 uy = f. Ñåòêà 128× 128.
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Ðèñ. 16: Ñõîäèìîñòü ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ GMRES. Óðàâíåíèå êîíâåêöèè-äèôôóçèè
−0.01(uxx + uyy) +

√
2
2 ux +

√
2
2 uy = f. Ñåòêà 128× 128.

Çàâèñèìîñòü ñõîäèìîñòè îò ðàçìåðà çàäà÷è ïîêàçàíà íà ðèñ. 17. Óâåëè-
÷åíèå ðàçìåðà çàäà÷è òîëüêî ïîä÷åðêèâàåò óæå ñäåëàííûé âûâîä î ïðàê-
òè÷åñêè ðàâíîïðàâíîì õàðàêòåðå ñõîäèìîñòè âàðèàíòîâ c êîððåêöèåé
GMRES_Proj(L).

Ðèñ. 18 äåìîíñòðèðóåò ñëàáóþ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè âàðèàí-
òîâ GMRES_Proj êàê îò ñäâèãîâîé ñòðàòåãèè, òàê è îò ðàçìåðà k êîððåê-
òèðóþùåãî áàçèñà Uk+1.

Â êîíöå âåðíåìñÿ ê óæå ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷å ñ ðàçðûâíûìè êðà-
åâûìè óñëîâèÿìè. Ýòî � çàäà÷à ñ äîìèíèðóþùåé êîíâåêöèåé " = 10−6,
Pe ≈ 4 104. Ñäâèãîâûé âàðèàíò GMRES_Proj(2) õîòÿ è ïîêàçûâàåò ñõî-
äèìîñòü ëó÷øå, ÷åì GMRES_DR, îäíàêî óñòóïàåò âàðèàíòó áåç ñäâèãîâ
GMRES_Proj(1), ðèñ. 19.
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GMRES(30,10)_Proj(1) ( grid 256 x 256 )
GMRES(30,10)_Proj(2) ( grid 256 x 256 )

Ðèñ. 17: Çàâèñèìîñòü ñõîäèìîñòè îò ðàçìåðà çàäà÷è. Óðàâíåíèå êîíâåêöèè-äèôôóçèè
−0.01(uxx + uyy) +

√
2
2 ux +

√
2
2 uy = f. Ñåòêè 128× 128, 256× 256.
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Ðèñ. 18: Çàâèñèìîñòü ñõîäèìîñòè îò ðàçìåðà k êîððåêòèðóþùåãî áàçèñà. Óðàâíåíèå êîíâåêöèè-
äèôôóçèè −0.01(uxx + uyy) +

√
2
2 ux +

√
2
2 uy = f. Ñåòêà 128× 128.
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Ðèñ. 19: Ñõîäèìîñòü ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ GMRES. Çàäà÷à ñ ðàçðûâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿ-
ìè. Óðàâíåíèå êîíâåêöèè-äèôôóçèè −10−6(uxx + uyy) +

√
2
2 ux +

√
2
2 uy = f. Ñåòêà 128× 128.

5 Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ ïðèâåäåííûõ çàäà÷ (óðàâíåíèå Ïóàññîíà è çàäà÷è êîíâåêöèè-äèôôó-
çèè ñ äîìèíèðóþùåé äèôôóçèåé) âàðèàíò GMRES_Proj ñî ñäâèãàìè ïî-
êàçûâàåò ëó÷øèå ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè â ñðàâíåíèè ñ îñòàëüíûìè èç ïðåä-
ëîæåííûõ âàðèàíòîâ. Â âûáðàííîì ìîäåëüíîì ïðèìåðå ðåøåíèå ñîñòîèò
èç ãëàäêîé è íåãëàäêîé ÷àñòåé, âçÿòûõ ñ ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îäíà-
êî, åñëè ïåðâûå ãëàäêèå ôóíêöèè âûäåëèòü ñóùåñòâåííî áîëüøèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, GMRES_DR ïîêàæåò ëó÷øóþ ñõîäèìîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ
ëþáûìè èç ñäâèãîâûõ âàðèàíòîâ, ïî êðàéíåé ìåðå â èõ òåêóùåì âàðèàíòå.

Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ñ äîìèíèðóþùåé êîíâåêöèåé, à òàêæå ê çàäà-
÷àì ñ óðàâíîâåøåííûìè äèôôóçèîííûì è êîíâåêòèâíûìè ÷ëåíàìè, ïðîåê-
öèîííûé âàðèàíò áåç ñäâèãîì ïîêàçûâàåò ëó÷øóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïî
ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ïîäõîäàìè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò ïåðñïåêòèâíîñòü âûáðàí-
íîãî ïîäõîäà ñ ÷åðåäîâàíèåì êîððåêòèðóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ íåáîëüøîé
ðàçìåðíîñòè k < m è öèêëîâ GMRES(m), è òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé.
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