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� ������ !�"�#� $!���#��%��� ��#����� !�&���' (!������� ����%)��� 
��*��#�*��!��������� � ������!��� �%(+�� � $���,)- ���/�*�/�-
������+����*� �%*�!�#��.  �!������� #��#�!������ �%*�!�#�� �� $!���!� 
�����%)��4 /���+ ������!��� ��*��#�*��!���������. ����/���, +#� 
+��%����� !�&���� �%' ���4 �%(+��� �4���#�' � ��#�����%)���( $!� 
�/��%)+���� $!��#!���#������ ��#��.  
 
 
 

T.G. Elizarova, S.D. Ustyugov 
 

Quasi-gas dynamic algorithm of solution of magnetohydrodynamic equations. 
One dimensional case. 

 
Abstract 

 

In the given work the technique of the solution of the equations ideal 
magnetohydrodynamic in a one-dimensional case by means of quasi-gas dynamic 
algorithm is presented. Algorithm testing for an example of several problems one-
dimensional magnetohydrodynamic was conducted. It is shown that the numerical 
solution for all cases converges to self-similar ones by refinement of a spatial grid. 
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1.  $������� 
 
���/�*�/�������+����� (�=
) �%*�!�#� !�&���' (!������� *��!��������� 
(�$�&�� $!����'%�' �%' +��%����*� ����%�!�����' &�!���*� �!(*� #�+���� 
�'/��*� �?������*� *�/�. � !�"�#� [1] "7%� $!���#��%��� !�&���� �����%)��4 
������!�74 #��#��74 /���+ �%' #�+���� ���'/��*� �?������*� *�/� ��#���� 
�=
. 
%' ���4 $!���!�� $���/���, +#� +��%����� !�&���� (��!���� �4���#�' � 
@#�%�����( !�&���- $!� �*(,���� $!��#!���#������ ��#��. B%�*���!' 
$!��#�#� +��%����� !��%�/�C�� @#�# �%*�!�#� ���# ��/��?���#) $�%(+�#) 
!�&���� ������!�74 /���+ � �7����� ��+��#��� �� $��!�"�74 ��#��4. � 
!�"�#� [2] $!���#��%��� ���#��� (!������� ��*��#��� *��!��������� (��=
), 
�$��7��-,�' #�+���' �?������� @%��#!�$!������� ?�����#� �� ������ 
���/�*�/�������+����� ����%�. � ������ !�"�#� !�����#!��� $!�������� 
��=
 �%' +��%����*� ����%�!�����' ������!�74 #�+���� �?������� 
@%��#!�$!������� ?�����#� � ��*��#��� $�%�. �!������ ���%�/ ��=
 
�%*�!�#�� �� $!���!� �����%)��4 /���+ ������!��� ��*��#�*��!���������.  
   

2. ������� ��������
�����������% �	������� �������
� ���	
�������� 
� ��������� ���
	��� 
 
���/�*�/�������+����� (!������' ��*��#��� *��!��������� �%' ������!��*� 
$%����*� #�+���' �7*%'�'# �%��(-,�� �"!�/��: 
 ���� � �����	 
 � ������ � �������	 � ��	 � ��� ��	 ���� � ����� 
 �����	  ������ � �������	 � ��� ������	 
 �����	  ������ � �������	 � ��� ������	 
 �����	  ����� � ��	 ������ � ������ � 
 � ����� � ��	 ������ � ������ � 
 � ���� � �����	 � ��	 ��������� � ����� � �������� � � �	 
 


 ������� � ����� � �������	  
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� 
 �! � �"�� � ��� # � 
 � � �  

"� 
 ��� � ��� � ���# �� 
 ��� � ��� � ���# $ 
  � ��� %# 
*�� � – $%�#���#), %��# ��# �� �% ���$����#7 ���!��#�,  ��# ��# �� – ���$����#7 
��*��#��*� $�%', � � � � $�%��' @��!*�' �����C7 �"EF��, � $�%��' (��%)��' 
@�#�%)$�',  %– ���%����, ! � (��%)��' ��(#!���'' @��!*�', �� 
 ��& � '(� � 
$!�"%�?����� /��+���� $%�#���#� � #�+�� �	#)))* %� � +�, '( 
 +,�������,�	. 
���#�! $%�#���#� $�#��� ����7 �7+��%'�#�' ��� 
 -*� 
 %���)* � '))*� 
*�� 

'. 
 +� /01��.�1 � 0. � 21 ���� 3.1 � �.�1�%4% 
���#��� (!������� ��$�%�'�#�' (!�������� ���#�'��', ��#�!�� � �%(+�� 
����%)��*� *�/� ����# ��� 
  
 �5 � &��! 

*�� 5 – $���/�#�%) ����"�#7. 
  
���$����#7 #��/�!� �'/��4 ��$!'?����, �4��',�4 � ���#��( (!�������, 
�$!���%'-#�' ��� 
 ��� 
 678 ����	 � ��+ ���� ����	 � �$�	� � + ��� ��	 � 5 ����	 � 

��� 
 8 �����	 � � ��+ ���� ����	 � �$�	� 

��� 
 8 �����	 � � ��+ ���� ����	 � �$�	� 

 
���#�! #�$%���*� $�#���   !���� 
  
 �9 �:�	 � +��� ; ��5 � & ��	 �<�� � ��� ��	 �&��=# 
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*�� 8%%– ��@GG�C���# ������+����� �'/���#�, 9 
 85>,��5 � &�<?� %�% 
��@GG�C���# #�$%�$!�������#�, @A% � +��%� �!���#%', + 
 8,� B CD� – 
!�%����C����7� $�!���#!, ���-,�� !�/��!���#) �!�����, CD � +��%� 
����#�. 
 
������ !������!�(- ��#�( $� ���!����#� 	 � &�*�� E � ��#�( $� �!����� � 
&�*�� F�. :��+���' ���4 G�/�+����4 ��%�+�� – $%�#���#�, ���!��#�, ���%���', 
��*��#��*� $�%' "(��� �$!���%'#) � (/%�4 ��#��. :��+���' $�#���� ���4 
��%�+�� �$!���%'-#�' �� *!���C�4 '+��� � $�%(C�%74 (/%�4. 
%' !�&���' 
��4����� ���#��7 (!������� ��$�%)/(�� '��(- $� �!����� !�/���#�(- �4��( 
�%��(-,�*� ����: 
 �GH 
 �. � F�E I��.JK,� � ��.LK,�M �G�GN 
 �.�. � F�E OP���.JK,� � ���.LK,�Q � I$.JK,� � $.LK,�M� P���.JK,���.JK,� � ���.LK,���.LK,�Q � '(.I��.JK,� � ��.LK,�M,�R 
 

�G"GN 
 �.". � F�E OP���.JK,� � ���.LK,�Q � ��. P��.JK,� � ��.LK,�Q� P���.JK,���.JK,� � ���.LK,���.LK,�Q � '(.��. P��.JK,� � ��.LK,�QR %�G'GN 
 �.'. � F�E OP���.JK,� � ���.LK,�Q � ��. P��.JK,� � ��.LK,�Q� P���.JK,���.JK,� � ���.LK,���.LK,�Q � '(.��. P��.JK,� � ��.LK,�QR 
 

��GS 
 ��. � F�E T������ � ������ �.JK,� � ������ � ������ �.LK,�U ��GS 
 ��. � F�E T������ � ������ �.JK,� � ������ � ������ �.LK,�U 
 

�GV 
 �. � F�E OI<W.JK,� � <W.LK,�M � I .JK,� �  .LK,�M� P���.JK,��.JK,� � ���.LK,��.LK,�Q���.I�W.JK,� � �W.LK,�MR 
 <W 
 ����� � ����� � ����� �W 
 �������� � ����� � ������ 



- 6 - 
 

 

 

���$����#7 ����!�#��*� ���%�*� ���#�!� $�#��� ����7 ��X ���-# ��� 
 ��X.JK,� 
 %�.JK,� P�X.JK,� � 'X.JK,�Q 
 
*�� ���$����#7 ��"���� � ���!��#� �7+��%'-#�' ��� 
 '�.JK,� 
 % +.JK,��.JK,� &E P�.JK,����.JK,� � $.JK,�%% � �.LK,����.LK,� � $.LK,�%%Q 

'�.JK,� 
 % +.JK,��.JK,� &E P�.JK,���.JK,���.JK,� � ��.JK,���.JK,�� �.LK,���.LK,���.LK,� � ��.LK,���.LK,�M '�.JK,� 
 % +.JK,��.JK,� &E P�.JK,���.JK,���.JK,� � ��.JK,���.JK,� � �.LK,���.LK,���.LK,�� ��.LK,���.LK,�M 
 

���!�#�7� �7!�?���' �%' ���# ���# ��� �   �7$��7��-#�' ���%�*�+��. �!� 
+��%����� !�&���� ��4����� ���#��7 (!������� ��*��#��� *��!��������� 
��� �����$�#���7� �%�*���7�, ����!?�,�� ��@GG�C���#7 8, 9 � +, 
!�����#!���-#�' ��� ���(��#����7� !�*(%'!�/�#�!7. �!� @#�� 
!�%����C����7� $�!���#! � ��@GG�C���#7 �'/���#� � #�$%�$!�������#� 
��'/��7 ��?�( ��"�� � � "�/!�/��!��� ���� �7+��%'-#�' ��� 
  + 
 Y EDZ % # 8 
 + B � B CD%# 9 
 + B  B CD@A%�5 � &� 
 
*�� Y �% +��%���7� ��@GG�C���#, ��#�!7� �7"�!�%�' � $!���%�4 0.2 – 0.5, 
+��%� �!���#%' � ����#� "7%� !���7 �����C�. ��* $� �!����� F� 
�$!���%'%�' �/ (�%���' �(!��#� F� 
 %[ B E\]	.�^��.^ � DZ.� 
*�� [ � +��%���7� ��@GG�C���#, !���7� � !��+�#�4 0.1 – 0.4 � "�%)&���#�� 
�%(+���, DZ � "7�#!�' ��*��#�/�(����' ���!��#). 
 
3. �����	
����� 
 
�!���#��%����' +��%����' �4��� "7%� $!�#��#�!����� �� $!���!� �����%)��4 
4�!��#�!�74 /���+ �=
. ��� �7+��%���' $!�����%��) �� �#!�/�� 	 _ % `�#&a. 
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�+�%)�7� /��+���' ���$����# ���#�!� b)* G�/�+����4 $�!�����74 /�����%��) 
�%��� � �$!��� �# ��!����7 �#!�/�� � �%��(-,�� ����: 
 b%)))* 
 % cb)*d%# 	 e �fgb)*h# 	 i �fg% 
 
��%�+��#�� !�/���#�74 '+��� "7%� !���� j, �����# �!����� ����+���' 
�7+��%���� �"�/��+�%�' ��� :f =!���+�7� (�%���' ���$���%� � 
���#��#�#�(-,��� ��+�%)�7�� (�%���'�� �� ���C�4 !��+�#��� �"%��#�. �� 
���4 #��#�4 +��%� �(!��#� [ = 0.2, ��@GG�C���# Y = 0.4. 
%' ��?��*� /��+���' j �7 �7+��%'�� �#����#�%)�(- �&�"�( kl � �$$!������C�- $�!'��� 
#�+���#� >l, ��$�%)/(' �%��(-,�� �$!���%���': 
 kl 
 %&m%n �l�b..op

.oK � 
�l�b.� 
 q ^b.X � br�stuX^XolXoKq ^br�stuX^XolXoK  

>l 
 % vwx�Ikl,�%,klM 
 
���� 1. � @#�� /���+� !�&���� ���#��7 (!������� ��=
 ���#��# �/ "7�#!�� 
��%�7 !�/!�?���', ���*�-,���' ��%���, $!���?(#�+��� (��!��� ��%�7 � 
���%����� ��%�7 !�/!�?���', ���#��#��*� !�/!7��, ���%����� (��!��� ��%�7 
� �,� ����� "7�#!�� ��%�7 !�/!�?���', ���*�-,���' ��$!���. ���!�"��� 
�"�(?����� �����*� !�&���' ����!?�#�' � [3]. �+�%)�7� (�%���' ���-# ���: 
 I�d# ��d# ��d # ��d# ��%d # ��d# dM 
 �&# �# �# �# &# �# &� I�h# ��h# ��h# ��h# ��%h# ��h# hM 
 ��f&�g# �# �# �# �&# �# �f&� 
���$����#� ��*��#��*� $�%' �� 
 �fyg# $���/�#�%) ����"�#7 5 
 �#j 
g&�# : 
 �f&f% ��/(%)#�#7 !��+�#�� $!���#��%��7 �� !��. 1-5. 
  
��"%�C� �#����#�%)��� �&�"�� � $�!'��� #�+���#� �%' #��#� 1. 
  j kl >l 

128 6.91e-2 - 
256 4.34e-2 0.67 
512 2.74e-2 0.67 

1024 1.52e-2 0.85 
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���. 1. ���# 1: $%�#���#) �. 

 

���. 2. ���# 1: ���$����#� �� ���!��#�. 
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���. 3. ���# 1: ���$����#� �� ���!��#�. 

 

���. 4. ���# 1: ���$����#� �� ��*��#��*� $�%'. 
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���. 5. ���# 1: ���%���� f 
 

���� 2. :���+� $!���#��%'�# ��#(�C�- � �!�,����� ���$����# ��*��#��*� 
$�%'. ��&���� ���#��# �/ ��(4 "7�#!74 (��!�74 ��%�, ���!��#� ��#�!74 !���7 
1.22 � 1.28 +���% ��4�, ��(4 ���%���74 (��!�74 ��%�, ���-,�4 ���!��#� 1.09 
� 1.07 +���% ��4�, ��(4 �!�,�#�%)�74 � ����*� ���#��#��*� !�/!7��. 
�+�%)�7� (�%���' ���-# ��� [4]: 
 I�d# ��d# ��d # ��d# ��%d # ��d# dM 
 �&f�m# &f�# �f�&# �fg# 7fz# �# �f{g� I�h# ��h# ��h# ��h# ��%h# ��h# hM 
 �&# �# �# �# 6# �# &� 
 
���$����#� ��*��#��*� $�%' �� 
 �# $���/�#�%) ����"�#7 5 
 g,7# j 
g&�# : 
 �f�f% ��/(%)#�#7 !��+�#�� $!���#��%��7 �� !��. 6-10. 
��"%�C� �#����#�%)��� �&�"�� � $�!'��� #�+���#� �%' #��#� 2.  j kl >l 

128 3.94e-2 - 
256 2.60e-2 0.60 
512 1.63e-2 0.68 

1024 9.62e-3 0.76 
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���. 6. ���# 2: $%�#���#) �. 

 

���. 7. ���# 2: ���$����#� �� ���!��#�. 
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���. 8. ���# 2: ���$����#� �� ���!��#�. 

 

���. 9. ���# 2: ���$����#� �� ��*��#��*� $�%'. 
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���. 10. ���# 2: ���%���� f 
���� 3. ��&���� ���#��# �/ ��(4 "7�#!74 (��!�74 ��%�, ���!��#� ��#�!74 
!���7 1.84 � 1.28 +���% ��4� � ��$!��%���74 ��%��� � ��$!��� 
���#��#�#�����, ��(4 ���%���74 (��!�74 ��%�, ���*�-,�4�' ��%��� � ��$!��� 
�� ���!��#'�� 1.38 � 1.49 +���% ��4� ���#��#�#�����, ����*� �!�,�#�%)��*�  � 
��(4 ���#��#�74 !�/!7���. �+�%)�7� (�%���' ���-# ���  [5]: 
 I�d# ��d# ��d # ��d# ��%d # ��d# dM
 ��f&m6�g# 7fm{z6# �fg7z&# �f6mzz# �f7{6# &f&{y# �f7z6&� I�h# ��h# ��h# ��h# ��%h # ��h# hM 
 ��f&# �gfg# �# �# �# �# �f&� 
 
���$����#� ��*��#��*� $�%' �� 
 6# $���/�#�%) ����"�#7 5 
 g,7# j 
g&�# : 
 �f&gf% ��/(%)#�#7 !��+�#�� $!���#��%��7 �� !��. 13-19. 
 
��"%�C� �#����#�%)��� �&�"�� � $�!'��� #�+���#� �%' #��#� 3.  j kl >l 

128 6.47e-2 - 
256 3.65e-2 0.83 
512 2.05e-2 0.84 

1024 1.09e-2 0.91 
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���. 11. ���# 3: $%�#���#) �. 

 

���. 12. ���# 3: ���$����#� �� ���!��#�. 

 



- 15 - 
 

 

 

���. 13. ���# 3: ���$����#� �� ���!��#�. 

 

 

���. 14. ���# 3: ���$����#� �� ��*��#��*� $�%'. 
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���. 15. ���# 3: ���%���� f 

 

���. 16.  ���$!���%���� $%�#���#� �. �4������#) $� ��#��. 
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���. 17.  ���$!���%���� ���$����#7 �� ���!��#�. �4������#) $� ��#��. 
 

�4������#) !�&���' $!� $��%�����#�%)��� (���)&���� &�*� ��#�� � ��� !�/� 
� #�+���( !�&���- /���+� �%' $!�G�%�� $%�#���#� � ���!��#� $���/��� �� 
!��. 16 � 17. ��� ��� �4��� ����# $�!�7� $�!'��� #�+���#�, �/ !��+�#�� 
�%��(�#, +#� ���#�#�+�� #�+��� !��$!���%���� $%�#���#� ���#�*��#�' %�&) �� 
$��!�"�74 ��#��4, � #� �!��' ��� $!�G�%) ���!��#� � ���%���' 4�!�&� 
!�/!�&�-#�' �� *!("74 ��#��4. 
 
���� 4. M#� �#%�+�7� ��%�+��#����7� #��# �%' �$!���%���' #�+���#� � 
$�!'��� �4������#� +��%����*� �%*�!�#��. ��� G�/�+����� $�!�����7� �� 
���� !��+�#��� �"%��#� !���7 $��#�'��7� /��+���'�, ��#�!7� �7"!��7 #��, 
+#�"7 ������7� ��%�7 "7%� 4�!�&� �#��%��7 � ��%����� ���#�! "7% 
��$!��%�� $�� ����#�!7� (*%�� � ��*��#���( $�%-. ��%�7 /����7 ��� 
��/�(,���' � ��+�%)�7� $��#�'��7� /��+���'� G�/�+����4 ��%�+�� � 
�%��(-,�� ����:  k| 
 } B > B ~��%���	� 
 
:���) | � ���#�! �����!��#���74 $�!�����74,  } � ��$%�#(��, > � ���#�! 
$!��74 ��"�#����74 ���#�!�� ��#!�C7 *�$�!"�%�+����� ���#��7 �=
 � 
/�����7�� +��%��7�� /��+���'�� �%' ��?��� ��%�7. 
%' ���4 �%(+��� 
��$%�#(�� } 
 &�L�. ��/��! �7+��%�#�%)��� �"%��#� !���� ����� �%��� 
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��%�7. ��$�%)/(-#�' $�!����+����� *!���+�7� (�%���' �%' ���4 $�!�����74. 
���%� #�*� ��� ��%�� $!����# ���� !�/ !��+F#�(- �"%��#), �/��!'�#�' �&�"�� 
� +��%����� !�&���� � $���,)- �7+��%���' ��!�7 
  

�F|� 
 �n�F|X��#l
XoK %%F|X 
 n^|X#.� � |X#.� ^. ,j 

 
:���) |X#.� �%%+��%����� !�&���� �%' k-�� ���$����#7 ���#�!� �����!��#���74 
$�!�����74 �%' ��?��� #�+�� i � �����# �!����� n, |X#.� %– ��+�%)��� !�&���� � j – +��%� #�+�� � �"%��#�. �+�%)�7� (�%���' ���-# ��� [6]: 
 � 
 &# < 
 &5 # �� 
 &# �� 
 ��# �� 
 �fg# 
*�� � 
 �,�6� � 5 
 g,7f   
:��+���' ���$����# $!��74 ��"�#����74 ���#�!�� !���7: 
                             
�%' ��(,�� �%��� "7�#!�� ��*��#�/�(����� ��%�7  >)*=(4.472135954999580e-01, -8.944271909999160e-01, 4.216370213557840e-01, 
1.490711984999860e-01, 2.012457825664615e+00, 8.432740427115680e-01, 
2.981423969999720e-01), 

�%' ��(,�� �%��� �%)��������� ��%�7  >)*=(0.000000000000000e+00, 0.000000000000000e+00,-3.333333333333333e-01, 
9.428090415820634e-01, 0.000000000000000e+00, -3.333333333333333e-01, 
9.428090415820634e-01) , 

�%' ��(,�� �%��� ���%����� ��*��#�/�(����� ��%�7  >)*=(8.944271909999159e-01, -4.472135954999579e-01,   -8.432740427115680e-01, 
-2.981423969999720e-01,  6.708136850795449e-01,     -4.216370213557841e-01,    
-1.490711984999860e-01), 

*�� ���$����#7 $!��74 ���#�!�� ���#��#�#�(-# ($�!'��+�����- ���#�!� 
�����!��#���74 $�!�����74 |))* � ���� |))* 
 ��# �"�# �"�# �"�# �# ��# ��%�f 
���!��#) "7�#!�� ��*��#�/�(����� ��%�7 !���� 2, ���!��#) �%)��������� 
��%�7 !���� 1, � ���!��#) ���%����� ��*��#�/�(����� ��%�7 !���� 0.5. 
�"��%-#��' �&�"�� � !��$!��#!������ ��?��� �/ @#�4 ��%� � $�!'��� 
#�+���#� +��%����*� �%*�!�#�� $!���#��%��7 � �%��(-,�4 #�"%�C�4: 
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  �%' "7�#!�� ��*��#�/�(����� ��%�7  j kl >l 
64 1.5395e-7  
128 8.1368e-8 0.9231 
256 4.1871e-8 0.9618 
512 2.1243e-8 0.9823 

1024 1.0700e-8 0.9928 
2048 5.3696�-9 0.9981 

 

  �%' �%)��������� ��%�7  j kl >l 
64 5.6148e-8  
128 2.9196e-8 0.9467 
256 1.4920e-8 0.9718 
512 7.5461e-9 0.9868 

1024 3.7953e-9 0.9949 
2048 1.9033�-9 0.9991 

 

  �%' ���%����� ��*��#�/�(����� ��%�7  j kl >l 
64 1.2508e-7  
128 6.6601e-8 0.9124 
256 3.4399e-8 0.9564 
512 1.7485e-8 0.9796 

1024 8.8157e-9 0.9914 
2048 4.4262�-9 0.9974 

 

4. &��������� 

� ������ !�"�#� $���/���, +#� ��=
 ��#�� !��+�#� (!������� �?������� 
��*��#��� *��!��������� $�/��%'�# �� ������ �����*� $��4��� ����%�!���#) 
&�!���� �!(* ���#�C����!�74 �=
 /���+. �!� $���"!���74 $�!���#!�4 
���#!���� ��=
 �%*�!�#�� ������!�7� !��+�#7 ��-# ���(!�#��� 
$!���#��%���� !��$!���%���� �%' ���4 G�/�+����4 $�!�����74 � *%����� +��#� 
!�&���' � �� !�/!7��4. 
%' ���4 !�����#!���74 $!���!�� !��+�#7 $���/7��-# 
(��!���(- �4������#) +��%����*� !�&���' � #�+���( !�&���- $!� �*(,���� 
$!��#!���#������ ��#��. �!��#�#� +��%����� !��%�/�C��, ����!�����#) 
�%*�!�#�� ��%�-# ��=
 $��4�� ����(!��#���$���"�7� $� �!������- � 
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�(,��#�(-,��� +��%���7�� ��#����� !�&���' (!������� ����%)��� 
��*��#�*��!���������.  
 
��"�#� �7$�%���� $!� G��������� $����!?�� �OO� (*!��# 10-01-00136). 
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