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Ä. Þ. Ìàêñèìîâ, Ì. À. Ôèëàòîâ, Èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ ìíîãîñå-
òî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè.

Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðèìåíåíèÿ îáîáùåíèÿ
ãåîìåòðè÷åñêîãî ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà íà íåëèíåéíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè, òàêèå êàê çàäà÷à îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè, âêëþ÷àþùàÿ çàâè-
ñèìîñòü ïàðàìåòðîâ îò äàâëåíèÿ. Ñóùåñòâåííûì ïðåèìóùåñòâîì òàêèõ ìå-
òîäîâ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè ëèíåàðèçàöèè è ïîñòðîåíèÿ ÿêî-
áèàíà. Îáîáùåíèÿ ñðàâíèâàëèñü ñ ìíîãîñåòî÷íûìè ìåòîäàìè, ïðèìåí¼ííû-
ìè ê ëèíåàðèçîâàííûì çàäà÷àì è ñ ìåòîäàìè êðûëîâñêîãî òèïà, èñïîëüçó-
þùèìè ILU-ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè. Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ âûâîä î ïðèìåíè-
ìîñòè íåëèíåéíîãî ïîëíîãî ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà, ñêîðîñòíûå ïîêàçàòå-
ëè êîòîðîãî ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóþò ìåòîäó FGMRes ñ ïðåêîíäèöèîíåðîì
ILUT1.

D. Yu. Maksimov, M. A. Filatov, Investigation of nonlinear multigrid
methods for solving one-phase filtration problem.

Abstract. The paper considers generalizations of geometric multigrid
method onto non-linear problems of mathematical physics such as one-phase
filtration problem which includes dependence of parameters on pressure. Es-
sential advantage of these methods is that linerization and Jacobian construc-
tion are not required. c‘c Generalizations were compared against multigrid
methods applied to the linearised problem and against Krylov-type methods
with ILU preconditioners. The resulting conclusion is applicability of the
non-linear full multigrid method. The speed characteristics approximately
correspond to those of FGMRes method with ILUT preconditioner.
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1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå øèðîêî ðàñïðîñòðàí¼ííûì êëàññîì ìåòî-
äîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé, ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû êðûëîâñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ [1]. Îäíàêî äëÿ ìíîãèõ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ èõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëü-
íîé è âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïîèñêå è ðàçðàáîòêå íîâûõ, áîëåå ýôôåê-
òèâíûõ ìåòîäîâ.

Îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä [2], êîòîðûé,
êàê èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñëà îïåðàöèé, çà-
òðà÷èâàåìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Îäíàêî òåîðå-
òè÷åñêè åãî ïðèìåíèìîñòü îáîñíîâàíà äëÿ ñèììåòðè÷íûõ è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííûõ çàäà÷ [3], êîòîðûå ñîñòàâëÿþò âàæíûé, íî äàëåêî íå ïîëíûé
êëàññ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðèìå-
íèìîñòè ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ. Â äàííîé ðàáîòå ýòî ñäåëàíî äëÿ ìîäåëü-
íûõ çàäà÷ òåîðèè ôèëüòðàöèè � îäíîôàçíîé îäíîêîìïîíåíòíîé çàäà÷è,
â êîòîðîé ñâîéñòâà ôëþèäà è ñðåäû çàâèñÿò îò äàâëåíèÿ.

Ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû (multigrid) äåëÿòñÿ íà äâå îñíîâíûå ãðóïïû:
ãåîìåòðè÷åñêèå (geometric multigrid, GMG) è àëãåáðàè÷åñêèå (algebraic
multigrid, AMG). Â ñèëó óïðîù¼ííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è â íàñòîÿùåé ðàáîòå
èññëåäîâàíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ âàðèàíòàìè ãåîìåòðè÷åñêèõ ìíîãîñåòî÷íûõ
ìåòîäîâ.

Íàèáîëüøåå ðàçâèòèå ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû ïîëó÷èëè ïðèìåíèòåëüíî
ê ëèíåéíûì çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Âìåñòå ñ òåì áîëüøèíñòâî
ðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì èìåþò, êàê ïðàâèëî, íåëèíåéíûé õàðàê-
òåð [4].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âîïðîñû îáîáùåíèÿ è ïðèìåíèìîñòè
ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷. Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì
òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè ïîñòðîåíèÿ ÿêîáèàíà [5]
ïðè óñëîâèè èñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ ñãëàæèâàòåëåé, êàê íåëèíåéíûé ìåòîä
Ãàóññà�Çåéäåëÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîôàçíàÿ çàäà÷à ôèëüòðàöèè ë¼ã-
êèõ óãëåâîäîðîäîâ, íàçûâàåìûõ ñîêðàù¼ííî ãàçîì. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà èìååò
ðåàëüíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ è îïèñûâàåò ïðîöåññû äîáû÷è è çà-
êà÷êè â ÷èñòî ãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèÿõ. Ñóùåñòâåííàÿ íåëèíåéíîñòü îáó-
ñëîâëèâàåòñÿ ñèëüíîé ñæèìàåìîñòüþ ãàçîâîé ôàçû ïî ñðàâíåíèþ ñ íåô-
òÿíîé è âîäÿíîé ôàçàìè, òàêæå ïðèñóòñòâóþùèìè â çàäà÷àõ ïîäçåìíîé
ãèäðîäèíàìèêè.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ
â íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ ðàññìàòðèâàþòñÿ, âî-ïåðâûõ, íåçàâèñèìîå ðàñùåïëå-
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íèå íà ìåòîä Íüþòîíà è ïîñëåäóþùåå ðåøåíèå ÑËÀÓ ìåòîäîì ìóëüòèãðè-
äà, âî-âòîðûõ, ìîäèôèêàöèÿ ìóëüòèãðèäà äëÿ ó÷¼òà íåëèíåéíîñòè óðàâíå-
íèÿ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ê ïîëó÷åííûì ïîñëå ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèÿì ïðèìå-
íÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå V-öèêëû è W-öèêëû ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà, à òàêæå
êàñêàäíûé è ïîëíûé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä (Full Multi-Grid, FMG).

Âòîðîé ïîäõîä ñîñòîèò â ïðÿìîì èñïîëüçîâàíèè ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðà-
öèé äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷. Àíàëîãîì V-öèêëà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò
ñõåìà ïîëíîé àïïðîêñèìàöèè (Full Approximation Scheme, FAS), â êîòîðîé,
ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì ñëó÷àåì, ïîÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ
â ñãëàæèâàíèè è êîððåêöèè ðåøåíèÿ. Êàê îáîáùåíèå ïîëíîãî ëèíåéíîãî
ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ðàññìîòðåí ìåòîä FMG äëÿ íåëèíåéíîãî îïåðàòî-
ðà.

Ïîìèìî ñðàâíåíèÿ ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ ìåæäó ñîáîé, âàæíî ñðàâ-
íèòü èõ ñ èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè â ïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà, èñïîëüçó-
þùèìè äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè. Áóäóò ðàññìîòðå-
íû íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷ èòåðàöèîííûå
ìåòîäû BiCGStab è FGMRes ñ ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì òèïà íåïîëíîé LU-
ôàêòîðèçàöèè [6].

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

2.1 Óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè. Ó÷¼òîì
ãðàâèòàöèè ïðåíåáðåãàåì, ïðåäïîëàãàÿ ïëàñò ðàñïîëîæåííûì ãîðèçîíòàëü-
íî.

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ ôëþèäà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂mρ

∂t
+ div ρu = Q, (2.1)

îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå � çàêîí Äàðñè

u = −K
µ
∇P. (2.2)

Çäåñü u � ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè, P � ïîðîâîå äàâëåíèå, m = m(P ) �
ïîðèñòîñòü, K � àáñîëþòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü, ρ = ρ(P ) � ïëîòíîñòü, µ =
= µ(P ) � âÿçêîñòü, Q � ìàññîâàÿ ìîùíîñòü èñòî÷íèêà (ìàññîâûé äåáèò
ôàçû). Â ìíîãîôàçíîì ñëó÷àå â çàêîí Äàðñè (2.2) ââîäèòñÿ òàêæå îòíîñè-
òåëüíàÿ ôàçîâàÿ ïðîíèöàåìîñòü, çàâèñÿùàÿ îò íàñûùåííîñòè ôàçû.
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Ïîðèñòîñòü çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

m = m(P ) = m0(1 + C(P − P0)), (2.3)

ãäå C � ñæèìàåìîñòü ïîðîäû, P0 � äàâëåíèå ïðèâåäåíèÿ, m0 � ïîðèñòîñòü
ïðè äàâëåíèè ïðèâåäåíèÿ, êîòîðûå áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè.

Âÿçêîñòü â îáùåì ñëó÷àå çàäà¼òñÿ â âèäå òàáëèöû çàâèñèìîñòè îò äàâ-
ëåíèÿ, íî çà÷àñòóþ ñ îïðåäåë¼ííîé òî÷íîñòüþ ìîæåò áûòü îïèñàíà â âèäå
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè îò äàâëåíèÿ

µ = µ(P ) = aP + b, (2.4)

ãäå a è b � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû.

Ïëîòíîñòü îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

ρ = ρ(P ) =
ρSTCg

BG(P )
, (2.5)

ãäå ρSTCg � ïëîòíîñòü ãàçîâîé ôàçû â ïîâåðõíîñòíûõ óñëîâèÿõ (STC �
Stock-tank conditions), à BG(P ) � îáú¼ìíûé ôàêòîð, èëè êîýôôèöèåíò îáú-
¼ìíîãî ðàñøèðåíèÿ, îòíîøåíèå ïëîòíîñòè ôàçû íà ïîâåðõíîñòè è â ðåçåð-
âóàðå, íà ïðàêòèêå òàêæå çàäàâàåìûé òàáëè÷íî.

Â ïðàâîé ÷àñòè (2.1) � òî÷å÷íûé èñòî÷íèê èëè ñòîê Q, îïèñûâàþùèé
ïåðôîðàöèè äîáûâàþùèõ èëè íàãíåòàòåëüíûõ ñêâàæèí. Äëÿ äîáûâàþùèõ
ñêâàæèí Q èìååò íàçâàíèå äåáèò, äëÿ íàãíåòàòåëüíûõ � ïðè¼ìèñòîñòü.

Ïîìèìî ñêîðîñòè ïðèòîêà, ðàáîòà ñêâàæèíû õàðàêòåðèçóåòñÿ çàäàííûì
ïðåäåëüíûì äàâëåíèåì P lim

BH íà îïðåäåë¼ííîé ãëóáèíå: ïî ñêâàæèíå áóäåò
íåíóëåâàÿ äîáû÷à èëè çàêà÷êà, åñëè äàâëåíèå PBH â íåé áóäåò áîëüøå èëè
ìåíüøå óñòàíîâëåííîé ïëàíêè, äëÿ äîáûâàþùåé è íàãíåòàòåëüíîé ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Â êà÷åñòâå îáëàñòè ðàññìîòðåíèÿ âûáåðåì ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì L×
×W , âðåìåííîé ïðîìåæóòîê T . Íà ãðàíèöå çàäàíû óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ

(~u, ~n) = un|∂Ω = 0, (2.6)

ãäå ~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå îáëàñòè.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå � ïîñòîÿííîå äàâëåíèå, çíà÷åíèå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ
âíóòðè ïðåäåëîâ ðàáîòû ñêâàæèí. Òàêîå íà÷àëüíîå óñëîâèå ìîæíî òðàêòî-
âàòü êàê ðàâíîâåñíîå.
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2.2 Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Îáëàñòü ïîêðûòà ðàâíîìåðíîé ñåòêîé ñ óçëàìè:

xi = khx, i = 0, . . . , Nx;

yj = mhy, j = 0, . . . , Ny;

hx =L/Nx, hy = W/Ny, τ = T/Nt;

(2.7)

ãäå Nt, Nx, Ny � êîëè÷åñòâî øàãîâ ïî âðåìåíè è âäîëü îñåé x è y.
Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ñåòî÷íîé ôóíêöèè Pi+ 1

2 j+
1
2
, çíà÷åíèÿ êî-

òîðîé îòíîñÿòñÿ ê öåíòðàì ÿ÷ååê, íà êîòîðûå ðàçáèòà îáëàñòü.
Ïîñòðîèì íåÿâíóþ êîíñåðâàòèâíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó ìåòîäîì êîíå÷-

íûõ îáúåìîâ äëÿ (2.1) è (2.2) ñ ó÷¼òîì (2.6):

m̂ρi+ 1
2 j+

1
2
−mρi+ 1

2 j+
1
2

τ
+
V x
i+1 j+ 1

2

− V x
i j+ 1

2

hx
+
V y

i+ 1
2 j+1
− V y

i+ 1
2 j

hy
= Qi+ 1

2 j+
1
2
,

ãäå ̂ îçíà÷àåò çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé ñ âåðõíåãî ñëîÿ ïî âðåìåíè.
Àïïðîêñèìàöèÿ ïîòîêà èìååò âèä

V x
i j+ 1

2
= −Ki j+ 1

2

(
ρ

µ

)
i j+ 1

2

P̂i+ 1
2 j+

1
2
− P̂i− 1

2 j+
1
2

hx
.

Ïðîíèöàåìîñòü âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå

1

Ki j+ 1
2

=
1

2

(
1

Ki+ 1
2 j+

1
2

+
1

Ki− 1
2 j+

1
2

)
.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ρ/µ âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ¾up-wind¿, êîòîðûé
â íàøåì ñëó÷àå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:(

ρ

µ

)
i j+ 1

2

=

{
(ρ/µ)i+ 1

2 j+
1
2
, åñëè pi+ 1

2 j+
1
2
− pi− 1

2 j+
1
2
> 0,

(ρ/µ)i− 1
2 j+

1
2
, åñëè pi+ 1

2 j+
1
2
− pi− 1

2 j+
1
2
< 0.

Ìåòîä ó÷¼òà ñêâàæèí â ÷èñëåííûõ ìîäåëÿõ ôèëüòðàöèè îñíîâàí íà äî-
ïóùåíèè òîãî, ÷òî âáëèçè ñêâàæèíû òå÷åíèå îïèñûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì
ðåøåíèåì, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ èç ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ïëàñòà. Ýòîò ïîäõîä âïåðâûå ïðåäëîæåí Ïèñìàíîì [7]
â ïðåäïîëîæåíèè ðàäèàëüíîãî ïðèòîêà â ñêâàæèíó. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó
Ïèñìàíà äåáèò è ïðè¼ìèñòîñòü ïðîïîðöèîíàëüíû ðàçíîñòè ïëàñòîâîãî è çà-
áîéíîãî äàâëåíèé, çàäàíèå P lim

BH îçíà÷àåò, ÷òî äàâëåíèå â ñîîòâåòñòâóþùåé
ÿ÷åéêå îãðàíè÷åíî ñíèçó èëè ñâåðõó.
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Ôîðìóëà ìàññîâîãî ïðèòîêà Q, âõîäÿùåãî â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
(2.1), â ñëó÷àå äèàãîíàëüíîãî òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè äëÿ âåðòèêàëüíîé
ñêâàæèíû èìååò ñëåäóþùèé âèä [7]:

Q = 2πh
Kρ

µ

P − PBH
ln reff/rwell

. (2.8)

h � ýôôåêòèâíàÿ òîëùèíà ÿ÷åéêè, K =
√
kxky � àáñîëþòíàÿ ïðîíèöàå-

ìîñòü, P � äàâëåíèå â ÿ÷åéêå, PBH � çàáîéíîå äàâëåíèå, reff � ýôôåêòèâ-
íûé ðàäèóñ (ðàññòîÿíèå îò îñè ñêâàæèíû, íà êîòîðîì äàâëåíèå ðàâíî P ),
rwell � ðàäèóñ ñêâàæèíû.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îãðàíè÷åíèå, ìîæíî ïðèáëèæ¼ííî îïèñàòü ðà-
áîòó ñêâàæèí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà çàäàííîì øàãå ðàáîòàåò ñêâàæèíà
ñ íåíóëåâûì èñòî÷íèêîì, åñëè äàâëåíèå â ÿ÷åéêå ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷å-
íèþ ïî P lim

BH . Åñëè äàâëåíèå â ÿ÷åéêå ïåðåõîäèò ãðàíèöó, ñêâàæèíà íå ðà-
áîòàåò, äî òåõ ïîð, ïîêà äàâëåíèå â ÿ÷åéêå íå âûðîâíÿåòñÿ äî îáû÷íîãî
óðîâíÿ ïëàñòà. Íåïîñðåäñòâåííî PBH â ðàçíîñòíîé ñõåìå íå ó÷àñòâóåò.

Ïîñòðîåííàÿ ñõåìà èìååò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè O(τ + h2).

3 Ìåòîäû ðåøåíèÿ

3.1 Ìåòîä Íüþòîíà

Âñëåäñòâèå íåëèíåéíîñòè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è åñòåñòâåííî èñïîëüçî-
âàòü âàðèàíò ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ, àëãîðèòì êîòîðîãî
îïèñàí íèæå.

Ïóñòü íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû
f1(x1, x2, . . . , xn) = 0,

. . .

fn(x1, x2, . . . , xn) = 0.

(3.1)

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ~x[j] = (x
[j]
1 , x

[j]
2 , . . . , x

[j]
n ). Âûáèðàÿ íåêîòîðîå

íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ~x[0], ïîñëåäîâàòåëüíûå àïïðîêñèìàöèè ~x[j+1], j =
= 1, 2, . . ., íàõîäèì ïóò¼ì ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé

fi(x
[j]) +

n∑
k=1

∂fi
∂xk

(x[j])(~x
[j+1]
k − ~x[j]

k ) = 0, i = 1, . . . , n.

Ïóñòü ~X � ðåøåíèå ñèñòåìû (3.1). Òîãäà ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå íà-
÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ~x[0] èòåðàöèîííûé ïðîöåññ Íüþòîíà ñõîäèòñÿ ñ êâàä-
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ðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ:

||~x[j] − ~X||2 6 c−1(c||~x[0] − ~X||2)2j,

ãäå || · ||2 � îáû÷íàÿ åâêëèäîâà íîðìà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ~f è âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ ~x[0] äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ðåøåíèþ ~X, èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ êâàäðà-
òè÷íî, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ïðàâèëüíîñòè ðåàëèçàöèè
àëãîðèòìà.

3.2 Ìåòîäû ðåøåíèÿ ÑËÀÓ

3.2.1 Ìåòîä Ãàóññà�Çåéäåëÿ

Ìåòîä Ãàóññà�Çåéäåëÿ îòíîñèòñÿ ê êëàññè÷åñêèì èòåðàöèîííûì ìåòî-
äàì ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü äàíà ÑËÀÓ â âèäå Ax = b, ãäå

A =

a1 1 . . . a1n
... . . . ...
an 1 . . . ann

 , ~b =

b1
...
bn

 .

Ìàòðèöà A êîýôôèöèåíòîâ â ìåòîäå Ãàóññà�Çåéäåëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ñóììû òðåõ ìàòðèö A = L+D+U , ãäå L � íèæíåäèàãîíàëüíàÿ, D �
äèàãîíàëüíàÿ, U � âåðõíåäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöû.

Ïîñëå âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ~x[0], î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå
x[j+1] íàõîäèòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

(L+D)~x[j+1] = b− U~x[j], j = 0, 1, . . . ,

ðåøåíèå êîòîðîé íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé.

Äëÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìîäóëè äèà-
ãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû áûëè íå ìåíüøå
ñóìì ìîäóëåé âñåõ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (ñâîéñòâî äèàãîíàëüíîãî ïðå-
îáëàäàíèÿ):

|ai i| >
∑
i 6=j

|ai j|.

Ñóùåñòâóþò îáîáùåíèÿ ìåòîäà Ãàóññà�Çåéäåëÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåé-
íûõ çàäà÷. Ïóñòü ñèñòåìà çàäàíà â âèäå ~f(~x) = 0. Òîãäà êàæäîå ïîñëåäó-
þùåå ïðèáëèæåíèå âåêòîðà ~x[j+1] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
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f1(x

[j+1]
1 ,x

[j]
2 , . . . , x

[j]
n ) = 0,

f2(x
[j+1]
1 ,x

[j+1]
2 , . . . , x[j]

n ) = 0,

. . .

fn(x
[j+1]
1 ,x

[j+1]
2 , . . . , x[j+1]

n ) = 0,

(3.2)

â êîòîðîé êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ íàõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî èç îäíîìåðíûõ
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Îïèñàííûé íåëèíåéíûé ìåòîä Ãàóññà�Çåéäåëÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
â êà÷åñòâå ñãëàæèâàòåëÿ â ñõåìå ïîëíîé àïïðîêñèìàöèè (ñì. 3.4.6).

3.2.2 BiCGStab

Èç-çà íåëèíåéíîñòè çàäà÷è ïîëó÷åííûå ìåòîäîì Íüþòîíà ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìåþò íåñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû êîýô-
ôèöèåíòîâ. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä áèñîïðÿæåí-
íûõ ãðàäèåíòîâ (BiCGStab) [1], àëãîðèòì êîòîðîãî èçëîæåí íèæå:

• r0 = b− Ax0,

• p0 = r0,

• Âåêòîð r∗0 âûáèðàåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì,

• Äëÿ j = 1, 2 . . . ïîâòîðÿåì ñëåäóþùèé ïðîöåññ, ïîêà î÷åðåäíîå ïðè-
áëèæåíèå íå óäîâëåòâîðèò íåîáõîäèìûì êðèòåðèÿì ñõîäèìîñòè:

1. αj = (r0, r
∗
0)/(Apj, r

∗
0),

2. sj = rj − αjApj,

3. wj = (Asj, sj)/(Asj, Asj),

4. xj+1 = xj + αjpj + wjsj,

5. rj+1 = sj − wjAsj,

6. βj = (rj+1, r
∗
j )/(rj, r

∗
j )× αj/wj,

7. pj+1 = rj+1 + βj(pj − wjApj).

3.2.3 FGMRes

Â ðàáîòå òàêæå èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä FGMRes, îïèñàííûé â [1].
Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ â ìåòîäå íåîáõîäèìî ââåñòè ïàðàìåòð

m � ÷èñëî áàçèñíûõ âåêòîðîâ zj ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà, â âèäå ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ âåêòîðîâ âûðàæàåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå xm.
Àëãîðèòì FGMRes ñ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì M êðàòêî èçëîæåí íèæå:
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• r0 = b− Ax0,

• β = ||r0||2,

• v1 = r0/β,

• Äëÿ j = 1, 2 . . . ,m:

1. zj = M−1
j vj,

2. w = Azj,

3. Äëÿ i = 1, 2, . . . , j,

(a) hi j = (w, vi),
(b) w = W − hi jvj.

4. hi+1 j = ||w||2,
5. vj+1 = w/hj+1 j,

6. Zm = [z1, . . . , zm] � áàçèñíûå âåêòîðà,

7. H̃m = hi j1≤i≤j+1,1≤j≤m � õåññåíáåðãîâà ìàòðèöà.

• Âû÷èñëÿåì ym = arg miny ||βe1 − H̃my||2,

• Ïîëó÷àåì íîâîå ïðèáëèæåíèå xm = x0 + Zmym,

• Åñëè ðåøåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì òðåáîâàíèÿì, òî x0 =
= xm è ïåðåçàïóñêàåì îïèñàííûé ïðîöåññ ñ íîâûì íà÷àëüíûì ïðè-
áëèæåíèåì.

3.3 Ïðåäîáóñëîâëèâàíèå

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ çà-
âèñèò îò ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ìàòðèöû ëèíåéíîé ñèñòåìû. Öåëü ïåðåîáó-
ñëîâëèâàíèÿ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ìàòðèöû M (ïåðåîáóñëîâëèâàòåëÿ), â
íåêîòîðîì ñìûñëå áëèçêîé ê èñõîäíîé ìàòðèöå A, òàê ÷òî ìàòðèöà AM−1

áëèçêà ê åäèíè÷íîé, à îïåðàöèÿ M−1b ðåàëèçóåòñÿ ýêîíîìè÷íî [1]. Ïóñòü
M � íåêîòîðàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n. Äîìíîæèâ Ax = b
íà M−1, ïîëó÷èì ñèñòåìó M−1Ax = M−1b, êîòîðàÿ â ñèëó íåâûðîæäåííî-
ñòè M èìååò òî æå òî÷íîå ðåøåíèå x. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ Â = M−1A è
b̂ = M−1b, çàïèøåì â âèäå Âx = b̂. Õîòÿ Âx = b̂ àëãåáðàè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíà Ax = b, ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàòðèöû Â îòëè÷àþòñÿ îò
õàðàêòåðèñòèê ìàòðèöû A, ÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ Âx = b̂ ïî îòíîøåíèþ ê Ax = b. Òàêîé ïðîöåññ
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ïåðåõîäà íàçûâàåòñÿ ïðåäîáóñëîâëèâàíèåì, à ìàòðèöà M � ìàòðèöåé ïðå-
äîáóñëîâëèâàòåëÿ.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìåòîä
Nested Factorization [8], èñïîëüçóþùèé èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå ìàòðèöû
â çàäà÷àõ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà [9]. Îäíàêî åãî èññëåäîâàíèå âûõîäèò çà
ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Ñðåäè ìåòîäîâ àëãåáðàè÷åñêîãî ïåðåîáóñëîâëèâàíèÿ, êîãäà ìàòðèöà M
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ýëåìåíòàìè ìàòðèöû A è íèêàê íå èñïîëüçóåò èíôîð-
ìàöèþ îá èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷å, íàèáîëåå ïîïóëÿðíîé ÿâëÿ-
åòñÿ íåïîëíàÿ LU-ôàêòîðèçàöèÿ, îñóùåñòâëÿþùàÿ ïðèáëèæåííîå LU-ðàç-
ëîæåíèå ñ çàíóëåíèåì âíåäèàãîíàëüíûõ ìàëûõ ýëåìåíòîâ âåðõíåé è íèæíåé
òðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

Íèæå ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ íà äâóõ ìåòîäàõ ôàêòîðèçàöèè � ILU(0)
è ILUT.

3.3.1 ILU-ôàêòîðèçàöèÿ

ILU(0) ïðåäîáóñëîâëèâàòåëü îñíîâàí íà èçâåñòíîé [1] ôàêòîðèçàöèè èñ-
õîäíîé ìàòðèöû â ïðîèçâåäåíèå äâóõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö: íèæíåé òðå-
óãîëüíîé è âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ
ILU(0) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ñîõðàíÿåò ñòðóêòóðó èñõîäíîé ìàòðèöû â ðå-
çóëüòèðóþùåé ìàòðèöå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç NZ(A) ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â A − LU .
Àëãîðèòì ILU(0) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

• Äëÿ i = 2, . . . , n:

1. Äëÿ k = 1, . . . , i−1 è (i, k) ∈ NZ(A):

(a) ai k = ai k/ak k,
(b) Äëÿ j = k+1, . . . , n è (i, j) ∈ NZ(A):

ai j = ai j − ai kak j.

3.3.2 ILUT-ôàêòîðèçàöèÿ

Â îòëè÷èå îò ïðåäîáóñëîâëèâàòåëÿ ILU(0), ILUT ñîõðàíÿåò íåêîòîðîå
ðåçóëüòèðóþùåå çàïîëíåíèå â ñòðóêòóðå ìàòðèöû. Ýëåìåíò â ìàòðèöå ñî-
õðàíÿåòñÿ, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì îäíîâðåìåííî: çíà÷åíèå
ýëåìåíòà áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëåííîãî ïîðîãà τ íà íîðìó ñòðîêè
ìàòðèöû è ñàì ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â çàäàííîé ïîëîñå ðåçóëüòèðóþùåé ìàò-
ðèöû.

Àëãîðèòì:



12

• Äëÿ i = 1, . . . , n:

1. w = ai ∗ � ñòðîêà ìàòðèöû A ñ íîìåðîì i,

2. Äëÿ k = 1, . . . , i−1 è wk 6= 0,

(a) wk = wk/ak k,
(b) Ïðîâåðêà óñëîâèé äëÿ wk,
(c) Åñëè wk 6= 0, òîãäà w = W − wk · uk.

3. Ïðîâåðêà óñëîâèé äëÿ ñòðîêè w,

4. li j = wj äëÿ j = 1, . . . , i−1,

5. ui j = wj äëÿ j = i, . . . , n.

3.4 Ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû

Íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû:

• Ëèíåéíûé ìóëüòèãðèä:

� V-öèêë (3.4.2)

� W-öèêë (3.4.3)

� Êàñêàäíûé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä (3.4.4)

� FMG (ëèíåéíûé) (3.4.5)

• Íåëèíåéíûé ìóëüòèãðèä:

� FAS (3.4.6)

� FMG (íåëèíåéíûé) (3.4.7)

3.4.1 Îñíîâà ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ. Ñõåìà êîððåêöèè

Ïðîñòåéøèì ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ äâóõñåòî÷íàÿ ñõåìà êîð-
ðåêöèè (correction scheme, CS), êîòîðàÿ âûïîëíÿåòñÿ íà ñåòêàõ ñ øàãîì h
è H ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

1. Ïðåäâàðèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå ðåøåíèÿ,

2. Âû÷èñëåíèå íåâÿçêè íà ïîëíîé ñåòêå rh = bh − Ahuh,

3. Îãðàíè÷åíèå íåâÿçêè íà ãðóáóþ ñåòêó rH = IHh rh,

4. Òî÷íîå ðåøåíèå íà ãðóáîé ñåòêå AHvH = rH ,
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5. Ïåðåíîñ ïîïðàâêè íà ìåëêóþ ñåòêó vh = IhHvH ,

6. Óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ uh = uh + vh,

7. Ïîñëåñãëàæèâàíèå ðåøåíèÿ.

Ãëàäêîñòü íåâÿçêè â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ äà¼ò âîçìîæíîñòü âû-
÷èñëåíèÿ îøèáêè vh íà ãðóáîé ñåòêå ñ ïîñëåäóþùåé èíòåðïîëÿöèåé íà èñ-
õîäíóþ. Â êà÷åñòâå ñãëàæèâàíèÿ (øàãè 1 è 7 ñõåìû êîððåêöèè) â ðàáîòàõ [4]
è [10] èñïîëüçîâàí ìåòîä Ãàóññà�Çåéäåëÿ (3.2.1) ïî ïðè÷èíå åãî áûñòðîãî
¾ãàøåíèÿ¿ íåãëàäêèõ êîìïîíåíò íåâÿçêè rh è ïðåâðàùåíèÿ å¼ â äîñòàòî÷-
íî ãëàäêóþ ôóíêöèþ.

Òàêèì îáðàçîì, êîìáèíàöèÿ ñãëàæèâàíèÿ ñ ïîñëåäóþùåé êîððåêöèåé íà
ãðóáîé ñåòêå ñîñòàâëÿåò äâóõñåòî÷íóþ ñõåìó êîððåêöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
òåîðåòè÷åñêîé îñíîâîé ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ.

3.4.2 V-öèêë

Âû÷èñëåíèå ïîïðàâêè â ñõåìå êîððåêöèè (øàã 4) ìîæíî îñóùåñòâëÿòü
ýòîé æå ñõåìîé, èñïîëüçóÿ åù¼ áîëåå ãðóáóþ ñåòêó è ïîëó÷àÿ, òàêèì îáðà-
çîì, V-öèêë, ïîñòðîåííûé íà òðåõ ñåòêàõ. Ñëåäîâàòåëüíî V-öèêë çàêëþ÷à-
åòñÿ â ðåêóðñèâíîì èñïîëüçîâàíèè ñõåìû êîððåêöèè (ðèñ. 1).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåîáõîäèìàÿ òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ V-
öèêëîì äîñòèãàåòñÿ íå óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñãëàæèâàþùèõ è ïîñëåñãëàæèâà-
þùèõ èòåðàöèé, õîòÿ ýòî è ïîâûøàåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà, à äîïîë-
íèòåëüíûìè èòåðàöèÿìè V-öèêëà, ïîñêîëüêó íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÿñíûì, êàê
ðåãóëèðîâàòü ÷èñëî ñãëàæèâàþùèõ è ïîñëåãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé â çà-
âèñèìîñòè îò òî÷íîñòè ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå ïîä V-öèêëîì áóäåì
ïîäðàçóìåâàòü ýòîò èòåðàöèîííûé ïðîöåññ.

3.4.3 W-öèêë

Äàííûé ìåòîä, êàê è V-öèêë, ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûì, îäíà èòåðàöèÿ �
îäèí øàã, êàê è â ïðåäûäóùåì ìåòîäå, ñòðîèòñÿ ðåêóðñèâíî, íî â êà÷åñòâå
øàãà ðåêóðñèè èñïîëüçóåòñÿ ìèíèìàëüíûé W-öèêë (îäèí ïðîõîä), ñòðîÿ-
ùèéñÿ íà òð¼õ ñåòêàõ (ðèñ. 1). Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè V- è W-öèêëîâ
ïðèâåäåíî â ðàáîòå [4]. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè W-öèêëà ïðè ðàâíîì êîëè÷å-
ñòâå ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèè âûøå, ÷åì ó V-öèêëà. Îäíàêî èç-çà çàìåòíî-
ãî óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà îïåðàöèé íà øàã èòåðàöèè W-öèêë ¾ïðîèãðûâàåò¿ ïî
âðåìåíè (ñì. â ðåçóëüòàòàõ íèæå).

Â âûøåðàññìîòðåííûõ ìåòîäàõ ñîõðàíÿåòñÿ ïðîáëåìà âûáîðà íà÷àëüíî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ. Âìåñòå ñ òåì íåñêîëüêî óðîâíåé ñåòîê ìîãóò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ íå òîëüêî äëÿ êîððåêöèè, íî è äëÿ íàõîæäåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Äàëåå îïèñàíû òàêèå ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû.
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Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå V è W-öèêëîâ íà ÷åòûð¼õ ñåòêàõ.

3.4.4 Êàñêàäíûé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä

Èòàê, íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòîê h = h1 > h2 > . . . > hM−1 > hM ,
ãäå M � ÷èñëî óðîâíåé, èìååì íàáîð çàäà÷ Ahuh = bh. Êàñêàäíûé àëãî-
ðèòì ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåøåíèè ýòèõ ñèñòåì (ðèñ. 2). Ïðè ñàìîì
ãðóáîì ðàçáèåíèè h = h1 ÷èñëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå íåâåëèêî, ïîýòîìó
çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðÿìûì ìåòîäîì. Íà áîëåå ìåëêèõ ñåòêàõ ïðèáëèæåííûå
ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì. Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè
êàñêàäíîãî ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòàõ [11] è [12].

Ñôîðìóëèðóåì êàñêàäíûé àëãîðèòì ñ íåêîòîðûì àáñòðàêòíûì èòåðà-
öèîííûì ïðîöåññîì Sl, ñîîòâåòñòâóþùèì ïîñëåñãëàæèâàíèþ â ñõåìå êîð-
ðåêöèè:

1. u1 = A−1
1 b1,

2. Íà ïîäðîáíûõ ñåòêàõ l = 2, . . . ,M

(a) èíòåðïîëèðóåì íà÷àëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ:
ul = I ll−1ul−1,

(b) Ïîëàãàåì ul = Sl(Al, ul, bl),

3. ¾Äîæèìàåì¿ íåâÿçêó ñ ïîìîùüþ Sl.

Â êà÷åñòâå ñãëàæèâàòåëÿ Sl ïðè ðàñ÷¼òàõ îñòàíîâèìñÿ ñîãëàñíî [12]
íà BiCGStab.

3.4.5 Ïîëíûé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä

Äëÿ óñêîðåíèÿ ïðåäûäóùåãî àëãîðèòìà åñòåñòâåííî âìåñòî ñãëàæèâà-
òåëÿ Sl èñïîëüçîâàòü îäíó èòåðàöèþ V-öèêëà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
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Ðèñ. 2. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå FMG è êàñêàäíîãî ìåòîäà äëÿ
÷åòûð¼õ ñåòîê.

ñëåäóþùèé àëãîðèòì: âû÷èñëåíèå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ïðåäûäó-
ùåì ñëîå (íà÷èíàÿ ñ ñàìîé êðóïíîé ñåòêè) è ¾ïîäú¼ì ââåðõ¿ ê èñõîäíîìó
ñ èñïîëüçîâàíèåì V-öèêëà (èëè â îáùåì ñëó÷àå W-öèêëà) (ðèñ. 2).

Ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ìíîãîñåòî÷íûì (Full MultiGrid, FMG).
Íèæå ïðèâåäåí â îáùåì âèäå àëãîðèòì äëÿ íåãî:

1. Èùåì ðåøåíèå íà ñàìîé ãðóáîé ñåòêå G1: A1u1 = b1,

2. Íà ïîäðîáíûõ ñåòêàõ l = 2, . . . ,M

(a) èíòåðïîëèðóåì íà÷àëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ:
u0
l = I ll−1ul−1,

(b) ðàññ÷èòûâàåì çíà÷åíèå ul, èñïîëüçóÿ V-öèêë (èëè W-öèêë) íà
ñåòêàõ G1, G2, . . . , Gl.

3. Ïðèìåíÿåì ¾äîæèìàþùèå¿ èòåðàöèè V-öèêëà (èëè W-öèêëà).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèé V-öèêë â FMG íà÷èíàåòñÿ ñ èñõîäíîé ñåòêè, òî
åñòü âðåìÿ èñïîëíåíèÿ FMG íèêàê íå ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå, ÷åì èñïîë-
íåíèÿ V-öèêëà (îäíà èòåðàöèÿ), îäíàêî ÿñíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ FMG îêàæåòñÿ òî÷íåå àïïðîêñèìàöèè ñ ïîìîùüþ
V-öèêëà (çà îäèí øàã). Ñëåäîâàòåëüíî, àïðèîðè FMG âûãîäíåå èñïîëüçî-
âàòü äëÿ óðàâíåíèé áåç õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü ýëëèïòè÷åñêèõ.

3.4.6 Ñõåìà ïîëíîé àïïðîêñèìàöèè

Ïðè íåçàâèñèìîì ðåøåíèè ÑËÀÓ â ìåòîäå Íüþòîíà äîïîëíèòåëüíîå
óñêîðåíèå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî çà ñ÷¼ò ñîãëàñîâàíèÿ òî÷íîñòè âíóòðåí-
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íèõ è âíåøíèõ èòåðàöèé: íà ïåðâûõ íüþòîíîâñêèõ èòåðàöèÿõ òðåáóåòñÿ
ìåíüøàÿ òî÷íîñòü. Äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî âûáîðà òðåáóåìîé òî÷íîñòè ëè-
íåéíûõ èòåðàöèé ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû, íîñÿùèå îáùåå íàçâàíèå
Inexact Newton [13]. Åãî èññëåäîâàíèå âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Íàðÿäó ñ ïîäõîäîì, â êîòîðîì ðàçäåëåíû ìåòîä Íüþòîíà è ðåøåíèå
ÑËÀÓ, ñóùåñòâóþò ïðÿìûå ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåé-
íûõ çàäà÷.

Òàêèå ïîäõîäû îáëàäàþò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ:

1. íå òðåáóåòñÿ ñîãëàñîâàíèÿ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ èòåðàöèé (ïî ïðè-
÷èíå îòñóòñòâèÿ ïîñëåäíèõ);

2. ñòðóêòóðà öèêëà òà æå, ÷òî è äëÿ ëèíåéíûõ çàäà÷;

3. èòåðàöèè ìîãóò ñõîäèòüñÿ áûñòðåå (ñì. ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ â ï. 4).

Îñíîâíàÿ èäåÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáîáùåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â èçìåíåíèè
ñõåìû êîððåêöèè (ñì. ï. 3.4.1) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òóäà âìåñòî ëèíåéíî-
ãî âõîäèë íåëèíåéíûé îïåðàòîð [14]. Ïóñòü òåïåðü îïåðàòîð Ah ÿâëÿåòñÿ
íåëèíåéíûì:

Ahuh = bh,

Ah(uih + vih) = bh,

uih � ïðèáëèæåíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ uh, òîãäà vih � ïîãðåøíîñòü ýòîãî
ïðèáëèæåíèÿ. Êàê è íà øàãå 2, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîãðåøíîñòè vih âû÷òåì èç
ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ahu

i
h:

Ah(uih + vih)− Ahu
i
h = bh − Ahu

i
h = rih.

Ïî àíàëîãèè ñ øàãîì 3 ñõåìû êîððåêöèè, îãðàíè÷èâàåì ðåøåíèå íà áîëåå
ãðóáóþ ñåòêó

AH(ÎHh u
i
h + viH)− AH Î

H
h u

i
h = IHh r

i
h.

Îäíàêî òåïåðü ÎHh ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ IHh � ýòî ïîçâîëÿåò îáîáùèòü ñõåìó
íà íåëèíåéíûå çàäà÷è.

Íà ãðóáîé ñåòêå îïåðàòîð AH , òàêæå êàê è Ah, ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì,
òî åñòü çàâèñèò îò uH . Òîãäà èç

AHuH = IHh r
i
h + AhÎ

H
h u

i
h

íàõîäèì àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ íà ãðóáîé ñåòêå

uiH = vH + ÎHh u
i
h,
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ãäå vH � àïïðîêñèìàöèÿ ïîãðåøíîñòè

vH = uiH − ÎHh uih.

Èíòåðïîëèðóåì ïîãðåøíîñòü íà áîëåå ïîäðîáíóþ ñåòêó (øàã 5 ñõåìû êîð-
ðåêöèè):

vh = IhHvH .

Êîððåêòèðóåì ðåøåíèå íà òî÷íîé ñåòêå (øàã 6 ñõåìû êîððåêöèè):

uh = uih + vh.

Ïåðåíîñèòü ñðàçó uh = IHh u
i
H çäåñü áóäåò íåïðàâèëüíî, ïîñêîëüêó ìû

âíåñ¼ì áîëüøóþ îøèáêó èíòåðïîëÿöèè ïîëíîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ
âìåñòî òîãî, ÷òîáû èíòåðïîëèðîâàòü äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ ôóíêöèþ ïîãðåø-
íîñòè vH .

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî íà ãðóáîé ñåòêå ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ïîë-
íîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ (îòñþäà è íàçâàíèå ìåòîäà � ñõåìà ïîëíîé
àïïðîêñèìàöèè), îäíàêî ñ ñåòêè íà ñåòêó ïåðåíîñÿòñÿ ïîãðåøíîñòü è íåâÿç-
êè, ïîñêîëüêó èìåííî îíè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííûìè âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîèòñÿ îáîáùå-
íèå ñõåìû êîððåêöèè íà íåëèíåéíûå çàäà÷è.

Â êà÷åñòâå ñãëàæèâàòåëÿ è ïîñëåñãëàæèâàòåëÿ âûáåðåì â ñîîòâåòñòâèè
ñ [10] ìåòîä Ãàóññà�Çåéäåëÿ äëÿ íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà (ñì. ï. 3.2.1).

3.4.7 Ïîëíûé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä äëÿ íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ëèíåéíîìó FMG (3.4.5), îäíàêî èñïîëüçóåò ñõåìó
ïîëíîé àïïðîêñèìàöèè âìåñòî V-öèêëà (â ïóíêòàõ 2b è 3). Äîêàçàòåëüñòâî
ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðèâåäåíî â ðàáîòå [10].

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ïðåèìóùåñòâà íåëèíåéíîãî FMG:

1. áîëåå ýôôåêòèâåí, ÷åì ïðîñòî ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä (V-öèêë èëè W-
öèêë), çà ñ÷¼ò êîìáèíèðîâàííîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåøåíèÿ íà áîëåå
ãðóáûõ ñåòêàõ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è ìíîãîñåòî÷íîãî
ìåòîäà äëÿ ðàñ÷¼òà ñàìîãî ðåøåíèÿ íà ïîäðîáíûõ ñåòêàõ;

2. ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ êàê ëèíåéíûõ, òàê è íåëèíåéíûõ çàäà÷;

3. ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ âïëîòü äî óðîâíÿ îøèáêè
àïïðîêñèìàöèè.
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3.4.8 Ïåðåíîñ íåâÿçêè è êîððåêöèè

Îäíèì èç âàæíåéøèõ øàãîâ â ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäàõ ÿâëÿåòñÿ ýêñ-
òðàïîëÿöèÿ (restriction) è èíòåðïîëÿöèÿ (interpolation) â ñõåìå êîððåêöèè.
Îò íèõ çàâèñèò íå òîëüêî ñêîðîñòü ðàáîòû, íî è òî÷íîñòü àëãîðèòìà. Â ðàì-
êàõ äàííîé ðàáîòû áûëè ðàññìîòðåíû äâà ñïîñîáà èíòåðïîëÿöèè è ýêñòðà-
ïîëÿöèè.

Ïåðâûé, îïèñàííûé â ðàáîòå [15], äîâîëüíî ïðîñò â ðåàëèçàöèè, îäíàêî
èìååò æ¼ñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ñåòêè, ìåæäó êîòîðûìè ïðîâîäèòñÿ èíòåð-
ïîëÿöèÿ: äëÿ ïðèìåíåíèÿ äàííîé èíòåðïîëÿöèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñåòêè
áûëè ðàâíîìåðíûìè è îäíà áûëà ìåíüøå äðóãîé â äâà ðàçà ïî êàæäîìó
íàïðàâëåíèþ.

Ïåðåíîñ â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ îïåðà-
òîðîâ:

Ih2h =
1

16

1 2 1
2 4 2
1 2 1


h

� ýêñòðàïîëÿöèÿ;

I2h
h =

1

4

1 2 1
2 4 2
1 2 1


h

� èíòåðïîëÿöèÿ.

Âòîðîé ðàññìîòðåííûé ìåòîä èíòåðïîëÿöèè ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Èìåþòñÿ äâå ñåòêè (G1, G2), ãäå ïðîâîäèòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ ñ ïåðâîé íà
âòîðóþ. Ïî àíàëîãèè ñ ïîñòðîåíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîð-
ìå Íüþòîíà äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ñòðîèì èíòåðïîëÿöèþ ôóíêöèè äëÿ
âñåé îáëàñòè:

1. ñîåäèíÿÿ óçëû G1, ðàçáèâàåì èñõîäíóþ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü íà òðå-
óãîëüíûå ýëåìåíòû,

2. â îáëàñòè ýëåìåíòîâ ñòðîèì ëèíåéíûå ïîëèíîìû, ïðèíèìàþùèå èç-
âåñòíûå çíà÷åíèÿ â óçëàõ,

3. îáúåäèíåíèå âñåõ ïîëó÷åííûõ ïîëèíîìîâ, îïðåäåë¼ííûõ íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ýëåìåíòàõ, äàñò íàì èñêîìóþ èíòåðïîëÿöèþ ôóíêöèè.

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèè íà âñåé îáëàñòè
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷åíèå â ëþáîé òî÷êå, â ÷àñòíîñòè, â óçëàõ ñåòêè
G2).

ßñíî, ÷òî âòîðîé ìåòîä ïðèìåíèì äëÿ ëþáûõ ñåòîê è åãî ðåàëèçàöèÿ
äëÿ ýêñòðàïîëÿöèè è èíòåðïîëÿöèè áóäåò îäèíàêîâà, îäíàêî íà ïðàêòèêå
äëÿ ðàâíîìåðíûõ ñåòîê îí îêàçûâàåòñÿ íàìíîãî ìåäëåííåå, ÷åì ïåðâûé.
Ïîýòîìó â òåñòàõ èñïîëüçóåòñÿ ïåðâûé ñïîñîá.
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3.5 Îáåçðàçìåðèâàíèå

Ïðè çàäàíèè ïàðàìåòðîâ ôèëüòðàöèè òå÷åíèÿ íà ïðàêòèêå èñïîëüçó-
åòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà åäèíèö: äàâëåíèå P � áàð (105 Ïà), âðåìÿ t �
ñóòêè (86400 ñ), âÿçêîñòü µ � ñàíòèïóàç (10−3 Ïà·c), ïðîíèöàåìîñòü K �
ìÄàðñè (0.9869233 ·10−15 ì2), ïîðèñòîñòü m � áåçðàçìåðíàÿ. Ìàññîâûé äå-
áèò (ïðè¼ìèñòîñòü) Q çàäà¼òñÿ â åäèíèöàõ êã/ñóò. Â ðàçìåðíûõ åäèíèöàõ
óðàâíåíèå (2.1) èìååò âèä

∂

∂t
(mρ) + div(K

ρ

µ
∇P ) = Q.

Âåëè÷èíû ñ ÷åðòîé èçìåðÿþòñÿ â åäèíèöàõ ÑÈ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå â âûáðàííûõ åäèíèöàõ ñîâïàäàëî ñ èñõîä-
íûì, ïðîíèöàåìîñòü â åäèíèöàõ ìÄàðñè äîìíîæèì íà êîýôôèöèåíò C1

(êîíñòàíòó Äàðñè), ðàâíûé

105 · 8.64 · 104 · 0.9869233 · 10−15

10−3
=

8.64 · 10−3

1.01325
= 0.008527.

3.6 Îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëåå äîñòîâåðíûõ ðåçóëüòàòîâ ñðàâíåíèÿ ðåñóðñî-
çàòðàò è ñêîðîñòè ðàáîòû ìåòîäîâ èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ïðè¼ìû:

1. íàïèñàíà ïðîãðàììà íà Ñ++;

2. ðåàëèçàöèÿ ìåòîäîâ èìååò èäåíòè÷íóþ ñòðóêòóðó;

3. èñïîëüçóþòñÿ îäèíàêîâûå áëîêè (òàêèå êàê ëèíåàðèçàöèÿ, ðåøåíèå
ÑËÀÓ, ñãëàæèâàíèå è ò. ï.) â ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ;

4. îïòèìèçèðîâàíû âðåìÿçàòðàòíûå îïåðàöèè (òàêèì êàê óìíîæåíèå íà
ìàòðèöó, âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, îïåðàòîðîâ èíòåðïî-
ëÿöèè), ïðîâåäåíî ïðîôèëèðîâàíèå;

5. ìàòðèöû õðàíÿòñÿ â ñæàòîì ôîðìàòå (CSR);

6. ïðîâåäåíû òåñòû è âûÿâëåí íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé òèï ýêñòðà- è èí-
òåðïîëÿöèè (ñì. ðàçäåë 3.4.8);

7. ïðîâåäåíî îáåçðàçìåðèâàíèå äëÿ ïðèâåäåíèÿ âåëè÷èí ê îäíèì ïîðÿä-
êàì (ñì. ï. 3.5).
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4 Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

4.1 Ïàðàìåòðû çàäà÷è

t

t

t

d

d

d

Ñêâàæèíû:td� íàãíåòàòåëüíûå

� äîáûâàþùèå

Ðèñ. 3. Ñõåìàòè÷íîå ðàñïîëîæåíèå ñêâàæèí.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè, çàäàâàå-
ìàÿ óðàâíåíèÿìè (2.1) è (2.2) ñ ó÷¼òîì (2.6), ðÿäîì ñ ëåâîé è ïðàâîé ãðà-
íèöàìè óñòàíîâëåíû òðè äîáûâàþùèå è òðè íàãíåòàòåëüíûå ñêâàæèíû, ñî-
îòâåòñòâåííî (ðèñ. 3).

Êîýôôèöèåíòû â çàâèñèìîñòÿõ ïîðèñòîñòè, âÿçêîñòè è ïëîòíîñòè îò
äàâëåíèÿ, îïèñàííûå â ðàçäåëå 2.1, âûáðàíû ñëåäóþùèìè:

m0 = 0.3, P0 = 276.804 áàð, b = 0.01 ñïç,

C = 5 · 10−5 1

áàð
, a = 6 · 10−5 ñïç

áàð
, ρSTCg = 0.969

êã
ì3
.

Àáñîëþòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü K ïîëîæåíà ïîñòîÿííîé, ðàâíîé 1.

Äëÿ çàäàíèÿ çàâèñèìîñòè ρ(P ) èñïîëüçóåòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ áåçðàçìåð-
íîãî êîýôôèöèåíòà BG(P ) èç òàáë. 1, âçÿòîé èç [16].

P 1.01 18.2 35.5 67.1 139 173 208 277 346 621
103BG(P ) 936 67.9 35.2 17.9 9.1 7.3 6.1 4.5 3.6 2.2

Òàáë. 1. Çàâèñèìîñòü BG îò P .

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïîñòîÿííî, ñîñòàâëÿåò 200 áàð, ïðå-
äåëüíîå äàâëåíèå PBH íà äîáûâàþùåé ñêâàæèíå � 100 áàð, íà çàêà÷èâàþ-
ùåé ñêâàæèíå � 300 áàð.
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Ðàçìåðû îáëàñòè 200 íà 200 ìåòðîâ, ðàñ÷¼òíûé âðåìåííîé ïðîìåæóòîê
100 ñóòîê.

Ïîëó÷àåìîå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ äëÿ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è
ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.

4.2 Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàçä. 3 ìåòîäîâ íåîáõîäèìî ïîëó-
÷èòü ¾ýòàëîííîå¿ ðåøåíèå, òàê ÷òîáû ìîæíî áûëî îïðåäåëÿòü ðàáîòîñïî-
ñîáíîñòü è çàäàâàòü íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü â êàæäîì ìåòîäå. ¾Ýòàëîííîå¿
ðåøåíèå ïîëó÷åíî ñòàíäàðòíîé êîìáèíàöèåé ìåòîäà Íüþòîíà è ïðÿìîãî
ñîëâåðà PARDISO èç ïàêåòà Intel MKL.

Ïîìèìî îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå
ðåñóðñîçàòðàò è ñêîðîñòè ðàáîòû ìåòîäîâ. Òåñòû è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
îïèñàíû íèæå.

Â ñëåäóþùèõ òåñòàõ ïîä òî÷íîñòüþ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ïî
ïîñëåäíåìó âðåìåíí�îìó ñëîþ êîìïîíåíòíîå îòêëîíåíèå îò ¾ýòàëîííîãî¿ ðå-
øåíèÿ. Âî âñåõ ìíîãîñåòî÷íûõ àëãîðèòìàõ â êà÷åñòâå ñãëàæèâàíèÿ è ïîñëå-
ñãëàæèâàíèÿ èñïîëüçîâàëàñü îäíà èòåðàöèÿ ìåòîäà Ãàóññà�Çåéäåëÿ. Êðèòå-
ðèé âûõîäà èç ìåòîäà Íüþòîíà � óìåíüøåíèå åâêëèäîâîé íîðìû íåâÿçêè
â 10−6 ðàç îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé. Äëÿ íåëèíåéíûõ ìåòîäîâ, òàêèõ êàê
FAS è íåëèíåéíûé FMG, êðèòåðèé âûáðàí òàêèì æå.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïðèâîäÿòñÿ â òàáëèöàõ, â êîòîðûõ óêàçàíû âðå-
ìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû, òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, ñðåäíåå êîëè÷åñòâî
íüþòîíîâñêèõ èòåðàöèé, ñðåäíåå âðåìÿ èòåðàöèè è ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èòå-
ðàöèé.

Ïàðàìåòðû Ñðåä. âðåìÿ Ñðåä. êîë-âî Âðåìÿ Âðåìÿ
FGMRes restart ðåø. ÑËÀÓ, ñ èòåðàöèé ILUT, ñ FGMRes, c

2 12.57 34.73 8.63 3.93
3 11.19 27.46 6.9 4.27
5 10.63 24.28 6.27 4.34
10 7.47 22.2 4.3 3.15

20 12.23 21.84 7.76 4.45
50 11.13 21.25 6.68 4.42
100 10.64 21.25 7.28 3.34
150 10.26 21.25 6.95 3.28

Òàáë. 2. Âûáîð îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ FGMRes.

Ïàðàìåòðû äëÿ ïðåêîíäèöèîíåðà ILUT è ñîëâåðà FGMRes ïîäáèðàëèñü
îïòèìàëüíûå � òàêèå, äëÿ êîòîðûõ ñâÿçêà FGMRes+ILUT ïîêàçûâàåò íàè-
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áîëåå âûñîêóþ ñêîðîñòü ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (òàáë. 2 è 3). Äëÿ âûáîðà ïàðàìåò-
ðà p è τ èñõîäíàÿ çàäà÷à áûëà íåñêîëüêî èçìåíåíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëüøåãî
ðàçáðîñà ïîêàçàòåëåé.

Ïàðàìåòðû Ñðåä. âðåìÿ Ñðåä. êîë-âî Âðåìÿ Âðåìÿ
ILUT ðåø. ÑËÀÓ, ñ èòåðàöèé ILUT, ñ FGMRes, c

p = 5 τ = 10−6 47.5 120 0.56 42.7
p = 10 τ = 10−6 20.1 68 1.36 19.2
p = 15 τ = 10−6 11.4 40 2.18 9.2
p = 20 τ = 10−6 10.8 31 3.02 7.8

p = 25 τ = 10−6 11.2 27 4.29 6.9
p = 30 τ = 10−6 11.5 23 5.28 6.2
p = 20 τ = 10−3 26.6 82 0.56 26.06
p = 20 τ = 10−8 11.9 32 3.8 8.1

Òàáë. 3. Âûáîð îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ILUT.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàñ÷¼òàõ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ILUT âçÿòû p = 20
è τ = 10−6, à â ìåòîäå FGMRes ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êðûëîâñêèõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ïîëîæåíî 10.

Äàëåå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äâóõ ðàñ÷¼òîâ äëÿ ñëåäóþùèõ ðàçáèåíèé:
ïî âðåìåíè 100 øàãîâ, îáëàñòü èç 640× 640 è 320× 320 ÿ÷ååê (òàáë. 4 è 5,
ñîîòâåòñòâåííî). Ðàçìåðíîñòü ãðóáîé çàäà÷è 10× 10.

Â òàáëèöàõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷¼òîâ îáîçíà÷åíî NI � ñðåäíåå êîëè÷åñòâî
íåëèíåéíûõ èòåðàöèé, LI � ëèíåéíûõ, TI � ñðåäíåå âðåìÿ èòåðàöèè.

Ìåòîä Âðåìÿ, ñ Òî÷íîñòü NI LI TI
BiCGStab 5165.97 2.7 · 10−7 2.02 427.99 0.056

FGMRes+ILU(0) 17301.06 2.7 · 10−7 2.02 224.167 0.37
FGMRes+ILUT 2637.18 2.7 · 10−7 2.02 29 0.344

PARDISO 1896.83 0 2.02 1 5.223
V-öèêë 969.22 2.7 · 10−7 2.02 11.46 0.057
W-öèêë 1035.98 2.7 · 10−7 2.02 8.68 0.106

êàñêàäíûé MG 4758.98 2.7 · 10−7 2.02 19.98 1.005
ëèíåéíûé FMG 909.77 2.7 · 10−7 2.05 8.3 0.064

FAS 4114.99 2.4 · 10−7 1 5.7 2.91
íåëèíåéíûé FMG 3788.27 2.1 · 10−7 1 4.15 4.571

Òàáë. 4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ äëÿ ðàçáèåíèÿ 640× 640.

FAS è íåëèíåéíûé FMG íå òðåáóþò ñîãëàñîâàíèÿ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ
èòåðàöèé, ïîýòîìó â êîëîíêå NI ñòîèò åäèíèöà.
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Ìåòîä Âðåìÿ, ñ Òî÷íîñòü NI LI TI
BiCGStab 650.55 2.7 · 10−7 2.02 208.98 0.0105

FGMRes+ILU(0) 690.55 2.7 · 10−7 2.02 83.99 0.029
FGMRes+ILUT 487.68 2.7 · 10−7 2.02 11.9 0.118

PARDISO 418.53 0 2.02 1 1.079
V-öèêë 236.29 2.7 · 10−7 2.02 10.75 0.015
W-öèêë 256.04 2.7 · 10−7 2.02 8.92 0.03

êàñêàäíûé MG 627.23 2.7 · 10−7 2.02 8.53 0.248
ëèíåéíûé FMG 215.86 2.7 · 10−7 2.02 8.93 0.017

FAS 504.81 1.9 · 10−7 1 5.5 0.722
íåëèíåéíûé FMG 457.65 2.2 · 10−7 1 3.95 1.187

Òàáë. 5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ äëÿ ðàçáèåíèÿ 320× 320.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî, ÷òî íàèáîëüøåå óñêîðåíèå ïðè îäèíàêîâîé òî÷-
íîñòè äàë ïîëíûé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä (FMG), ïðèìåíåííûé ê ëèíåàðè-
çîâàííîé çàäà÷å, êîòîðîìó ïðèìåðíî â äâà ðàçà ïî ñêîðîñòè óñòóïàåò íåëè-
íåéíûé FMG, ïðèòîì ÷òî â öåëîì ýòè ìåòîäû ïðåâçîøëè áàçîâûé ìåòîä
áåç ïðåäîáóñëîâëèâàíèÿ è ïîêàçàëè ñõîæåå âðåìÿ ñ êîìáèíàöèåé FGMRes
ñ ïðåêîíäèöèîíåðîì ILUT. Õîòÿ â íåëèíåéíîì ìóëüòèãðèäå íå òðåáóåòñÿ
ñòðîèòü ÿêîáèàí, èòåðàöèè â ýòîì ìåòîäå îêàçûâàþòñÿ áîëåå âðåìÿçàòðàò-
íûìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ âûáðàííîé çàäà÷è îêàçàëîñü áîëåå âûãîäíûì
èñïîëüçîâàíèå êîìáèíàöèè ïîëíîãî ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà (FMG) è ëèíå-
àðèçàöèè Íüþòîíà.
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Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ íà ïîñëåäíåì ñëîå ïî âðåìåíè.

5 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû ãåîìåòðè÷åñêèå ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû,
èñïîëüçóþùèå èíôîðìàöèþ î ñåòêàõ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ âëîæåííîñòè,
äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî òèïà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ñ÷è-
òàòü âûâîä î ïðèìåíèìîñòè íåëèíåéíûõ îáîáùåíèé ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ
ê íåñòàöèîíàðíûì çàäà÷àì, òàêèì êàê óðàâíåíèÿ ôèëüòðàöèè. Íàèáîëåå
áûñòðûìè îêàçàëèñü ëèíåéíûé ïîëíûé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä è V-öèêë,
ïðèìåí¼ííûå ê ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷å. Îáîáùåíèÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòî-
äà íà íåëèíåéíûé ñëó÷àé � FAS è íåëèíåéíûé � FMG íå óñòóïàþò ïî ýô-
ôåêòèâíîñòè ìåòîäàì êðûëîâñêîãî òèïà ñ ïðèìåíåíèåì ïðåäîáóñëîâëèâà-
òåëåé. Ñóùåñòâåííûì ïðåèìóùåñòâîì íåëèíåéíûõ ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ
ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè ëèíåàðèçàöèè è ïîñòðîåíèÿ ÿêîáèàíà,
÷òî íåñêîëüêî óïðîùàåò ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ äàííûõ àëãîðèòìîâ.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Å. Á. Ñàâåíêîâó è À. Õ. Ïåðãàìåíò çà
íåîöåíèìóþ ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå íàñòîÿùåé ðàáîòû.
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