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Ðàçíîñòíûå ïîòåíöèàëû ïîäîáíûå êëàññè÷åñêèì èíòåãðàëàì òèïà Êîøè ïðåäëîæåíû

â 1969 ãîäó è ñóùåñòâåííî îáîáùåíû â äàëüíåéøåì. Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå èçëàãàåòñÿ

êîíñòðóêöèÿ ðàçíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì íà ïðîèçâîëüíîé

ñåòêå àáñòðàêòíûõ òî÷åê, ïðè÷åì ñõåìà íå ïîä÷èíåíà êàêèì-ëèáî óñëîâèÿì ñîãëàñî-

âàíèÿ, êðîìå åñòåñòâåííîãî òðåáîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðè

ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé ÷àñòè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîñòðîåííûé ðàçíîñòíûé ïîòåíöèàë èã-

ðàåò äëÿ ðåøåíèé ðàçíîñòíîé ñõåìû ðîëü ïîäîáíóþ òîé, êîòîðóþ êëàññè÷åñêèé èíòå-

ãðàë òèïà Êîøè èãðàåò äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû Êîøè-Ðèìàíà, òî åñòü äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé.

Ìåòîä, èñïîëüçóþùèé ýòè ðàçíîñòíûå ïîòåíöèàëû äëÿ ïðèëîæåíèé, äîñòàâëÿåò íî-

âûå âîçìîæíîñòè, ïîñêîëüêó ñîåäèíÿåò óíèâåðñàëüíîñòü è àëãîðèòìè÷íîñòü êëàññè÷å-

ñêèõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ íåêîòîðûìè äîñòîèíñòâàìè êëàññè÷åñêîãî èíòåãðàëà òèïà Êî-

øè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 11-01-00114.

Ñòð. 30, ðèñ. 6, áèáë. íàçâ. 59

Potentials for abstract di�erence schemes

V.S. Ryaben'kii

Preprint of Keldysh Institute of Applied Mathematics RAS.

The di�erence potentials analogous to classic Cauchy integrals were supposed in 1969 and

were signi�cantly generalized later. In the article the construction of di�erence potentials for

linear di�erence scheme on the arbitrary grid of abstract points is expounded. The scheme

is not restricted by any conditions besides the natural request of unique existence of the

solution at arbitrary right hand side. The part of generated di�erence potential for solutions

of di�erence scheme is similar to part of classic Cauchy integral for solutions of Cauchy-

Riemann system, i.e. for analytical functions.

The method using these di�erence potential for applications gives new possibilities because

joins universality and algorithmicity of classic di�erence schemes with some dignities of classic

Cauchy integral.

This work was supported by RFBR, grant � 11-01-00114.
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1 Îïðåäåëåíèå àáñòðàêòíûõ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì

Àáñòðàêòíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ëè-
íåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, çàïèñàííóþ â âèäå∑

n∈Nm

amnun = fm, m ∈M, (1.1)

ãäå M � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àáñòðàêòíûõ èíäåêñîâ m, m ∈
M ; fm � âåêòîð ñ ÷èñëîâûìè êîìïîíåíòàìè, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ìîæåò çà-
âèñåòü îò m; Nm � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àáñòðàêòíûõ èíäåêñîâ n, n ∈ Nm;
un � âåêòîð ñ ÷èñëîâûìè êîìïîíåíòàìè, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ìîæåò çàâè-
ñåòü îò n; amn, m ∈ M, n ∈ Nm - ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû, ðàçìåðíîñòè
êîòîðûõ ñîãëàñîâàíû ñ ðàçìåðíîñòüþ âåêòîðà fm è âåêòîðîâ un, n ∈ Nm òàê,
÷òîáû ðàâåíñòâî (1.1) èìåëî ñìûñë. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû (1.1) åñòü, î÷åâèäíî, êîíå÷íîå ìíîæåñòâî N = ∪Nm, m ∈M , àáñòðàêò-
íûõ èíäåêñîâ n, n ∈ N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç FM è VN ëèíåéíûå ïðîñòðàí-
ñòâà âñåõ âåêòîð ôóíêöèé fM = {fm} , m ∈ M , è âñåõ âåêòîð�ôóíêöèé
uN = {un} , n ∈ N , ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé â ôîðìå (1.1) áóäåì íàçûâàòü àáñòðàêòíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé.
ÌíîæåñòâàM è N àáñòðàêòíûõ èíäåêñîâ áóäåì íàçûâàòü ñåòêàìè, íà êîòî-
ðûõ çàäàíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, à ìíîæåñòâî Nm øàáëîíîì ðàçíîñòíîé ñõåìû
â òî÷êå m, m ∈ M . Ê ðàññìàòðèâàåìûì ðàçíîñòíûì ñõåìàì (1.1) áóäåì
ïðåäúÿâëÿòü òîëüêî ñëåäóþùåå òðåáîâàíèå: ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (1.1) èìååò
îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå uN , uN ∈ VN , ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè fM ,
fM ∈ FM .

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

s∑
j=1

bijxj = ϕi, i = 1, 2, . . . , s, (1.2)

çàïèñàííàÿ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå (1.2), ñ ìàòðèöåé B = {bij} , det B ̸= 0,
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ôîðìå ðàçíîñòíîé ñõåìû (1.1). Äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü
çàM ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë 1, 2, . . . , s; ýëåìåíòàìèm áóäóò êàæäîå èç ýòèõ
÷èñåë. Çà Nm ïðè êàæäîì m = 1, 2, . . . , s ïðèíÿòü òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî
M , îäíî è òîæå ïðè êàæäîìm ∈M . ÌíîæåñòâîN = ∪Nm, m ∈M , â òàêîì
ñëó÷àå òîæå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîìM . Ôóíêöèÿìè fM è uN â ñõåìå (1.1) â
ñëó÷àå (1.2) áóäóò ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëîâûå ôóíêöèè ϕm, m = 1, 2, . . . , s è
un, n = 1, 2, . . . , s. Êîýôôèöèåíòàìè amn ïðè çàïèñè ñèñòåìû (1.2) â ôîðìå
ðàçíîñòíîé ñõåìû (1.1) áóäóò ÷èñëà amn = bmn, m,n = 1, 2, . . . , s.
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Èçëàãàåìàÿ íèæå ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ òèïà Êî-
øè íè÷åãî íå äîáàâëÿåò ê òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
îáùåãî âèäà (1.2). Îäíàêî ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ ïî-
äîáíûõ èíòåãðàëó òèïà Êîøè ñòàíîâèòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé â ñëó÷àÿõ, åñëè
ìàòðèöà ñèñòåìû (1.2) ñèëüíî ðàçðåæåíà, è ýòà êîíêðåòíàÿ ñïåöèôèêà ðàç-
ðåæåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèì (äîëæíûì) îáðàçîì ó÷òåíà â çàïèñè ñèñòåìû
(1.2) â ôîðìå àáñòðàêòíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû (1.1). Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçî-
âàíèå çàïèñè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ôîðìå àáñòðàêòíîé ðàçíîñò-
íîé ñõåìû (1.1) åñòåñòâåííî, à ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ
äàåò íîâûå âîçìîæíîñòè â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, àïïðîê-
ñèìèðóþùèõ ëèíåéíûå ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå çàäà÷è èëè íåñòàöèîíàðíûå
íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïðèâå-
äåì ïðèìåðû çàïèñè êëàññè÷åñêèõ ðàçíîñòíûõ ñõåì â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå
(1.1).
Ïðèìåð 1 . Ïîñòðîèì ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ

óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â êâàäðàòíîé îáëàñòè D : {|x1| < 1, |x2| < 1} ñ
ãðàíèöåé ∂D

∂2u

∂x21
+
∂2u

∂x22
= ϕ (x1, x2) , (x1, x2) ∈ D (1.3)

u|∂D = ψ (x1, x2) , (x1, x2) ∈ ∂D. (1.4)

Çàäàäèì øàã h > 0, h−1 öåëîå ÷èñëî, è ïîñòðîèì ñåòêó Mòî÷åê m =
(m1h,m2h), |m1| ≤ h−1, |m2| ≤ h−1, èñêëþ÷àÿ ÷åòûðå óãëîâûå òî÷êè êâàä-
ðàòà D. Êàæäîé òî÷êå ñåòêè m ∈ M , ëåæàùåé âíóòðè êâàäðàòà D, ñîïî-
ñòàâèì øàáëîí, ñîñòîÿùèé èç ïÿòè òî÷åê n:

Nm = {(m1,m2) , (m1 ± 1,m2) , (m1,m2 ± 1)} , m ∈ D.
Ìû ïèøåì m = (m1,m2) âìåñòî m = (m1h, m2h) äëÿ êðàòêîñòè. Çàäà-

äèì êîýôôèöèåíòû amn, m ∈M, n ∈ Nm ôîðìóëàìè

amn =


−4h2, åñëè n = (m1,m2)
h−2, åñëè n = (m1 ± 1, m2)
h−2, åñëè n = (m1, m2 ± 1)

.

Êàæäîé òî÷êåm ∈M , ëåæàùåé íà ãðàíèöå ∂D êâàäðàòà, êðîìå ÷åòûðåõ
óãëîâûõ, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèè øàáëîí Nm, ñîñòîÿùèé èç îäíîé òî÷êè,
ñîâïàäàþùåé ñ òî÷êîé M

Nm = n = m, m ∈ ∂D.
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Çàäàäèì êîýôôèöèåíò amn â ýòîì ñëó÷àå òî- åñòü â ñëó÷àå m ∈ ∂D,
n ∈ Nm, ïîëîæèâ

amn = amm = 1.

Äàëåå, ïîëîæèì

fm =

{
ϕm, åñëè m ∈ D
ψm, åñëè m ∈ ∂D,

ãäå ϕm = ϕ (m1h, m2h) , ψm = ψ (m1h, m2h).
Ìíîæåñòâî N = ∪Nm, m ∈M , ñîâïàäàåò â ýòîì ïðèìåðå ñ ìíîæåñòâîì

M . Ïðîñòåéøàÿ ïÿòèòî÷å÷íàÿ ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è (1.3), (1.4),
ïîñòðîåííàÿ âûøå, çàïèøåòñÿ ïðè âûáðàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ â âèäå (1.1).
Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì âìåñòî çàäà÷è (1.3), (1.4) äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-

ñîíà çàäà÷ó ñ äðóãèì êðàåâûì óñëîâèåì íà ñòîðîíå x1 = −1 êâàäðàòà D
è ñ òåìè æå óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà îñòàëüíûõ òðåõ ñòîðîíàõ ∂D êâàäðàòà
D:

∂u

∂x1

∣∣∣∣
x1=−1

= ψ (x1, x2) |x1=−1, åñëè x1 = −1

u|x=(1,x2)
= ψ (1, x2) , u|x=(x1,±1) = ψ (x1,±1) (1.5)

Ïðè ïîñòðîåíèè àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷ó (1.3), (1.5) ðàçíîñòíîé ñõåìû
ìíîæåñòâîM âîçüìåì òî æå, ÷òî è â ïðèìåðå 1. Êàæäîé òî÷êå m, m ∈M ,
êðîìå òî÷åê, ëåæàùèõ íà ñòîðîíå x1 = −1 êâàäðàòà D, ñîïîñòàâèì òîò æå
øàáëîí Nm è òå æå êîýôôèöèåíòû amn, ÷òî è â ïðèìåðå 1. Òî÷êàì m ∈
M , ëåæàùèì íà ñòîðîíå x1 = −1 êâàäðàòà D, ñîïîñòàâèì äâóõòî÷å÷íûé
øàáëîí Nm, Nm = {(−1,m2) , (−1 + h,m2)}, è êîýôôèöèåíòû

amn = h−1, åñëè n = (−1 + h,m2)
amn = −h−1, åñëè n = (−1,m2)

(1.6)

Âûáîð Nm è êîýôôèöèåíòîâ amn ïî ôîðìóëå (1.6) îçíà÷àåò, ÷òî ìû àï-
ïðîêñèìèðîâàëè ïåðâîå èç óñëîâèé (1.5), çàìåíèâ ïðîèçâîäíóþ ∂u

∂x1
ïðîñòåé-

øèì ðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñåòêà N = ∪Nm, m ∈ M ,
êàê è â ïðèìåðå 1, ñîâïàäàåò ñ ñåòêîé M . Çíà÷åíèÿ fm, m ∈M , îïðåäåëèì
òîé æå ôîðìóëîé, ÷òî è â ïðèìåðå 1.

Ïðè ñäåëàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîñòðîåííàÿ ïðîñòåéøàÿ ïÿòèòî÷å÷íàÿ ðàç-
íîñòíàÿ ñõåìà, àïïðîêñèìèðóþùàÿ çàäà÷ó (1.3), (1.5), çàïèøåòñÿ â âèäå
(1.1).
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Â ïðèìåðàõ 1 è 2 ñåòêè M è N ñîâïàäàþò, M = N . Ïðèâåäåì ïðèìåð
çàïèñè òðàäèöèîííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû íà ðàçíåñåííûõ ñåòêàõ â âèäå (1.1),
â êîòîðîì M ̸= N .
Ïðèìåð 3. Âûáåðåì h > 0, h−1 � öåëîå ÷èñëî, è ðàññìîòðèì ðàçíîñòíûé

àíàëîã çàäà÷è

du

dx
+ au = ϕ(x), 0 < x < 1

u|x=0 = ψ,

à èìåííî ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó

um+1−um

h + aum+1+um

2 = ϕm+1
2
, 0 <

(
m+ 1

2

)
h < 1

u0 = ψ
(1.7)

Îïðåäåëèì ñåòêó òî÷åêM , îòíåñÿ ê ýòîé ñåòêå âñå �ïîëóöåëûå� òî÷êè m
ñ êîîðäèíàòàìè xm+1

2
=
(
m+ 1

2

)
h, 0 < xm+1

2
< 1, à òàêæå òî÷êó m = 0 ñ

êîîðäèíàòîé x0 = 0h = 0.
Ñîïîñòàâèì êàæäîé ïîëóöåëîé òî÷êå m, m ∈ M ñ êîîðäèíàòîé xm =

(m+ 1
2)h, øàáëîí Nm, ñîñòîÿùèé èç äâóõ òî÷åê n ñ êîîðäèíàòàìè xn = mh

è xn = (m+ 1)h, ïîëîæèâ Nm = {n = mh, n = (m+ 1)h}. Ñîïîñòàâèì
òî÷êå m = 0 ñ êîîðäèíàòîé x0 = 0h = 0 øàáëîí N0, ñîñòîÿùåé èç îäíîé
òî÷êè N0 = 0h.

Òîãäà N = ∪Nm, m ∈ M , ñîñòîèò èç âñåõ �öåëûõ� òî÷åê n = 0,
h, . . . , 1− h, 1, ëåæàùèõ íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤ 1. Êîýôôèöèåíòû amn îïðåäå-
ëèì ðàâåíñòâàìè

amn = 1
h
+ a

2 , åñëè xm = (m+ 1
2)h, xn = (m+ 1)h ∈ Nm

amn = −1
h
+ a

2 , åñëè xm = (m+ 1
2)h, xn = (m− 1)h ∈ Nm

amn = 1, åñëè x0 = Oh, xn = x0 = 0 ∈ Nm.

Ïîëîæèì fm = ϕm, åñëè m ïîëóöåëàÿ òî÷êà, è f0 = ψ, åñëè m = 0.
Ïðè ñäåëàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à (1.7) çàïèøåòñÿ â êàíî-

íè÷åñêîì âèäå (1.1).
Ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (1.1) ðàçíîñòíûå êðàåâûå çàäà÷è,

àïïðîêñèìèðóþùèå ëèíåéíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè íà íåðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå; â îá-
ëàñòÿõ ñ ðàçðåçàìè; äëÿ óðàâíåíèé íà ñôåðå èëè äðóãîì ìíîãîîáðàçèè; äëÿ
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êðàåâûõ çàäà÷ â ñëó÷àå ñèñòåì ðàçíîñòíûõ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíå-
íèé.

2 Àáñòðàêòíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû â ñîñòàâíûõ ñåòî÷íûõ îáëà-

ñòÿõ

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîM+, M+ ⊂M . Îáîçíà÷èìM− =M\M+; N+ =
∪Nn, m ∈ M+; N− = ∪Nm, m ∈ M−, γ = N+ ∩ N−. Ìíîæåñòâî γ
áóäåì íàçûâàòü ñåòî÷íîé ãðàíèöåé ìåæäó ñåòî÷íûìè ïîäîáëàñòÿìè N+ è
N− ñîñòàâíîé îáëàñòè N = N+ ∪N−.

Ââåäåì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Vγ âñåõ òåõ ôóíêöèé uγ, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ñóæåíèÿìè uN |γ , ôóíêöèé uN ∈ VN íà ïîäìíîæåñòâî γ, γ ∈ N+∩N−,
ìíîæåñòâà N .

Íàðÿäó ñ àáñòðàêòíîé ñõåìîé (1.1), ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâå àáñòðàêò-
íûå ðàçíîñòíûå ñõåìû:∑

n∈Nm

amnu
−
n = θM

(
M+

)
fm, m ∈M (2.1)

∑
n∈Nm

amnu
+
n = θM

(
M−) fm, m ∈M (2.2)

Çäåñü θY (X) , X ⊂ Y , õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîäîáëàñòè X îáëà-
ñòè Y . Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå uN = {un} çàäà÷è (1.1), ñâÿçàíî ñ ðåøåíèÿìè
u+N è u−N çàäà÷ (2.1) è (2.2) ðàâåíñòâîì

uN = u+N + u−N , (2.3)

èëè, ïîäðîáíåå,

un = u+n + u−n , n ∈ N. (2.4)

Ðåøåíèå u+N çàäà÷è (2.1) áóäåì íàçûâàòü âêëàäîì âëèÿíèÿ èñòî÷íèêîâ
θM (M−) fm â ðåøåíèå uN çàäà÷è (1.1), à u−N - âêëàäîì âëèÿíèÿ èñòî÷íèêîâ
θM (M+) fM â ðåøåíèå uN òîé æå çàäà÷è (1.1).
Ïðèìåðû çàäà÷ â ñîñòàâíûõ îáëàñòÿõ. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçíîñò-

íîé êðàåâîé çàäà÷åé, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 1 â �1, è ðàññìîòðèì òðè
ïðèìåðà ñîñòàâíûõ îáëàñòåé. Â ïåðâîì ïðèìåðå îòíåñåì ê ïîäìíîæåñòâó
M+, M+ ∈M âñå òå òî÷êè m ∈M , êîòîðûå ïîïàëè âíóòðü èëè íà ãðàíèöó
Γ ïîäîáëàñòè D+ êâàäðàòà D, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.1. Âî âòîðîì ïðèìåðå
îòíåñåì ê M+ òå òî÷êè m ∈ M , êîòîðûå ïîïàëè âíóòðü èëè íà ãðàíèöó
Γ íåñâÿçíîé îáëàñòè D+ = D+

1 ∪D+
2 , èçîáðàæåííîé íà ðèñ.3 Íà ðèñóíêå 5
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D-

D+

Ðèñ. 1:

D-

D+

Ðèñ. 2:

4

6

8

D-

D+

D+

1

2

Ðèñ. 3:

4

6

8

D-

D+

D+

1

2

Ðèñ. 4:

ãðàíèöà ðàçäåëà Γ âûõîäèò íà ãðàíèöó ∂D îáëàñòè D. Â ýòîì ñëó÷àå êM+

îòíåñåì òî÷êè m ∈M , ïîïàâøèå â îáëàñòü D+ èëè íà åå ãðàíèöó Γ.
Ïîñëå òîãî êàê M+ âûáðàíî, àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿòñÿ ïîäìíîæåñòâà

M−, N+ = ∪Nm, m ∈ M+; N− = ∪Nm, m ∈ M−, è ãðàíèöà γ = N+ ∩ N−
ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè N+ è N−.

Íà ðèñ. 2, 4 è ðèñ. 6 èçîáðàæåíà ãðàíèöà γ äëÿ êàæäîãî èç òðåõ ñäåëàí-
íûõ íàìè âûáîðîâ ïîäìíîæåñòâ M+, M+ ⊂M .

Ðàññìîòðèì åùå ÷åòâåðòûé ïðèìåð, ñâÿçàííûé ñ òîé æå ðàçíîñòíîé çà-
äà÷åé, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 1, �1. Â ýòîì ÷åòâåðòîì ïðèìåðå îòíåñåì ê
M+ âñå òå è òîëüêî òå òî÷êè m = (m1h, m2h), m ∈M , êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ëåæèò âíóòðè êâàäðàòà D, ëèáî íà êàêîé-íèáóäü èç ñòîðîí ýòîãî êâàäðàòà,
ïðè÷åì m1 +m2 ÷åòíîå ÷èñëî.

Î÷åâèäíî, M+ è M− áóäóò ðàñïîëîæåíû â êâàäðàòå D ïîäîáíî ÷åðíûì
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4

6

8

D-

D+

Ðèñ. 5:

4

6

8

D-

D+

Ðèñ. 6:

è áåëûì ïîëÿì øàõìàòíîé äîñêè.
Â ýòîì ñëó÷àå, N+ = N− = M , ïðè÷åì âñå òðè ýòèõ ìíîæåñòâà ñîâ-

ïàäàþò ñ ãðàíèöåé γ, γ = N+ ∩ N− ìåæäó N+ è N−. Ïîñòðîåííûé íèæå
ôîðìàëèçì îõâàòûâàåò è ýòîò ñëó÷àé ðàçíîñòíîé çàäà÷è, íî ñîäåðæàòåëü-
íîñòü òåðÿåòñÿ.

3 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðàçíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ

Çäåñü ìû ïîñòðîèì ðàçíîñòíûå ïîòåíöèàëû, êîòîðûå èãðàþò äëÿ àá-
ñòðàêòíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì (1.1), ðîëü, àíàëîãè÷íóþ òîé ðîëè, êîòîðóþ
êëàññè÷åñêèå èíòåãðàëû òèïà Êîøè èãðàþò äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé,
èëè äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû Êîøè-Ðèìàíà.

Îáîçíà÷èì Gnm ôóíêöèþ Ãðèíà ðàçíîñòíîé ñõåìû (1.1), îïðåäåëèâ ìàò-
ðè÷íóþ ôóíêöèþ Gnm êàê òàêóþ ôóíêöèþ äâóõ àðãóìåíòîâ m ∈ M è
n ∈ N , ïðè êîòîðîé ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè fM ∈ FM óðàâíåíèÿ (1.1)
ðåøåíèå uN = {un} , n ∈ N , ìîæåò áûòü çàïèñàíî ôîðìóëîé

un =
∑
m∈M

Gnmfm, n ∈ N.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ôóíêöèè Ãðèíà Gnm ñëåäóþò, î÷åâèä-
íî, èç òðåáîâàíèÿ ê (1.1), èìåòü îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå uN ∈ VN ïðè
ëþáîé fM ∈ FM . Îáîçíà÷èì Vγ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé γ,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì êàêîé-ëèáî uN , uN ∈ VN , íà ñåòî÷-
íóþ ãðàíèöó γ, γ ⊂ N . Ïóñòü vγ åñòü êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà
Vγ, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì ïëîòíîñòåé.



10

Îïðåäåëåíèå . Ðàçíîñòíûìè ïîòåíöèàëàìè v+N = P+
Nγvγ è v

−
N = P−Nγvγ ñ

ïëîòíîñòüþ vγ íàçîâåì ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ äâóõ çàäà÷:

∑
n∈Nm

amnv
+
n =

{
0, åñëè m ∈M+∑
n∈Nm

amn [θN (γ) vn] åñëè m ∈M− (3.1)

∑
n∈Nm

amnv
−
n =

{ ∑
n∈Nm

amn [θN (γ) vn], åñëè m ∈M+

0, åñëè m ∈M−
(3.2)

Â (3.1) è (3.2) èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

ΘN(γ)vn ≡
{
vγ|n åñëè n ∈ γ
0 åñëè n ∈ N\γ

Çàìå÷àíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (3.1) ìîæåò îòëè-
÷àòüñÿ îò íóëÿ òîëüêî â òåõ òî÷êàõ m ∈ M−, äëÿ êîòîðûõ ïåðåñå÷åíèå
ìíîæåñòâ Nm è γ íåïóñòî, Nm ∩ γ ̸= ∅. Àíàëîãè÷íî, ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìó-
ëû (3.2) ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ â òåõ òî÷êàõ m ∈ M+, äëÿ êîòîðûõ
ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ Nm è γ íåïóñòî, Nm ∩ γ ̸= ⊘.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè v+N = {v+n }, n ∈ N , è v−N = {v−n } , n ∈ N , ìîãóò
áûòü çàïèñàíû â âèäå

v+n =
∑

m∈M−

Gnm

(∑
n∈Nm

amn [θN (γ) vn]

)
, n ∈ N (3.3)

v−n =
∑

m∈M+

Gnm

(∑
n∈Nm

amn [θN (γ) vn]

)
, n ∈ N (3.4)

Ïðàâûå ÷àñòè ôîðìóëû (3.3) èëè (3.4) ñóòü ñóììû ïî òåì m ∈ M− èëè
m ∈M+, äëÿ êîòîðûõ øàáëîí Nm ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñåòî÷íîé ãðàíèöåé γ.
Çàìå÷àíèå 2. Âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòíîãî ïîòåíöèàëà v+N = P+

Nγvγ è ðàç-
íîñòíîãî ïîòåíöèàëà v−N = P−Nγvγ ñ ïëîòíîñòüþ vγ ìîæíî îñóùåñòâèòü, ÷èñ-
ëåííî ðåøàÿ óðàâíåíèå (3.1) èëè óðàâíåíèå (3.2). Èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóë
(3.3) èëè (3.4) äëÿ ýòîãî íå òðåáóåòñÿ.
Òåîðåìà 1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

v+N + v−N = θN (γ) vN , (3.5)

ãäå

ΘN(γ)vγ|n =

{
vn, åñëè n ∈ γ
0, åñëè n ∈ N\γ
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå vN , vN = v+N+v
−
N , è ñëîæèì ïî÷ëåí-

íî ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (3.1) è (3.2). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå∑
n∈Nm

amnvn =
∑
n∈Nm

amn [θN (γ) vn], m ∈M =M+ ∪M− (3.6)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäñòàíîâêà ôóíêöèè θN (γ) vn âìåñòî vN â ëåâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (3.6) îáðàòèò óðàâíåíèå (3.6) â òîæäåñòâî. Ââèäó åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèÿ vN çàäà÷è (3.6), ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (1.1),
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (3.5).

Îáîçíà÷èì V +
γ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ïëîòíîñòåé Vγ,

îòíåñÿ ê V +
γ òå è òîëüêî òå ýëåìåíòû v+γ ïðîñòðàíñòâà Vγ, êîòîðûå ìîæíî

äîîïðåäåëèòü âñþäó íà N+\γ äî íåêîòîðîé ôóíêöèè v+N+ = {v+n } , n ∈ N+,
óäîâëåòâîðÿþùåé îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ∑

n∈Nm

amnv
+
n = 0, m ∈M+ . (3.7)

Îáîçíà÷èì V −γ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ïëîòíîñòåé Vγ,
îòíåñÿ ê V −γ òå è òîëüêî òå ôóíêöèè vγ, vγ ∈ Vγ, êîòîðîå ìîæíî äîîïðåäå-
ëèòü âñþäó íà N− äî íåêîòîðîé ôóíêöèè v−N−, óäîâëåòâîðÿþùåé îäíîðîä-
íîìó óðàâíåíèþ ∑

n∈Nm

amnv
−
n = 0, m ∈M− . (3.8)

Îïðåäåëåíèå. Ââåäåì îïåðàòîðû P+
γ : Vγ → Vγ è P

−
γ : Vγ → Vγ, îïðå-

äåëèâ ýòè îïåðàòîðû ðàâåíñòâàìè

v+γ = P+
γ vγ = P+

Nγvγ |γ (3.9)

v−γ = P−γ vγ = P−Nγvγ |γ (3.10)

Òåîðåìà 2. Âåêòîð-ôóíêöèÿ (èëè, êîðî÷å, ôóíêöèÿ) vγ, vγ ∈ Vγ, ïðè-
íàäëåæèò V +

γ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

P+
γ vγ = vγ . (3.11)

Åñëè óñëîâèå (3.11) âûïîëíåíî, òî âîñïîëíåíèå vN+, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ (3.7), åäèíñòâåííî è ñîâïàäàåò íà N+, N+ ⊂ N , ñ ðàçíîñòíûì
ïîòåíöèàëîì v+N = P+

Nγvγ:

v+n = P+
Nγvγ

∣∣
n, åñëè n ∈ N+ . (3.12)
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Åñëè vγ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.11), òî ðàçíîñòíûé ïîòåíöèàë v+N =
P+
Nγvγ ñ ïëîòíîñòüþ vγ îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè N\N+ =
N−\γ îáëàñòè N :

P+
Nγvγ |n =

{
v+n , åñëè n ∈ N+

0, åñëè n ∈ N\N+ = N−\γ (3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü vγ ∈ V +
γ , òî åñòü ïóñòü ñóùåñòâóåò âîñïîëíåíèå

ôóíêöèè vγ, v
+
N+ = {v+n } , n ∈ N+, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó (3.7).

Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ v+N+ âñþäó íàN\N+ äî ôóíêöèè v+N íóëåì, ïîëîæèâ

v+n =

{
v+N+ |n , åñëè n ∈ N+

0, åñëè n ∈ N\N+ (3.14)

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ v+N , çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì (3.14), ñîâïàäàåò ñ ðàç-
íîñòíûì ïîòåíöèàëîì P+

Nγv, òî åñòü ÷òî (3.14) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P+
Nγv

+
γ =

{
v+N+ |n, åñëè n ∈ N+

0, åñëè n ∈ N\N+ . (3.15)

Òîãäà, ðàññìàòðèâàÿ (3.15) ëèøü â òî÷êàõ n ∈ γ, óâèäèì, ÷òî óñëîâèå
(3.11) âûïîëíåíî. Êðîìå òîãî, òîãäà áóäåò äîêàçàíî òàêæå, ÷òî åñëè âîñ-
ïîëíåíèå v+N+, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (3.7), ñóùåñòâóåò, òî òîëüêî îäíî,
à èìåííî, ñîâïàäàþùåå ñ P+

Nγvγ íà N
+, N+ ⊂ N .

Èòàê, äîêàæåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (3.14) ñîâïàäàåò ñ P+
Nγvγ. Â

ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì P+
Nγvγ äëÿ ýòîãî íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

(3.14) ïðè çàäàííîì vγ ∈ V +
γ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.1). Óáåæäàåìñÿ â

ýòîì: ïîäñòàâëÿÿ (3.14) â ëåâóþ ÷àñòü (3.1) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.7),
ïîëó÷àåì òîæäåñòâî.

Ïîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè vγ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.11),
òî vγ ïðèíàäëåæèò V

+
γ , òî åñòü ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò âîñïîëíåíèå vγ

âñþäó íà N+ äî ôóíêöèè v+N+, óäîâëåòâîðÿþùåé îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ
(3.7). Òàêèì âîñïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèå v+N+ ïîòåíöèàëà v+N = P+

Nγvγ
íà N+, N+ ⊂ N . Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñóæåíèå v+N+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(3.7) â ñèëó âèäà ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.1), ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
v+N . Äàëåå, ñóæåíèå v

+
γ = P+

γ vγ íà γ, γ ⊂ N+, â ñèëó (3.11) ñîâïàäàåò íà γ
ñ vγ è òåì ñàìûì v+N ÿâëÿåòñÿ âîñïîëíåíèåì vγ âñþäó íà N è â ÷àñòíîñòè
íà N+ ⊂ N .
Òåîðåìà 3. Âåêòîð-ôóíêöèÿ (èëè, êîðî÷å, ôóíêöèÿ) vγ ïðèíàäëåæèò

V −γ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

P−γ vγ = vγ . (3.16)
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Åñëè óñëîâèå (3.16) âûïîëíåíî, òî âîñïîëíåíèå vN−, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ (3.8), åäèíñòâåííî è ñîâïàäàåò íà N−, N− ⊂ N , ñ ðàçíîñòíûì
ïîòåíöèàëîì v−N = P−Nγvγ:

v−N = P−Nγvγ |n , åñëè n ∈ N
−.

Åñëè vγ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.16), òî ðàçíîñòíûé ïîòåíöèàë v−N =
P−Nγvγ ñ ïëîòíîñòüþ vγ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè N\N− =
N+\γ ñåòî÷íîé îáëàñòè N :

P−Nγvγ |n =

{
vn, åñëè n ∈ N−
0, åñëè n ∈ N\N− . (3.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñîâïàäåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû
2, åñëè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 âñþäó ïîìåíÿòü �âåðõíèé èíäåêñ� çíàê
ïëþñ íà �âåðõíèé èíäåêñ� çíàê ìèíóñ è, êðîìå òîãî, âìåñòî óðàâíåíèÿ (3.1)
èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå (3.2).
Òåîðåìà 4. Îïåðàòîðû P+

γ è P−γ ñóòü ïðîåêòîðû, òî åñòü(
P+
γ

)2
= P+

γ ;
(
P−γ
)2

= P−γ ; (3.18)

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

P+
γ + P−γ = Eγ, (3.19)

ãäå Eγ � åäèíè÷íûé îïåðàòîð: Eγvγ ≡ vγ;
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ìåæäó ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè:

ImP+
γ = V +

γ è ImP−γ = V −γ (3.20)

KerP+
γ = V −γ è KerP−γ = V +

γ . (3.21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (3.18). Â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñòàíäàðòíûì îïðåäåëåíèåì ïðîåêòîðà íàäî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé vγ ∈
Vγ èìååò ìåñòî (

P+
γ

)2
vγ = P+

γ vγ. (3.22)

Îáîçíà÷èì v+γ ôóíêöèþ P+
γ vγ. Òîãäà (3.22) ïðèìåò âèä

P+
γ v

+
γ = v+γ . (3.23)

Íî v+γ ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì íà γ ðàçíîñòíîãî ïîòåíöèàëà P+
Nγvγ = v+N , òàê

÷òî v+N ÿâëÿåòñÿ âîñïîëíåíèåì v+γ âñþäó íà N , è â ÷àñòíîñòè, íà N+ ⊂ N .
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Ýòî âîñïîëíåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.7) â ñèëó ñòðóêòóðû ïðàâîé ÷à-
ñòè óðàâíåíèÿ (3.1) . Ïîýòîìó â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà V +

γ èìå-
åò ìåñòî âêëþ÷åíèå v+γ ∈ V +

γ . Íî â ñèëó òåîðåìû 2 ýëåìåíò v+γ óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ (3.11), êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ äîêàçûâàåìûì ðàâåíñòâîì (3.23).
Âòîðîå ðàâåíñòâî (3.18) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû, òî åñòü ðàâåíñòâî (3.19). Ðàâåí-
ñòâî (3.19) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé vγ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P+
γ vγ + P−γ vγ = vγ, vγ ∈ Vγ , (3.24)

êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

v+γ + v−γ = vγ . (3.25)

Íî ðàâåíñòâî (3.25) èìååò ìåñòî â ñèëó òåîðåìû 1 è ïîëó÷àåòñÿ ñóæåíèåì
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé òîæäåñòâà (3.5) ñ ñåòî÷íîé îáëàñòè N íà åå ñåòî÷íóþ
ïîäîáëàñòü γ, γ ⊂ N .

Äîêàæåì òåïåðü ïåðâîå èç äâóõ ðàâåíñòâ (3.20). Â ñèëó ñòàíäàðòíîãî
îïðåäåëåíèÿ ImP+

γ íàäî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé vγ ∈ Vγ èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå P+

γ vγ ∈ V +
γ , à òàêæå ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà v+γ ∈ V +

γ íàé-
äåòñÿ òàêîé ýëåìåíò vγ ∈ Vγ, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Pγvγ =
v+γ . Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå äëÿ ëþáîé vγ ∈ Vγ èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
P+
γ vγ = v+γ ∈ V +

γ , è êðîìå òîãî, ëþáàÿ v+γ , v
+
γ ∈ V +

γ , ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòî-
ðîé vγ ∈ Vγ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè P+

γ : Vγ → Vγ; òàêîé ôóíêöèåé vγ ìîæåò
ñëóæèòü ñàìà ôóíêöèÿ v+γ , v

+
γ ∈ V +

γ ⊂ Vγ, ïîñêîëüêó â ñèëó òåîðåìû 2 äëÿ
ëþáîé v+γ ∈ V +

γ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî P+
γ v

+
γ = v+γ . Ïåðâîå ðàâåíñòâî (3.20)

äîêàçàíî; âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå (3.21) òåîðåìû. Ðàâåíñòâî KerP+

γ = V −γ
â ðàçâåðíóòîì âèäå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ v−γ , v−γ ∈ V −γ , è òîëüêî äëÿ
íèõ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P+

γ v
−
γ = 0γ. Íî â ñèëó óæå äîêàçàííûõ âòîðîãî

ðàâåíñòâà (3.20) è ðàâåíñòâà (3.25)

P+
γ v
−
γ = v−γ − P−γ v−γ = v−γ − v−γ = 0γ . (3.26)

Âòîðîå ðàâåíñòâî (3.21) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Îïðåäåëåíèå. Ïðîåêòîðû P+

γ : Vγ ← Vγ è P
−
γ : Vγ ← Vγ áóäåì íàçûâàòü

ãðàíè÷íûìè ïðîåêòîðàìè.
Òåîðåìà 5. Êàæäûé ýëåìåíò vγ ∈ Vγ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

ñóììû

vγ = v+γ + v−γ , v+γ ∈ V +
γ , v−γ ∈ V −γ , (3.27)
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ïðè÷åì ïðåäñòàâëåíèå (3.27) åäèíñòâåííî, òî åñòü Vγ = V +
γ ⊕ V −γ , èëè Vγ

åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ V +
γ è V −γ . Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî

ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ u+γ è u−γ :

v+γ = P+
γ vγ; v−γ = P−γ vγ. (3.28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðàâåíñòâà (3.24) ýëåìåíò vγ ∈ Vγ ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

vγ = P+
γ vγ + P−γ vγ = v+γ + v−γ ,

ãäå
v+γ = P+

γ vγ, v−γ = P−γ vγ,

Äàëåå, ïîñêîëüêó ImP+
γ = V +

γ , ImP−γ = V −γ , èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ
v+γ ∈ V +

γ ; v−γ ∈ V −γ . Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ (3.27)
äîêàçàíî.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (3.27). Ââèäó ëèíåéíî-
ñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå vγ = 0γ íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëü-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ vγ â âèäå (3.27).

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, è ïóñòü

0γ = v+γ + v−γ , (3.29)

v+γ ∈ V +
γ , v−γ ∈ V −γ è õîòÿ áû îäíî èç ñëàãàåìûõ v+γ èëè v−γ îòëè÷íî îò

0γ. Ïîñêîëüêó v
−
γ ∈ V −γ , òî â ñèëó (3.29) ñëåäóåò, ÷òî v+γ , v

+
γ = −v−γ ∈ V −γ .

Òàêèì îáðàçîì, v+γ ïðèíàäëåæèò êàê V +
γ , òàê è V −γ . Òî÷íî òàêæå, v−γ ∈ V −γ

è v−γ ∈ V +
γ . Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè êàêàÿ-ëèáî zγ ∈ Vγ ïðèíàäëåæèò

îäíîâðåìåííî è ê V +
γ è ê V −γ , òî zγ = 0. Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèþ zγ ìîæíî

äîîïðåäåëèòü íà N+ äî zN+ òàê, ÷òî âûïîëíåíî∑
n∈NM

amnzn = 0, åñëè m ∈M+. (3.30)

Ýòó æå ôóíêöèþ zγ ìîæíî äîîïðåäåëèòü íà N− äî íåêîòîðîé zN òàê,
÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ∑

n∈Nm

amnzn = 0, åñëè m ∈M−. (3.31)

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò äîîïðåäåëåíèå zγ âñþäó íà N , ïðè êîòîðîì
zN óäîâëåòâîðÿåò êàê óðàâíåíèþ (3.30), òàê è óðàâíåíèþ (3.31), òî åñòü zN
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1) ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ïîýòîìó ââè-
äó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) ñïðàâåäëèâî zN = 0N . Ïîñêîëüêó
γ ⊂ N , òî òàêæå zγ = 0γ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 6. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ðàçíîñòíûõ ñõåì âèäà (3.1) ñ ðàç-
ëè÷íûìè ìíîæåñòâàìè M, Nm, N , ñ ðàçëè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè amn,
m ∈ M , n ∈ Nm, îäíàêî ñ îäíèìè è òåìè æå äëÿ âñåõ ñõåì ñåìåéñòâà ïîä-
ìíîæåñòâàìè M+; Nm, m ∈ M+; êîýôôèöèåíòàìè amn, m ∈ M+, n ∈ Nm;
ãðàíèöåé γ; ïðîñòðàíñòâîì ïëîòíîñòåé Vγ. Òîãäà äëÿ âñåõ ñõåì ñåìåéñòâà
ïîäïðîñòðàíñòâî V +

γ ⊂ Vγ áóäåò îäíèì è òåì æå. Îäíèì è òåì æå îñòàíåòñÿ
òàêæå êðèòåðèé (3.11) òîãî, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå vγ ∈ V +

γ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.7), ýòî óðàâíåíèå

îñòàíåòñÿ îäíèì è òåì æå äëÿ âñåõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñåìåéñòâà. Ïîýòîìó
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V +

γ òåõ ýëåìåíòîâ u+γ , êîòîðûå ìîæíî äîîïðå-
äåëèòü âñþäó íà N+ äî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.7), íå èçìåíèòñÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 4 íå èçìåíèòñÿ ImP+

γ . Òåì ñàìûì íå èçìåíèòñÿ è
ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.11), òàê êàê â ñèëó òåîðåìû 2 âûïîë-
íåíèå óðàâíåíèÿ (3.11) åñòü êðèòåðèé ñïðàâåäëèâîñòè âêëþ÷åíèÿ vγ ∈ V +

γ .
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, îäíàêî, ÷òî ñàì ïðîåêòîð P+

γ : Vγ → Uγ áóäåò
ðàçëè÷íûì äëÿ ðàçëè÷íûõ ñõåì èç îïèñàííîãî âûøå ñåìåéñòâà ðàçíîñòíûõ
ñõåì âèäà (3.1).
Òåîðåìà 7. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 6 îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè âñþ-

äó çàìåíèòü �âåðõíèé èíäåêñ� çíàê ïëþñ íà çíàê ìèíóñ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 6,

çàìåíèâ â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ïëþñ íà ìèíóñ.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü vN - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà VN . Ðàñ-

ñìîòðèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó âèäà (3.1)∑
n∈Nm

amnwn = fm, m ∈M (3.32)

ñî ñëåäóþùåé ïðàâîé ÷àñòüþ fM = {fm} , m ∈M :

fm =

{
0, åñëè m ∈M+∑
n∈Nm

amnvn, åñëè m ∈M− . (3.33)

Ðåøåíèå wN çàäà÷è (3.32) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (3.33) âñþäó íà N+ íå çàâèñèò
îò çíà÷åíèé vn â òî÷êàõ n /∈ γ è âñþäó íà N+ ñîâïàäàåò ñ ðàçíîñòíûì
ïîòåíöèàëîì v+N = P+

Nγvγ, òî åñòü ñ ðåøåíèåì çàäà÷è

∑
n∈Nm

amnv
+
n =

{
0, åñëè m ∈M+∑
n∈Nm

amn [θN (γ) vn], åñëè m ∈M− . (3.34)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâàN− èìåþò ìåñòî âêëþ-
÷åíèÿ Nm ∈ N− äëÿ âñåõ m ∈M−. Ïîýòîìó
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fm =
∑
n∈Nm

amn

[
θN
(
N−
)
vn
]
, åñëè m ∈M−.

Äàëåå, î÷åâèäíî, â òî÷êàõ n ∈ N− èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

θN
(
N−
)
vn = θN (γ) vn + θN

(
N\N+

)
vn . (3.35)

Ïîýòîìó â òî÷êàõ m ∈ M− ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå âòî-
ðîé ñòðî÷êè ôîðìóëû (3.33):

∑
n∈Nm

amnvn =
∑

n∈Nm

amn {[θN (γ) vn] + θN [(N\N+) vn]} =

=
∑

n∈Nm

amn [θN (γ) vn] +
∑

n∈Nm

amn [θN (N\N+) vn], åñëè m ∈M− .

(3.36)
Â ñèëó ôîðìóëû (3.36) è ëèíåéíîñòè çàäà÷è (3.32) ôóíêöèÿ wN åñòü

ñóììà ðåøåíèé çàäà÷è

∑
n∈Nm

amnv
+
n =

{
0, åñëè m ∈M+∑
n∈Nm

amn [θN (γ) vn], åñëè m ∈M− (3.37)

è çàäà÷è

∑
n∈Nm

amnzn =

{
0, åñëè m ∈M+∑
n∈Nm

amn [θN (N\N+) vn], åñëè m ∈M− . (3.38)

Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿm ∈M+ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Nm ⊂ N+, ïðàâóþ
÷àñòü (3.38) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∑

n∈Nm

amn

[
θN
(
N\N+

)
vn
]
, m ∈M =M+ ∪M−.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ zN = {zn} , n ∈ N, çàäàâåìàÿ ôîðìóëîé

zn = θN
(
N\N+

)
vn, n ∈ N = N+ ∪N−, (3.39)

ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå (3.38) îáðàùàåò ýòî óðàâíåíèå â òîæäåñòâî,
òî åñòü ôóíêöèÿ

zn =

{
0, åñëè n ∈ N+

vn, åñëè n ∈ N\N+ = N−\γ (3.40)

åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (3.38).
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Ðåøåíèå v+N çàäà÷è (3.37) ïî îïðåäåëåíèþ åñòü ðàçíîñòíûé ïîòåíöèàë

v+N = P+
Nγvγ . (3.41)

Ñêëàäûâàÿ ôîðìóëû (3.40) è (3.41) ïî÷ëåííî, ïîëó÷àåì

wn = v+n + zn =

{
v+n , åñëè n ∈ N+

v+n + vn, åñëè n ∈ N\N+ = N−\γ , (3.42)

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 9. Ïóñòü v+γ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîäïðîñòðàíñòâà V +

γ , v
+
γ ∈

V +
γ è v+N = P+

Nγv
+
γ . Òîãäà

P−Nγv
+
γ |n =

{
−v+n , åñëè n ∈ N+\γ
0, åñëè n ∈ N− . (3.43)

Ïóñòü v−γ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîäïðîñòðàíñòâà V −γ , v−γ ∈ V −γ è v−N =
P−Nγv

−
γ . Òîãäà

P+
Nγv

−
γ |n =

{
0, åñëè n ∈ N+

−v−n , åñëè n ∈ N\N+ = N−\γ (3.44)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (3.43). Â ñèëó ðàâåíñòâà (3.5)
èç òåîðåìû 1 â ñëó÷àå vγ ∈ V +

γ â ñèëó òåîðåìû 2 èìååò ìåñòî vγ = v+γ è
ñëåäóþùåå

P+
Nγv

+
γ + P−Nγv

+
γ = θN (γ) v+γ

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (3.13) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

P−Nγv
+
γ |n = θN (γ) v+γ |n − P+

Nγv
+
γ |n =

{
−v+n , åñëè n ∈ N+\γ
on, åñëè n ∈ N−

,

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ðàâåíñòâîì (3.43). Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû, òî
åñòü ðàâåíñòâî (3.44), äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (3.1) ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∑
n∈Nm

amnu
+
n = θm

(
M−) fm, åñëè m ∈M =M+ ∪M− (3.45)

è çàäà÷ó

∑
n∈Nm

amnu
−
n = θm

(
M+

)
fm, åñëè m ∈M =M+ ∪M− . (3.46)
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Ðåøåíèå çàäà÷è (3.1) åñòü, î÷åâèäíî, ñóììà ðåøåíèé u+N è u−N çàäà÷ (3.45)
è (3.46):

uN = u+N + u−N . (3.47)

Ñëàãàåìîå u+N åñòü âêëàä â uN âëèÿíèÿ èñòî÷íèêîâ fm, ëîêàëèçîâàííûõ
â òî÷êàõ m ∈ M−, à u−N - âêëàä èñòî÷íèêîâ fm, ëîêàëèçîâàííûõ â òî÷êàõ
m ∈M+.
Òåîðåìà 10. Âêëàä u+N èñòî÷íèêîâ fm, m ∈ M−, ëîêàëèçîâàííûõ íà

M−, â ðåøåíèå un çàäà÷è (3.1) â òî÷êàõ n ∈ N+ ñîâïàäàåò ñ ðàçíîñòíûì
ïîòåíöèàëîì v+N = P+

Nγuγ ñ ïëîòíîñòüþ uγ, òî åñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

u+n = v+n = P+
Nγuγ

∣∣
n, åñëè n ∈ N+ . (3.48)

Âêëàä u−N èñòî÷íèêîâ fm, m ∈ M+, ëîêàëèçîâàííûõ íà M+ â ðåøåíèå
un çàäà÷è (3.1) â òî÷êàõ n ∈ N− ñîâïàäàåò ñ ðàçíîñòíûì ïîòåíöèàëîì
v−N = P−Nγuγ ñ ïëîòíîñòüþ uγ, òî åñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

u−n = v−n = P−Nγuγ
∣∣
n, åñëè n ∈ N− .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ñëåä-
ñòâèå òåîðåìû 8.

Íàðÿäó ñ P+
Nγvγ è P

−
Nγvγ ââåäåì òåñíî ñâÿçàííûå ñ íèìè ðàçíîñòíûå ïî-

òåíöèàëû P±Nγvγ è P
∓
Nγvγ, ïîëîæèâ

v±N = P±Nγvγ =

{
P+
Nγvγ |n, n ∈ N+

−P−Nγvγ |n , n ∈ N− (3.49)

v∓N = P∓Nγvγ = −P
±
Nγvγ, n ∈ N . (3.50)

Ïîòåíöèàëû (3.49) è (3.50) ìîæíî çàïèñàòü ïîäðîáíåå â âèäå ôîðìóë

v±n =

{
v+n , n ∈ N+

−v−n , n ∈ N− (3.51)

v∓n =

{
v−n , n ∈ N−
−v+n , n ∈ N+ (3.52)

Ðàçíîñòíûå ïîòåíöèàëû v±N è v∓N ñóòü ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà N =
N+ ∪N− è äâóçíà÷íûå â òî÷êàõ n ∈ γ = N+ ∩N−.
Îïðåäåëåíèå . Ôóíêöèè âèäà

w±n =

{
w+

n , n ∈ N+

−w−n , n ∈ N− , (3.53)
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ãäå w+
N+ = {w+

n } , n ∈ N+ è w−N− = {w−n } , n ∈ N− êàêèå-íèáóäü ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèé (3.7) è (3.8)

∑
n∈Nm

amnw
+
n = 0, m ∈M+ ;

∑
n∈Nm

amnw
−
n = 0, m ∈M+,

áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûìè ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (1.1). Ôóíêöèþ

vγ = [w±N ] = w+
γ − w−γ , (3.54)

áóäåì íàçûâàòü ñêà÷êîì êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ w±N íà ãðàíèöå γ.
Òåîðåìà 11. Ðàçíîñòíûé ïîòåíöèàë v±N = P±Nγvγ ñ ïëîòíîñòüþ vγ åñòü

êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), ñî ñêà÷êîì vγ,
[
v±N
]
γ
= vγ, íà

ñåòî÷íîé ãðàíèöå γ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 2 ñóæåíèå v+N+ = P+

Nγvγ |N+ ïîòåíöè-
àëà P+

Nγvγ ñ ïëîòíîñòüþ vγ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.7). Â ñèëó òåîðå-
ìû 2, àíàëîãè÷íî, v−N− = P−Nγvγ |N− â ñèëó òîé æå òåîðåìû 2, óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ (3.8). Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòíûé ïîòåíöèàë P±Nγvγ åñòü
êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, ñêà÷îê êîòîðîãî[

P±Nγvγ
]
= P+

Nγvγ |γ + P−Nγvγ |γ = P+
γ vγ + P−γ vγ

â ñèëó òåîðåìû 1 ñîâïàäàåò ñ ïëîòíîñòüþ vγ.
Òåîðåìà 12. Ïóñòü vγ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà ïëîòíîñòåé

Vγ, vγ ∈ Vγ. Ñóùåñòâóåò îäíî è òîëüêî îäíî êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.1), èìåþùåå ýòîò ñêà÷îê.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå äîêàçàíî òåì, ÷òî ôóíêöèÿ v±N = P±Nγvγ,

çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì (3.49), â ñèëó (3.5) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûìè ðå-
øåíèåì ñî ñêà÷êîì γ. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü.

Â âèäó ëèíåéíîñòè äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî â ñëó÷àå vγ = 0γ ∈ V γ

åäèíñòâåííûì êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

w±n =

{
0n, n ∈ N+

0n, n ∈ N− .

Óñòàíîâèì ýòî. Êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå (3.49) ñ íóëåâûì ñêà÷êîì[
w±N
]
γ
= w+

γ − w−γ = 0γ åñòü îäíîçíà÷íàÿ íà ãðàíèöå γ ôóíêöèÿ, òàê ÷òî

w±N ∈ VN . Â òî æå âðåìÿ ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò êàê óðàâíåíèþ (3.7),
òàê è óðàâíåíèþ (3.8), òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ âèäà
(1.1)
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∑
n∈Nm

amnw
±
n = 0, m ∈M+ ∪M− =M. (3.55)

Íî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé çàäà÷è (1.1), èç (3.55) ñëåäóåò, ÷òî
w±n ≡ 0.

4 Àíàëîãèÿ ìåæäó ðàçíîñòíûìè ïîòåíöèàëàìè è èíòåãðàëàìè

Êîøè

Èìååò ìåñòî ãëóáîêàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó ðàçíîñòíûìè ïîòåíöèàëàìè ñ ïëîò-
íîñòüþ íà ñåòî÷íîì êîíòóðå γ è èíòåãðàëàìè Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ íà íåñàìî-
ïåðåñåêàþùåìñÿ ãëàäêîì çàìêíóòîì êîíòóðå Γ, ðàçäåëÿþùåì êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü D íà îãðàíè÷åííóþ ïîäîáëàñòü D+ è åå äîïîëíåíèå D−.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ýòîé àíàëîãèè ïðåäâàðèòåëüíî èçëîæèì íåêîòîðûå èç-
âåñòíûå ñâåäåíèÿ îá èíòåãðàëàõ òèïà Êîøè â óäîáíîé äëÿ ñðàâíåíèÿ ýòèõ
èíòåãðàëîâ è èõ ñâîéñòâ ñ ðàçíîñòíûìè ïîòåíöèàëàìè è èõ ñâîéñòâàìè.

Îáîçíà÷èì VΓ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé
vΓ (ξ) àðãóìåíòà ξ ∈ Γ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì óñëîâèÿì ãëàäêîñòè.

Çàïèøåì èíòåãðàëû Êîøè u+D = P+
DΓvΓ è u−D = P−DΓvΓ ñ ïëîòíîñòüþ vΓ,

vΓ ∈ VΓ, â ñëåäóþùåì âèäå

u+D(z) =


1
2πi

∮ vγ(ξ)
ξ − zdξ åñëè z /∈ γ

1
2πi limz0→z

∮ vΓ(ξ)
ξ − z0dξ åñëè z ∈ Γ, z0 ∈ D+

(4.1)

u−D(z) =


1
2πi

∮ vγ(ξ)
ξ − zdξ åñëè z /∈ γ

1
2πi limz0→z

∮ vΓ(ξ)
ξ − z0dξ åñëè z ∈ γ, z0 ∈ D−

(4.2)

Â ôîðìóëå (4.1) èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ñ îáõîäîì Γ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, à â ôîðìóëå (4.2) îáõîä Γ âåäåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Èçâåñòíî,
÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

u+D + u−D |z =

{
0, åñëè z /∈ Γ
vΓ (z) , åñëè z ∈ Γ

. (4.3)

Çàïèøåì ãðàíè÷íûå ïðîåêòîðû Êîøè P+
Γ : VΓ → VΓ,

(
P+
Γ

)2
= P+

Γ è

P−Γ : VΓ → VΓ,
(
P−Γ
)2

= P−Γ ñëåäóþùèì îáðàçîì

P+
Γ vΓ

∣∣
ξ∈Γ = lim u+D (z), z → ξ, z ∈ D+
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P−Γ vΓ
∣∣
ξ∈Γ = lim u+D (z), z → ξ, z ∈ D−

èëè êîðî÷å:

v+Γ = P+
Γ vΓ = P+

DΓvΓ |Γ , (4.4)

v−Γ = P−Γ vΓ = P−DΓvΓ |Γ . (4.5)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V +
Γ è V −Γ ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

âñåõ òåõ vΓ, vΓ ∈ VΓ , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè àíàëè-
òè÷åñêèõ âíóòðè D+ ôóíêöèé èëè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè àíàëèòè÷åñêèõ
âíóòðè D− ôóíêöèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ ïðè z →∞. Ñïðàâåäëèâî óòâåð-
æäåíèå, ÷òî v+Γ ∈ V +

Γ è ÷òî v−Γ ∈ V −Γ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

P+
Γ v

+
Γ = v+Γ è P−Γ v

−
Γ = v−Γ (4.6)

ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè óñëîâèÿ (4.6) âûïîëíåíû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëè-
òè÷åñêèå ôóíêöèè u+D+(z), z ∈ D+, è u−D−(z), z ∈ D−, ñîâïàäàþò íà D+ è
D− ñîîòâåòñòâåííî ñ èíòåãðàëàìè (4.1), (4.2) Êîøè. Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî
ôîðìóëû:

P+
DΓv

+
Γ |z =

{
v+D(z), åñëè z ∈ D+ ∪ Γ
0, åñëè z ∈ D− (4.7)

P+
DΓv

−
Γ |z =

{
0, åñëè z ∈ D+ ∪ Γ
−v+D+(z), åñëè z ∈ D−

(4.8)

P−DΓv
−
Γ |z =

{
v−D(z), åñëè z ∈ D− ∪ Γ
0, åñëè z ∈ D+ (4.9)

P−DΓv
+
Γ |z =

{
0, åñëè z ∈ D− ∪ Γ
−v+D(z), åñëè z ∈ D+ . (4.10)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

u±D(z) =

{
u+D+(z), z ∈ D+ ∪ Γ
−u−D−(z), z ∈ D− ∪ Γ,

(4.11)

ãäå u+D+(z) è u−D−(z) îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (4.1) è (4.2) ñîîòâåòñòâåííî.
Ôóíêöèÿ u±D(z) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Ôóíêöèÿ u±D(z) åñòü êóñî÷íî-
àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, äâóõçíà÷íàÿ â òî÷êàõ z ∈ Γ, ïðåòåðïåâàþùàÿ ñêà-
÷îê vΓ(ξ) ïðè ïåðåõîäå z â òî÷êå ξ ∈ Γ ÷åðåç êîíòóð Γ ñî ñòîðîíû îáëàñòè
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D− â îáëàñòü D+ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè
z → ∞. Èçâåñòíî, ÷òî íàëè÷èå ýòîãî ñâîéñòâà ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèì, òàê ÷òî ôóíêöèþ u±D(z) ìîæíî îïðåäåëèòü íå èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
(4.11), à ïðîñòî êàê êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, ïðåòåðïåâàþùóþ çà-
äàííûé ñêà÷îê vΓ(ξ) â òî÷êàõ ξ ∈ Γ è ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ïðè z →∞.

Òåïåðü ïðîñëåäèì àíàëîãèþ ìåæäó êîíñòðóêöèÿìè, ñâîéñòâàìè è ðîëüþ
äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â îáëàñòÿõ D+ è D− êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè ñ îäíîé ñòîðîíû è ìåæäó êîíñòðóêöèÿìè, ñâîéñòâà-
ìè è ðîëüþ ðàçíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ ðåøåíèé ðàçíîñòíîé ñõåìû (1.1)
â ñåòî÷íûõ îáëàñòÿõ N+ è N− ñ äðóãîé ñòîðîíû.
1o. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû òèïà Êîøè ìîæíî èíòåðïðåòè-

ðîâàòü êàê íåêîòîðûå ïîòåíöèàëû äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé Êîøè-Ðèìàíà, ñâÿçûâàþùåé âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
2o. Ñåòî÷íûå ïîäîáëàñòè N+ è N− ñåòî÷íîé îáëàñòè N àíàëîãè÷íû ïîä-

îáëàñòÿì D+ è D− êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè D, à ñåòî÷íàÿ ãðàíèöà γ =
N+ ∩N− àíàëîãè÷íà êîíòóðó Γ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
3o. Ðàçíîñòíûå ïîòåíöèàëû P+

Nγvγ è P
−
Nγvγ ñ ïëîòíîñòüþ vγ ∈ Vγ, çàïè-

ñàííûå â ôîðìå (3.3) è (3.4), àíàëîãè÷íû èíòåãðàëàì òèïà Êîøè (4.1) è
(4.2).
4o. Ôîðìóëà (3.5) àíàëîãè÷íà ôîðìóëå (4.3).
5o. Ðàçíîñòíûå ãðàíè÷íûå ïðîåêòîðû P+

γ : Vγ → Vγ è P−γ : Vγ → Vγ
àíàëîãè÷íû ãðàíè÷íûì ïðîåêòîðàì Êîøè P+

Γ : VΓ → VΓ è P−Γ : VΓ → VΓ,
îïðåäåëåííûì ôîðìóëàìè (4.4) è (4.5).
6o. Óðàâíåíèÿ (3.11), (3.16) îòíîñèòåëüíî v+γ è v−γ íà ñåòî÷íîé ãðàíèöå γ

àíàëîãè÷íû ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì (4.6) íà êîíòóðå Γ.
7o. Êðèòåðèé (3.11) òîãî, ÷òî v+γ ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì êàêîãî-íèáóäü ðåãó-

ëÿðíîãî íà N+ ðåøåíèÿ è êðèòåðèé (3.16) òîãî, ÷òî v−γ ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì
êàêîãî-íèáóäü ðåãóëÿðíîãî íà N− ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (1.1), àíàëî-
ãè÷íû ñîîòâåòñòâåííî êðèòåðèÿì (4.6) òîãî, ÷òî v+Γ è v−Γ ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷-
íûìè çíà÷åíèÿìè êàêîé-íèáóäü íåïðåðûâíîé íà D+ ∪ Γ è àíàëèòè÷åñêîé
âíóòðè D+ ôóíêöèè v+(z) èëè, ñîîòâåòñòâåííî, íåïðåðûâíîé íà D− ∪ Γ è
àíàëèòè÷åñêîé âíóòðèD− ôóíêöèè v−(z), ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ ïðè z →∞.
8o. Ôîðìóëû (3.13), (3.17), (3.43), (3.44) äëÿ ðàçíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ

àíàëîãè÷íû ôîðìóëàì (4.7), (4.8), (4.9), (4.10) äëÿ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè.
9o. Ôîðìóëà Vγ = V +

γ ⊕V −γ , äîêàçàííàÿ â òåîðåìå 5, àíàëîãè÷íà ôîðìóëå
VΓ = V +

Γ ⊕ V
−
Γ , èìåþùåé ìåñòî äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

10o. Òåîðåìà 11 î òîì, ÷òî ðàçíîñòíûé ïîòåíöèàë v±N = P±Nγvγ ìîæíî
ðàâíîñèëüíî îïðåäåëèòü êàê êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1)
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ñî ñêà÷êîì vγ íà ñåòî÷íîì êîíòóðå, åñòü òî÷íûé àíàëîã òîãî, ÷òî èíòåãðàë
Êîøè (4.11) ìîæíî ðàâíîñèëüíî îïðåäåëèòü êàê êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ñ çàäàííûì ñêà÷êîì vΓ(ξ) íà êîíòóðå Γ.

Ñïèñîê àíàëîãèé ìåæäó ðàçíîñòíûìè ïîòåíöèàëàìè è èíòåãðàëàìè Êî-
øè ìîæíî ïðîäîëæèòü. Íî è ñêàçàííîãî äîñòàòî÷íî äëÿ îáîñíîâàíèÿ óòâåð-
æäåíèÿ, ñäåëàííîãî â íà÷àëå ýòîãî ðàçäåëà 4.
Çàìå÷àíèå 3. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âûÿñíåíèå àíàëîãèè ìåæäó ðàçíîñòíû-

ìè ïîòåíöèàëàìè è èíòåãðàëàìè Êîøè íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîñíîâàíèÿ
òåîðèè ðàçíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ, íî ñïîñîáñòâóåò ñîçäàíèþ ïðàâèëüíîé èí-
òóèöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîé òåîðèè äëÿ ïðèëîæåíèé.

5 Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ êàê áàçà äëÿ íåêîòîðûõ ïðè-

ëîæåíèé

Ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå çàäà÷è âèäà (1.1) âîçíèêàþò ïðè ðàçíîñòíîé àïïðîê-
ñèìàöèè ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ êðàåâûõ èëè ýâîëþöèîííûõ íà÷àëüíî-
êðàåâûõ çàäà÷; ïðè âû÷èñëåíèé ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðàç-
íîñòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ìåòîäîì èòåðàöèé Íüþòîíà, ïîñêîëüêó íà êàæäîì
øàãå èòåðàöèé íóæíî âû÷èñëÿòü ðåøåíèå íåêîòîðîé ëèíåéíîé ðàçíîñòíîé
çàäà÷è; ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ïî íåÿâíûì ðàç-
íîñòíûì ñõåìàì íà �âåðõíåì� ïî âðåìåíè ñëîå; ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäå-
ëèðîâàíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïîäàâëåíèåì âíåøíåãî øóìà.

Îñíîâó áîëüøèíñòâà óæå ðåàëèçîâàííûõ ïðèëîæåíèé òåîðèè ðàçíîñò-
íûõ ïîòåíöèàëîâ ê âû÷èñëèòåëüíûì çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ê
çàäà÷àì ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäàâëåíèÿ âíåøíåãî øóìà â çàùèùàåìîé ïîäîá-
ëàñòè ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà 1o, 2o, 3o.

Ñâîéñòâî 1o óñòàíîâëåíî â òåîðåìå 2, �3. Â ñèëó ýòîãî ñâîéñòâà óðàâíåíèå
â ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè N+, N+ ⊂ N ,∑

n∈Nm

amnun = 0, m ∈M+ (5.1)

è óðàâíåíèå

uγ − P+
γ uγ = 0 (5.2)

íà ãðàíèöå γ = N+ ∩N− ïîäîáëàñòè ðàâíîñèëüíû.
Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó 1o ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ðåäóêöèþ çàäà÷ ñ äîïîëíè-

òåëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ (5.1) â îáëàñòè ê çàäà÷àì íà
ãðàíèöå γ.

Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó 1o ìîæíî òàêæå ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ âèäà
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∑
n∈Nm

amnun = fm, m ∈M (5.3)

ðàâíîñèëüíî çàìåíÿòü ïîäñèñòåìó âèäà (5.1) ñèñòåìû (5.3) óðàâíåíèåì (5.2).
Ïðè ýòîì γ èãðàåò ðîëü èñêóññòâåííîé ãðàíèöû, à óñëîâèå (5.2) � ðîëü
èñêóññòâåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ñâîéñòâî 2o óñòàíîâëåíî â òåîðåìå 6. Ïóñòü çàäà÷à (1.1) çàìåíåíà äðó-
ãîé çàäà÷åé òîãî æå âèäà, äëÿ êîòîðîé, îäíàêî, îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè
M+; Nm, m ∈ M+; amn, m ∈ M+, n ∈ Nm, ãðàíèöà γ è ïðîñòðàíñòâî Vγ.
Òîãäà ïîòåíöèàë P+

Nγvγ, vγ ∈ Vγ è ðàçíîñòíûé ïðîåêòîð P+
γ , âîîáùå ãîâîðÿ,

èçìåíÿþòñÿ, íî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V +
γ ðåøåíèé çàäà÷è (5.2) îñòàåòñÿ

ïðåæíèì. Äëÿ vγ ∈ V +
γ ïîòåíöèàë PN+γvγ òàêæå îñòàåòñÿ ïðåæíèì.

Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó 2o ïðè ðåäóêöèè óðàâíåíèÿ (5.1) ê óðàâíåíèþ (5.2)
íà ãðàíèöå γ, à òàêæå ïðè èñïîëüçîâàíèè (5.2) â êà÷åñòâå èñêóññòâåííîãî
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äîïóñòèìîé ñâîáîäîé â âûáîðå
ñõåìû (1.1), ÷òîáû ïîëó÷èòü óäîáíîå äëÿ ðàáîòû óðàâíåíèå (5.2).

Ñâîéñòâî 3o óñòàíîâëåíî â òåîðåìå 5. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî ñóììå
uγ, uγ = u+γ + u−γ âëèÿíèé u+γ è u−γ ñîîòâåòñòâåííî èñòî÷íèêîâ fm, m ∈M+

è fm, m ∈M−, ìîæíî ñóäèòü î êàæäîì âêëàäå îòäåëüíî, à èìåííî

u+γ = P+
γ uγ; u−γ = P−γ uγ

Ñâîéñòâî 3o ïîçâîëÿåò ñòðîèòü óïðàâëåíèå ïîäàâëåíèåì âíåøíåãî øóìà
â òî÷êàõ çàùèùàåìîé ïîäîáëàñòè N− îò íåæåëàòåëüíîãî âëèÿíèÿ (øóìà)
âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ fm, m ∈M+.

6 Áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ñïðàâêà

Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ àíàëîãè÷íûõ èíòåãðàëàì Êîøè áûëà ïðåä-
ëîæåíà àâòîðîì â 1969 ãîäó â åãî äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè è ñóùåñòâåííî
ðàçâèòà â ïîñëåäóþùèå ãîäû àâòîðîì, À.ß. Áåëÿíêîâûì, Ä.Ñ. Êàìåíåöêèì,
Ì.È. Ëàçàðåâûì, Ì.Í. Ìèøêîâûì, À.À. Ðåçíèêîì, È.Ë. Ñîôðîíîâûì, Â.È Òîð-
ãàøîâûì, Â.È. Òóð÷àíèíîâûì, Ñ.Â. Óòþæíèêîâûì, Ñ.Â. Öûíêîâûì â ðà-
áîòàõ [1-23], ìîíîãðàôèÿõ [24, 25], ãäå èìååòñÿ òàêæå áèáëèîãðàôèÿ îðèãè-
íàëüíûõ ðàáîò, îòíîñÿùèõñÿ ê òåìå è ïðèíàäëåæàùèõ ìíîãèì àâòîðàì.

Íàçîâåì îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó-
÷åíû ïðèëîæåíèÿ òåîðèè.

Àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè ïóòåì ðåäóêöèè íà ñåòî÷íóþ ãðàíèöó ðàñ÷åòíîé ïîäîáëà-
ñòè, íå òðåáóþùèå ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ðàçðà-
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áîòàíû À.ß. Áåëÿíêîâûì, Å.Â. Çèíîâüåâûì, À.À. Ðåçíèêîì, Â.Â. Îãíåâîé,
È.Ë. Ñîôðîíîâûì, Ä.Ñ. Êàìåíåöêèì, Ì.Þ. Ëîõàíîâûì, Â.È. Òóð÷àíèíî-
âûì, Â.À. Òîðãàøîâûì, Ì.Í. Ìèøêîâûì, Ê.Â. Áðóøëèíñêèì, À.Â. Çàáðî-
äèíûì, Í.Ì. Çóåâîé, Ì.Ñ. Ìèõàéëîâîé, À.Â. Âîðîíêîâûì, Å.Ï. Ñû÷óãîâîé,
Í.Á. Òóçîâîé, Á.Ç. Îññåðîâè÷åì è àâòîðîì [26-34].

Ñåðèÿ ðàáîò ïî íåëîêàëüíûì èñêóññòâåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðè
ðàñ÷åòå îáòåêàíèÿ òåëà ïàðàëëåëüíûì ïîòîêîì íàáåãàþùåãî ãàçà âûïîëíå-
íà Ñ.Â. Öûíêîâûì. Îáçîð ýòèõ ðàáîò, íàïèñàííûé ïî ïðîñüáå àâòîðà ñàìèì
Ñ.Â. Öûíêîâûì, ñîñòàâëÿåò ãë. 2, ÷. IV êíèãè [25], à òàêæå [36-39].

Çàäà÷ó î çàìåíå óðàâíåíèé ïðèãðàíè÷íîãî âûñîêîãðàäèåíòíîãî ñëîÿ ïðè
òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè ãàçà îêîëî ñòåíêè íåëîêàëüíûìè èñêóññòâåííûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïîñòàâèë è ðàññìîòðåë Ñ.Â. Óòþæíèêîâ [40, 41].

Ðàáîòû ïî òî÷íîé çàìåíå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå ñèñòåìû óðàâíå-
íèé Ìàêñâåëëà âíå îãðàíè÷åííîé ðàñ÷åòíîé ïîäîáëàñòè íåîòðàæàþùèìè
èñêóññòâåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âûïîëíåíû Â.È. Òóð÷àíèíîâûì,
Ñ.Â. Öûíêîâûì è àâòîðîì [42-46]. Àíàëîãè÷íàÿ ðàáîòà äëÿ ñèñòåìû Ìàêñ-
âåëëà â ñîáñòâåííîì âðåìåíè âûïîëíåíà Ñ.Â. Ïåòðîïàëîâñêèì [47].

Ñïîñîá ñèíòåçà àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ â ñîñòàâíûõ îá-
ëàñòÿõ íå òðåáóþùèé ñîãëàñîâàíèÿ ñåòîê â ïîäîáëàñòÿõ è ðàçíîñòíîé àï-
ïðîêñèìàöèè óñëîâèé ñîñòûêîâêè íà ãðàíèöàõ ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè ïðåä-
ëîæåí â [48].

Ðÿä ðàáîò Â.Ñ. Ðÿáåíüêîãî, Ð.È. Âåéöìàíà, Å.Â. Çèíîâüåâà, Ñ.Â. Óòþæ-
íèêîâà, Ñ.Â. Öûíêîâà è äðóãèõ àâòîðîâ ïîñâÿùåí àêòèâíîìó óïðàâëåíèþ
ïîäàâëåíèåì âíåøíåãî øóìà â çàùèùàåìîé ïîäîáëàñòè. Ñì. [49-59] è èìå-
þùóþñÿ òàì áèáëèîãðàôèþ.
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