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Ãàëàíèí Ì.Ï., Ëóêèí Â.Â., Ðîäèí À.Ñ., Ñåìåðèêîâà Ì.À.
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçðóøåíèÿ õðóïêîãî ìàòåðèàëà ïîä äåé-

ñòâèåì òåïëîâûõ íàãðóçîê

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà ìîäåëü îáðàçîâàíèÿ è ýâîëþöèè òðåùèí â õðóïêîì
ìàòåðèàëå. Èñïîëüçîâàíà êîíöåïöèÿ ðàçìàçàííûõ òðåùèí, ïîçâîëÿþùàÿ îïè-
ñûâàòü ðàçðóøåíèå ìàòåðèàëà â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíîé
ñðåäû. Ó÷åò òðåùèí ïîçâîëÿåò îïèñàòü ïðîöåññ ðàçóïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà
ïðè åãî äåôîðìèðîâàíèè. Ìîäåëü ðàññìîòðåíà â äâóìåðíîì ïëîñêîì è îñå-
ñèììåòðè÷íîì ïðèáëèæåíèÿõ. Ïîäõîä ðàçìàçàííûõ òðåùèí ïðèìåíåí äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ òîïëèâíûõ òàáëåòîê èç äèîêñèäà óðàíà. Ðåçóëüòà-
òû ðàñ÷åòîâ íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå ñîîòâåòñòâóþò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí-
íûì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå; òåðìîóïðóãîñòü; õðóï-
êîå ðàçðóøåíèå; ðàçìàçàííûå òðåùèíû; ÿäåðíîå òîïëèâî.

Mikhail Pavlovich Galanin, Vladimir Vladimirovich Lukin, Aleksandr
Sergeevich Rodin, Maria Andreevna Semerikova

Mathematical modeling of the brittle material fracture under the thermal loads

A model for the formation and evolution of cracks in brittle material is considered.
The smeared cracks concept allowing to describe the fracture of the material
under the assumptions of continuum mechanics is used. While taking the cracks
into account the process of the material softening during the deformation can be
described. The model is considered in the two-dimensional plane and axisymmetric
approximations. Smeared crack approach is used to model the behavior of the
uranium dioxide fuel pellets. The calculation results are qualitatively consistent
with experimental data.

Key words: mathematical modeling; thermoelasticity; brittle fracture; smeared
cracks; nuclear fuel.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû
�� 12-01-31193, 12-01-00109). Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü À.Â. Ïëåõà-
íîâó çà ñîòðóäíè÷åñòâî â âûïîëíåíèè äàííîé ðàáîòû.



1. Ââåäåíèå

Ïðè àíàëèçå ðàáîòîñïîñîáíîñòè ëþáûõ êîíñòðóêöèé ñòàâèòñÿ çàäà÷à àíà-
ëèçà èõ ïðî÷íîñòè, æåñòêîñòè è íàäåæíîñòè â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ñîçäà-
íèå íîâîé òåõíèêè äëÿ ýêñïëóàòàöèè â ýêñòðåìàëüíûõ óñëîâèÿõ ïðè áîëüøèõ
íàãðóçêàõ ðàçíîé ïðèðîäû, ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ, òðåáóåò îáøèðíûõ
çíàíèé òåîðèè ïðî÷íîñòè è ïîíèìàíèÿ óñëîâèé ðàçðóøåíèÿ êîíñòðóêöèé ïðè
òåõ èëè èíûõ íàãðóçêàõ [1, 2]. Çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè ðàçðóøåíèÿ òîé èëè
èíîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé è, â îòëè÷èå îò õîðîøî ðàçðàáîòàí-
íûõ è äîñòàòî÷íî òî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè,
îñòàåòñÿ ñëîæíîé è ìàëîèññëåäîâàííîé [2�6].

Ðèñ. 1. Òðåùèíû â òîïëèâ-
íîé òàáëåòêå

Îñîáûé èíòåðåñ ñðåäè ïîäîáíûõ çàäà÷ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ òîïëèâ-
íûõ òàáëåòîê â òâýëàõ ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ [7], ïî-
ñêîëüêó ïîäîáíîå ðàçðóøåíèå ïðîèñõîäèò â ðàì-
êàõ ðàáî÷åãî ðåæèìà è ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷à-
ñòüþ ïîâåäåíèÿ òîïëèâà. Èíòåðåñ âûçûâàåò çàäà÷à
ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ÿäåðíîãî òîïëèâà ñ ó÷å-
òîì òðåùèí ïîñëå èõ îáðàçîâàíèÿ è ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ, ïðî÷íîñòíûõ è òåïëîâûõ ñâîéñòâ ðàçðóøåííûõ
òàáëåòîê. Ýêñïåðèìåíòàëüíî èçâåñòíî [7], ÷òî ÿäåð-
íîå òîïëèâî èç äèîêñèäà óðàíà (UO2) â ðåàêòîðàõ
ðàñòðåñêèâàåòñÿ (ïðè áîëüøîì âûãîðàíèè � ïîëíî-
ñòüþ) â ïðîöåññå ðàáîòû ïîä âîçäåéñòâèåì ñîâîêóï-
íîñòè ôàêòîðîâ. Ôîòîãðàôèÿ òðåùèí â èñïîëüçîâàí-
íîé òîïëèâíîé òàáëåòêå ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1 [8].

Ðàçìåðû òàáëåòîê ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ. Â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè òàáëåòêè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî òèïà èìåþò ôîðìó öèëèíäðà ðàäèóñîì 3,8 ìì ñ ôàñêîé è
âíóòðåííèì îòâåðñòèåì ðàäèóñîì 0,8 ìì. Âûñîòà öèëèíäðà ñîñòàâëÿåò îò 10
ìì äî 18 ìì. Ôîòî òàáëåòêè ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 2 [9].

Ðèñ. 2. Òîïëèâíàÿ òàáëåòêà

Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ òîïëèâíîé òàáëåòêè
è âíåøíåé íàãðóçêè â òâýëå îïðåäåëÿåò îñåñèììåò-
ðè÷íóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ. Òàêæå ðàçâèòèå òðåùèí óäîáíî èññëåäîâàòü
â ñå÷åíèè òàáëåòêè ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ. Â
äàëüíåéøåì ðàññìîòðèì êàæäóþ èç ýòèõ çàäà÷.

Ïîñêîëüêó ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â òàáëåòêàõ,
íåîáõîäèìî çíàòü íà ïðîòÿæåíèè áîëüøîé ÷àñòè èëè
âñåãî äëèòåëüíîãî ñðîêà ýêñïëóàòàöèè, à âîçíèêà-
þùèå êîëåáàíèÿ èìåþò áîëüøóþ ñêîðîñòü ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ, îíè çàòóõàþò çà âðåìÿ, ìàëîå ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåì ðàáîòû
òîïëèâà. Ó÷åò òàêèõ êîëåáàíèé â äèíàìè÷åñêîé çàäà÷å âîçìîæåí, íî íåðàöèî-
íàëåí, òàê êàê ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè íàêëàäûâàåò æåñòêèå óñëîâèÿ
íà âðåìåííîé øàã è óñëîæíÿåò ðàñ÷åò. Âî èçáåæàíèå ýòîãî áóäåì ðåøàòü



4

êâàçèñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó òåðìîìåõàíèêè â ìîäåëÿõ, îïèñûâàþùèõ íåïî-
ñðåäñòâåííî òîïëèâíóþ òàáëåòêó. Ïîñòàíîâêà òåñòîâûõ çàäà÷ áóäåò îïèñàíà
îòäåëüíî.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè ðàçðóøåíèÿ õðóïêîãî ìàòåðèàëà, ïîçâîëÿþùåé èññëåäîâàòü ðàçâèòèå
òðåùèí â òåëå â ðàìêàõ ïðåäñòàâëåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû áåç âû-
äåëåíèÿ è äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ ýâîëþöèè êîíêðåòíûõ òðåùèí. Îïèñàííàÿ
çäåñü è â [10, 11] ìîäåëü áóäåò äàëåå ïðèìåíÿòüñÿ â ïðåäìåòíûõ ðåøàòåëÿõ
ïëàòôîðìû Òåìåòîñ [12].

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé õðóïêèõ ìàòåðèàëîâ áóäåì îòòàëêèâàòüñÿ îò ñëå-
äóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåðìîìåõàíèêè ìàòåðèàëà. Áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ñïëîøíóþ ñðåäó â êâàçèñòàöèîíàðíîì îäíî- èëè äâóìåðíîì ïðèáëè-
æåíèè è â êà÷åñòâå áàçîâûõ ñîîòíîøåíèé âûáåðåì ñëåäóþùèå (âåçäå äàëåå
ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì) [13].

1) Òåíçîð ìàëûõ äåôîðìàöèé Êîøè â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ åãî
àääèòèâíîãî ðàçëîæåíèÿ

εkl =
1

2

(
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

)
= εekl + ε0kl, (1)

ãäå uk = uk(x, t) � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ñïëîøíîé ñðåäû

â òî÷êå x = {x1, x2, x3}T (â îäíîìåðíîì ñëó÷àå x1 ≡ x) â ìîìåíò âðåìå-
íè t, εekl � êîìïîíåíòû óïðóãîé ñîñòàâëÿþùåé òåíçîðà äåôîðìàöèé, ε0kl
� êîìïîíåíòû òåíçîðà íåóïðóãèõ äåôîðìàöèé ñðåäû. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
òåðìîóïðóãîãî òåëà

ε0kl = εTkl = αTkl∆T, (2)

ãäå αTij � êîìïîíåíòû (ñèììåòðè÷íîãî) òåíçîðà êîýôôèöèåíòîâ òåìïå-
ðàòóðíîé äåôîðìàöèè, T (x, t) � òåìïåðàòóðà, ∆T = T (x, t)−T0 � ïðè-
ðàùåíèå òåìïåðàòóðû îòíîñèòåëüíî óðîâíÿ íóëåâûõ äåôîðìàöèé.

2) Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (çàêîí Ãóêà)

σij = Cijklε
e
kl, (3)

èëè ñ ó÷åòîì àääèòèâíîãî ðàçëîæåíèÿ (1)

σij = Cijkl
(
εkl − ε0kl

)
, (4)

ãäå σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, Cijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà
óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ.
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3) Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ

∂σji
∂xj

+ bi = 0, i = 1, 3 (5)

âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ui(x, t) = ũi(x, t), x ∈ Su è σij(x)nj(x) =
p̃i(x), x ∈ Sp, ãäå S = Su ∪ Sp � ïîâåðõíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà, σji
� êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, bi � êîìïîíåíòû âåêòîðà îáúåìíûõ
ñèë.

Òåðìîìåõàíè÷åñêàÿ çàäà÷à î äåôîðìèðîâàíèÿ òåëà (1), (4), (5) ïîñëå ïðè-
ìåíåíèÿ ìåòîäà âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé è äèñêðåòèçàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó
ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåãî ìàò-
ðè÷íîãî óðàâíåíèÿ [14,15]:

[K] {U} = {R} . (6)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ ÌÊÝ: {U} � ãëîáàëüíûé (óç-
ëîâîé) âåêòîð ïåðåìåùåíèé, ~ε = [B] {U} � âåêòîð äåôîðìàöèé, [B] � ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ ìàòðèöà àïïðîêñèìàöèè, çàâèñÿùàÿ îò âèäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,
~σ = [C]

(
~ε− ~ε0

)
� âåêòîð íàïðÿæåíèé, [C] � ìàòðèöà óïðóãèõ êîýôôèöèåí-

òîâ, [K] =
´
V [B]T [C] [B] dV � ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè,

{R} = {Rp}+ {RV }+ {Rε0} (7)

� ãëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóçêè, â êîòîðîì ñîñòàâëÿþùàÿ {Rp} îòâå÷àåò çà
âêëàä ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê, {RV } � çà âêëàä îáúåìíûõ íàãðóçîê, {Rε0}
� çà âêëàä, êîòîðûé äàþò íåóïðóãèå äåôîðìàöèè ε0.

3. Ìîäåëèðîâàíèå ðàçðóøåíèÿ

Ðàçðóøåíèå òåëà çàâèñèò îò ìíîæåñòâà ôàêòîðîâ, ìíîãèå èç êîòîðûõ èìå-
þò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð, íå âñåãäà èçó÷åíû êà÷åñòâåííî èëè äàæå íå âñåãäà
èçâåñòíû: ýòî ñòðóêòóðà ìàòåðèàëà, õàðàêòåð íàãðóçîê, âíåøíèå óñëîâèÿ, ñî-
ñòîÿíèå ìàòåðèàëà â ïðîöåññå èñïîëüçîâàíèÿ, âíóòðåííèå äåôåêòû è ìíîãîå
äðóãîå.

Ïîä ðàçðóøåíèåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ èñ÷åðïàíèå íåñóùåé ñïîñîáíîñòè òå-
ëà, ïðîèçîøåäøåå èëè âñëåäñòâèå áåñïðåïÿòñòâåííîãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ
(íåîãðàíè÷åííîãî èçìåíåíèÿ ôîðìû), èëè âñëåäñòâèå íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäå-
íèé è ðàçâèòèÿ òðåùèí. Ðàçðóøåíèå òåë ïðèíÿòî äåëèòü íà äâà òèïà: âÿçêîå
è õðóïêîå [2].

Âÿçêîå ðàçðóøåíèå ñâÿçàíî ñ òåìè èëè èíûìè ìîäåëÿìè òå÷åíèÿ ñïëîøíîé
ñðåäû (èäåàëüíàÿ ïëàñòè÷íîñòü, ïëàñòè÷íîñòü ñ óïðî÷íåíèåì, ïîëçó÷åñòü è
ò.ä.); õðóïêîå ðàçðóøåíèå ðàññìàòðèâàåò ìåõàíèçìû íàêîïëåíèÿ ðàññåÿííûõ
ïîâðåæäåíèé è ðàñïðîñòðàíåíèå èçîëèðîâàííûõ òðåùèí [2].
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Ê âèäàì ïîâðåæäåíèé ìîæíî îòíîñèòü ðàññåÿííûå äåôåêòû � ìàëûå ïî
ðàçìåðàì è ìíîãî÷èñëåííûå � è êðóïíûå ìàãèñòðàëüíûå òðåùèíû, ãåîìåòðè-
÷åñêèå ðàçìåðû êîòîðûõ ñîïîñòàâèìû ñ ðàçìåðàìè èññëåäóåìîé êîíñòðóêöèè.
Ìîäåëè ðàçðóøåíèÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàçäåëÿþòñÿ íà ó÷èòûâàþùèå íà-
êîïëåíèå ðàññåÿííûõ ïîâðåæäåíèé ìîäåëè è òå, ãäå èññëåäóåòñÿ îáðàçîâàíèå
è ðàçâèòèå ìàãèñòðàëüíûõ òðåùèí. Ïîñëåäíèå ìîäåëèðóþòñÿ ëèáî äèñêðåò-
íûì îáðàçîì, ëèáî ó÷èòûâàþòñÿ ýôôåêòèâíî.

Â ñâÿçè ñ õàðàêòåðîì ðåøàåìûõ çàäà÷ õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ: ìíîæåñòâîì
âîçíèêàþùèõ ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî òðåùèí è íåâîçìîæíîñòüþ îòñëåæèâà-
íèÿ ðàçâèòèÿ êàæäîé èç íèõ � èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå
òðåùèíû ýôôåêòèâíûì îáðàçîì [3�6,16]. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè õðóï-
êîãî ðàçðóøåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà ìîäåëè, îïèñûâàþ-
ùèå íàêîïëåíèå ïîâðåæäåíèé äî îáðàçîâàíèÿ ìàãèñòðàëüíûõ òðåùèí [3,4], è
ìîäåëè, ðàññìàòðèâàþùèå ðàñïðîñòðàíåíèå òðåùèí [5,6, 16].

Íàèáîëåå ïðîñòûì è ðåàëèñòè÷íûì ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðóøåíèÿ è îöåí-
êå ïðî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà íà îñíîâå ïîëîæåíèé ìå-
õàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà [3, 13].
Ìîäåëè, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà â ðàìêàõ
ìîäåëè ñïëîøíîé ñðåäû, ðàññìîòðåíû â [3] è [4]. Áóäåì îñíîâûâàòüñÿ íà ïî-
äîáíûõ ìîäåëÿõ, ïîñêîëüêó îíè ïîçâîëÿþò ðàññìîòðåòü ðàçâèòèå òðåùèí è
èçìåíåíèå íàïðÿæåííîãî è äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèé.

3.1. Èäåÿ ìîäåëè ðàçìàçàííûõ òðåùèí

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðåùèí â õðóïêîì ìàòåðèàëå èñïîëüçóþòñÿ 2 ïîäõî-
äà: äèñêðåòíûõ è ðàçìàçàííûõ òðåùèí. Ïîäõîä ðàçìàçàííûõ òðåùèí áûë
ñôîðìóëèðîâàí äëÿ áåòîíà [5]. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçðóøåíèÿ òîïëèâíûõ
òàáëåòîê èç äèîêñèäà óðàíà UO2 ïðèìåíÿþò ìîäåëè ðàçðóøåíèÿ áåòîíà èëè
êåðàìèêè. Ïðè íàãðóæåíèè êîíñòðóêöèè èç õðóïêîãî ìàòåðèàëà â ñëó÷àå,
êîãäà çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé ïðåâûøàþò ïðåäåë ïðî÷íîñòè, ìîäåëü ôèêòèâ-
íûõ òðåùèí îïèñûâàåò ðàñòðåñêèâàíèå êàê ðàçãðóçêó ïî âñåé äëèíå áàëêè
â ñî÷åòàíèè ñ äîïîëíèòåëüíûì óäëèíåíèåì â áåñêîíå÷íî òîíêîé çîíå òðå-
ùèíû. Ìîäåëü ôèêòèâíûõ òðåùèí ôîðìóëèðóåòñÿ ÷åðåç ñâÿçü íàïðÿæåíèé
è óäëèíåíèé â çîíå òðåùèíû [5, 6, 16]. Ïîäõîä ðàçìàçàííûõ òðåùèí ÿâëÿåò-
ñÿ áîëåå ïðîñòûì äëÿ âû÷èñëåíèé â ñèëó òîãî, ÷òî ðàçðûâàìè äåôîðìàöèé
è ïåðåìåùåíèé, âûçâàííûìè ðàñòðåñêèâàíèåì, ïðåíåáðåãàþò, óäåëÿÿ âíèìà-
íèå ëèøü èçìåíåíèþ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðàñòðåñêèâàíèè
ìîäèôèöèðóåòñÿ ëèøü çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèé îò äåôîðìàöèé â èíòåðåñó-
þùåì ýëåìåíòå, ÷òî âåäåò ê óäîáíîé ÷èñëåííîé ñõåìå. Íåäîñòàòêîì òàêîãî
ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âèä òðåùèí â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è äàæå óñëîâèÿ èõ
âîçíèêíîâåíèÿ ìîãóò çàâèñåòü îò øàãà ñåòêè [5].

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìîäåëè ðàçìàçàííûõ òðåùèí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äî
ïîëíîãî ôîðìèðîâàíèÿ òðåùèíû â ìàòåðèàëå îáðàçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ çî-
íà òðåùèíû, â êîòîðîé íàïðÿæåíèå èçìåíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåííûì ýêñïåðè-
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ìåíòàëüíûì çàâèñèìîñòÿì. Äàííàÿ ìîäåëü ïðèìåíèìà äëÿ ìàòåðèàëîâ, â êî-
òîðûõ çàìå÷åíî îáðàçîâàíèå ìèêðîòðåùèí, à òàêæå â êîòîðûõ ïëàñòè÷åñêèå
äåôîðìàöèè ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Òàêæå âàæíûì òðåáîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîñòü ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà äî ïðåäåëà ïðî÷íîñòè. Ïðèìåðàìè òàêèõ ìà-
òåðèàëîâ ÿâëÿþòñÿ áåòîí, êåðàìèêà, íåêîòîðûå âèäû ïëàñòèêîâ è äåðåâî [16].

Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäåíî îáðàçîâàíèå òðåùèí â òàáëåòêå òîïëèâà
èç äèîêñèäà óðàíà ïðè îòíîñèòåëüíî íèçêèõ íàãðóçêàõ, òåïëîâûõ èëè ìå-
õàíè÷åñêèõ [7, 8]. Òîïëèâíàÿ òàáëåòêà âåäåò ñåáÿ êàê õðóïêèé ìàòåðèàë, åå
ïëàñòè÷åñêèìè äåôîðìàöèÿìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ñâîéñòâà äèîêñèäà óðàíà
áëèçêè ê ñâîéñòâàì êåðàìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíî ïî-
âåäåíèå ïðè ðàñòÿæåíèè, èçîáðàæåííîå íà ðèñ. 3 [16], ãäå ïðè íàïðÿæåíèÿõ,
ìåíüøèõ íåêîòîðîãî óñëîâíîãî ïðåäåëà ïðî÷íîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè σf , è ñîîò-
âåòñòâóþùèõ åìó äåôîðìàöèÿõ εf ìàòåðèàë âåäåò ñåáÿ êàê ëèíåéíî-óïðóãèé,
à ïðè ïðåâûøåíèè ïðåäåëà ïðî÷íîñòè èìååò ìåñòî ðàçãðóçêà ïî íåëèíåéíîìó
çàêîíó.

Ðèñ. 3. Êðèâàÿ íîðìàëèçîâàííîãî ðàñòÿãèâàþùåãî îòêëèêà äëÿ êåðàìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ

Ïðè çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåíèé, ðàâíûõ ïðåäåëó ïðî÷íîñòè, è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ äåôîðìàöèÿõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òðåùèíà èíèöèèðîâàëàñü, íî íå ñôîðìèðî-
âàëàñü ïîëíîñòüþ äî äîñòèæåíèÿ çíà÷åíèé äåôîðìàöèé, áîëüøèõ εf â 5-10
ðàç. Îáëàñòü íåëèíåéíîãî ñíèæåíèÿ íàïðÿæåíèé ïðè óâåëè÷åíèè äåôîðìà-
öèé íàçûâàåòñÿ ïîñëåïèêîâîé [16].

Ýêñïåðèìåíòàëüíóþ êðèâóþ íà ðèñ. 3 ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ñëåäóþ-
ùåé çàâèñèìîñòüþ íàïðÿæåíèé îò äåôîðìàöèé σ (ε):

σ

σf
= A+Be

−C
ε

εf , (8)

ãäå A ≈ −0,024, B ≈ 1,69, C = 0,5. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äàííàÿ çàâèñèìîñòü
ñïðàâåäëèâà ïðè çíà÷åíèè äåôîðìàöèè ε < ε0, ãäå ε0 � òàêîå çíà÷åíèå äå-
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ôîðìàöèè, áîëüøåå ïðåäåëà ïðî÷íîñòè â 5-10 ðàç, ïðè êîòîðîì ìàòåðèàë íå
ñïîñîáåí ïåðåäàâàòü íàïðÿæåíèÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, à â ìíîãîìåðíîì �
íå ïåðåäàåò íàïðÿæåíèÿ â íàïðàâëåíèè, îðòîãîíàëüíîì íàïðàâëåíèþ òðåùè-
íû [5].

3.2. Îäíîìåðíàÿ ìîäåëü

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé â ìàòåðèàëå ñ îïèñàííûìè ñâîéñòâàìè áó-
äåì èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, àíàëîãè÷íûé ïîäõîäó â ìîäåëÿõ óïðóãîïëàñòè÷å-
ñêèõ ìàòåðèàëîâ [13]. Â êà÷åñòâå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïðèìåíèì ìåòîä äîïîë-
íèòåëüíûõ äåôîðìàöèé [17]. Ââåäåì ïîíÿòèå ïåðåìåííîãî ïðåäåëà ïðî÷íîñòè
σvf (ε), êîòîðûé â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ìàòåðèàëà ðàâåí ïðåäåëó
ïðî÷íîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè [2]: σvf(0) = σf . Íàïðÿæåíèÿ ïðè çàäàííûõ çíà÷å-
íèÿõ äåôîðìàöèé íå ìîãóò ïðåâûøàòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîãî ïðåäåëà ïðî÷-
íîñòè, îïðåäåëÿåìîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîé êðèâîé íà ðèñ. 3. Åñëè â ïðîöåññå
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äàííîå óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî íàïðÿæåíèÿ
îïðåäåëÿþòñÿ èç ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàâèñèìîñòè (8) ïðè âû÷èñëåííûõ çíà-
÷åíèÿõ äåôîðìàöèé. Èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ íåëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü íà-
ïðÿæåíèÿ îò äåôîðìàöèè:

σ (ε) =


σ = Eεe, Eεe < σvf(ε),

σvf(ε), σ
v
f(ε) = σf

A+Be
−C
εe

εf

 , Eεe > σvf(ε),
(9)

ãäå E � ìîäóëü Þíãà, εe � óïðóãàÿ äåôîðìàöèÿ. Êàê è âûøå, ïðåäïîëàãà-
åì íàëè÷èå àääèòèâíîãî ðàçëîæåíèÿ òåíçîðà ïîëíûõ äåôîðìàöèé, ïîýòîìó
çíà÷åíèå óïðóãîé äåôîðìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

εe = ε− εT − εcrk,

ãäå ε � çíà÷åíèå ïîëíîé äåôîðìàöèè, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ, εT � çíà÷åíèå òåìïåðàòóðíîé äåôîðìàöèè, εcrk � çíà÷åíèå
äåôîðìàöèè çà ñ÷åò òðåùèí, âû÷èñëåííîå íà ïðåäûäóùåì âðåìåííîì øàãå:

εcrk = ε− εT − σ (ε)

E
,

σ(ε) îïðåäåëÿåòñÿ èç (9). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì íàãðóæåíèè, êî-
ãäà ìàòåðèàë íå ïîäâåðãàåòñÿ íàãðóçêàì, áîëüøèì ïðåäåëà ïðî÷íîñòè, çíà-
÷åíèå äåôîðìàöèè çà ñ÷åò òðåùèí ðàâíî 0, à â ïîñëåïèêîâîé îáëàñòè, ãäå
ìàòåðèàë âåäåò ñåáÿ ïî íåëèíåéíûì çàêîíàì, εcrk > 0. Ïðè ðàçãðóçêå çíà÷å-
íèå äåôîðìàöèé çà ñ÷åò òðåùèí, ïîëó÷åííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå íàãðóæå-
íèÿ, íå èçìåíÿåòñÿ, à ìàòåðèàë âåäåò ñåáÿ êàê ëèíåéíî-óïðóãèé ñ ïðåäåëîì
ïðî÷íîñòè σvf(ε) è ìîäóëåì Þíãà E.
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3.2.1. Òåñòîâàÿ çàäà÷à

Â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è ðàññìîòðèì êâàçèñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó òåî-
ðèè òåðìîìåõàíèêè äëÿ îäíîìåðíîãî ñòåðæíÿ äëèíîé l, çàêðåïëåííîãî ñ îáî-
èõ êîíöîâ. Ââåäåì âîçðàñòàþùèé ïàðàìåòð t, èìåþùèé ñìûñë âðåìåíè. Íà
êàæäîì âðåìåííîì ñëîå áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ. Çàäàäèì ñâîé-
ñòâà ìàòåðèàëà: ïëîòíîñòü ρ, ìîäóëü Þíãà E, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν, ïðå-
äåë ïðî÷íîñòè σf , ñîîòâåòñòâóþùèå äèîêñèäó óðàíà [18], è áóäåì ïðèêëà-
äûâàòü çíàêîïåðåìåííóþ íàãðóçêó çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ïî çàêî-
íó T (x, t) = T̃ + F (x)t sin (t), ãäå T̃ � íåêîòîðàÿ óñðåäíåííàÿ ïî âðåìåíè
òåìïåðàòóðà, à F (x) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ïðîñòðàíñòâåííîå
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå. Äàííîé ïîñòàíîâêå
çàäà÷è îòâå÷àåò ñëåäóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü:

T (x, t) = T̃ + F (x)t sin (t), t > 0, 0 6 x 6 l,
∂σ

∂x
= 0, 0 < x < l,

σ = σ
(
ε− ε0

)
, ε =

∂u

∂x
, εT = α(T − T0),

u(0, t) = u(l, t) = 0,

ãäå u � ïåðåìåùåíèÿ, α � êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, T0 � ñïðà-
âî÷íàÿ òåìïåðàòóðà.

Âûáåðåì ôóíêöèþ F (x) ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòåðæíÿ,
íàïðèìåð, F (x) ∼ sin

(
πx
l

)
. Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåí-

òîâ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå. Èñïîëüçóåì îäíîìåðíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà [14], ïðè÷åì ÷èñëåííàÿ ìîäåëü (6) â öåëîì íå èçìåíèòñÿ, à ìîäåëü
òðåùèí ïîâëèÿåò íà âèä âåêòîðà íàãðóçîê (7) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{Rε0} =

ˆ
l
[B]T [C]

{
εT + εcrk

}
dl. (10)

3.2.2. Ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðåíî ïîâåäåíèå ñòåðæíÿ íà òðåõ ïåðèîäàõ íàãðóæåíèÿ. Íà ðèñ. 4
èçîáðàæåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé îò äåôîðìàöèé ε−εT äëÿ êðàé-
íåãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà â ñòåðæíå (ïîñêîëüêó çàäà÷à ñèììåòðè÷íà îòíîñè-
òåëüíî öåíòðà ñòåðæíÿ, åãî ïðàâûé è ëåâûé êîíöû ðàâíîçíà÷íû) ïðè èçìå-
íåíèè òåìïåðàòóðû ñîãëàñíî ãðàôèêó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 5. Àìïëèòóäà
òåìïåðàòóðû óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ñòåðæíÿ
ïðè ïîâòîðíîì íàãðóæåíèè.

Íà ðèñ. 4 íàáëþäàåòñÿ õàðàêòåðíîå äëÿ ïîñëåïèêîâîé îáëàñòè ïîâåäåíèå
ìàòåðèàëà; ïðè ñìåíå çíàêà íàãðóæåíèÿ èìååò ìåñòî ðàçãðóçêà ïî ëèíåéíîìó
çàêîíó ñ ìîäóëåì Þíãà, ðàâíûì èñõîäíîìó. Â îáëàñòè {σ < 0} àáñîëþòíàÿ
âåëè÷èíà íàïðÿæåíèé ðàñòåò ëèíåéíî ïðè çàäàííîì íàãðóæåíèè, ïîñêîëüêó
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèé îò äåôîðìàöèé ïðè çíàêîïåðåìåííîì íàãðóæåíèè

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò âðåìåíè

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû (ñëåâà) è ïîëíîé äåôîðìàöèè (ñïðàâà) îò âðåìåíè

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü äåôîðìàöèè çà ñ÷åò òðåùèí εcrk (ñëåâà) è íàïðÿæåíèé (ñïðàâà) îò
âðåìåíè
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ïðåäåë ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà ïðè ñæàòèè ìíîãî áîëüøå, ÷åì ïðåäåë ïðî÷íî-
ñòè ìàòåðèàëà ïðè ðàñòÿæåíèè [2]. Â îáëàñòè {σ > 0} íàïðÿæåíèÿ äîëæíû
áûòü îãðàíè÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíîé êðèâîé ñ ðèñ. 3, ÷òî è âûïîëíÿåòñÿ.

Çàâèñèìîñòè ïîëíîé äåôîðìàöèè, äåôîðìàöèè çà ñ÷åò òðåùèí è íàïðÿæå-
íèé îò âðåìåíè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6 è 7. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè äåôîðìàöèè
çà ñ÷åò òðåùèí îò âðåìåíè èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä, ïðè÷åì ãîðèçîíòàëüíûå
ó÷àñòêè îòâå÷àþò ó÷àñòêàì ëèíåéíîãî èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ. Òàêæå îòìå-
òèì, ÷òî äåôîðìàöèè çà ñ÷åò òðåùèí íå óáûâàþò ïî âðåìåíè, ÷òî îçíà÷àåò
ñîõðàíåíèå ìàòåðèàëîì èíôîðìàöèè î íàëè÷èè òðåùèíû. Íà ðèñ. 7 çàìåòíî
âëèÿíèå èçìåíåíèÿ õàðàêòåðà çàâèñèìîñòè σ (ε): íàïðÿæåíèÿ â ìàòåðèàëå íå
ïðåâûøàþò çíà÷åíèÿ σf ïðè âñå áîëüøåì óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðû è òåìïå-
ðàòóðíîé äåôîðìàöèè.

3.3. Ìíîãîìåðíàÿ ìîäåëü

Ïî àíàëîãèè ñ [16] ïîñòðîèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðàçðóøåíèÿ â ìíî-
ãîìåðíîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî (8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

σ

σf
=
σ

ε

ε

εf

εf
σf

= A+Be
−C

ε

εf .

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ
σ

ε
= E è

σf
εf

= E0, ãäå E è E0 � òåêóùèé è íà÷àëüíûé

ìîäóëè Þíãà, ïîëó÷èì

E

E0

ε

εf
= A+Be

−C
ε

εf .

Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü î ôóíêöèè ïàìÿòè e(t), èìåþùåé ñìûñë
îòíîøåíèÿ òåêóùåãî ìîäóëÿ Þíãà E ê íà÷àëüíîìó ìîäóëþ Þíãà E0:

e(t) =
E

E0
=
εf
ε

A+Be
−C

ε

εf

 . (11)

Äàííàÿ çàâèñèìîñòü ñïðàâåäëèâà ïðè çíà÷åíèÿõ äåôîðìàöèé εf 6 ε 6 ε0;
ïðè ε < εf e(t) = 1, ïðè ε > ε0 e(t) = 0. Èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííóþ ôóíêöèþ ïà-
ìÿòè äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, ìîäèôèöèðóþòñÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ
â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òîïëèâíîé òàáëåòêè.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïîíÿòèÿ ôóíêöèè ïàìÿòè íåîáõîäèìî âûáðàòü òàêóþ ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé òåíçîð äåôîðìàöèé ìîæíî ïðèâåñòè ê 3 íåçàâè-
ñèìûì êîìïîíåíòàì � ãëàâíûì îñÿì òåíçîðà äåôîðìàöèé. Ïóñòü ìàòðèöà
ïåðåõîäà T̂ äèàãîíàëèçèðóåò òåíçîð äåôîðìàöèé ε̂: ε1 0 0

0 ε2 0
0 0 ε3

 = T̂−1ε̂T̂ ,
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ãäå ε1, ε2, ε3 � ãëàâíûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà äåôîðìàöèé ε̂. Èç êîìïîíåíò ìàò-
ðèöû T̂ ðàçìåðíîñòè 3× 3 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ñîñòàâèòü ìàòðèöó
ïðåîáðàçîâàíèÿ P̂ ðàçìåðíîñòè 4× 4, êîòîðàÿ ïðèâîäèò âåêòîð äåôîðìàöèé
~ε â íîòàöèè Ôîéãòà ê âèäó {ε1, ε2, ε3, 0}T (çäåñü è äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü
âåêòîðû äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé, çàïèñàííûå â ãëàâíûõ îñÿõ òåíçîðà äå-
ôîðìàöèé, ñèìâîëîì · ):

ε =


ε1
ε2
ε3
0

 = [P ]


ε11
ε22
ε33
γ12

 = P̂ ~ε, (12)

ãäå γ12 = γ21 = ε12 + ε21 � ñäâèãîâàÿ äåôîðìàöèÿ.
Â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ äëÿ òåíçîðà äåôîðìàöèé íå ïðåäïîëàãà-

åòñÿ âîçìîæíîñòè àääèòèâíîãî âûäåëåíèÿ äåôîðìàöèé ðàñòðåñêèâàíèÿ. Âìå-
ñòî ýòîãî ðàññìîòðèì äâå êîíôèãóðàöèè òåëà � áåç ðàñòðåñêèâàíèÿ (K1) è
ñ ó÷åòîì îáðàçîâàíèÿ òðåùèí (K2). Äëÿ êîíôèãóðàöèè K1 ñïðàâåäëèâ çàêîí
Ãóêà

~σ = [C] ~εe. (13)

Ðàññìîòðèì â êîíôèãóðàöèèK1 ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ ãëàâíûìè
íàïðàâëåíèÿìè òåíçîðà äåôîðìàöèé. Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïåðåïèøåì
çàêîí Ãóêà â âèäå

σ =
[
C
]
εe. (14)

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà P̂ ê ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì òåíçîðà äå-
ôîðìàöèé ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, ïîýòîìó

~εT~σ = εTσ. (15)

Äëÿ êîíôèãóðàöèè K2 çàêîí Ãóêà çàïèøåì â âèäå

σ̃ = C̃ε̃e = C̃
(
ε̃− ε̃T

)
. (16)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà ïåðåõîäà Ê èç êîíôèãóðàöèè K1 â êîíôèãóðàöèþ K2

ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé è ïîâîðîòà îñåé ïðè ýòîì íå ïðîèñõîäèò, òî èìåþò
ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

ε̃ = ε, ε̃T = εT , σ̃ = σ

è îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

σ = C̃
(
ε− εT

)
, (17)

ãäå
[
C̃
]

= ETCE.
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Òåïåðü âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

~σ = P̂Tσ, ~ε = P̂−1ε, ~εT = P̂−1εT ,

C =
(
P̂−1

)T
[C] P̂−1,

îòêóäà

~σ = P̂TC̃P̂
(
~ε− ~εT

)
,

ïðè÷åì

P̂TC̃P̂ = P̂TÊTCÊP̂ =

(
P̂TÊT

(
P̂−1

)T)
[C]
(
P̂−1ÊP̂

)
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Z = P−1EP . Òîãäà

~σ = ẐTĈẐ
(
~ε− ~εT

)
= Ĉcrk

(
~ε− ~εT

)
. (18)

Îñòàëîñü îïðåäåëèòü âèä ìàòðèöû Ê ïåðåõîäà èç êîíôèãóðàöèè áåç ðàñ-
òðåñêèâàíèÿ â êîíôèãóðàöèþ ñ ó÷åòîì ñóùåñòâîâàíèÿ òðåùèí. Ñäåëàåì ýòî,
îáîáùèâ ôóíêöèþ ïàìÿòè (11) íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé è îïðåäåëèâ àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì ôóíêöèþ ïàìÿòè òðåùèíû, ðàçâèâàþùåéñÿ â ïëîñêîñòè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé i-ìó ãëàâíîìó íàïðàâëåíèþ:

ei(t) =
εf
εi

A+Be
−C
εi
εf

 .

Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ìàòðèöó ïàìÿòè Ê, èìåþùóþ â ñèñòåìå êîîðäè-
íàò, ñâÿçàííîé ñ ãëàâíûìè îñÿìè òåíçîðà äåôîðìàöèé, äèàãîíàëüíûé âèä. Â
îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

Ê =


e1 0 0 0 0 0
0 e2 0 0 0 0
0 0 e3 0 0 0
0 0 0 e2e3 0 0
0 0 0 0 e3e1 0
0 0 0 0 0 e1e2

 .
Èòàê, çíà÷åíèÿ òðåõ ôóíêöèé ïàìÿòè âìåñòå ñ ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè òåí-
çîðà äåôîðìàöèé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèå ðàñòðåñêàâøåãîñÿ ìàòå-
ðèàëà â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè ðåøåíèè äâóìåðíîé çàäà÷è â ñëó÷àå
ïëîñêîé äåôîðìàöèè èìåþò ñìûñë äâå ôóíêöèè ïàìÿòè, è ìàòðèöà Ê áóäåò
èìåòü âèä

Ê =

 e1 0 0
0 e2 0
0 0 e1e2

 .



14

Â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå îïðåäåëåíû âñå òðè ôóíêöèè ïàìÿòè, îäíà-
êî ôóíêöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ óãëîâîé êîîðäèíàòîé, îïðåäåëÿåò íå çàâèñÿùóþ îò
äðóãèõ íàïðàâëåíèé òðåùèíó. Òàêèì îáðàçîì, â îñåñèììåòðè÷íûõ çàäà÷àõ
âñåãäà ñóùåñòâóåò âûäëåííîå íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ òðåùèí � ðàäèàëüíîå.
Ìàòðèöà ïàìÿòè â äàííîì ñëó÷àå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ê =


e1 0 0 0
0 e2 0 0
0 0 e3 0
0 0 0 e1e2

 .
3.3.1. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Áóäåì ðåøàòü äàííóþ äâóìåðíóþ êâàçèñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó (5) ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêå. Ïðåäñòàâèì ðàñ÷åòíóþ îá-

ëàñòü Ω â âèäå îáúåäèíåíèÿ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ïîäîáëàñòåé Ω =
N⋃
i=1

Ωi, N �

êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Âûáåðåì ïðîñòðàíñòâî ïðîáíûõ ôóíêöèé, ñîñòîÿùåå
èç áèëèíåéíûõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé ϕ̃ij, i = N, j = 1, 4. Áóäåì àïïðîêñèìè-
ðîâàòü ïîëå ïåðåìåùåíèé ôóíêöèÿìè èç äàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäñòàâèâ

ïîëå ïåðåìåùåíèé â âèäå u =
N∑
i=1

4∑
j=1

uijϕ̃ij(x, y), ãäå uij � ïåðåìåùåíèÿ â óç-

ëàõ, ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñëàáîé ïîñòàíîâêå è ïåðåéòè ê
ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà [14,15]:

[K (e1, e2, e3)] {U} = {RU(e1, e2, e3, T )} .
Îòìåòèì, ÷òî âèä ìàòðèöû æåñòêîñòè K çàâèñèò îò òèïà ðåøàåìîé äâóìåð-
íîé çàäà÷è è èñïîëüçóåìîé â òîì èëè èíîì ñëó÷àå ìàòðèöû óïðóãèõ êîýôôè-
öèåíòîâ. Â ñëó÷àå ïëîñêîãî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòðèöà óïðóãèõ
êîýôôèöèåíòîâ èìååò âèä

C = E
1− ν

(1 + ν) (1− 2ν)


1

ν

1− ν
0

ν

1− ν
1 0

0 0
1− 2ν

2 (1− ν)

 ,
ïðè ðåøåíèè îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è � âèä

C = E
1− ν

(1 + ν) (1− 2ν)



1
ν

1− ν
ν

1− ν
0

ν

1− ν
1

ν

1− ν
0

ν

1− ν
ν

1− ν
1 0

0 0 0
1− 2ν

2 (1− ν)


.
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçìåíåíèå ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé âî
âðåìåíè, ðàçáèâ âðåìåííîé îòðåçîê [0, tf ] íà P âðåìåííûõ ñëîåâ ñ øàãîì τ =
tf
P−1 , íà êàæäîì èç êîòîðûõ ðåøàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè
ñ ó÷åòîì òåìïåðàòóðû è âëèÿíèÿ ðàçìàçàííûõ òðåùèí.

3.4. Òåñòîâàÿ êâàçèîäíîìåðíàÿ çàäà÷à

Ðèñ. 8. Ðàñ÷åòíàÿ ñõå-
ìà äëÿ êâàçèîäíîìåðíî-
ãî òåñòà

Ðàññìîòðèì òåñòîâóþ îñåñèììåòðè÷íóþ êâàçèîäíî-
ìåðíóþ çàäà÷ó â êîîðäèíàòàõ (r, z). Â äàííîì ñëó-
÷àå îáîçíà÷èì äâóìåðíûé âåêòîð ïåðåìåùåíèé ~u =
(u,w)T . Çàäàäèì íóëåâûå âåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ
íà ãîðèçîíòàëüíûõ ãðàíèöàõ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè
Ω = [ra, rb] × [0, h], âåðòèêàëüíûå ãðàíèöû áóäåì ñ÷è-
òàòü ñâîáîäíûìè:

w|z=0 = w|z=h = 0;
σ|r=ra = σ|r=rb = 0

Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 8. Çàäàäèì
ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò âðåìåíè (19)
íà ïðàâîé è ëåâîé âåðòèêàëüíûõ ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè cîîòâåòñòâåííî, áóäåì ñ÷èòàòü òåìïåðàòóðíîå
ïîëå íà âðåìåííîì ñëîå çàâèñÿùèì òîëüêî îò êîîðäè-
íàòû r. Òàêèì îáðàçîì, âñå íàãðóçêè íå çàâèñÿò îò êî-
îðäèíàòû z, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè. Ïåðåìå-
ùåíèÿ, íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè â ðåçóëüòàòå ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òàêæå äîëæíû áûòü çàâèñÿ-
ùèìè òîëüêî îò r, îñëàáëåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî áûòü
ðàâíîìåðíûì ïî âûñîòå.

3.4.1. Ðåçóëüòàòû

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â êâàçèîäíîìåðíîé çà-
äà÷å ñ âëèÿíèåì òåìïåðàòóðû è ðàçðóøåíèåì. Â äàííîì ñëó÷àå ãëàâíûå îñè
ñîâïàäàþò ñ îñÿìè êîîðäèíàò, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü îá îäíîçíà÷íîé ñâÿçè
ôóíêöèè ïàìÿòè e1 ñ êîîðäèíàòîé r, ôóíêöèè ïàìÿòè e2 � ñ z, e3 � ñ ϕ.

Äî òåõ ïîð, ïîêà âñå ôóíêöèè ïàìÿòè ðàâíû åäèíèöå, çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ
óïðóãîé. Ïðè îòêëîíåíèè îäíîé èç ôóíêöèé ïàìÿòè îò åäèíèöû ïîÿâëÿþòñÿ
àíèçîòðîïíûå ýôôåêòû � ïðîèñõîäèò ðàçâèòèå òðåùèíû. Òðåùèíà óñëîâ-
íî ñ÷èòàåòñÿ ñôîðìèðîâàâøåéñÿ ïîëíîñòüþ â äàííîé îáëàñòè, åñëè çíà÷åíèå
îäíîé èç ôóíêöèé ïàìÿòè â íåé äîñòèãëî íåêîòîðîãî ìàëîãî çíà÷åíèÿ e0, êî-
òîðîå ìîæíî óâåëè÷èâàòü äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòà è áîëüøåãî �ðàçìàçûâàíèÿ�
òðåùèí èëè óìåíüøàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ÷åòêèõ ãðàíèö òðåùèí. Ñëèø-
êîì ìàëûå çíà÷åíèÿ e0, îäíàêî, ïðèâîäÿò ê ðåçêîìó âîçðàñòàíèþ îáóñëîâëåí-
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Ðèñ. 9. Ôóíêöèÿ ïàìÿòè e1 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè â êâàçèîäíîìåðíîì òåñòå

íîñòè ìàòðèöû æåñòêîñòè ñèñòåìû è íåâîçìîæíîñòè ïðîäîëæåíèÿ ðàñ÷åòà.
Â ýòîé è ïîñëåäóþùèõ çàäà÷àõ âûáåðåì e0 = 0,01.

Íà ðèñ. 9 è ðèñ. 10 ñëåâà ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïàìÿòè e1 è
ñîîòâåòñòâóþùåå åé íàïðÿæåíèå σ11 íà âðåìåííûõ ñëîÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
âðåìåíàì t = 0,05tf , t = 0,2tf , t = tf .

Íà âðåìåííîì ñëîå t = 0,05tf çîíà òðåùèíû åùå íå ñôîðìèðîâàëàñü, íà-
ïðÿæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò óïðóãèì íàïðÿæåíèÿì ïðè àíàëîãè÷íûõ íàãðóçêàõ
(íà ðèñ. 10 êðèâàÿ ãîëóáîãî öâåòà). Ïðè îáðàçîâàíèè òðåùèí óðîâåíü íàïðÿ-
æåíèé σ11 çàìåòíî ïàäàåò, îíè ñòàíîâÿòñÿ áëèçêè ê íóëþ.

Ðèñ. 10. Íàïðÿæåíèå σ11 (ñëåâà) è σ22 (ñïðàâà) â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè â êâàçèîä-
íîìåðíîì òåñòå

Â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ ïàìÿòè e2 íå èçìåíÿåòñÿ â ñâÿçè
ñ íàëè÷èåì òîëüêî ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå òðåùèíû íå îáðàçóþòñÿ. Íà ðèñ. 10 ñïðàâà
èçîáðàæåíû íàïðÿæåíèÿ σ22 â çàäà÷å ñ ó÷åòîì òðåùèí.

Çíà÷èòåëüíîå ðàñòðåñêèâàíèå ïðîèñõîäèò îðòîãîíàëüíî âûäåëåííîìó äëÿ
îñåñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ ïîëÿðíîìó íàïðàâëåíèþ. Èçìåíåíèå e3 è σ33 íà
îòðåçêå âðåìåíè, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå òðåùèíû, ðàññìîòðèì
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áîëåå ïîäðîáíî. Íà ðèñ. 11 èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïàìÿòè e3 â
ìîìåíòû âðåìåíè t = 0,05tf , 0,08tf , 0,1tf , 0,2tf , tf . Îòìåòèì, ÷òî e3 íå çàâè-
ñèò îò êîîðäèíàòû z, à ðàçìåðû ïîñëåïèêîâîé çîíû ïîñòåïåííî íàðàñòàþò ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè, ÷òî è äîëæíî ïðîèñõîäèòü ïðè íàãðåâå îáðàçöà. Òðåùèíà
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îò ïðàâîé ãðàíèöû îáëàñòè ê ëåâîé.

t = 0, 05tf t = 0, 08tf t = 0, 1tf t = 0, 2tf t = tf

Ðèñ. 11. Ôóíêöèÿ ïàìÿòè e3 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè â êâàçèîäíîìåðíîì òåñòå

Íà ðèñ. 12 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé σ33 â ñîîòâåòñòâóþùèå
ìîìåíòû âðåìåíè. Âèäåí ôðîíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû � ìàêñèìóì íà-
ïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ïîñëåïèêîâîé çîíû, õîðîøî çàìåòíûé íà÷èíàÿ ñ ìîìåí-
òà âðåìåíè t = 0,1tf . Çàìåòèì, ÷òî ñ ðàñøèðåíèåì ðàñòðåñêàâøåéñÿ îáëàñòè
îáùèé óðîâåíü íàïðÿæåíèé âíå ôðîíòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû ïîíèæà-
åòñÿ ïðàêòè÷åñêè äî íóëÿ.

Ðèñ. 12. Íàïðÿæåíèÿ σ33 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè â êâàçèîäíîìåðíîì òåñòå

4. Çàäà÷à î ðàñòðåñêèâàíèè òîïëèâíîé òàáëåòêè

Ïðèìåíèì ïîñòðîåííóþ ìîäåëü ðàçìàçàííûõ òðåùèí ê ìîäåëèðîâàíèþ
ðàçðóøåíèÿ òîïëèâíîé òàáëåòêè. Äèîêñèä óðàíà UO2 îáëàäàåò ñëåäóþùè-
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ìè ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè [18]:

� ïëîòíîñòü ρ = 10800
êã

ì3
,

� ìîäóëü Þíãà E = 1,75 · 1011 Ïà,

� êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν ' 0,316,

� òåïëîïðîâîäíîñòü λ = 3,487
Âò

ì · Ê
,

� óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü cε = 310
Äæ

êã · Ê
,

� ïðåäåë ïðî÷íîñòè σf = 1,1 · 108Ïà,

� êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ α = 10−5Ê−1,

òåìïåðàòóðó åñòåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèìåì ðàâíîé T0 = 300 Ê.
Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ òðåùèí â òàáëåòêå íåäîñòàòî÷íî äâóìåðíîé ïîñòà-

íîâêè, ïîýòîìó ðàññìîòðèì äâà ñå÷åíèÿ: ñå÷åíèå ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ,
ïîçâîëÿþùåå ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàäèàëüíûå è ïîëÿðíûå òðåùèíû, à òàêæå
ñå÷åíèå âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ, ñîäåðæàùåé îñü Oz, â êîòîðîì ìîæíî îò-
ñëåäèòü ðàçâèòèå ïîïåðå÷íûõ òðåùèí.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, ïðè ïåðåõîäå íà ñëåäóþùèé
âðåìåííîé ñëîé òåìïåðàòóðà âíóòðè è ñíàðóæè òàáëåòêè ìåíÿåòñÿ ïî ëèíåé-
íîìó çàêîíó, ïðè÷åì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà âíóòðåííåì ðàäèóñå òåìïåðà-
òóðà âîçðàñòàëà äî Ta = 1700 K, à íà âíåøíåì � äî Tb = 600 K íà ïîñëåäíåì
âðåìåííîì ñëîå ïðè t = tf , ãäå tf � âðåìÿ îêîí÷àíèÿ ðàñ÷åòà:

T (ra, z, t) = (Ta − T0)
t

tf
+ T0,

T (rb, z, t) = (Tb − T0)
t

tf
+ T0.

(19)

Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò T (x1, x2, tn),
ãäå x1, x2 � r, z â îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå, x, y � â äâóìåðíîé ïîñòà-
íîâêå, çàäàåòñÿ íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå ñ íîìåðîì n.

4.1. Ðàñïðîñòðàíåíèå òðåùèí â ãîðèçîíòàëüíîì ñå÷åíèè

Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå òîïëèâíîé òàáëåòêè ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ. Îíî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöî ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì ra = 0,8 ìì, âíåøíèì ðà-
äèóñîì rb = 3,8 ìì. Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ åãî âðàùåíèÿ çàêðåïèì åãî â îäíîé
òî÷êå íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè ïî âåðòèêàëè è íà âåðòèêàëüíîé îñè ïî ãîðèçîí-
òàëè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 13. Îñòàëüíûå ãðàíèöû áóäåì ñ÷èòàòü ñâîáîäíûìè.



19

Ðèñ. 13. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà äëÿ
çàäà÷è î ðàñòðåñêèâàíèè ãîðè-
çîíòàëüíîãî ñå÷åíèÿ òàáëåòêè

Áóäåì ðåøàòü äàííóþ çàäà÷ó â êîîðäèíàòàõ
(x, y). Äâóìåðíûé âåêòîð ïåðåìåùåíèé îáîçíà-

÷èì ~u = (u, v)T . Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äàííîì
ñëó÷àå èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

u (0, ra) = v(−ra, 0) = 0;
σ|x2+y2=r2a = σ|x2+y2=r2b = 0.

Òåìïåðàòóðû T1(t) è T2(t) íà ãðàíèöàõ âûáåðåì â
ñîîòâåòñòâèè ñ (19); áóäåì ñ÷èòàòü åå çàâèñÿùåé
îò ðàäèóñà êîëüöà (r =

√
x2 + y2) ïî ñëåäóþùå-

ìó çàêîíó [19]:

T (x, y, t) =
T1(t) ln

rb
r
− T2(t) ln

ra
r

ln
rb
ra

.

Ðèñ. 14. Âåëè÷èíà min {e1, e2}
â äåôîðìèðîâàííîé îáëàñòè íà
ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ðàñ÷åòà

Ïðè òàêîì çàäàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è íà-
ãðóçîê ïðè îòñóòñòâèè àíèçîòðîïíûõ ýôôåêòîâ
äëÿ íàïðÿæåíèé â çîíå óïðóãîñòè (äî âîçíèê-
íîâåíèÿ òðåùèí) âäàëè îò âíóòðåííåé ãðàíè-
öû äîëæíà èìåòü ìåñòî ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëü-
íî îáùåãî öåíòðà îêðóæíîñòåé, çàäàþùèõ ãðà-
íèöû. Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâóìåðíóþ çàäà-
÷ó â ñëó÷àå ïëîñêîãî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ. Â äâóìåðíîé çàäà÷å â îáùåé ïîñòàíîâêå
íåò ÷åòêîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó êîîðäèíàòàìè
è ôóíêöèÿìè ïàìÿòè, ïîýòîìó â èñõîäíîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò ïî óìåíüøåíèþ ôóíêöèè ïàìÿòè
ìîæíî ãîâîðèòü ëèøü î íàëè÷èè òðåùèíû îðòî-
ãîíàëüíî îäíîìó èç ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé òåíçî-
ðà äåôîðìàöèé è îáùåì îñëàáëåíèè ïðî÷íîñò-
íûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà. Ïî âèäó îäíîé
èç ôóíêöèé ïàìÿòè íåëüçÿ ñóäèòü îáî âñåõ ðàç-
ìàçàííûõ òðåùèíàõ â îáëàñòè. Ìåñòîïîëîæåíèå
âñåõ çîí îñëàáëåííîãî ìàòåðèàëà ïîêàçûâàåò âåëè÷èíà min {e1, e2} ∈ [0,01, 1].
Íà ðèñ. 15 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû min {e1, e2} íà ðàçëè÷íûõ âðå-
ìåííûõ ñëîÿõ, âèäíû çîíû ðàçìàçàííûõ òðåùèí.

Íà ðèñ. 15 â öåíòðàëüíîì ðÿäó è ñïðàâà ïîêàçàíû íàïðÿæåíèÿ σ11 è σ22 â
ìîìåíòû âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèå âûáðàííûì äëÿ e1 è e2 âðåìåííûì ñëî-
ÿì. Ïðè t > 0,1tf âèäíî âëèÿíèå òðåùèí íà ïîëå íàïðÿæåíèé. Íàèáîëüøèå
çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé âîçíèêàþò âáëèçè ãðàíèö ðàçìàçàííûõ òðåùèí, ÷òî
îáúÿñíÿåò äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå îñëàáëåííîé îáëàñòè. Íàïðÿæåíèÿ èìå-
þò ïîðÿäîê 107 Ïà, ÷òî íå ïðåâûøàåò èçâåñòíûé èç ýêñïåðèìåíòîâ óðîâåíü
íàïðÿæåíèé â òîïëèâíîé òàáëåòêå [18].
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t = 0,09tf

t = 0,1tf

t = 0,2tf

t = tf

Ðèñ. 15. Âåëè÷èíà min {e1, e2} è íàïðÿæåíèÿ σ11 è σ22 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè
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u v

Ðèñ. 16. Ïåðåìåùåíèÿ íà ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ðàñ÷åòà â ãîðèçîíòàëüíîì ñå÷åíèè òàáëåòêè

Ðàñïîëîæåíèå òðåùèí õîðîøî âèäíî íà ðèñ. 16 è ðèñ. 14, ãäå ïîêàçàíû
ïåðåìåùåíèÿ u (ñëåâà) è v (ñïðàâà) è ïðèâåäåíà äåôîðìèðîâàííàÿ îáëàñòü
ñ èçîáðàæåííûìè íà íåé ðàçìàçàííûìè òðåùèíàìè íà ìîìåíò îêîí÷àíèÿ
ðàñ÷åòà. Âèäíû 8 ðàäèàëüíûõ òðåùèí, êîòîðûå ñîîòâåñòâóþò ðàçðûâàì êîì-
ïîíåíò ïåðåìåùåíèé.

4.2. Ðàñïðîñòðàíåíèå òðåùèí â âåðòèêàëüíîì ñå÷åíèè

Ðèñ. 17. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü

Ïðåíåáðåæåì íàëè÷èåì ôàñêè â òàáëåòêå è áóäåì
ðåøàòü îñåñèììåòðè÷íóþ çàäà÷ó. Â êà÷åñòâå ðàñ÷åò-
íîé îáëàñòè ðàññìîòðèì ïîëîâèíó ñå÷åíèÿ òàáëåò-
êè âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç Oz.
Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü èçîáðàæåíà íà ðèñ. 17.

Çàôèêñèðóåì îñíîâàíèå òàáëåòêè ïî âåðòèêàëè,
îñòàëüíûå ãðàíèöû îáëàñòè áóäåì ñ÷èòàòü ñâîáîä-
íûìè. Âåêòîð ïåðåìåùåíèé, êàê è â êâàçèîäíîìåð-
íîé çàäà÷å, îáîçíà÷èì ~u = (u,w)T . Ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è â êîîðäèíàòàõ (r, z) èìåþò
ñëåäóþùèé âèä:

w|z=0 = 0;
σ|r=ra = σ|r=rb = σ|z=h = 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåìïåðàòóðà ðàñïðåäåëåíà ïî
ïðîñòðàíñòâó ëèíåéíî íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå.
Âûáåðåì T1(t) è T2(t) â ñîîòâåñòâèè ñ (19), òîãäà ïî-
ëå òåìïåðàòóðû çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T (r, z, t) =
T1(t)− T2(t)
ra − rb

r +
T2(t)ra − T1(t)rb

ra − rb
.
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Âíà÷àëå ðàññìîòðèì çàäà÷ó â äàííîé ïîñòàíîâêå ñ ðàçìåðàìè îáëàñòè, ñî-
îòâåòñòâóþùèìè ðàçìåðàì òîïëèâíîé òàáëåòêè (ra = 0,8, rb = 3,8), çàòåì
áóäåì èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü ðèñóíêà òðåùèí îò ðàçìåðîâ.

4.2.1. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Íà ðèñ. 18, ðèñ. 20, ðèñ. 21 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ïàìÿòè
e1, e2, e3 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè (äëÿ e1 t = 0,25tf , tf , äëÿ e2 è e3 t =
0,07tf , 0,11tf , 0,17tf , 0,25tf , tf) íà ñåòêå èç 20000 òî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî íà áîëåå
ðàííèõ âðåìåíàõ ôóíêöèÿ e1 âñþäó ðàâíà åäèíèöå, è ëèøü âïîñëåäñòâèè,
êîãäà òðåùèíà ñôîðìèðîâàëàñü, ïîÿâëÿþòñÿ ðàñòðåñêàâøèåñÿ îáëàñòè. Ýòî
ñâÿçàíî ñ îòñóòñòâèåì îáëàñòåé ðàñòÿæåíèÿ â ïåðâîì ãëàâíîì íàïðàâëåíèè
òåíçîðà äåôîðìàöèé äî òåõ ïîð, ïîêà òðåùèíà íå ñôîðìèðîâàëàñü ïîëíîñòüþ
â äàííîé îáëàñòè. Â çîíå îñëàáëåííîãî ìàòåðèàëà â îäíîì íàïðàâëåíèè â
ìîäåëè ðàçìàçàííûõ òðåùèí ïîëå íàïðÿæåíèå òåðÿåò ãëàäêîñòü, è ïîýòîìó
â äàííîì íàïðàâëåíèè âîçìîæíû ïîÿâëåíèå ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé è
âûïîëíåíèå êðèòåðèÿ îáðàçîâàíèÿ òðåùèíû.

t = 0,25tf t = tf

Ðèñ. 18. Ôóíêöèÿ ïàìÿòè e1 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè

Ôóíêöèÿ ïàìÿòè e2 íà ðèñ. 18 ïîêàçûâàåò ìåñòîïîëîæåíèå òðåùèíû â òàá-
ëåòêå, ñåðèÿ ðèñóíêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì âðåìåííûì ñëîÿì, ïîçâîëÿ-
åò ïðîñëåäèòü ðàçâèòèå òðåùèíû. Çîíà îñëàáëåííîãî ìàòåðèàëà âíà÷àëå âîç-
íèêàåò â îáøèðíîé çîíå, ãäå äåôîðìàöèè â îäíîì èç ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé
ïðåâûøàþò çíà÷åíèå äåôîðìàöèè εf , ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâíîìó ïðåäåëó
ïðî÷íîñòè σf . Â ðåçóëüòàòå ýòîãî â äàííîé çîíå â îäíîì èç ãëàâíûõ íàïðàâ-
ëåíèé, ñëàáî îòêëîíÿþùåìñÿ îò íàïðàâëåíèÿ âåðòèêàëüíîé îñè, âîçíèêàåò
ïîëå ïîëíûõ äåôîðìàöèé çà âû÷åòîì òåìïåðàòóðíûõ, èìåþùåå ãëîáàëüíûé
ìàêñèìóì è áëèçêèé ê íåìó ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, ïðåâûøàþùèå εf . Ìàãè-
ñòðàëüíàÿ òðåùèíà âîçíèêàåò íà ìåñòå ýòèõ ìàêñèìóìîâ. Äåôîðìàöèè âäîëü
ïðÿìîé r = rb ïîêàçàíû íà ðèñ. 19.

Ìàãèñòðàëüíàÿ òðåùèíà îáðàçóåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ
(íà ëåâîé ãðàíèöå T ∼ 400 Ê), â äàëüíåéøåì ïðîèñõîäèò íåçíà÷èòåëüíûé ïî
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Ðèñ. 19. Çàâèñèìîñòü ε22 − εT22 îò êîîðäèíàòû z ïåðåä îáðàçîâàíèåì ìàãèñòðàëüíîé òðå-
ùèíû (t = 0,07tf )

ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì ðàñòðåñêèâàíèåì ðîñò ðàçìåðîâ, êàê âèäíî íà
ðèñ. 20.

t = 0,07tf t = 0,11tf t = 0,17tf t = 0,25tf t = tf

Ðèñ. 20. Ôóíêöèÿ ïàìÿòè e2 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè

Ïîëÿðíîå íàïðàâëåíèå ïðè îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ
âûäåëåííûì; çäåñü, êàê è â êâàçèîäíîìåðíîì òåñòå, ðàñòðåñêèâàíèå ïðîèñ-
õîäèò íåçàâèñèìî îò ñîñòîÿíèÿ òàáëåòêè â ïëîñêîñòè Orz, îäíàêî íàëè÷èå
òðåùèíû â íåé, èçìåíÿÿ ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, âëèÿåò íà âñå
äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ, ïîýòîìó íà ðàäèàëüíîé òðåùèíå ìîæíî âèäåòü
�ñëåä� ìàãèñòðàëüíîé òðåùèíû â ïëîñêîñòè. Çíà÷åíèå äåôîðìàöèè ε33 âñå-
ãäà ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì, â ñâÿçè ñ ÷åì ïî ðèñ. 21 ìîæíî îäíîçíà÷íî ñóäèòü î
âèäå òðåùèíû, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ðèñ. 18 è ðèñ. 20, ãäå ìû âèäèì òîëüêî
ýëåìåíòû, �ñîäåðæàùèå� òðåùèíó, íî íå íàïðàâëåíèÿ òðåùèí.

Íà ðèñ. 22 è ðèñ. 23 èçîáðàæåíû êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σ11 è
σ22 ñîîòâåòñòâåííî íà ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ ñëîÿõ. Îòìåòèì, ÷òî íà âèäå
ïîëåé íàïðÿæåíèé σ11 è σ22 ñêàçûâàåòñÿ íàëè÷èå òðåùèí âî âñåõ íàïðàâëå-



24

t = 0,07tf t = 0,11tf t = 0,17tf t = 0,25tf t = tf

Ðèñ. 21. Ôóíêöèÿ ïàìÿòè e3 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè

íèÿõ: ïîëóîêðóæíîñòè âáëèçè ëåâîé ãðàíèöû îòäåëÿþò íåðàñòðåñêàâøóþñÿ
çîíó â íàïðàâëåíèè r, âèäíû î÷åðòàíèÿ òðåùèíû â ïëîñêîñòè Orz. Â ìîìåíò
âðåìåíè t = 0,07tf ïîïåðå÷íàÿ òðåùèíà åùå íå ñôîðìèðîâàëàñü, îäíàêî óæå
âèäíà ãðàíèöà ðàñòðåñêàâøåãîñÿ â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè ìàòåðèàëà. Ïðè
t = 0,11tf ïðîèñõîäèò àêòèâíûé ðîñò ïîïåðå÷íîé òðåùèíû, âáëèçè åå �ðàñ-
òóùèõ� êîíöîâ íàïðÿæåíèÿ äîñòèãàþò íàèáîëüøèõ çíà÷åíèé. Â äàëüíåéøåì
ýòîò ðîñò çàìåäëÿåòñÿ, è íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé äîñòèãàþòñÿ â
êîíöåíòðàòîðàõ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöàõ îáåèõ òðåùèí: ïëîñêîé è ðàäèàëü-
íîé. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íàëè÷èå òðåùèí çíà÷èòåëüíî ðàçãðóæàåò ìàòå-
ðèàë. Ìåëêèå òðåùèíû ñî âðåìåíåì ñëèâàþòñÿ ñ êðóïíîé. Â îáëàñòÿõ, óäà-
ëåííûõ îò òðåùèí, íàïðÿæåíèÿ áëèçêè ê íóëþ, à ìàêñèìóìû íàïðÿæåíèé
èìåþò ïîðÿäîê 107 Ïà, ÷òî íà 1-2 ïîðÿäêà ìåíüøå, ÷åì áåç ó÷åòà òðåùèí (â
äàëüíåéøåì ïðèâåäåì ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé â ñëó÷àå ðåøåíèÿ àíàëî-
ãè÷íîé çàäà÷è áåç ó÷åòà òðåùèí).

t = 0,07tf t = 0,11tf t = 0,17tf t = 0,25tf t = tf

Ðèñ. 22. Íàïðÿæåíèÿ σ11 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè

Íà ðèñ. 24 ïîêàçàíû ïîëÿ íàïðÿæåíèé σ33 â òå æå ñàìûå ìîìåíòû âðåìå-
íè. Îñîáîå âíèìàíèå îáðàòèì íà ôðîíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû � îáëàñòü
íàèáîëüøèõ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå íåðàñòðåñêàâøåéñÿ îáëàñòè, çàìåòíóþ
íà âñåõ èçîáðàæåíèÿõ ðèñ. 24. Î÷åðòàíèÿ ôðîíòà â ñèëó îñîáîãî ñòàòóñà ïî-
ëÿðíîãî íàïðàâëåíèÿ ñîâïàäàþò ñ îáëàñòüþ, ãäå e3 = 1 íà ðèñ. 21. Íàëè÷èå
ôðîíòà ñîîòíîñèòñÿ ñ ðàçâèòèåì òðåùèíû ïðè ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèÿõ;
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t = 0,07tf t = 0,11tf t = 0,17tf t = 0,25tf t = tf

Ðèñ. 23. Íàïðÿæåíèÿ σ22 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè

t = 0,07tf t = 0,11tf t = 0,17tf t = 0,25tf t = tf

Ðèñ. 24. Íàïðÿæåíèÿ σ33 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè

Ðèñ. 25. Íàïðÿæåíèÿ σ11, σ22, σ33 íà ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ðàñ÷åòà â ìîäåëè áåç ó÷åòà òðåùèí
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â íåðàñòðåñêàâøåéñÿ îáëàñòè èìåþò ìåñòî ñæèìàþùèå íàïðÿæåíèÿ. Ðàäè-
àëüíàÿ òðåùèíà, êàê è â êâàçèîäíîìåðíîì òåñòå, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îò ãðàíè-
öû òàáëåòêè ê åå öåíòðó.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü, íàñêîëüêî ñèëüíî òðåùèíû ìåíÿþò ïîâåäåíèå
òîïëèâíîé òàáëåòêè êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî, íà ðèñ. 25 ïðèâåäåì ïîëÿ
íàïðÿæåíèé σ11, σ22, σ33 äëÿ ÷èñòî óïðóãîé çàäà÷è. Ïîëó÷åííûå íàèáîëüøèå
íàïðÿæåíèÿ â îáëàñòè áåç ó÷åòà òðåùèí ÿâëÿþòñÿ íåôèçè÷íûìè, òàê êàê
çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþò ïðåäåë ïðî÷íîñòè UO2. Íàëè÷èå òðåùèí â öåëîì
ñíèæàåò óðîâåíü íàïðÿæåíèé â îáëàñòè, à òàêæå ñìåùàåò ïîëîæåíèÿ ìàêñè-
ìóìîâ íàïðÿæåíèé ñ ãðàíèö îáëàñòè ê ãðàíèöàì òðåùèí. Ñíèæåíèå íàïðÿ-
æåíèé â îáëàñòè è ïðèâåäåíèå èõ çíà÷åíèé ê ôèçè÷åñêè âîçìîæíûì ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíûì ýôôåêòîì ââåäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìàòåðèàëà, ó÷èòûâàþ-
ùåé íàëè÷èå òðåùèí.

Çàìåòèì, ÷òî êîíöåïöèÿ ðàçìàçàííûõ òðåùèí ïîçâîëÿåò ïðîäîëæàòü ðàñ-
÷åò è ïîñëå îáðàçîâàíèÿ ìàãèñòðàëüíîé òðåùèíû áåç èçìåíåíèÿ ñåòêè è ãåî-
ìåòðèè îáëàñòè, êîãäà íà ñàìîì äåëå êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé òåðïÿò ðàç-
ðûâ è ïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå íîâûõ ãðàíèö. Áåçóñëîâíî, äàííàÿ ìîäåëü íå
ñïîñîáíà îïèñàòü ñàìó òðåùèíó òî÷íî, îäíàêî îíà ïåðåäàåò âëèÿåíèå òðåùè-
íû íà ñîñòîÿíèå òîïëèâíîé òàáëåòêè.

4.2.2. Çàâèñèìîñòü êàðòèíû ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèí îò ðàçìåðà òåëà

Áîëåå ïîäðîáíî èññëåäóåì ïîëó÷åííóþ ìîäåëü ðàçìàçàííûõ òðåùèí. Áó-
äåì ðåøàòü îñåñèììåòðè÷íóþ çàäà÷ó â îáëàñòè, ãäå ðàçìåðû ra è rb ñîâïà-
äàþò ñ ïðåäûäóùèìè çíà÷åíèÿìè, à âûñîòà áîëüøå èñõîäíîé â 3 ðàçà; çà-
âèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà íå èçìåíèëàñü. Ïîñêîëü-
êó êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ,
ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ëèøü äëÿ îäíîãî âðåìåííîãî ñëîÿ, íà êîòîðîì îñíîâíûå
ìàãèñòðàëüíûå òðåùèíû óæå ñôîðìèðîâàëèñü (íàïðèìåð, ïðè t = 0,17tf).

Íà ðèñ. 26 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ïàìÿòè e1, e2, e3 íà äàííîì
âðåìåííîì ñëîå. Ïî öåíòðó èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïàìÿòè e2, ïî
êîòîðîìó ìîæíî ñóäèòü î íàëè÷èè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïîïåðå÷íûõ òðåùèí.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, èõ îáðàçîâàíèå ñâÿçàíî ñ ïðåâûøàþùèìè
çíà÷åíèå εf ìàêñèìóìàìè ôóíêöèè çàâèñèìîñòè ïîëíûõ äåôîðìàöèé çà âû-
÷åòîì òåìïåðàòóðíûõ â ãëàâíîì íàïðàâëåíèè, êîòîðîå â îáëàñòè íà÷àëà èõ
îáðàçîâàíèÿ ñëàáî îòêëîíÿåòñÿ îò íàïðàâëåíèÿ âåðòèêàëüíîé îñè. Îòìåòèì,
÷òî ôîðìà âåðõíåé òðåùèíû ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé åäèíñòâåííîé
òðåùèíû â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, à îñòàëüíûå âîçíèêàþò íà ñëåäóþùåì âðå-
ìåííîì øàãå â ñâÿçè ñ âëèÿíèåì ïåðâîé íà ïîëå äåôîðìàöèé. Íà ðèñ. 27
ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü äåôîðìàöèé âäîëü ïðÿìîé r = rb íà âðåìåííîì ñëîå
ïîñëå îáðàçîâàíèÿ ïåðâîé òðåùèíû.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, çäåñü ìû âèäèì íàëè÷èå íîâûõ ëî-
êàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê îáðàçîâàíèþ îáëàñòåé îñëàáëåíèÿ
ìàòåðèàëà, ïîõîæèõ ïî ôîðìå íà îáëàñòü, âîçíèêàþùóþ ïåðâîé.
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Ðèñ. 26. Ôóíêöèè ïàìÿòè e1, e2, e3 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,17tf

Ðèñ. 27. Çàâèñèìîñòü ε22 − εT22 îò êîîðäèíàòû z ïîñëå îáðàçîâàíèÿ ïåðâîé ìàãèñòðàëüíîé
òðåùèíû (t = 0,08tf )

Ôóíêöèÿ ïàìÿòè e3, îòâå÷àþùàÿ çà ðàäèàëüíóþ òðåùèíó, ïîäâåðãàåòñÿ
â ñâÿçè ñ èçìåíåíèåì íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â îáëàñòè âëèÿíèþ ïîïå-
ðå÷íûõ òðåùèí: íåðàñòðåñêàâøàÿñÿ îáëàñòü äåëèòñÿ íà ÷àñòè â ìåñòàõ èõ
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âîçíèêíîâåíèÿ.
Íà ðèñ. 28 èçîáðàæåíû êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé â òîò æå ìîìåíò

âðåìåíè. Êàê è â ñëó÷àå îáëàñòè ñ ðàçìåðàìè òîïëèâíîé òàáëåòêè, îáùèé
óðîâåíü íàïðÿæåíèé óìåíüøàåòñÿ, âèäíû �ñëåäû� ïîïåðå÷íûõ òðåùèí íà ðè-
ñóíêàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòàì σ11 (ñëåâà) è σ22 (ñïðàâà). Îáëàñòè
íàèáîëüøåãî íàïðÿæåíèÿ ñìåùåíû ê ãðàíèöàì òðåùèí, à íà èçîáðàæåíèè,
ñîîòâåòñòâóþùåì σ33 (ñïðàâà), çàìåòåí ôðîíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû,
èìåþùèé íåãëàäêóþ ôîðìó, îáóñëîâëåííóþ â òîì ÷èñëå è ôîðìîé îáëàñòåé
îñëàáëåííîãî ìàòåðèàëà â ïëîñêîñòè Orz.

Ðèñ. 28. Íàïðÿæåíèÿ σ11, σ22, σ33 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,17tf

Â öåëîì ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ îáëàñòè ñ èçìå-
íåííûìè ðàçìåðàìè àíàëîãè÷íû ðåçóëüòàòàì äëÿ èñõîäíîé îáëàñòè.

Ðàññìîòðèì òàêæå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â îáëàñòè, âíåø-
íèé ðàäèóñ êîòîðîé óâåëè÷åí íà 3 ìì ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé. Áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ðåçóëüòàòû íà òîì æå âðåìåííîì ñëîå, ÷òî è ðåçóëüòàòû ïðåäû-
äóùåé çàäà÷è, ïðè t = 0,17tf .

Íà ðèñ. 29 èçîáðàæåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ïàìÿòè e1, e2, e3. Â äàí-
íîì ñëó÷àå ïîïåðå÷íàÿ òðåùèíà ðàñïîëîæåíà â îêðåñòíîñòè ïðÿìîé z = 0.
Êàê è ðàíåå, ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå äåôîðìàöèé â ìîìåíò âðåìåíè ïå-
ðåä îáðàçîâàíèåì ìàãèñòðàëüíîé òðåùèíû. Îíî ïîêàçàíî íà ðèñ. 30. Îáðàòèì
âíèìàíèå íà îòëè÷íóþ îò ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ çàâèñèìîñòü äåôîðìàöèé îò
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êîîðäèíàòû z: òåïåðü çàâèñèìîñòü äåôîðìàöèé äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà-
÷åíèÿ âáëèçè íóëÿ, ñëåâà îò ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ
áûòü íå ìîæåò.

Ðèñ. 29. Ôóíêöèè ïàìÿòè e1, e2, e3 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,17tf

Ðèñ. 30. Çàâèñèìîñòü ε22 − εT22 îò êîîðäèíàòû z ïîñëå îáðàçîâàíèÿ ïåðâîé ìàãèñòðàëüíîé
òðåùèíû (t = 0,08tf )

Â äàííîì ñëó÷àå ðàçâèâàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ òðåùèíà âáëèçè íèæíåé ãðà-
íèöû îáëàñòè. Åñëè ñðàâíèòü åå ñ òðåùèíîé â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, òî
ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îíà ïîäîáíà åå âåðõíåé ïîëîâèíå. Òàêæå íà ðèñ. 29 (ïî
öåíòðó) ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðõíåé âåòâüþ òðåùèíû íà ðèñ. 20
(ïî öåíòðó). Ôóíêöèÿ ïàìÿòè e3, êàê è ðàíåå, èñïûòûâàåò âëèÿíèå ôóíêöèè
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e2 è èìååò îæèäàåìûé âèä: íåðàñòðåñêàâøàÿñÿ îáëàñòü �äåëèòñÿ� ïîïåðå÷íîé
òðåùèíîé, îäíàêî â ñèëó ãåîìåòðèè îáëàñòè âèäíà åå åäèíñòâåííàÿ ÷àñòü.

Íà ðèñ. 31 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé σ11, σ22, σ33. Èõ âèä ñî-
ãëàñóåòñÿ ñ âèäîì e1, e2, e3, çíà÷åíèÿ íå ïðåâûøàþò ïðåäåë ïðî÷íîñòè ìàòå-
ðèàëà è èìåþò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è ðàíåå.

Ðèñ. 31. Íàïðÿæåíèÿ σ11, σ22, σ33 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,17tf

4.2.3. Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îò

øàãà ñåòêè

Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü âèäà òðåùèí è ñîñòîÿíèÿ ðàñòðåñêàâøåãîñÿ ìàòå-
ðèàëà îò øàãà ñåòêè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó â îáëàñòè ñ èñõîäíûìè ðàçìåðàìè
íà òðåõ ñåòêàõ: êðóïíîé (÷èñëî òî÷åê M = 5000), ñðåäíåé (M = 20000)
è ìåëêîé (M = 80000). Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû äëÿ îäíîãî âðåìåííîãî ñëîÿ
(t = 0,17tf). Ðàñïðåäåëåíèå e1 èìååò òîò æå âèä, êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷à-
ÿõ, � e1 = 1 ïî÷òè âî âñåé îáëàñòè. Íà ðèñ. 32 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ e2
íà êðóïíîé (ñëåâà), ñðåäíåé (ïî öåíòðó), ìåëêîé (ñïðàâà) ñåòêàõ. Îòìåòèì,
÷òî èìåþòñÿ êà÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò
ñåòêè. Ýòî ðàçëè÷èå ñâÿçàíî ñ ýôôåêòîì �ðàçìàçûâàíèÿ� òðåùèí è èñïîëü-
çîâàíèåì áèëèíåéíûõ ôóíêöèé ôîðìû â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, â ñâÿçè
ñ ÷åì äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè íà ýëåìåíòå.

Îáðàòèì âíèìàíèå, îäíàêî, ÷òî ìåñòîïîëîæåíèå ïåðâîé òðåùèíû íà âñåõ
èçîáðàæåíèÿõ ðèñ. 32 ñîâïàäàåò, îòëè÷àþòñÿ ëèøü âòîðè÷íûå ýôôåêòû; ïðè
óìåíüøåíèè øàãà ñåòêè èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ê íåêîòîðîìó ñîñòîÿíèþ, â
êîòîðîì ïðèñóòñòâóåò îäíà ïîïåðå÷íàÿ òðåùèíà ñ äâóìÿ âåòâÿìè íà êîíöå.

Ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïàìÿòè e3 ïðè t = 0,17tf ïîêàçàíî íà ðèñ. 33.
Òàê êàê âèä e3 çàâèñèò îò âèäà e1 è e2, òî è çäåñü íà êðóïíîé ñåòêå èìå-
åòñÿ êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ: â îáëàñòè âîçíèêíîâåíèÿ
ïîïåðå÷íîé òðåùèíû âáëèçè âíóòðåííåãî ðàäèóñà íåò çîíû íåðàñòðåñêàâøå-
ãîñÿ ìàòåðèàëà, îáóñëîâëåííîé íàëè÷èåì äâóõ âåòâåé ïîïåðå÷íîé òðåùèíû
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Ðèñ. 32. Ôóíêöèÿ ïàìÿòè e2 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,17tf íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ

Ðèñ. 33. Ôóíêöèÿ ïàìÿòè e3 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,17tf íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ

íà áîëåå ìåëêèõ ñåòêàõ.
Íà ðèñ. 34 è ðèñ. 35 èçîáðàæåíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò σ11, σ33 ñîîòâåò-

ñòâåííî òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ. Ïîñêîëüêó íàïðÿæåíèÿ
σ11 è σ22 èìåþò ïîõîæèé âèä, íå áóäåì ïðèâîäèòü ðåçóëüòàòû äëÿ σ22. Â ñâÿçè
ñ ðàçëè÷íûì âèäîì ôóíêöèé ïàìÿòè âèä íàïðÿæåíèé òàêæå ðàçëè÷àåòñÿ. Ðå-
çóëüòàòû íàìåðåííî ïðèâåäåíû â îäíèõ ìàñøòàáàõ äëÿ êàæäîé ñåòêè, ÷òîáû
ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ íàïðÿæåíèé îòëè÷àþòñÿ
ìàëî, òî åñòü ýôôåêòèâíûé ó÷åò òðåùèí â ýòîì ñìûëñå ïðèíîñèò ðåçóëüòàòû
è íà êðóïíîé ñåòêå.

Ïîñêîëüêó âñå ýôôåêòû îáðàçîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ òðåùèíû çàâèñÿò îò äå-
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Ðèñ. 34. Íàïðÿæåíèÿ σ11 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,17tf íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ

Ðèñ. 35. Íàïðÿæåíèÿ σ33 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,17tf íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ

ôîðìàöèé, ïåðâûé ïîðÿäîê â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîæåò ïðèâîäèòü
ê êà÷åñòâåííûì ðàçëè÷èÿì ðåçóëüòàòîâ íà êðóïíîé è áîëåå ìåëêèõ ñåòêàõ.
Îäíàêî òðåùèíû ó÷èòûâàþòñÿ ýôôåêòèâíî, ïîýòîìó âàæíî íå ñòîëüêî èõ
ðàñïîëîæåíèå, ñêîëüêî èõ âëèÿíèå íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòî-
ÿíèå ìàòåðèàëà, è î ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìîäåëè ñòîèò ñóäèòü ïî çíà÷åíèÿì
íàïðÿæåíèé.

Íà ðèñ. 36 ïðèâåäåíû ìîäóëè ïåðåìåùåíèé ‖~u‖ íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ ïðè
t = 0,17tf . Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé ïåðåìåùåíèé ñîâïà-
äàþò ñ òî÷íîñòüþ äî 2%, à íàèìåíüøèå çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ ëèøü íà
êðóïíîé ñåòêå (ñëåâà) â îáëàñòè, ãäå ïðèñóòñòâóåò âòîðàÿ ôèêòèâíàÿ òðåùè-
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Ðèñ. 36. Ìîäóëü ïåðåìåùåíèé ‖~u‖ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,17tf íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ

íà (â îêðåñòíîñòè z = 0). Âèä èçîëèíèé òàêæå ñîâïàäàåò çà èñêëþ÷åíèåì
ýòîé îáëàñòè.

5. Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ ÿäåðíîãî òîïëèâà èç äèîêñè-
äà óðàíà UO2 íàìè ðàññìîòðåíà êîíöåïöèÿ ðàçìàçàííûõ òðåùèí êàê íàèáî-
ëåå ïðîñòî èíòåãðèðóåìàÿ â îïèñàíèå ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Âûáðàííàÿ êîíöåïöèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
áîëåå âûãîäíîé â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè, íåæåëè ëþáàÿ èç ìîäåëåé,
íåïîñðåäñòâåííî îòñëåæèâàþùèõ ðàçâèòèå ìàãèñòðàëüíûõ òðåùèí, â ñèëó
îòñóòñòâèÿ íåîáõîäèìîñòè ïåðåñòðîåíèÿ ñåòêè è çàäàíèÿ íîâûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé.

Ïîñòðîåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçðóøåíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâà-
íà ïðè ìîäåëèðîâàíèè õðóïêèõ ìàòåðèàëîâ, êîãäà íåîáõîäèìî ó÷åñòü âëèÿíèå
íàëè÷èÿ òðåùèí â ìàòåðèàëå íà åãî ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè: ñïîñîá-
íîñòü ïåðåäàâàòü íàïðÿæåíèÿ â îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè, óïðóãèå êîýô-
ôèöèåíòû, ïðåäåë ïðî÷íîñòè. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîêàçàíà ðàáîòîñïîñîá-
íîñòü äàííîé ìîäåëè ïðè çíàêîïåðåìåííîì íàãðóæåíèè. Îäíîìåðíàÿ ìîäåëü
îáîáùåíà íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Ðàçðàáîòàí êîíå÷íîýëåìåíòíûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ íà ÿçûêå ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ Fortran 90, â êîòîðîì ìîæíî ðåøàòü îäíîìåðíûå è äâóìåðíûå
çàäà÷è óïðóãîñòè, òåðìîóïðóãîñòè è õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ ïî îïèñàííûì ìå-
õàíèçìàì â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ.

Ïðîâåäåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçðóøåíèÿ òîïëèâíîé òàáëåò-
êè â îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷å, îïèñûâàþùåé íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå
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ñîñòîÿíèå âåðòèêàëüíîãî ñå÷åíèÿ òàáëåòêè, è äâóìåðíîé çàäà÷å, îïèñûâàþ-
ùåé ãîðèçîíòàëüíîå ñå÷åíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî ýôôåêòèâíûé ó÷åò òðåùèí â ãî-
ðèçîíòàëüíîì ñå÷åíèè òàáëåòêè äàåò êà÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé èìåþùèìñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì: ðàçìàçàííûå òðåùèíû ðàñïðî-
ñòðàíÿþòñÿ â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè. Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè ðàçìàçàííûõ
òðåùèí â îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷å ïðèâåëî ê ñíèæåíèþ óðîâíÿ íàïðÿæåíèé
ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñòî òåðìîóïðóãèì ñëó÷àåì ïðèìåðíî íà 2 ïîðÿäêà; êà÷å-
ñòâåííûå ôèçè÷åñêèå ýôôåêòû, òàêèå êàê íàëè÷èå ôðîíòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ
òðåùèíû è íàëè÷èå êîíöåíòðàòîðîâ íà ãðàíèöå òðåùèí, ïðèñóòñòâóþò. Ïðî-
âåäåíî èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé îò ðàçìåðîâ îáëà-
ñòè è ïàðàìåòðîâ ñåòêè, ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïðè óìåíüøåíèè øàãà ñåòêè.

Ïðèìåíåíèå îïèñàííîé ìîäåëè ðàçìàçàííûõ òðåùèí ïðèâîäèò ê ôèçè÷å-
ñêè íåïðîòèâîðå÷èâûì ðåçóëüòàòàì è ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ó÷èòûâàòü íà-
ëè÷èå òðåùèí â ìàòåðèàëå, íå îòñëåæèâàÿ ðàçðûâû ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê, âîçíèêàþùèõ â ðåàëüíîé òðåùèíå.
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