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§1. Степенные асимптотики решений [1, 2, 3]

1.1. Основные определения и постановка задачи. Пусть x – незави-
симая и y – зависимая переменные, x, y ∈ C. Положим X = (x, y).

Дифференциальным мономом a(x, y) называется произведение обычного
монома

c xr1yr2 def
= cXR, (1.1)

где c = const ∈ C, r1 ∈ C, r2 ∈ R, R = (r1, r2), и конечного числа производных
вида

dly/dxl, l ∈ N. (1.2)

Сумма дифференциальных мономов

f(X) =
∑

ai(X) (1.3)

называется дифференциальной суммой.
Пусть задано обыкновенное дифференциальное уравнение

f(X) = 0, (1.4)

где f(X) – дифференциальная сумма, в которую y входит в целых степенях.
Положим

ω =

{
−1, если x→ 0,

1, если x→∞. (1.5)

Пусть x→ 0 или x→∞ и решение уравнения (1.4) имеет вид

y = crx
r + o

(
|x|ρ+ε

)
, (1.6)

где коэффициент cr = const ∈ C, cr 6= 0, показатель степени r = ρ+ i σ, ρ, σ,
ε ∈ R и ωε < 0. Тогда выражение

y = crx
r, cr 6= 0 (1.7)

является степенной асимптотикой решения (1.6).

Задача 1. Для заданного уравнения (1.4) с вещественными показателями
r1 найти все степенные асимптотики (1.7) его решений вида (1.6) с ком-
плексными показателями r.

Для решения задачи 1 степенная геометрия дает теорию и алгоритмы,
основанные на выделении укороченных уравнений.
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1.2. Выделение укороченных уравнений. Пусть в дифференциальную
сумму f(X) переменная x входит только в вещественных степенях. Тогда
каждому дифференциальному моному a(X) ставится в соответствие его (век-
торный) показатель степени Q(a) = (q1, q2) ∈ R2 по следующим правилам.
Для монома вида (1.1) имеем Q(cXR) = R, т. е. Q(cxr1yr2) = (r1, r2); для про-
изводной (1.2) имеем Q(dly/dxl) = (−l, 1); при умножении дифференциаль-
ных мономов их показатели степени складываются, как векторы Q(a1a2) =
Q(a1) +Q(a2). Множество S(f) показателей степени Q(ai) всех дифференци-
альных мономов ai(X), входящих в дифференциальную сумму (1.3), называ-
ется носителем суммы f(X). Очевидно, S(f) ∈ R2. Через fQ(X) обозначим
сумму тех мономов ai(X) из (1.3), у которых Q(ai) = Q. Тогда дифферен-
циальную сумму (1.3) можно записать в виде f(X) =

∑
fQ(X) по Q ∈ S(f).

Замыкание выпуклой оболочки Γ(f) носителя S(f) называется многоуголь-
ником суммы f(X). Граница ∂Γ(f) многоугольника Γ(f) состоит из вершин
Γ

(0)
j и ребер Γ

(1)
j . Их называют (обобщенными) гранями Γ

(d)
j , где верхний ин-

декс указывает размерность грани, а нижний – ее номер. Каждой грани Γ
(d)
j

соответствует укороченная сумма

f̂
(d)
j (X) =

∑
ai(X) по Q(ai) ∈ S(f) ∩ Γ

(d)
j . (1.8)

Пусть плоскость R2
∗ сопряжена плоскости R2 так, что для P = (p1, p2) ∈

R2
∗ и Q = (q1, q2) ∈ R2 определено скалярное произведение 〈P,Q〉 def

= p1q1 +

p2q2. Каждой грани Γ
(d)
j в плоскости R2

∗ соответствует свой нормальный конус

U
(d)
j =

{
P : 〈P,Q〉 = 〈P,Q′〉, Q,Q′ ∈ S

(d)
j ,

〈P,Q〉 > 〈P,Q′′〉, Q′′ ∈ S(f) \ S(d)
j

}
.

Пусть вектор Nj – это внешняя нормаль к ребру Γ
(d)
j . Для ребра Γ

(1)
j нор-

мальный конус U(1)
j – это луч, который направлен от ребра Γ

(1)
j наружу мно-

гоугольника Γ(f) и натянут на вектор Nj. Для вершины Γ
(0)
j нормальный

конус U(0)
j – это открытый сектор (угол) на плоскости R2

∗ с вершиной в нуле
P = 0, ограниченный лучами, являющимися нормальными конусами ребер,
примыкающих к вершине Γ

(0)
j .

Итак, каждой грани Γ
(d)
j соответствуют: нормальный конус U

(d)
j в R2

∗ и
укороченное уравнение

f̂
(d)
j (X) = 0. (1.9)

Теорема 1.1. Если уравнение (1.4) имеет решение (1.6) и ω(1, ρ) ∈ U
(d)
j , то

укорочение (1.7) решения (1.6) является решением укороченного уравнения
(1.8), (1.9).
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Поэтому для нахождения всех укороченных решений (1.7) уравнения (1.4)

надо вычислить: носитель S(f), многоугольник Γ(f), все его грани Γ
(d)
j , нор-

мальные конусы ребер U
(1)
j и нормальные конусы вершин U

(0)
j . Затем для

каждого укороченного уравнения (1.8), (1.9) надо найти все его решения
(1.7), у которых один из векторов ±(1, ρ) лежит в нормальном конусе U(d)

j .
Если d = 0, то это означает, что один из векторов ±(1, ρ) лежит в U

(d)
j . Если

d = 1, то это свойство всегда выполнено.

1.3. Решение укороченного уравнения. Здесь рассмотрим по отдельно-
сти два случая: вершины Γ

(0)
j и ребра Γ

(1)
j . Вершине Γ

(0)
j = {Q} соответствует

укороченное уравнение (1.9) с точечным носителем Q и с d = 0. Положим
g(X)

def
= X−Qf̂

(0)
j (X), тогда решение (1.7) уравнения (1.9) удовлетворяет урав-

нению g(X) = 0. Подставляя y = cxr в g(X), получаем, что g(x, cxr) не за-
висит от x и c и является многочленом от r, т. е. g(x, cxr) ≡ χ(r), где χ(r) –
характеристический многочлен дифференциальной суммы f̂

(0)
j (X). Следо-

вательно, для решения (1.7) уравнения (1.9) показатель r является корнем
характеристического уравнения

χ(r)
def
= g(x, xr) = 0, (1.10)

а коэффициент cr – произвольный. Из корней ri уравнения (1.10) надо отобрать
только те, для которых один из векторов ω(1, ρ), где ω = ±1, лежит в нор-
мальном конусе U

(0)
j вершины Γ

(0)
j . При этом значение ω определяется од-

нозначно. Соответствующие выражения (1.7) с произвольной константой cr
являются кандидатами на роль укороченных решений уравнения (1.4).

Укороченное уравнение (1.9) называется алгебраическим, если оно не со-
держит производных.

Замечание 1.1. Если укороченное уравнение (1.9) c d = 0 является ал-
гебраическим, то оно не имеет решений вида (1.7). Поэтому укорочения,
состоящие из одного алгебраического монома, можно не рассматривать.

Ребру Γ
(1)
j соответствует укороченное уравнение (1.9) с d = 1, нормальный

конусU(1)
j которого является лучом {λNj, λ > 0}. Включением ω(1, ρ) ∈ U

(1)
j

однозначно определяются показатель степени ρ укороченного решения (1.7)
и значение ω = ±1 в (1.5). Возможны 2 вида решений.

Вид 1. σ = 0. Для определения коэффициента cr надо выражение (1.7)
подставить в укороченное уравнение (1.9). После сокращения на некоторую
степень x получаем алгебраическое определяющее уравнение для коэффици-
ента cr

f̃(cr)
def
= x−sf̂

(1)
j (x, crx

r) = 0. (1.11)
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Каждому его корню cr = c
(i)
r 6= 0 соответствует свое выражение (1.7), которое

является кандидатом на роль укороченного решения уравнения (1.4). При
этом, согласно (1.5), если в нормальном конусе U

(1)
j координата p1 < 0, то

x→ 0, а, если p1 > 0, то x→∞.

Вид 2. Для каждой точки Q = (q1, q2) носителя укороченного уравне-
ния (1.9) вычисляется характеристическое уравнение χQ(ρ + i σ) = 0, Q ∈
S(f)

⋂
Γ

(1)
j , где ρ фиксировано наклоном ребра Γ

(1)
j . Если все эти уравнения

имеют общее решение σ, то получаем семейство укороченных решений (1.7),
где r = ρ+ i σ, а комплексная постоянная cr произвольна.

Итак, каждое укороченное уравнение (1.9) имеет несколько подходящих
решений (1.7) с ω(1, ρ) ⊂ U

(d)
j . Объединим их в непрерывные по ω, r, cr и

параметрам уравнения (1.4) семейства.
Если нас интересуют не все решения (1.6) уравнения (1.4), а только те,

у которых ω(1, ρ) лежит в некотором заданном конусе K, то K называется
конусом задачи. Например, для укороченного уравнения (1.9) нормальный
конус U(d)

j является конусом задачи, если нет других ограничений.

1.4. Критические числа укороченного решения. Если найдено укоро-
ченное решение (1.7), то замена

y = crx
r + z (1.12)

приводит уравнение (1.4) к виду

f̃(x, z)
def
= f(x, crx

r + z) = 0, (1.13)

где f̃(x, z) – дифференциальная сумма, все точкиQ = (q1, q2) ее комплексного
носителя S(f̃) имеют q1 ∈ C и q2 ∈ Z, q2 ≥ 0. Вещественным носителем S̃(f̃)
будем называть множество точек Q̃ = (Req1, q2) ∈ R2. К уравнению (1.13)
можно применить описанные выше вычисления (т. е. вещественного носителя,
многоугольника, укорочений и т.д.) и получить для решения (1.6) следующий
член разложения ck0xk0, у которого Re k0 > Re r, если x→ 0, и Re k0 < Re r,
если x → ∞. Следовательно, получилась задача 1 для уравнения (1.13), но
теперь с конусом задачи

K = {k = p2/p1 : Re kω < Re rω, p1ω > 0} . (1.14)

Однако во многих случаях дифференциальная сумма f̃(x, z) имеет специ-
альный вид, что позволяет существенно сократить вычисления разложений
решения (1.6). Предположим, что уравнение (1.13) имеет вид

f̃(x, z)
def
= L(x)z + h(x, z) = 0, (1.15)
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где L(x) – линейный дифференциальный оператор и носитель S(Lz) состоит
из одной точки (v, 1), ее вещественная часть точка (Re v, 1) является вер-
шиной Γ̃

(0)
1 многоугольника Γ(f̃), у всех точек Q = (q1, q2) носителя S(h)

координата q2 ≥ 0 и нет точки Q с Q̃ = (Re v, 1), нормальный конус верши-
ны Γ̃

(0)
1 содержит вектор P = (p1, p2) с p1ω > 0.

По аналогии с известной в функциональном анализе производной Фреше
мы введем формальную производную Фреше (или первую вариацию) δf(x, y)/
δy дифференциальной суммы f(x, y), которая обладает следующими свой-
ствами и определяется ими:

δ(cxq1yq2)/δy = cq2x
q1yq2−1, δ(dly/dxl)/δy = dl/dxl,

δ(f + g)/δy = δf/δy + δg/δy, δ(fg)/δy = (δf/δy)g + f(δg/δy).

Согласно второму свойству первая вариация – это линейный дифференци-
альный оператор, т. е. имеет вид

l∑
k=0

gk(x, y)
dk

dxk
, (1.16)

где gk(x, y) суть дифференциальные суммы.

Теорема 1.2. Пусть (1.7) – решение укороченного уравнения (1.9) с ω(1, ρ) ∈
U

(d)
j . Тогда в уравнении (1.15) оператор

L(x) =
δf̂

(d)
j (x, y)

δy
на y = crx

r, (1.17)

т. е. равен первой вариации, вычисленной на решении (1.7). При этом S(Lz) =

(v, 1), где v = 〈 Q1, (1, r) 〉 − r с Q1 ∈ Γ
(d)
j .

Следовательно, после подстановки (1.13) уравнение (1.4) принимает вид
(1.15), если L(x) 6≡ 0.

Пусть ν(k) – характеристический многочлен дифференциальной суммы
L(x)z, т. е.

ν(k) = x−v−kL(x)xk. (1.18)

Если ν(k) 6≡ 0, то корни k1, ..., ks многочлена ν(k) называются собственными
значениями укороченного решения (1.7). Те из вещественных собственных
чисел ki, которые лежат в конусе задачи, т. е. удовлетворяют неравенствам
(1.14), называются критическими числами. Они играют важную роль при
нахождении разложения решения (1.6).
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Замечание 1.2. Степенное решение (1.7) алгебраического укороченного урав-
нения (1.9) с d = 1 может быть только вида 1, и оно не имеет собственных

значений и критических чисел, ибо для него ν(k) ≡ ν0 = const =
∂f̂

(1)
j

∂y
(1, cr).

Если cr – простой корень уравнения (1.11), то ν0 6= 0. Если cr – кратный
корень уравнения (1.11), то ν0 = 0.

Если L(x) 6≡ 0, то ν(k) 6≡ 0. Если же L(x) ≡ 0, то для уравнения (1.13) с
учетом конуса задачи (1.14) надо вычислять его решения, как описано в пп.
1.2, 1.3.

§2. Cтепенные и степенно-логарифмические
разложения [2, 3]

2.1. Постановка задачи. Если для уравнения (1.15) с ν(k) 6≡ 0 искать
решения в виде степенного ряда

z =
∑

ckx
k, ωRe k < ωRe r, (2.1)

где ck = const ∈ C, то такое степенное разложение решений существует
только при определенных условиях. При этом основное условие – это от-
сутствие критических значений. Если же не накладывать этих условий, то
получаются разложения вида (2.1), где ck суть многочлены от lnx.

Рассмотрим уравнение (1.15), т. е.

f̃(x, z)
def
= L(x)z + h(x, z) = 0, (2.2)

где f̃(x, z) – дифференциальная сумма, в которую z входит в целых неотрица-
тельных степенях, а x – в комплексных, L(x) – линейный дифференциальный
оператор.

Задача 2. Для уравнения (2.2) найти все разложения его решений вида

z =
∑

βk(lnx)xk, (2.3)

где βk суть многочлены от lnx с комплексными коэффициентами и пока-
затели k или Re k лежат в конусе задачи (1.14), если он есть.

Разложения (2.3) называются степенно-логарифмическими.

2.2. Носитель разложения решения. Для определенности на слагаемые
в уравнении (2.2) наложим следующие условия.

Условие 2.1. Точка (Re v, 1) является вершиной многоугольника Γ(f̃). В
сумме f̃(x, z) ей соответствует слагаемое L(x)z и только оно.
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Если уравнение (2.2) получено из (1.4) и L 6≡ 0, то это условие выполняется
автоматически. Если это условие выполнено, то дифференциальная сумма
L(x)z имеет характеристический многочлен (1.18) и ν(k) 6≡ 0.

Параллельно сдвинем носитель S(f̃) на вектор (−v,−1). Тогда вершина
(v, 1), соответствующая члену L(x)z, перейдет в начало координат. Пусть
задано такое вещественное число r, что для всякой точки Q′ ∈ S′

def
= S(f̃) −

(v, 1) скалярное произведение Re 〈ωR,Q′〉 6 0, где R = (1, r).
Пусть S′+ – множество конечных сумм векторов Q′ ∈ S′. Обозначим K =

S′+
⋂
{q2 = −1} ⊂ C. Пусть комплексные числа k1, . . . , ks удовлетворяют

неравенству Re kω < Re rω из (1.14). Пусть S′+(k1, . . . , ks) – множество ко-
нечных сумм векторов Q′ ∈ S′ и векторов (k1,−1), . . . , (ks,−1). Обозначим

K(k1, . . . , ks) = S′+(k1, . . . , ks)
⋂
{q2 = −1} ⊂ C. (2.4)

Предложение 2.1. Множество K(k1, . . . , ks) не имеет точек накопления
в C, если S̃(f̃) не имеет точек накопления в R2.

Предложение 2.2. Пусть Γ
(0)
j – такая вершина многоугольника Γ(f) урав-

нения (1.4), что соответствующее укороченное уравнение (1.9) имеет ре-
шение (1.7) с ω(1, ρ) ∈ Ū

(0)
j и все точки сдвинутого носителя S(f) − Γ

(0)
j

представляются в виде
m∑
i=1

liMi, где целые li ≥ 0, а Mi ∈ R2 – некоторые

векторы. Тогда для множества K уравнения (2.2) справедливо включение

K ⊂
{
k = r +

m∑
i=1

liri, целые li ≥ 0,
m∑
i=1

li > 0

}
, где ri = −ω〈(1, r),Mi〉, i =

1, . . . , m.

Здесь Ū
(0)
j означает замыкание конуса U

(0)
j и Re ri > 0.

Предложение 2.3. Если множество K =

{
k = r +

m∑
i=1

liri, целые li ≥ 0,

m∑
i=1

li > 0

}
, то множество (2.4) имеет вид

K(k1, . . . , ks) =

{
k = r +

m∑
i=1

liri +
s∑
j=1

m(kj − r), целые li,mj ≥ 0,

m∑
i=1

li +
s∑
j=1

mj > 0

}
.

(2.5)
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2.3. Вычисление разложений

Теорема 2.1. Если уравнение (2.2) удовлетворяет условию 2.1, то оно име-
ет формальное решение

z = z∗(x)
def
=
∑

βk(lnx)xk, k ∈ K(k1, . . . , ks), (2.6)

где βk(lnx) суть многочлены от lnx и k1, . . . , ks – критические числа уко-
роченного решения (1.7).

Множество K(k1, . . . , ks) – это максимально возможный (теоретический)
носитель разложения (2.6). Фактический носитель в нем содержится.

Действительно, двигаясь по точкам k множества (2.4) в направлении воз-
растания −ω(k− r), для каждого коэффициента βk из (2.6) получаем линей-
ное уравнение

L(x)βkx
k + θkx

k+v = 0, (2.7)

где θk – многочлен от коэффициентов βj и их производных с −ωRe (j − r) <
−ωRe (k − r), т. е. −ωRe j < −ωRe k. Кроме того, коэффициент θk зависит
от коэффициентов суммы h в (2.2). На самом деле, θk – это коэффициент
при xk+v в сумме

h

x, ∑
−ωRe r<−ωRe j<−ωRe k

βjx
j

 . (2.8)

Пусть утверждение теоремы справедливо для всех βj с −ωRe j < −ωRe k.
Тогда θk является многочленом от ξ def

= lnx.

Лемма 2.1. Уравнение (2.7) эквивалентно линейному дифференциальному
уравнению

Nk(ξ)βk(ξ) + θk(ξ)
def
=
∑ 1

m!
ν(m)(k)β

(m)
k (ξ) + θk(ξ) = 0, (2.9)

где ν(m)(k) =
dmν(q)

dqm

∣∣∣∣
q=k

, β
(m)
k =

dmβk(ξ)

dξm
, m = 0, 1, 2, . . .

Пусть µ(k) – наименьшее значение m, для которого ν(m)(k) 6= 0, и λ(k) –
степень многочлена θk(ξ); при этом λ(k) = −1, если θk ≡ 0.

Лемма 2.2. Пусть θk(ξ) – многочлен степени λ(k), тогда уравнение (2.9)
имеет решение βk(ξ), являющееся многочленом степени µ(k) + λ(k) и со-
держащее µ(k) произвольных коэффициентов.
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Замечание 2.1. Зная оператор L(x) и носитель K(k1, . . . , ks) разложения
(2.6), можно вычислять его коэффициенты прямо по исходному уравнению
f(x, y) = 0, ибо коэффициент при xk в сумме (2.8) совпадает с коэффициен-

том при xk+v в сумме f

(
x, crx

r +
∑

−ωRe r<−ωRe j<−ωRe k

βjx
j

)
. Следовательно,

вычислив начальный отрезок разложения y = crx
r +
∑
βjx

j и подставив его
в f(x, y), получаем функцию θk в уравнении (2.9). В сложных случаях это
уравнение можно решать так, как описано в лемме 2.2.

Говорят, что для критического числа ki выполнено условие совместности,
если для k = ki в уравнении (2.7) θk ≡ 0.

Следствие 2.1. Пусть в уравнении (2.7) θk – многочлен от lnx степени
λ(k).

Если в уравнении (2.7) число k не является критическим и θk = const,
то уравнение (2.7) сводится к уравнению

ν(k)βk + θk = 0, (2.10)

которое имеет решение βk = −θk/ν(k). Аналогично, если θk многочлен от
lnx степени λ(k) и ν(k) 6= 0, тогда существует решение уравнения (2.7),
где βk многочлен от lnx степени λ(k).

Если в уравнении (2.7) число k – некратное критическое число и θk =
const, то βk ищем в виде βk = αk + γk lnx, и для него уравнение (2.7) при-
нимает вид

ν ′(k)γk + θk = 0. (2.11)

Оно имеет решение γk = −θk/ν ′(k). При этом αk – произвольное число.
Если θk = 0 (т. е. выполняется условие совместности), тогда γk = 0 и βk =
αk – произвольная постоянная. Следовательно, в этом случае логарифмов
не возникает.

Как правило, удается вычислить не все разложение (2.6), а только его на-
чальный отрезок. При этом желательно, чтобы этот отрезок содержал крити-
ческие значения k1, . . . , ks. Тогда он содержит все произвольные постоянные
разложения.

Замечание 2.2. В ситуации теоремы 2.1 разложение (2.6) может содер-
жать логарифм lnx только в двух случаях: а) если в множестве K(k1, . . . ,
ki−1, ki, . . . , ks) лежит критическое число ki, для которого не выполнено усло-
вие совместности; б) если среди чисел k1, . . . , ks имеется кратное критическое
число.
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§3. Сходимость степенных разложений

Если для уравнения (2.2) разложение (2.3) сходится для достаточно малых
|x|−ω, то этому разложению соответствует решение уравнения (2.2). Макси-
мальный порядок производной в дифференциальной сумме f̃(x, z) назовем
ее порядком дифференцирования и обозначим π∗(f̃).

Теорема 3.1. Для дифференциальной суммы f̃ уравнения (2.2) степенное
разложение его решения (2.3) сходится для достаточно малых |x|−ω 6= 0 и
|arg x| 6 π, если π∗(Lz) = π∗(f̃) = n.

Очевидно, что π∗(f̃) = π∗(f), но, вообще говоря, π∗(Lz) 6 π∗(f̂), хотя
строгое неравенство здесь имеется только в вырожденных случаях.

Эта теорема была сформулирована в [2] без доказательства. В [3] при-
ведено ее доказательство в случае рациональных показателей степени фор-
мального решения, а в [4] – в случае одной нерациональной образующей в
множестве этих показателей. Предлагаемое ниже доказательство обобщает
доказательство в [4].

Доказательство наметим для случая x → 0, т. е. ω = −1. Сделаем
степенное преобразование

z = xru. (3.1)

Тогда критические числа ki переходят в числа æi = ki − r, i = 1, . . . , s, и
решение (2.1) переходит в решение

u =
∑

ckx
k−r, Re k > Re r, (3.2)

с носителем

K∗(æ1, . . . ,æs) =

{
k =

m∑
i=1

liri +
s∑
j=1

mjæj; li,mj > 0,
m∑
i=0

li +
s∑
j=0

mj > 0

}
.

(3.3)
Пусть q∗∗2 = max q2 по Q = (q1, q2) ∈ S(f) и S(q∗∗2 ) = {0, 1, . . . , q∗∗2 } –

множество целых неотрицательных чисел q 6 q∗2. При преобразовании (3.1)
уравнение (2.2) перейдет в уравнение

f ∗(x, u)
def
= f̃(x, xru)

def
= L∗(x)u+ h∗(x, u) = 0. (3.4)

При этом носитель S(f ∗) = {Q∗ = (q∗1, q
∗
2)} получается из носителя S(f̃) =

{Q = (q1, q2)} линейным преобразованием q∗1 = q1 + rq2, q
∗
2 = q2. В частности,

точка (v, 1) переходит в точку (v + r, 1). Обозначим K∗ =

{
v + r +

m∑
i=1

liri,

целые li > 0,
m∑
i=0

li > 0

}
.
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Лемма 3.1. S(f ∗) ⊂ K∗ × S(q∗∗2 ), где × означает прямое произведение.

Разделим уравнение (3.4) на xv+r, получим уравнение

L∗∗(x)u+ h∗∗(x, u) = 0. (3.5)

Носитель S(L∗∗u) = (0, 1), а носитель S(h∗∗) лежит в прямом произведении

K∗∗ × S(q∗∗2 ), (3.6)

где

K∗∗ =

{
k =

m∑
i=1

liri, целые li > 0,
m∑
i=0

li > 0

}
(3.7)

и S(h∗∗) = {Q = (q1, q2)} устроено следующим образом:

а) q2 ∈ Z, q2 > 0;

б) если q2 = 0 или q2 = 1, то Re q1 > 0;

в) если q2 > 1, то Re q1 > 0.

Лемма 3.2. Если носитель ряда u(x) лежит в множестве (3.3), то это
верно и для ряда xlu(l)(x), l ∈ N.

Множество таких рядов замкнуто также относительно сложения и умно-
жения. Пусть N > max {π∗(f) = n, |æ1|, . . . , |æs|} .

Сделаем замену

u =
∑

ckx
k−v + w, 0 < Re (k − v) < N. (3.8)

Лемма 3.3. При замене (3.8) уравнение (3.5) перейдет в уравнение

L∗∗(x)w + g(x,w) = 0, (3.9)

где S(g) лежит в прямом произведении

K∗(æ1, . . . ,æs)× S(q∗∗2 ) (3.10)

(см. (3.3)) и обладает свойствами а), б), в).

Рассмотрим два ряда:

w =
∑

ckx
k, ck ∈ C,Re k > N, k ∈ C, (3.11)

и
W =

∑
Ckx

k, 0 6 Ck ∈ R (3.12)
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с одинаковыми комплексными носителями. Будем говорить, что ряд (3.12)
мажорирует ряд (3.11), если |ck| 6 Ck для всех k.

Если ряд (3.12) равномерно сходится при |x| < ε и |arg x| 6 π, то, вообще
говоря, ряд (3.11) не обязан равномерно сходиться там же.

Продифференцировав ряд (3.12) n раз, получим ряд

W (n) =
∑

Ck(k − n+ 1) · . . . · (k − 1)k xk−n. (3.13)

Этому ряду поставим в соответствие ассоциированный ряд

Wa =
∑

Ck|(k − n+ 1) · . . . · (k − 1)k|xk−n. (3.14)

Если ряд W мажорирует ряд w, то ряд Wa мажорирует n раз продиффе-
ренцированный ряд (3.11).

Для уравнения (3.9) построим такое уравнение

∆xnWa −G1(x, x
nWa) = 0, 0 < ∆ = const ∈ R, (3.15)

где левая часть – это дифференциальная сумма без производных, содержа-
щая x в комплексных степенях, а Wa – в целых, которое имеет формальное
решение (3.13), мажорирующее формальную n-ую производную формального
решения (3.11) уравнения (3.9).

Для этого запишем уравнение (3.9) в виде

L∗∗(x)w = −g(x,w). (3.16)

Напомним, что L∗∗(x)xk = xkν(k).

Лемма 3.4. Существует такое ∆ = const ∈ R, ∆ > 0, что при k > N ,
|ν(k)| > ∆ > 0. Это ∆ и поместим в уравнение (3.15).

Функцию G1(x, x
nWa) построим по функции −g1. Для этого сначала в

дифференциальной сумме −g1 заменим все коэффициенты на их модули, а
затем заменим функцию w и все ее производные w(l) на выражения xn−lWa:

w(l) −→ xn−lWa, n > l > 0. (3.17)

Заметим, что если w = xρ, ρ ∈ C, где Re ρ > n, |x| > 0, то w(l) = ρ(ρ −
1) . . . (ρ−l+1) xρ−l, а xn−lw(n) = ρ(ρ−1) . . . (ρ−n+1) xρ−l, и во втором случае
модуль коэффициента не меньше, чем модуль коэффициента в первом случае,
а показатели степени совпадают.

Носители рядов (3.13) и (3.14) совпадают. Векторный показатель степени
Q(W (n)) = (−n, 1). Положим Q(Wa) = (−n, 1). Тогда комплексные носители
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сумм −g1(x, w, w
′, . . . , w(n)) и G1(x, x

nWa) совпадают и лежат в множестве
(3.10).

Подставим ряд (3.11) в уравнение (3.9). Затем упорядочим члены в поряд-
ке неубывания вещественных частей показателей степени переменной x и, в
случае когда вещественные части равны, в порядке возрастания мнимых ча-
стей. Поскольку ряд (3.11) удовлетворяет уравнению (3.9), то, приравнивая
коэффициенты при одинаковых степенях x, получаем систему уравнений

ν(k)ck − bk = 0, (3.18)

где Re k > N, коэффициенты bk зависят от коэффициентов уравнения (3.9)
и от коэффициентов cl разложения (3.11) с N < Re l < Re k.

Далее подставим ряд (3.14) в уравнение (3.15). Для коэффициентов Ck
этого ряда получаются равенства, аналогичные равенствам (3.19), т. е.

∆ |k(k − 1) . . . (k − n+ 1)|Ck −Bk = 0, (3.19)

где коэффициентыBk зависят от коэффициентов уравнения (3.15) и от преды-
дущих коэффициентов Cl.

Лемма 3.5. Если все Cl > |cl| для N < Re l < Re k, то Bk > |bk|.

Из лемм 3.4 и 3.5 следует, что Ck =
Bk

∆ | (k(k − 1) . . . (k − n+ 1)) |
> |ck| =

|bk|
|ν(k)|

. Таким образом, решение (3.14) уравнения (3.15) мажорирует n раз

продифференцированный ряд (3.11).
Теперь покажем, что ряд (3.14) сходится. Для этого в уравнении (3.15)

положим
xnWa

def
= Z (3.20)

и запишем его в виде
∆ Z −G1(x, Z) = 0. (3.21)

При этом носители уравнений (3.9), (3.15) и (3.21) совпадают.
Уравнение (3.21) содержит x в комплексных степенях с неотрицательными

вещественными частями, а Z – в целых неотрицательных. Мы хотим перейти
от уравнения с двумя переменными и комплексными показателями степени,
к уравнению с m + s + 1 переменными, но целыми неотрицательными пока-
зателями степени. Для этого сделаем в уравнении (3.21) преобразование

ξi = xri, ηj = xæj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , s. (3.22)
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Уравнение (3.15) записывается в виде

F ∗
def
= ∆Z −G2(ξ1, . . . , ξm, η1, . . . , ηs, Z) = 0, (3.23)

куда все переменные входят в целых неотрицательных степенях, т.е. F ∗ –
многочлен от ξi, ηj и Z. При

ξ1 = · · · = ξm = η1 = · · · = ηs = 0 = Z (3.24)

производная
∂F ∗

∂Z
= ∆ 6= 0.

По аналитической версии теоремы Коши о неявной функции существует
аналитическое вблизи нуля (3.24) решение Z(ξ1, . . . , ξm, η1, . . . , ηs), Z(0, 0) =
0 уравнения (3.23), т.е. при |ξ1|, . . . , |ξm|, |η1|, . . . , |ηs| < ε.

Согласно (3.22) и тому, что Re ri, Re æj > 0, эти неравенства выполнены
при достаточно малом

|x| < ε1 и |arg x| 6 π. (3.25)

Следовательно, при этих x ряд u(n)(x) равномерно сходится. Поэтому при
условиях (3.25) равномерно сходится и ряд u(x). Доказательство окончено.
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