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Аннотация

Данная работа посвящена построению квазигидродинамической (КГиД)
системы уравнений для описания течений вязкой сжимаемой теплопровод-
ной жидкости с учетом второй вязкости. Способ получения системы основан
на процедуре Колмана-Нолла и обобщает феноменологический вывод КГиД
системы, описанный в литературе.
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Abstract

In this paper we construct quasihydrodynamic (QHD) equations for compressible
viscous nonisothermal flow with bulk viscosity. The derivation generalizes phenome-
nological derivation of QHD system published before and is based on Coleman–
Noll procedure.
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1 Введение

Квазигазодинамическая (КГД) и квазигидродинамическая (КГиД) систе-
мы уравнений являются модификациями системы уравнений Навье-Стокса,
в которые включены малые физически обоснованные слагаемые диссипатив-
ного характера [1, 2, 3]. С точки зрения построения разностных аппроксима-
ций эти слагаемые играют роль регуляризаторов и позволяют использовать
для построения соответствующих разностных схем простые центральные раз-
ностные аппроксимации. Малость этих слагаемых гарантирует, что модифи-
цированные модели можно использовать для анализа течений, описываемых
классическими моделями гидродинамики.

КГД система была впервые построена в 1980-х годах как первое диффе-
ренциальное приближение кинетически-согласованных разностных схем для
решения уравнений газовой динамики, см. [1]. Результаты дальнейшего раз-
вития этого подхода представлены в монографиях [2, 3]. Позднее был пред-
ложен альтернативный способ построения КГД уравнений, основанный на
усреднении классических уравнений гидродинамики по малому временному
интервалу. КГиД система была предложена и детально исследована в работах
Ю.В. Шеретова в 1997 году, см. [3] и ссылки там. От КГД системы ее отли-
чают допущения, в рамках которых она была получена. В частности, КГиД
уравнения справедливы лишь в том случае, когда в течении не реализуют-
ся резкие изменения гидродинамических полей, характерные для течений с
ударными волнами. КГиД система также может быть получена усреднением
классических уравнений гидродинамики по малому временному интервалу,
см. [4].

Оба подхода активно развиваются в последние годы. В частности, предло-
жены варианты КГД системы для задач теории мелкой воды [5, 6], магнитной
гидродинамики [7, 8]. Перспективные результаты получены при использова-
нии КГД подхода для расчета турбулентных течений [9]. Активно ведется и
теоретическое исследование свойств КГД и КГиД систем: см., например, [10,
11, 12, 13]. В частности, для КГиД системы установлены условия парабо-
личности и равномерной параболичности по Петровскому, доказана локаль-
ная по времени теорема о существовании и единственности решения задачи
Коши [10], найдены общие точные решения систем Эйлера, Навье-Стокса и
КГиД для плоских установившихся течений (см. [14] и ссылки там), исследо-
ваны свойства решений КГиД системы в баротропном приближении [15].

Целью настоящей работы является построение математической модели на
основе квазигидродинамического подхода для математического моделирова-
ния течений, в которых важен учет второй вязкости.

3



2 Векторы, тензоры и формулы Грина

В дальнейшем нам понадобится некоторая информация из тензорного
анализа. Детальное рассмотрение этих вопросов в виде, близком к исполь-
зуемому в настоящей работе, изложено в [16].

Векторы и тензоры будем обозначать строчными и прописными симво-
лами в жирном начертании (𝑎 и 𝐵) соответственно. Их компоненты в де-
картовой ортогональной системе координат 𝑂𝑥1𝑥2𝑥3 с базисными векторами
{𝑒𝑖}3𝑖=1 обозначаются как 𝑎𝑖 и 𝐵𝑖𝑗 соотвественно. Далее будем писать

[𝑎]𝑖 = 𝑎𝑖, [𝐵]𝑖𝑗 = 𝐵𝑖𝑗.

Для единичного тензора используется обозначение 𝐼, [𝐼]𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗, 𝛿𝑖𝑗 — символ
Кронекера.

Свертка тензора и вектора обозначается как 𝐴 · 𝑏, причем всегда произ-
водится по внутреннему индексу:

[𝐴 · 𝑏]𝑖 = 𝐴𝑖𝑗𝑏𝑗, [𝑎 ·𝐵]𝑖 = 𝑎𝑗𝐵𝑗𝑖.

При записи операций с тензорами и векторами в координатном виде исполь-
зуется соглашение о суммировании по повторяющимся индексам.

Свертка двух тензоров обозначается как 𝐴 : 𝐵,

𝐴 : 𝐵 = 𝐴𝑖𝑗𝐵𝑖𝑗.

Тензорное произведение двух векторов определяется как

[𝑎⊗ 𝑏]𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑏𝑗.

Компоненты векторного произведения двух векторов имеют вид:

[𝑎× 𝑏]𝑖 = 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑎𝑗𝑏𝑘,

где 𝜖𝑖𝑗𝑘 — компоненты тензора Леви-Чивиты,

𝜖𝑖𝑗𝑘 =

⎧⎪⎨⎪⎩
+1, если 𝑖𝑗𝑘 — четная перестановка индексов 123,

−1, если 𝑖𝑗𝑘 — нечетная перестановка индексов 123,

0, если среди 𝑖𝑗𝑘 повторяющиеся индексы.

Компоненты транспонированного тензора имеют вид:

[𝐴𝑇 ]𝑖𝑗 = 𝐴𝑗𝑖.
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Справедлива следующая формула Грина в области 𝑉 ⊂ R3 с достаточно
гладкой границей 𝜕𝑉 : ∫︁

𝑉

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕𝑉

𝑓𝑛𝑖 𝑑𝜎,

где 𝑓 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≡ 𝑓(𝑥𝑖) — заданная функция, 𝑛𝑖 — компоненты вектора
единичной внешней нормали к границе 𝜕𝑉 области 𝑉 . Здесь и далее будем
считать, что аргументы операторов дифференцирования имеют нужное чис-
ло производных.

Функция 𝑓 может быть компонентом вектора или тензора. Если 𝑓 = 𝑎𝑖,
то, как следствие предыдущего выражения, имеем:∫︁

Ω

𝜕𝑎𝑖
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕𝑉

𝑎𝑖𝑛𝑖 𝑑𝜎,

или в безкоординатном виде:∫︁
Ω

∇ · 𝑎 𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕𝑉

𝑎 · 𝑛 𝑑𝜎,

где∇— оператор Гамильтона, который может быть рассмотрен как (символи-
ческий) вектор с компонентами 𝜕(·)/𝜕𝑥𝑖,∇·𝑎 = ∇𝑖𝑎𝑖 = 𝜕𝑎𝑖/𝜕𝑥𝑖,∇·𝑎 ≡ div𝑎,
[∇⊗ 𝑎]𝑖𝑗 = ∇𝑗𝑎𝑖 = 𝜕𝑎𝑖

𝜕𝑥𝑗
.

Для 𝑓 = 𝐴𝑖𝑗 и 𝑓 = 𝐴𝑗𝑖 имеем:∫︁
Ω

𝜕𝐴𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕𝑉

𝐴𝑖𝑗𝑛𝑖 𝑑𝜎,

∫︁
Ω

𝜕𝐴𝑗𝑖

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕𝑉

𝐴𝑗𝑖𝑛𝑖 𝑑𝜎.

Считая, что свертка тензоров производится по первому индексу и опера-
тор ∇ всегда действует слева, имеем в безкоординатном виде:∫︁

Ω

∇ ·𝐴 𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕𝑉

𝑛 ·𝐴 𝑑𝜎,

∫︁
Ω

∇ ·𝐴𝑇 𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕𝑉

𝐴 · 𝑛 𝑑𝜎.

Величину ∇ · 𝐴 (в координатном виде — дифференцирование по первому
индексу) определим как дивергенцию тензорного поля 𝐴,

∇ · (·) = div(·).

Тогда имеем:∫︁
Ω

div𝐴 𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕𝑉

𝑛 ·𝐴 𝑑𝜎,

∫︁
Ω

div𝐴𝑇 𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕𝑉

𝐴 · 𝑛 𝑑𝜎.
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3 Поток массы и массовая скорость

В соответствии с квазигидродинамическим подходом, будем полагать, что
плотность потока массы 𝑗𝑚 не равна среднему импульсу единицы объема 𝜌𝑢:

𝜌𝑢− 𝑗𝑚 =: 𝜌𝑤 ̸= 0.

Последнее выражение следует считать определением вектора 𝑤. Конкрет-
ный вид определяющего соотношения для𝑤 как функции физических полей,
описывающих течение (плотности, скорости, давления и др.), будет получен
ниже. Таким образом, для вектора плотности потока массы имеем:

𝑗𝑚 = 𝜌(𝑢−𝑤). (1)

Величину

𝑢𝑚 :=
𝑗𝑚
𝜌

= 𝑢−𝑤 (2)

будем называть «массовой скоростью».
В дальнейшем будем считать, что жидкая частица движется вдоль инте-

гральной линии дифференциального уравнения

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑗𝑚
𝜌
, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0.

Тогда формула дифференцирования по времени интеграла функции 𝜑 =
𝜑(𝑥, 𝑡) по жидкому объему примет вид:

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑉 (𝑡)

𝜑 𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉 (𝑡)

[︂
𝜕𝜑

𝜕𝑡
+ div

(︂
𝜑
𝑗𝑚
𝜌

)︂]︂
𝑑𝑉 (3)

для скалярных полей и

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑉 (𝑡)

𝜑 𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉 (𝑡)

[︂
𝜕𝜑

𝜕𝑡
+ div

(︂
𝑗𝑚
𝜌

⊗ 𝜑

)︂]︂
𝑑𝑉 (4)

для векторных.
В соответствии с вышесказанным, выражение для полной (субстанцио-

нальной, лагранжевой, материальной) временной производной имеет вид:

𝑑

𝑑𝑡
(·) =

𝜕

𝜕𝑡
(·) +

𝑗𝑚
𝜌

·∇(·) ≡ 𝜕

𝜕𝑡
(·) + (𝑢 −𝑤) ·∇(·) ≡ 𝜕

𝜕𝑡
(·) + 𝑢𝑚 ·∇(·). (5)
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4 Законы сохранения в интегральной форме

Будем считать, что для произвольного подвижного жидкого объема 𝑉 =
𝑉 (𝑡) выполняются классические законы сохранения массы, импульса и энер-
гии, которые имеют приведенный ниже вид.

Закон сохранения массы

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑉 (𝑡)

𝜌 𝑑𝑉 = 0. (6)

Закон сохранения импульса

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑉 (𝑡)

𝜌𝑢 𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕𝑉 (𝑡)

𝑝(𝑛) 𝑑𝜎 +

∫︁
𝑉 (𝑡)

𝜌𝑓 𝑑𝑉, (7)

где 𝑝(𝑛) — сила, действующая на границе 𝜕𝑉 (𝑡) объема 𝑉 (𝑡), 𝑓 — вектор
массовой плотности внешних сил, 𝑢 — скорость жидкости.

Закон сохранения энергии

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑉 (𝑡)

𝜌

(︂
𝜀 +

𝑢2

2

)︂
𝑑𝑉 = [Изменение энергии]

+

∫︁
𝑉 (𝑡)

𝑗𝑚 · 𝑓 𝑑𝑉 [Работа внешних сил]

+

∫︁
𝜕𝑉 (𝑡)

𝑎 · 𝑛 𝑑𝜎 [Работа напряжений]

−
∫︁

𝜕𝑉 (𝑡)

𝑞 · 𝑛 𝑑𝜎 [Тепловой поток]

+

∫︁
𝑉 (𝑡)

𝑟𝜌 𝑑𝑉 [Энергия от внешних источников]

(8)

Здесь 𝜀 — массовая плотность внутренней энергии жидкости, 𝑞 — вектор
плотности потока тепла, 𝑎 — вектор плотности потока энергии, связанный с
работой внутренних напряжений, 𝑟 — объемная плотность внешних источни-
ков энергии.
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Второй закон термодинамики

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑉 (𝑡)

𝜌𝑠 𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉 (𝑡)

𝑞

𝑇
· 𝑛 𝑑𝜎 −

∫︁
𝑉 (𝑡)

𝜌𝑟

𝑇
𝑑𝑉 > 0. (9)

Закон сохранения момента импульса

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑉 (𝑡)

𝑥× (𝜌𝑢) 𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉 (𝑡)

𝑥× (𝜌𝑓) 𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉 (𝑡)

𝑥× 𝑝(𝑛) 𝑑𝜎. (10)

5 Законы сохранения в дифференциальной

форме

В этом разделе приведены дифференциальные законы сохранения, соот-
ветствующие сформулированным ранее интегральным законам.

Сначала рассматриваются законы сохранения в консервативной форме,
которые представляют собой «основную» систему уравнений.

Далее рассматриваются законы сохранения в лагранжевой форме. Они
потребуются в дальнейшем при применении процедуры Колмана–Нолла.

5.1 Законы сохранения в консервативной форме

Используя формулы дифференцирования интеграла по подвижному объ-
ему (3), (4) и формулу Гаусса–Остроградского, можно получить приведенные
ранее законы сохранения в дифференциальной форме.

Закон сохранения массы

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div 𝑗𝑚 = 0.

Закон сохранения импульса

Считая, что величина силы, действующей на границе 𝜕𝑉 (𝑡) области 𝑉 (𝑡),
определяется с помощью тензора напряжений, имеем:

𝑝(𝑛) = 𝑛 · 𝑃 .

Отсюда:
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑡
+ div (𝑢𝑚 ⊗ 𝜌𝑢− 𝑃 ) = 𝜌𝑓 .
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Величина
𝐴 = 𝑢𝑚 ⊗ 𝜌𝑢− 𝑃 ,

являющаяся аргументом оператора дивергенции, является тензором плотно-
сти потока импульса. Как будет показано ниже, он является симметричным
тензором.

Закон сохранения энергии

Закон сохранения энергии имеет вид:

𝜕(𝜌𝐸)

𝜕𝑡
+ div (𝜌𝐸𝑢𝑚) = 𝑗𝑚 · 𝑓 + div𝑎− div 𝑞 + 𝜌𝑟, (11)

где

𝐸 = 𝜀 +
𝑢2

2
— массовая плотность полной энергии.
Недивергентные слагаемые в правой части уравнения соответствуют ра-

боте внешних сил, а также внешним источникам энергии.

Второй закон термодинамики

𝜕(𝜌𝑠)

𝜕𝑡
+ div

(︂
𝜌𝑠𝑢𝑚 +

1

𝑇
𝑞

)︂
− 𝜌𝑟

𝑇
> 0.

Закон сохранения момента импульса

Сначала преобразуем подынтегральное выражение в последнем слагаемом
в (10). Имеем в компонентах:

[𝑥× (𝑛 · 𝑃 )]𝑖 = 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑥𝑗(𝑛 · 𝑃 )𝑘 = 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑥𝑗(𝑛𝑝𝑃𝑝𝑘) = (𝜖𝑖𝑗𝑘𝑥𝑗𝑃𝑝𝑘)𝑛𝑝,

где 𝜖𝑖𝑗𝑘 — компоненты тензора Леви–Чивита. По повторяющимся индексам
производится суммирование.

Отсюда для последнего слагаемого в (10) имеем:∫︁
𝜕𝑉 (𝑡)

𝑥× (𝑛 · 𝑃 ) 𝑑𝜎 =

∫︁
𝜕𝑉 (𝑡)

(𝜖𝑖𝑗𝑘𝑥𝑗𝑃𝑝𝑘)𝑛𝑝 𝑑𝜎 =

∫︁
𝑉 (𝑡)

𝜕

𝜕𝑥𝑝
(𝜖𝑖𝑗𝑘𝑥𝑗𝑃𝑝𝑘) 𝑑𝑉.

Тогда закон сохранения момента импульса примет вид:

𝜕

𝜕𝑡
[𝑥× 𝜌𝑢]⏟  ⏞  
(A)

+ div [𝑗𝑚 ⊗ (𝑥× 𝑢)]⏟  ⏞  
(B)

= 𝑥× (𝜌𝑓) +

[︂
𝜕

𝜕𝑥𝑝
(𝜖𝑖𝑗𝑘𝑥𝑗𝑃𝑝𝑘)

]︂
𝑒𝑖⏟  ⏞  

(C)

. (12)
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Обычно закон сохранения момента импульса выполняется тождественно
при выполнении некоторых соотношений для компонент тензора напряже-
ний. В частности, в классических моделях гидродинамики следствием выпол-
нения закона сохранения момента импульса является симметричность тензо-
ра напряжений.

Получим аналогичные условия в рассматриваемом случае, когда поток
массы не равен среднему импульсу среды. Для этого преобразуем последнее
выражение с учетом тождеств:

𝜕𝑥

𝜕𝑡
= 0,

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥𝑗

= 𝛿𝑖𝑗.

Для члена (A) в (12) имеем:

𝜕

𝜕𝑡
[𝑥× (𝜌𝑢)] =

𝜕𝑥

𝜕𝑡
× (𝜌𝑢) + 𝑥× 𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢) = 𝑥× 𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢).

Для члена (B) в (12) имеем (в компонентах):{︀
div [𝑗𝑚 ⊗ (𝑥× 𝑢)]

}︀
𝑖

=
𝜕𝐴𝑘𝑖

𝜕𝑥𝑘
,

где
𝐴𝑘𝑖 = [𝑗𝑚 ⊗ (𝑥× 𝑢)]𝑘𝑖 = 𝑗𝑘(𝑥× 𝑢)𝑖 = 𝑗𝑘(𝜖𝑖𝑝𝑞𝑥𝑝𝑢𝑞).

Поэтому{︀
div [𝑗𝑚 ⊗ (𝑥× 𝑢)]

}︀
𝑖

=
𝜕𝐴𝑘𝑖

𝜕𝑥𝑘
=

𝜕𝑗𝑘
𝜕𝑥𝑘

· [𝜖𝑖𝑝𝑞𝑥𝑝𝑢𝑞] + 𝑗𝑘 ·
𝜕

𝜕𝑥𝑘
[𝜖𝑖𝑝𝑞𝑥𝑝𝑢𝑞]. (13)

Для первого слагаемого в (13) имеем:

𝜕𝑗𝑘
𝜕𝑥𝑘

· (𝜖𝑖𝑝𝑞𝑥𝑝𝑢𝑞) = 𝜖𝑖𝑝𝑞𝑥𝑝

(︂
𝜕𝑗𝑘
𝜕𝑥𝑘

𝑢𝑞

)︂
= 𝜖𝑖𝑝𝑞𝑥𝑝

[︂
𝜕

𝜕𝑥𝑘
(𝑗𝑘𝑢𝑞) − 𝑗𝑘

𝜕𝑢𝑞
𝜕𝑥𝑘

]︂
=

[𝑥× div(𝑗𝑚 ⊗ 𝑢)]𝑖 − 𝜖𝑖𝑝𝑞𝑥𝑝

(︂
𝑗𝑘
𝜕𝑢𝑞
𝜕𝑥𝑘

)︂
,

для второго:

𝑗𝑘 ·
𝜕

𝜕𝑥𝑘
[𝜖𝑖𝑝𝑞𝑥𝑝𝑢𝑞] = 𝑗𝑘𝜖𝑖𝑝𝑞

(︂
𝜕𝑥𝑝
𝜕𝑥𝑘

𝑢𝑞 + 𝑥𝑝
𝜕𝑢𝑞
𝜕𝑥𝑘

)︂
= 𝑗𝑘𝜖𝑖𝑝𝑞

(︂
𝛿𝑝𝑘𝑢𝑞 + 𝑥𝑝

𝜕𝑢𝑞
𝜕𝑥𝑘

)︂
=

= 𝑗𝑘𝜖𝑖𝑘𝑞𝑢𝑞 + 𝜖𝑖𝑝𝑞𝑥𝑝

(︂
𝜕𝑢𝑞
𝜕𝑥𝑘

𝑗𝑘

)︂
= 𝑗𝑚 × 𝑢 + 𝜖𝑖𝑝𝑞𝑥𝑝

(︂
𝜕𝑢𝑞
𝜕𝑥𝑘

𝑗𝑘

)︂
.

Подставляя полученные выражения в (13), получим:

div[𝑗𝑚 ⊗ (𝑥× 𝑢)] = 𝑥× div(𝑗𝑚 ⊗ 𝑢) + 𝑗𝑚 × 𝑢.

10



Наконец, для члена (C) в (12) имеем:

𝜕

𝜕𝑥𝑝
(𝜖𝑖𝑗𝑘𝑥𝑗𝑃𝑝𝑘) = 𝜖𝑖𝑗𝑘

𝜕𝑥𝑗
𝜕𝑥𝑝

𝑃𝑝𝑘 + 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑥𝑗
𝜕𝑃𝑝𝑘

𝜕𝑥𝑝
=

= 𝜖𝑖𝑗𝑘𝛿𝑗𝑝𝑃𝑝𝑘 + 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑥𝑗
𝜕𝑃𝑝𝑘

𝜕𝑥𝑝
= 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑃𝑗𝑘 + 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑥𝑗

𝜕𝑃𝑝𝑘

𝜕𝑥𝑝
=

= 𝑝× + 𝑥× div𝑃 ,

где вектор 𝑝× определен как:

(𝑝×)𝑖 = 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑃𝑗𝑘.

Этот вектор — удвоенная кососимметричная часть тензора 𝑃 в векторном

представлении,

𝑝× =

⎡⎣𝑃23 − 𝑃32

𝑃31 − 𝑃13

𝑃12 − 𝑃21

⎤⎦ .

Подставляя полученные соотношения в уравнение (12), получим:

𝑥×
[︂
𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢) + div(𝑗𝑚 ⊗ 𝑢) − div𝑃 − 𝜌𝑓

]︂
= 𝑝× − 𝑗𝑚 × 𝑢.

Левая часть этого уравнения тождественно равна нуюю в силу закона со-
хранения импульса. Отсюда имеем условие, которому должен удовлетворять
тензор напряжений 𝑃 :

𝑝× − 𝑗𝑚 × 𝑢 = 0.

Далее, с учетом выражения (1) для вектора плотности потока массы получим:

𝑗𝑚 × 𝑢 = 𝜌(𝑢−𝑤) × 𝑢 = 𝜌𝑢× 𝑢− 𝜌𝑤× 𝑢 = −𝜌𝑤× 𝑢 = +𝜌𝑢×𝑤,

откуда:
𝑝× − 𝜌𝑢×𝑤 = 0.

Последнее равенство в координатном виде имеет вид:

𝜖𝑘𝑖𝑗(𝑃𝑖𝑗 − 𝜌𝑢𝑖𝑤𝑗) = 0.

Это означает, что тензор в скобках после символа Леви–Чивиты является
симметричным:

𝑃 − 𝜌𝑢⊗𝑤 = 𝑃 𝑠,

или
𝑃 = 𝑃 𝑠 + 𝜌𝑢⊗𝑤,
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где 𝑃 𝑠 — некоторый симметричный тензор.
Отметим, что при выводе этого соотношения использовались лишь законы

сохранения импульса и момента импульса (вид которых постулировался). От-
носительно выражения для плотности потока массы и вектора 𝑤 не делалось
никаких предположений кроме того, что первый не совпадает с импульсом,
или, что эквивалентно, второй отличен от нуля.

С учетом полученного выражения для тензора напряжений, имеем для
тензора плотности потока импульса:

𝐴 = 𝑢𝑚 ⊗ 𝜌𝑢− 𝑃 = 𝑢𝑚 ⊗ 𝜌𝑢− 𝑃 𝑠 − 𝜌𝑢⊗𝑤 =

= −𝑃 𝑠 + 𝜌𝑢⊗ 𝑢− 𝜌𝑤⊗ 𝑢− 𝜌𝑢⊗𝑤 =

= −𝑃 𝑠 + 𝜌𝑢⊗ 𝑢− 𝜌 [𝑤⊗ 𝑢 + 𝑢⊗𝑤] .

Таким образом, тензор плотности потока импульса является симметричным.

5.2 Законы сохранения в лагранжевой форме

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= −𝜌 div𝑢𝑚, (14)

𝜌
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= div𝑃 + 𝜌𝑓 , (15)

𝜌
𝑑𝐸

𝑑𝑡
≡ 𝜌

(︂
𝑑𝜀

𝑑𝑡
+ 𝑢 · 𝑑𝑢

𝑑𝑡

)︂
= правая часть уравнения (11), (16)

𝜌
𝑑𝑠

𝑑𝑡
+ div

(︁𝑞
𝑇

)︁
− 𝜌𝑟

𝑇
> 0, (17)

𝑃 = 𝑃 𝑠 + 𝜌𝑢⊗𝑤, (18)

где 𝑃 𝑠 — некоторый симметричный тензор второго ранга.

6 Диссипативное неравенство

для свободной энергии

Получим уравнение баланса внутренней энергии. Для этого умножим урав-
нение (15) на 𝑢 и подставим результат в уравнение энергии (16). В результате
получим:

𝜌
𝑑𝜀

𝑑𝑡
+ 𝑢 · div𝑃 + 𝜌𝑤 · 𝑓 = div𝑎− div 𝑞 + 𝜌𝑟. (19)
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Получим теперь диссипативное неравенство для свободной энергии Гельм-
гольца. Выражение для свободной энергии единицы массы имеет вид:

Ψ(𝑥, 𝑡) = 𝜀(𝑥, 𝑡) − 𝑇𝑠(𝑥, 𝑡), (20)

где 𝑠 — энтропия. Вычисляя полную производную по времени обеих ча-
стей (20), получим:

𝑑𝜀

𝑑𝑡
− 𝑇

𝑑𝑠

𝑑𝑡
=

𝑑Ψ

𝑑𝑡
+ 𝑠

𝑑𝑇

𝑑𝑡
.

Отсюда, воспользовавшись вторым началом термодинамики (17) и балан-
совым уравнением для внутренней энергии (19), получим неравенство для
свободной энергии Гельмгольца:

𝜌
𝑑Ψ

𝑑𝑡
6 −𝜌𝑠

𝑑𝑇

𝑑𝑡
− 𝑢 · div𝑃 − 𝜌𝑤 · 𝑓 + div𝑎− 𝑞

𝑇
·∇𝑇. (21)

7 Процедура Колмана–Нолла

В настоящем разделе полученное выше неравенство для свободной энер-
гии будет использовано для определения вида определяющих соотношений,
замыкающих модель. Указанная процедура называется процедурой Колма-
на–Нолла [17]. Она основана на той идее, что, как только определен факт
наличия функциональных связей между параметрами, описывающими тече-
ние, неравенство для свободной энергии можно рассматривать не как ограни-
чение на термодинамический процесс, а как ограничение на реологические и
другие определяющие соотношения, определяющие, помимо основных урав-
нений законов сохранения, модель процесса.

Другими словами, неравенство для свободной энергии используется не
для того, чтобы «отобрать» допустимые с точки зрения термодинамики про-
цессы, а для того, чтобы «отобрать» такие определяющие соотношения, ко-
торые сделают допустимым любой процесс, описываемый с их помощью.

Для дальнейшего нам понадобится несколько технических утверждений.

Утверждение 1. Для произвольного векторного поля 𝑢 справедливо следу-

ющее представление тензора его градиента:

∇⊗ 𝑢 = 𝐿𝑑
𝑢 + 𝐿ℎ

𝑢 + 𝑆𝑢,

или

∇⊗ 𝑢 = 𝐷𝑢 + 𝐿ℎ
𝑢,
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где

𝐿𝑑
𝑢 =

1

2
[(∇⊗ 𝑢) + (∇⊗ 𝑢)𝑇 ] − 1

3
(div𝑢) 𝐼, 𝐿ℎ

𝑢 =
1

3
tr (∇⊗ 𝑢) ≡ 1

3
(div𝑢)𝐼

— девиатор и шаровая часть тензора градиента 𝑢,

𝑆𝑢 =
1

2
[∇⊗ 𝑢− (∇⊗ 𝑢)𝑇 ]

— его кососимметричная часть,

𝐷𝑢 = 𝐿𝑑
𝑢 + 𝑆𝑢

— его часть с нулевым следом.

Утверждение 2. Пусть 𝐴 — симметричный тензор второго ранга, 𝐵 —

произвольный тензор второго ранга. Тогда

𝐴 : 𝐵 = 𝐴𝑑 : 𝐵𝑑 + 𝐴ℎ : 𝐵ℎ,

где верхними индексами «𝑑» и «ℎ» обозначены девиатор и шаровая часть

соответствующего тензора.

В частности, при 𝐵 = ∇⊗ 𝑢 получаем:

𝐴 : (∇⊗ 𝑢) = 𝐴𝑑 : 𝐿𝑑
𝑢 +

1

3
(div𝑢) tr𝐴.

Доказательство. Доказательство сводится к непосредственной проверке тож-
дества с учетом того, что свертка (i) симметричного и кососимметричного
тензора и (ii) шарового тензора и тензора с нулевым следом равны нулю.

Перейдем теперь непосредственно к реализации процедуры Колмана–Нол-
ла. Для этого преобразуем неравенство (21) для свободной энергии.

Рассмотрим слагаемое 𝑢 ·div𝑃 в (21). В соответствии с законом сохране-
ния момента импульса (18) имеем:

𝑃 = 𝑃 𝑠 + 𝜌𝑢⊗𝑤, (22)

где 𝑃 𝑠 — симметричный тензор второго ранга, вид которого пока не известен.
Представим его в виде суммы девиатора и шаровой части:

𝑃 𝑠 = 𝑃 𝑑 + 𝑝𝐼, 𝑝 =
1

3
tr𝑃 𝑠. (23)

Следовательно,

𝑢 · div𝑃 = 𝑢 · div𝑃 𝑠 + 𝑢 · div (𝜌𝑢⊗𝑤) . (24)
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Рассмотрим оба слагаемых по отдельности.
Для первого слагаемого в (24) имеем:

𝑢 · div𝑃 𝑠 = 𝑢 · div𝑃 𝑑 + 𝑢 ·∇𝑝 =

= 𝑢 · div𝑃 𝑑 + 𝑢𝑚 ·∇𝑝 + 𝑤 ·∇𝑝 =

= 𝑢 · div𝑃 𝑑 + div(𝑝𝑢𝑚) − 𝑝 div𝑢𝑚 + 𝑤 ·∇𝑝 =

= 𝑢 · div𝑃 𝑑 + div(𝑝𝑢𝑚) +
𝑝

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
+ 𝑤 ·∇𝑝,

(25)

где

𝑢 · div𝑃 𝑑 = div
(︀
𝑃 𝑑 · 𝑢

)︀
− 𝑃 𝑑 : (∇⊗ 𝑢)𝑇 =

= div
(︀
𝑃 𝑑 · 𝑢

)︀
− 𝑃 𝑑 : (𝐿𝑑

𝑢 + 𝐿ℎ
𝑢 + 𝑆𝑢)𝑇 = div

(︀
𝑃 𝑑 · 𝑢

)︀
− 𝑃 𝑑 : 𝐿𝑑

𝑢.

Подставляя результат в (25), получим:

𝑢 · div𝑃 𝑠 = −𝑃 𝑑 : 𝐿𝑑
𝑢 + div

(︀
𝑃 𝑑 · 𝑢 + 𝑝𝑢𝑚

)︀
+ 𝑤 ·∇𝑝 +

𝑝

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡

и, как следствие, из (24):

𝑢 · div𝑃 = −𝑃 𝑑 : 𝐿𝑑
𝑢 + div

(︀
𝑃 𝑑 · 𝑢 + 𝑝𝑢𝑚

)︀
+

+ 𝑤 ·∇𝑝 +
𝑝

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
+ 𝑢 · div (𝜌𝑢⊗𝑤) . (26)

Подставим теперь выражение (26) в неравенство для свободной энергии (21),
после перегруппировки слагаемых получим:

𝜌
𝑑Ψ

𝑑𝑡
6

𝑑𝑇

𝑑𝑡
(−𝜌𝑠) +

𝑑𝜌

𝑑𝑡

(︂
−𝑝

𝜌

)︂
− 𝑞

𝑇
·∇𝑇 + ∆ (27)

где

∆ = div
(︀
𝑎− 𝑃 𝑑 · 𝑢− 𝑝𝑢𝑚

)︀
+ 𝑤 · (−𝜌𝑓 −∇𝑝) +

+ 𝑃 𝑑 : 𝐿𝑑
𝑢 − 𝑢 · div (𝜌𝑢⊗𝑤) . (28)

Для последнего слагаемого в (28) имеем:

𝑢 · div (𝜌𝑢⊗𝑤) = 𝑢𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝜌𝑢𝑖𝑤𝑗) =

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗𝑤𝑗) − 𝜌𝑢𝑖𝑤𝑗

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

=

= div [𝜌𝑢(𝑢 ·𝑤)] − 𝜌𝑤 · (𝑢 ·∇)𝑢.
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Подставляя результаты последних преобразований в (28), придем к выраже-
нию:

∆ = 𝑃 𝑑 : 𝐿𝑑
𝑢 + div

[︀
𝑎− 𝑃 𝑑 · 𝑢− 𝑝𝑢𝑚 − 𝜌𝑢(𝑢 ·𝑤)

]︀
+

+ 𝑤 · [−𝜌𝑓 −∇𝑝 + 𝜌(𝑢 ·∇)𝑢] (29)

Далее, в соответствии с принципом равноприсутствия [18, 19] будем счи-
тать, что массовая плотность свободной энергии Ψ = Ψ(𝒳 ) зависит от сле-
дующего вектора параметров:

𝒳 =

{︂
𝜌,

𝑑𝜌

𝑑𝑡
, 𝑇,∇𝑇,∇⊗ 𝑢

}︂
.

Тогда для полной производной по времени свободной энергии Ψ имеем:

𝑑Ψ

𝑑𝑡
=

∑︁
𝒳∈𝒳

𝜕Ψ

𝜕𝒳
𝑑𝒳
𝑑𝑡

. (30)

Подставив соотношения (29) и (30) в неравенство для свободной энер-
гии (27), получим:

0 6
𝑑𝑇

𝑑𝑡

(︂
−𝜌

𝜕Ψ

𝜕𝑇
− 𝜌𝑠

)︂
+

𝑑𝜌

𝑑𝑡

(︂
−𝜌

𝜕Ψ

𝜕𝜌
− 1

𝜌
𝑝

)︂
+

+ 𝑃 𝑑 : 𝐿𝑑
𝑢 −

𝑞

𝑇
·∇𝑇 + ∆2 + ∆3, (31)

где

∆2 = div
[︀
𝑎− 𝑃 𝑑 · 𝑢− 𝑝𝑢𝑚 − 𝜌𝑢(𝑢 ·𝑤)

]︀
+ 𝑤 · [−𝜌𝑓 −∇𝑝 + 𝜌(𝑢 ·∇)𝑢] ,

∆3 =
𝜕Ψ

𝜕(𝑑𝜌/𝑑𝑡)

𝑑2𝜌

𝑑𝑡2
+

𝜕Ψ

𝜕(∇⊗ 𝑢)
:
𝑑(∇⊗ 𝑢)

𝑑𝑡
.

Следующие условия достаточны для выполнения этого неравенства:

∙ свободная энергия зависит только от следующих переменных:

Ψ = Ψ(𝜌, 𝑇 ). (32)

При этом получаем ∆3 = 0;

∙ энтропия определяется как:

𝑠 = −𝜕Ψ

𝜕𝑇
; (33)
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∙ вектор плотности теплового потока определен как:

𝑞 = −𝐾 ·∇𝑇, (34)

где 𝐾 — симметричный неотрицательно определенный тензор второго
ранга;

∙ величина 𝑝 определяется как:

𝑝 = −𝜌2
𝜕Ψ

𝜕𝜌
− 𝜌𝐵𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
,

или с учетом закона сохранения массы (14)

𝑝 = −𝜌2
𝜕Ψ

𝜕𝜌
+ 𝜌2𝐵𝜌 div𝑢𝑚, (35)

где 𝐵𝜌 — некоторая неотрицательная скалярная величина;

∙ девиатор тензора 𝑃 𝑠 задается в соответствии с:

𝑃 𝑑 = 𝐺 : 𝐿𝑑
𝑢 −

1

3
tr
(︀
𝐺 : 𝐿𝑑

𝑢

)︀
𝐼 (36)

Тензор 𝐺 является неотрицательно определенным тензором четверто-
го ранга, задающим линейное отображение пространства симметричных
тензоров второго ранга в себя.

После подстановки описанных соотношений в неравенство для свободной
энергии (31) получим:

0 6 𝐿𝑑
𝑢 : 𝐺 : 𝐿𝑑

𝑢 + 𝐵𝜌

(︂
𝑑𝜌

𝑑𝑡

)︂2

+ ∇𝑇 ·𝐾 ·∇𝑇 + ∆2. (37)

В этом неравенстве все слагаемые, кроме ∆2, всегда являются неотрицатель-
ными.

Теперь, выбирая 𝑤 и 𝑎, обеспечим выполнение последнего неравенства.
Это можно сделать двумя способами, причем:

∙ оба замыкания приводят к одинаковому набору всех определяющих со-
отношений модели, за исключением выражений для векторов 𝑎 и 𝑤.

∙ в первом замыкании вектор 𝑤, обеспечивающий справедливость нера-
венства для свободной энергии и энтропийного неравенства, задается
неявно, то есть должен удовлетворять определенному дифференциаль-
ному уравнению. Во втором замыкании𝑤 явно выражается через осталь-
ные параметры задачи.

∙ оба замыкания совпадают, если объемная вязкость равна нулю.

Рассмотрим эти замыкания последовательно.
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7.1 Замыкание I

Определим 𝑎 и 𝑤 так, чтобы в неравенстве (37) слагаемое, содержащее 𝑎,
стало равным нулю, а слагаемое, содержащее (в виде множителя) 𝑤, всегда
было бы положительным. Тогда получим:

∙ определяющее соотношение для вектора 𝑤:

𝑤1 = 𝜏
1

𝜌
[−𝜌𝑓 −∇𝑝 + 𝜌(𝑢 ·∇)𝑢] . (38)

Здесь 𝜏 — некоторая положительная скалярная величина, имеющая раз-
мерность времени;

∙ определяющее соотношение для вектора 𝑎:

𝑎1 = 𝑃 𝑑 · 𝑢 + 𝑝𝑢𝑚 + 𝜌𝑢(𝑢 ·𝑤).

Тогда получим
∆2 =

𝜌

𝜏
𝑤2

1,

и неравенство (37) примет вид:

0 6 𝐿𝑑
𝑢 : 𝐺 : 𝐿𝑑

𝑢 + 𝐵𝜌

(︂
𝑑𝜌

𝑑𝑡

)︂2

+ ∇𝑇 ·𝐾 ·∇𝑇 +
𝜌

𝜏
𝑤2

1,

что всегда выполняется при указанных выше свойствах коэффициентов пе-
реноса.

Полученные определяющие соотношения также приводят к выполнению
энтропийного неравенства (17), а именно, по существу повторяя описанную
выше процедуру «в обратном порядке», можно показать, что:

𝒟 := 𝜌
𝑑𝑠

𝑑𝑡
+ div

𝑞

𝑇
− 𝜌𝑟

𝑇
=

1

𝑇
𝐿𝑑

𝑢 : 𝐺 : 𝐿𝑑
𝑢 +

+
1

𝑇
𝐵𝜌

(︂
𝑑𝜌

𝑑𝑡

)︂2

+
1

𝑇 2
∇𝑇 ·𝐾 ·∇𝑇 +

1

𝑇

𝜌

𝜏
𝑤2

1 > 0.

7.2 Замыкание II

С учетом (2), представим 𝑝 в виде двух слагаемых:

𝑝 = 𝑝−𝐵𝜌𝜌
2 div𝑤, (39)

где:

𝑝 = −𝜌2
𝜕Ψ

𝜕𝜌
+ 𝐵𝜌𝜌

2 div𝑢. (40)
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Подставляя это выражение в ∆2, получим:

∆2 = div
[︀
𝑎− 𝑃 𝑑 · 𝑢− 𝑝𝑢𝑚 − 𝜌𝑢(𝑢 ·𝑤) + 𝐵𝜌𝜌

2𝑢 div𝑤
]︀

+

+ 𝑤 · [−𝜌𝑓 −∇𝑝 + 𝜌(𝑢 ·∇)𝑢] −𝐵𝜌𝜌
2(div𝑤)2.

(41)

Далее, из закона сохранения массы имеем:

𝐵𝜌

(︂
𝑑𝜌

𝑑𝑡

)︂2

= 𝐵𝜌𝜌
2 (div𝑢− div𝑤)2 =

= 𝐵𝜌𝜌
2(div𝑤)2 + 𝐵𝜌𝜌

2(div𝑢)2 − div
(︀
2𝐵𝜌𝜌

2𝑤 div𝑢
)︀

+ 𝑤 ·∇
(︀
2𝐵𝜌𝜌

2 div𝑢
)︀
.

Выражая из этого соотношения величину 𝐵𝜌𝜌
2(div𝑤)2 и подставляя резуль-

тат в (41), получим:

∆2 = −𝐵𝜌

(︂
𝑑𝜌

𝑑𝑡

)︂2

+ 𝐵𝜌𝜌
2(div𝑢)2+

+ div
[︀
𝑎− 𝑃 𝑑 · 𝑢− 𝑝𝑢𝑚 − 𝜌𝑢(𝑢 ·𝑤) + 𝐵𝜌𝜌

2(div𝑤)𝑢− 2𝐵𝜌𝜌
2(div𝑢)𝑤

]︀
+

+ 𝑤 ·
[︀
−𝜌𝑓 −∇𝑝 + 𝜌(𝑢 ·∇)𝑢 + ∇

(︀
2𝐵𝜌𝜌

2 div𝑢
)︀]︀

.

Выберем теперь:

∙ определяющее соотношение для 𝑤:

𝑤2 = 𝜏
1

𝜌

[︂
−𝜌𝑓 −∇𝑝 + 𝜌(𝑢 ·∇)𝑢 + ∇

(︀
2𝐵𝜌𝜌

2 div𝑢
)︀]︂

;

∙ определяющее соотношение для 𝑎:

𝑎2 = 𝑃 𝑑 · 𝑢 + 𝑝𝑢𝑚 + 𝜌𝑢(𝑢 ·𝑤) −𝐵𝜌𝜌
2(div𝑤)𝑢 + 2𝐵𝜌𝜌

2(div𝑢)𝑤.

Подставляя теперь эти соотношения в выражение для ∆2, получим:

∆2 = −𝐵𝜌

(︂
𝑑𝜌

𝑑𝑡

)︂2

+ 𝐵𝜌𝜌
2(div𝑢)2 +

𝜌

𝜏
𝑤2

2. (42)

Другими словами, для замыкания 1 имеем:

𝐵𝜌

(︂
𝑑𝜌

𝑑𝑡

)︂2

+ ∆2

⃒⃒⃒⃒
𝑎=𝑎1
𝑤=𝑤1

= 𝐵𝜌

(︂
𝑑𝜌

𝑑𝑡

)︂2

+
𝜌

𝜏
𝑤2

1,

а для замыкания 2:

𝐵𝜌

(︂
𝑑𝜌

𝑑𝑡

)︂2

+ ∆2

⃒⃒⃒⃒
𝑎=𝑎2
𝑤=𝑤2

= 𝐵𝜌𝜌
2(div𝑢)2 +

𝜌

𝜏
𝑤2

2.
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С учетом (42) неравенство (37) примет вид:

0 6 𝐿𝑑
𝑢 : 𝐺 : 𝐿𝑑

𝑢 + 𝐵𝜌𝜌
2(div𝑢)2 + ∇𝑇 ·𝐾 ·∇𝑇 +

𝜌

𝜏
𝑤2

2.

Так же как и в случае первого замыкания, можно показать, что для ука-
занного выбора𝑤 и 𝑎 энтропийное неравенство выполняется с диссипативной
функцией:

𝒟 := 𝜌
𝑑𝑠

𝑑𝑡
+ div

𝑞

𝑇
− 𝜌𝑟

𝑇
=

1

𝑇
𝐿𝑑

𝑢 : 𝐺 : 𝐿𝑑
𝑢 +

+
1

𝑇
𝐵𝜌𝜌

2 (div𝑢)2 +
1

𝑇 2
∇𝑇 ·𝐾 ·∇𝑇 +

1

𝑇

𝜌

𝜏
𝑤2

2 > 0.

8 Определяющие соотношения

В этом разделе приведен полный набор определяющих соотношений рас-
сматриваемой модели.

Вектор плотности теплового потока В простейшем случае вектор плот-
ности теплового потока определяется соотношением (34). Полагая

𝐾 = 𝐾𝐼, 𝐾 > 0,

получим
𝑞 = −𝐾∇𝑇.

Тензор напряжений

Будем считать, что

𝐵𝜌 = 𝐵𝜌(𝜌) := 𝜁
1

𝜌2
, (43)

где 𝜁 — коэффициент второй (объемной) вязкости.
Тогда для (35):

𝑝 = −𝜌2
𝜕Ψ

𝜕𝜌
+ 𝜁 div𝑢𝑚. (44)

Теперь рассмотрим тензор 𝑃 𝑑, определяемый соотношением (36). Поло-
жим в этом выражении

[𝐺]𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐺𝑖𝑗𝑘𝑙 = 2𝜂𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙,

где 𝜂 > 0 — коэффициент динамической вязкости.
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Наконец, подставляя полученные соотношения в выражение (22) и (23),
получим:

𝑃 =
[︀
2𝜂𝐿𝑑

𝑢 + 𝜁(div𝑢)𝐼
]︀
− 𝑝𝐼 + [𝜌𝑢⊗𝑤 − 𝜁(div𝑤)𝐼] ,

где первое слагаемое
𝑃 NS := 2𝜂𝐿𝑑

𝑢 + 𝜁(div𝑢)𝐼

— обычный тензор вязких напряжений Навье–Стокса, второе —

𝑝 := 𝜌2
𝜕Ψ

𝜕𝜌

— термодинамическое давление, третье —

𝑃QHD := 𝜌𝑢⊗𝑤 − 𝜁(div𝑤)𝐼,

— дополнительное слагаемое в тензоре напряжений, связанное с отличием
вектора потока массы от импульса.

Непосредственной проверкой можно показать, что различные замыкаю-
щие соотношения для скорости 𝑤 и потока 𝑎 совпадают,

𝑤1 = 𝑤2, 𝑎1 = 𝑎2,

если положить объемную вязкость 𝜁 = 0.
Так как вопрос о выборе единственного способа замыкания пока открыт,

далее будем рассматривать случай именно нулевой объемной вязкости. В этом
случае имеем обычные КГиД выражения.

9 Замечания и заключение

Применение процедуры Колмана-Нолла приводит к двум вариантам за-
мыкания квазигидродинамической системы.

При использовании обоих замыканий выполняется закон неубывания эн-
тропии и неравенство для свободной энергии. При этом определяющие со-
отношения для обоих моделей полностью совпадают, за исключением выра-
жений для вектора 𝑤 и вектора плотности потока энергии за счет работы
внутренних сил 𝑎.

Уравнения, выражающие законы сохранения массы, импульса и энергии
совпадают с точностью до входящих в них выражений для векторов 𝑤 и 𝑎.

При этом для замыкания 1 определяющее соотношение для 𝑤 задает ее
неявно. Соответствующее уравнение является следствием соотношений (38),
(43), (39) и (40), и имеет вид:

𝑤1 +
𝜏

𝜌
∇(𝜁 div𝑤1) =

𝜏

𝜌
[−𝜌𝑓 −∇𝑝 + 𝜌(∇ · 𝑢)𝑢] ,
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где правая часть не зависит от 𝑤1, 𝜁 — вторая вязкость.
Для замыкания 2 определяющее соотношение явно задает 𝑤.
При условии 𝜁 = 0 оба замыкания совпадают.
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