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&������)����  �)����� ������ ,��" �-��  �)����� ���� �.� !�/
���0��)��� 1��2� 3���� ������2�  �)����� "�� )%�������� �������% ��/
�� � �����)���� � �����"��%�� �� "�������( �����%� �� �4�"��� �35/
�������� $% )%������� �������������� ��������� �������  �)�����
������ ) ����������� ���2 ��������� &��� 1�� ��������� 3%�� ����)���/
��� !����"�)� ��� �� � �����)�# ��)��4����� ������� ������ )3��/
�� ���2 ��������� $% �����0��)�� 1�� ��� �0��% "�� ���������� 166��/
��)��2� ��������2� �2�����( ����)���2� � ����������� ���"�������(
"�� )%�������� �������% ���� � � �����)��0��# � 2������)���# ���/
����07� 8� ������� )%������ ��� �� �** "�������%�� ����"���
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���������� ���3��� ���� � ) �����������# ������)�� ������� )
������� ���)�# �"�� � ��� 3���������� �����)�� [0,∞] "��  �)�����

2 fttt + f ftt = 0, ,�.

2"� ft �3������ �����)�"� 7 f(t) �� t�
'��34�"��� ����"����0 )������ s ,������� ���� �.( ftt(0) = s( ��(

��� ���  ���)��4 f(0) = ft(0) = 0 )%���������  ���)�� � 3������������
ft(∞) = 1�

8� ���3��� �����0�� ������ ��)����( ��� ��  �� "7� �� "���� )
�����)� ������ �_ �����0 ���2��� "�� ��������2� ������� 1��# �/
"�� ����"�� ����������� `"��� ���� � "� 2��� �����%�� � 4����� ��/
)����%�� ����"�� ����� ��� ���0 ���0 ������0�� "�������%4 ����"�)(
��� ��)���� � ���( ���  "���0 )%������0 a��6�� ) �b�� 2�" )� �� 7
,��� c�d.�

`3%��� ������� �������0 "����2� ��2� ��� �0�� ����2� ���)��4�"��
�������0( "�� ������# ���7��� ����2�� �-���� ��2��������� �� ��")��2�
)������ ,��� c�d. ����2�� �-���� ")�� ���0�� ��� "�������%4 ����"�

� �����e�� )������ ������� ���� � ��)���� � 	* "�������%��
����"�� ,��� c	( �d.� `"��� 1�� ��� �0��% �)��7��� �������%�� � ��
��"�)���"��% ����2��� �-����� ��2��������� a�� �-��� ������� ���
���0�� "�� �+ "�������%4 ����"�)( �"��� � �� �������� � ����)�%�
)%�������� ,��� c�d.�

a��� �3����( �����e� ���3��� ���� � �������� ��2"( ��2"
�% �""���� )�������_ �� )%������0 1� ������� � �����)��0��# � 2/
������)���# �������07�

' 1��� )����� "� ��4 ��� ���  "�)���)������0��2� ��)��( � )�)�� ��
�� ��"������ ��� ��"����� )������ � 1��# ���3����� '�����)( ���%�/
�� �����0 1� ���3��� ����"��� ��" f�����2 7e�4 )������)g ,��� c
d.(
��)��% � �������%� �� �����%4 ����� �#�� ) c�d�

h��3% �����0 � �0 ���3���%( "�������� )�2��� �0 �  �)����� ,�. �
����� ������ )%���������� ���������)�0�� � 3������������ ��)�������(
��1��� )%�������� �3�%)7��� ��� �������� t = tmax( "�0�� ������2�
)%�������� 3����%�����%( �� �� )�� �����% )  �)����� ,�. 3����� �
������# �������� ,���� 6�������� � ��.�

��� ���� ������0( ��� �������0 )%�������# ��������� �� "� t = tmax(
�� 1��2� )�� �)�� ��"��������( �� �� ���4�"���� ��3��%)�0 �������%#
����2�� �� 3��������� ���# )������% �� 3���������� ��� �����)� �
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i��� �������������� ��)�"���� 6 ��-�� f(t) ) ����������� 3�������/
����� �����0 ��)����� ,��� c�d.( �����0��)��� 1��# ��6���-�� "�� �-����
 �����2� ����2�� )��0� ��� "�����0���

a�� 6��( ��� )%��������0�� ���3���( � ������# �% �����)����( �)/
������ �� � �� �����������#( �������)� )�"�� ��  �)����� ������ c+d�

��)����� ������ �)������ ��" �-��#  �)����� ���� �� !���2��� �
 �)����� ,�.( ��� ��� ���"���)�

ftt(t) = s exp

(
−1

2

∫ t

0
f(x)dx

)
. ,�.

������0� s > 0( ft(0) = 0( ftt(t) > 0( �� ft(t) �)������ ��������� )�����/
7e�# 6 ��-��#( ������e�#�� � � ��� t → ∞( ���� ft �)������ "�66�����/
6����� �����)��) [0,∞) → [0, 1)�

a��� �3����( ���� ��������%4

y = ftt, x = ft ,	.

)  �)����� ,�. "�� ��������� ��	

	

2 y(x) y′′(x) + x = 0, ,
.

 ���3��� ���� � ����6����� ���� ) ���) 7 �"� � �����)�� [0, 1]_

y(0) = s, y′(0) = 0, y(1) = 0, ,�.

2"� ���)��  ���)�� y(1) = 0 ���" �� �� ,�.�
'������( ��� 6 ��-�� y(x)(  "�)���)���7e� ���)�# �"�� ,�.( �/

�%)���� �������� ��	

	 ,��� c�d.�
&������ ������  ������� �3����)� ������ ,��� j �.� k e���) �� �����/

��)� �3��( ���)�e���%4 ��������� ������7 ���)�# �"�� ,�.( �����%�
)�0�� 7��� �� ��)��� ���3���%4 ,��� �3��� ) cld.( "� ���4( 2"� ���������(
��� 4��� �4�"�����0 � ���0( �� f3���"���� ��"�����g ,��� cmd.�

� �3��� c�d ������( ��� ���� x = 1( ���� ����- �����)�( 2"�
y(1) = 0( �)������ ��")����# ���3������07  �)����� ,
.� a��� ���� �/
��0��� ������� y(0) ≈ s �� )���0( �% )��2" ���"�� ) ���3 7 ���� 
6 ��-�� y(x)( 2"� y(x) = 0�

��������������� ��)�"���� 6 ��-�� y(x) )3���� �� ��")����# ���3��/
����� ��)����� ��� ���0�� �� ������������� 1�)�)��������0 6 ��-��
y(x) ��������# ��2��6�������# 6 ��-�� ,��� cld.�

8� ��6���-�� �35������ �����2�"����0 �"�/��������-�# "�� ��/
"�����)��� 6 ��-�� y(x) ,��� c�d.� `"��� �� �� ����2�� ) )%3��� ��"/
4�"�e�4 ��������-�#�
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k�2���� &��� �)�#��) ����������# 6 ��-�� ����"���7��� ) ����)/
��� �� ���3���������� a��� �3����( ���3��� ������� ) ���( ��� ��)��/
����� �����������)�0 6 ��-�7 y(x) )3���� �� ���3�# ����� x = 1( ���
�� ��)����% �� ����������� �)�#��)�

������������ �)�#��) 6 ��-��( �� ���� ���"��)����7( ��"�� 7���
�� �������������� ���������� )3���� �� ���3�������� a��� ���������
"�� 6 ��-�� y(x) ) �����e�� )���� ����)������

� j � �% ������  ������ ��������� 6 ��-�� y(x) � "�� �2� �����/
����-�7 �� ����0� 7 ��������-�7 �����)�# ��)��4����� 6 ��-��
y(x) ) ����������� �� ���2 �������� x = 1�

8� ��6���-�� ����� 3%�0 �����0��)� "�� ����2�# �-���� ��2���/
����� )%�������# 6 ��-�� y(x) � ����e07 �������%4 ��"�)�

� j 	 �% �����0� �� ��� �0��% j � "�� ���"��� 166����)��2� ������/
��2� �2����� )%�������� �������% ���� � ����"�� ����������2�
���"��������

� 
� ��	����	������ ��������	� �����	� ������

� c�d ������( ��� ������� ������ �)������ 2������6��# 6 ��-��#
)� ��� �"������2� �� 2n  ���� o ��� ��������# ��" 6 ��-�� y(x) ) �/
��� ����"���

y(x) = s−
∞∑
n=1

gn
s2n−1

x3n, ,+.

2"�

g1 = 1/12, n (3n− 1) gn =
n−1∑
j=1

j (3 j − 1) gj gn−j, n > 1, ,l.

�4�"���� )� ��� � � 2���-� �"������2� �� 2( )��7�� �"����)��� 7 ���/
3 7 ���� x = 1 � 2���-� �� 2( 2"� y(1) = 0� `"��� y′(x) → −∞ ���
x → 1( ��� �35������ �����2�"����0 �-����0�%4 ��3� ���������0�%4
6 ��-�# "�� ��������-�� ������� �������

&�" ,+. �3�"�� �"��# ���������0��# ���3������07( ������ �� �����
) ������ ��� `� �4�"���� )3���� ���3������� x = 1 �������� �� 2�����/
�������#( ���� ����0 3%����� 8�� ���)����� )%������0 ������� ���� � �
	/
 "�������%�� ����"�� )��0� ������ ,��)"( 3�� ����2�# �-���� ��/
2��������.� `"���  �������� �������% ���� � � ����e07 1��2� ��"
��� "�����0��( �� �� �������������� ��)�"���� ��166�-�����) gn ���
n → ∞ ����)������ 8��( ) ��������( ������( ��� ���"���%�  ���������
�4�"������ �������%4 ��"�) ) "���� �� �� �� �3��7��

' ���� � ����� 2�6�� ������� ������ ,+. � �2� �����)�"��# ,�� ��/
��� ��� �. � �* ������ ���������� � ����3� ��� �� 2�6�� �����/
��2� ������� ������ ��������� �� 2�6�� ���� �( 4���( �� �%  )�"��(



�

������� ������ ����� ��� x = 1 1�������-��0�� ��%# ��7��� ,�� ��
y′(1) = −∞.�

��� �	 
����� ������ y(x) � −y′(x) ������� ������	

`�)�� � )�����( ����� f��� 4����� 6 ��-��g �� f���4� �����/
����� ����g ,��� c
d( 4��� �� ���0 �"�� �3  �)����� ,�..( ���%)���� )
�������������� ��������� ������� ������ ��� x = 1� 8�� ���������
��� ����� ���" 7e�� �3�����

��)����� ������ ,
. �)���"����"��( ���� ��)������ ���������0�� ���/
�3���)���

x → x/C2 y(x) → C3 y(x). ,m.

p��� )���0 C3 = s( �� ���)%�  ���)�� ,�. ����6����� 7��� )  ���)��

y(0) = 1, y′(0) = 0, y(1/C2) = 0, ,b.

� �����)�� [0, 1/C2]�
a� 7 ���) 7 �"� 3 "�� ��%)�0 �	�����	����	��
&������ ������ �)������ ���������  3%)7e�# 6 ��-��# ,��� c�d.( ��/

1��� 6 ��-�� u(x) = 1− y(x) �)������ ��������� )�����7e�# � �����/
)�� [0, 1/C2]( u(1/C2) = 1� k��"�)���0��( � e���) �� �3���� 6 ��-��
x(u)( ����"������ � �����)�� [0, 1]( x(0) = 0( x(1) = 1/C2�



�

q�����( ��� 1�� ����3���)��� �%  �� �����0��)�� ) c�d ) �4�"��#
��� -��� � "���� �� �� x(u) = 121/3 z(u)1/3( 2"� z(u)  "�)���)����� c�(
rW� ,�
.d � ���3���� � s=\� � ) c�d�

k�%�� ���"����%4 ����3���)��# ������� ) ���( ��� �"� �)���0 �
����"�����7 2������2� ������� �"������� ����"������# ����������#
6 ��-�� x(u)3 � 2���-� �� �3���� ����������� ,���� �"������# ��� �/
�����. ) �� �"����)����# ,��� c�d. ���3�# ����� u = 1 � 2���-��

'����-( ��������� ���3 7 ���� ) ���� ����"��� �����# ���������#
u = 1− t � ��� ���  �)����� "�� 6 ��-�� x(t)

t
d2

dt2
x(t)− 1

2
x(t)

(
d

dt
x(t)

)3
= 0. ,�*.

!��( ��� 6 ��-�7 x(t) ��)�����( ��� �� ���������  3%)�� � �����/
)�� [0, 1]( x(0) = 1/C2( x′(0) = 0 ,��� c�d.( � x(t) = O((1 − t)1/3) ��� t → 1�
t�6�� 6 ��-�� x(t) � �������07 "� ��������# �� ���� ��)�"�� � 2�/
6���� y(x) � ���� �( �������%� ���������0�� 3���������%�

u����0�� �% ��� ���� ��4�� 7( �� 3���� ����� 7( ��� ,�.( ���) 7
�"� ( �� �� ������� C ���"����� ����"����0� `"��� ��������������
��������� 6 ��-�� x(t) ) ����� t = 1  �� ��)�����( � ��� �4�"���� )����0
"� � )��7�� ���� t = 0�

q�����  �)����� ,�*. ���"���%� �3���� ) )�"� ������% ") 4  �)/
����# ���)�2� ����"�

Y ′
1(t) = Y2(t), Y ′

2(t) =
1

2
Y1(t) Y2(t)

3/t, ,��.

2"� Y1(t) = x(t)( Y2(t) = x′(t)�
a����0 �"���� ���� ���)�����# ���������# ) ������� ,��.

t = r exp(p z), ,��.

2"� z ≥ 0(  )������% r, p ����"���� ���"����
a�2" ������ ,��. ���4�"�� ) ������ 

Y ′
1(z) = r p exp(p z) Y2(z), Y ′

2(z) =
p

2
Y1(z) Y2(z)

3. ,�	.

a��� �3����( ��� Re(p) < 0 � z → +∞ ��� ��� t → +0( ���� ���3�
���� t = 0 ������% ,��. ���3�����0 ) ���� z = +∞ ������% ,�	.�

q�����( ��� ���� �"���0 ���� ���������# ,��. )  �)����� ,�*.( ��
��� ����� "�)��0�� �������  �)����� )����2� ����"�( ������� �� 1�)�)/
������ ������� ,�	.�



�

k�� �� � ������% ,�	. ���)( ��� �� ����� �����"�)�0 1����������
3�� )%�������#� � ������( ��)� ���0 ���)�2�  �)����� ,�	. 1�������/
-��0�� 3%����  3%)��� ��1��� )������ Y1(z) 3%���� ��3������ �����
'� ���� ��������0 Y1(z) )� )�����  �)����� ,�	.( �� ��� ����2��� ����( �
�% ��� ���

Y2(z) � const/
√
z, z → ∞. ,�
.

a��� �3����( Y2(z) �� ����� ������0 ��3����-�� Y1(z) ) ���)��  �)/
����� � ������ ,�	. 1�������-��0�� 3%���� ��e�������� � ") ���)�/
���%4  �)������

� ��0 �����0 z0 "�������� )������ a�2" |Y2(z)| ≤ |Y2(z0)|( ��� z0 ≤ z( �
�% ����"����� ��� ��� �-��� ��2��������

|Y1(z0)− Y1(∞)| = |r p
∫ ∞
z0

exp(p z) Y2(z) dz| ≤ |r exp(p z0) Y2(z0)|, ,��.

 1� �-��� o �� ��� ����( �� �-��� ��2�������� )������% x(0) = 1/C2(
���� ����� ������0 1/C2 ≈ Y1(z0) � 1�������-��0�� ���# ��2�������07�

����#"�� � "������0��) ���)�"��)���� 1��2� 1����������2� �����

������ �� ���������� �	������� ������	�����
�� �	�
�� ���	�

����� ���
��� Y1(z) � Y2(z) ��� z → +∞ � ������� (13) �	 ���
�����


	�	��� ������	�����
� ����� �� � 
�
 exp(p z n)� n ∈ N ��� z → +∞!

"������ r ��� #�	� �$���� �	� ��	$	 ���������! %�� ���	����� �&	�

����� ��� �	����	��	 ��	� |r|!
��������������� �� ��)�" ������4 ��������# ��� c�d�
���"��)�� 6 ��-�� Y1(z) � Y2(z) ) )�"�

Y1(z) =
∞∑
k=0

rk uk(z), Y2(z) =
∞∑
k=0

rk vk(z). ,�+.

��"��)�� 1�� ��������� ) ������ ,�	.�
��� 6 ��-�# u0(z) � v0(z) ��� ���  �)�����

u′
0(z) = 0, v′0(z) = p/2 u0(z) v0(s)

3.

a��� �3����(

u0(z) = 1/C2, v0(z) = C/(B − p z)1/2, ,�l.

2"� B � C o �����)��0�%� �������%( �����%� ��"���� ����"�����7�
��� 6 ��-�� u1(z) ��� ���  �)�����

u′
1(z) = p exp(p z) v0(z).



�

!����0� � ,�l.( ��� ���

u1(z) = C
√
π exp(B) erfc

(√
B − p z

)
, ,�m.

��� 6 ��-�� v1(z) ��� ���  �)�����

v′1(z) = 3/2 p u0(z) v0(z)
2 v1(z) + 1/2 p u1(z) v0(z)

3.

!����0� � ,�l.( ,�m.( ��� ���

v1(z) =
C4

4

⎛
⎝2 exp(p z)

B − p z
− (2 (B − p z)− 1)

√
π exp(B) erfc

(√
B − p z

)
(B − p z)3/2

⎞
⎠ . ,�b.

'��� "�� ���)����0( ��� �������% ����2����)��� ,�����%� ���)��7�/
�� � ��"�� �2�. )%3��% ��)��0��( ����

u1(z) =
C exp(p z)√

π

∞∑
n=1

(−1)n−1Γ (n− 1/2)

(
1

B − p z

)n−1/2

,

2"� �)����)� ��������� ) �������������� ��%���( �� �� "��%# ��"
��4�"����� !�%�� ���)��(

u1(z) = C exp(p z)

⎛
⎝ 1

(B − p z)1/2
− 1

2 (B − p z)3/2
+

3

4 (B − p z)5/2
+ . . .

⎞
⎠ .

!����0� � 1�� ���������( ��� ���

v1(z) =
1

2
C4 exp(p z)

⎛
⎝ 1

(B − p z)2
− 1

(B − p z)3
+

9

4 (B − p z)4
+ . . .

⎞
⎠ .

a��� �3����( �� ��" �-������ ���"��������7

um(z) = exp(p zm)Pm(z), vm(z) = exp(p z m)Qm(z), m ≤ n− 1, n > 1,

2"� Pm(z) � Qm(z) o �������%� �������������� ��"% ���������0�� ����/
�����# 1/(B − p z)�

��� 6 ��-�� un(z) ��� ���  �)�����

u′
n(z) = p exp(p z) vn−1(z) � exp(p z n),

��1��� "�� 6 ��-�� un(z) ��" �-����%# �2 "����( �� �� ����2����/
)��� ,� "�66����-���)���. 1��������%( ����������# � ��������# ��"(
�� ������ ������� 1��������%( ���� ����"� 1�������-��0��# ������ 6 ��/
-�� ,��� ��"4�"�e�# �������� ����2����)���.�

��� 6 ��-�� vn(z) ��� ���  �)�����

v′n(z) = 3/2 p u0(z) v0(z)
2 vn(z) +Hn(z) =

3

2

p vn(z)

B − p z
+Hn(z),



��

2"� Hn(z) � exp(p z n) ����"������� ���� �#"���%�� 6 ��-����� 8��
`�� ����2��� ���( � �% ��� ���

vn(z) = (B − p z)−3/2
(∫

Hn(z) (B − p z)3/2 dz + Cn

)
,

2"� Cn o ������� ����2����)����
a��� �3����( ���� )���0 Cn = 0( �� "�� 6 ��-�� vn(z) ��" �-����%#

�2 "���� �� ��# �� �������( ��� � "�� 6 ��-�� un(z)�
k4�"�����0 ����������2� ��������� ���" �� �� ������% � ) c�d� a� "�/

��� �4�"�����0 �������������2� ��" ���� � ,� �2� ���)%4 ") 4 ���/
��)�"�%4.� ��1��� �%  �� ����� ������������� �4�"�e���� ��������/
������ ��������� ������� ������ ,��� ,	..� &�"% ,�+. ��� �7��� �� 1��2�
�����"��2� ��������� � ����e07 ��2 ����%4 ���� ��������%4 � ����� 
�4�"����� ��������������� ��������� �� 6������)���# ���� 6 ��-�#
�"����)���� ,��� c��d.� ����� ���������������

`������ �������%� ������% ) "������0��)� ������% ��
$% � e���)����( 4��� � ���)��( �����0��)�� ��� �� � ��� ����%4  �)/

����# ,�	.�
��/���)%4( 1��  �)����� ���)�2� ����"�( ��� � e���)����( �� �� )%/

�������� ������2� ��������� ����)�� � �����"�)���0��� ����2����)/
��� ����#�%4 `��(  ���� `�� 3���� ���)�2� ����"�( )��3e� 2�)���( ��
����2��� ��% ) �)"�� �4�

��/)���%4( ��� �� � ,�	. ���)( ���  ����%� ����#�%� `�� �����
����2����)�0 �����"�)���0�� � ��"�� �2� ,���� ���� "�� 6 ��-��
un(z)(  ���� o "�� vn(z)�

��� ����%� ��������� ,�+. ����� �����0 �� ������"% ,��� cbd.( ����
��"% �� ��"�)( ���� ���"��)��0 ���������% ��������� ) )�"� ��������/
�����4 ��"�) �� 1��������%� 6 ��-����

a��� �3����( ��"%# ��"/��������� ��������� un(z) ��� vn(z) ���"/
��)���� ��3�# )����� ����"����� 7 6 ��-�7( ������ )%������ ��3� )
�)"�� �4( ��3� ) )�"� ��4�"�e�2��� ��������2� �������������2� ��"(
����������2� � 1�������� exp(p z n)�

'� ���"�3���� �e� 6 ��-�� u2(z)( ������ ����� )�"

u2(z) =
C4√π exp(B)

2
erfc

(√
B − p z

)⎛⎝ exp(p z)√
B − p z

− exp(B)
√
π erfc

(√
B − p z

)⎞⎠ .

u ��-�7 v2(z) �% �� ���)�"�� ))�" �� 2�����"������
'��� "�� ������0( ��� 6 ��-�� un(z) � vn(z)( n ≤ 2 �)��7��� �"��/

��"�%�� 6 ��-���� ����"� n �� ") 4 �3�� 7e�4 6 ��-�# exp(p z) �



��

erfc(
√
B − p z) � ��166�-������( �����%� �)��7��� ��������� �� ����/

�����# 1/
√
B − p z� `�������� 1��4 �3�� 7e�4 ����� ������� 7 ������/

��� ��� z → +∞� ��1��� )��0� �����)� ����0 �����" 7e�� ����%
��������# ,�+. ����"�� ������"�����%4 ��166�-�����)� 8�� 3%� ���2�/
��0�� �"�� ���� � "��  �)����� ,�. ,��� c�*d.�

`"���( �� ����%)7� )%��������( 1�� �� ���e�(  �������  �� "��
6 ��-�# un(z) � vn(z)( n ≤ 2� ����� ��2�( 1��� ����" ) ����-��� �� �3����
"�� n ≥ 3( �� �� �����" 7e�� ����% ��������# ,�+. �� )%��7���
����� ��)����%� 6 ��-��� 8� ��� -�� �� ����� ) ������ ��( ����� c�d(
2"� �� )��������0 )���)%� ) �������������� ��������� ���� ��

a��� �3����( ���"��)����� � ���( ��� �������������# ��" ,6����0/
��� ������� `��. ����� ��/��  2"�0 �� ���)�� ���� ��������� ,)
�����)� ������2� �������� ����/��3 "0 �������  ���������2�  �)��/
���. o ���%)���� �����������0�%��

q����� ����( ��� �������������# ��" ,��)���( �4�"�e�#�� ��� ���.(
���"��)��7e�# ������� `��( �� �)������ �"����)���� ����"�����%�( ���
)����� ���)�"��� � �� �� ������% ,�	. �����0  "�3��# ���������
B − p z( 4��� �������������� ��"% ����� 3%�� ����"%)�0 � �� ����/
�����# z�

���)�e��0 � ���������# t �  �)����7 ,�*.(  ���� �"��) ���� 
B → B + log r( ��� ��� �������������� ��������� 6 ��-�� x(t) ���
t → +0�

x(t) = 1
C2 + C

√
π exp(B) erfc

(√
B − log t

)
+ 1

2 C
4
√
π exp(B)×

erfc
(√

B − log t
) ⎛⎝ t√

B − log t
−√

π exp(B) erfc
(√

B − log t
)⎞⎠+ . . . ,

,�*.

������� ����� ���� �����0 ) )�"� ������"

x(t) = 1
C2+

C t

⎛
⎝ 1
(B − log t)1/2

− 1
2

1
(B − log t)3/2

+ 3
4

1
(B − log t)5/2

+ . . .

⎞
⎠+

C4 t2
(
1
4

1
(B − log t)2

− 1
2

1
(B − log t)3

+ 21
16

1
(B − log t)4

+ . . .

)
+ . . .

,��.

&�������� ,�*. �35������( ����� 6 ��-�� x(t)( ������ � 2�6���
)%2��"�� �� �������( ����0 ���4� ���������� ���� ���"���%�� ���"/
��)�� ��������2� ����� ���� ) ���( ��� 1� 6 ��-�� ����� ) � �� 1��/
�����-��0�� ��%# ��7����

h��3% �������0 1�� ������2�� �������( ����"����( ��� ���� ��������/
��%# ��7���� 8��( �� ����"�����7( ���3������0 6 ��-�# t1+ε( t ≥ 0 ) � ��



��

��� ε → +0� 8�� ����#��)� 6 ��-�# �)������� ��������� � 3���������� �
�73�� �������� �����)��� � �� �� )���� ��"� 6 ��-�� ������ ) � ��
��� t� `��)�"��( ��� ���0�� ε( ��� ���0�� ��7���� '��� "�� ���)����0(
��� 6 ��-�� x(t) ����� ) � �� ��4�� 7 ���3������0( ���0�� "��%# ��7���
���0�� �73�2� ��������2��

`3���� )������( ��� ��  "���0 )%������0 ") ���� ��������� ,�*.
) �)��� )�"� ���0�� ����� ( ��� �������%� ����2��% ,�� �� )��.( )��7�7/
e�� 6 ��-�7 erf()( )%��7��� ����� ��� ��� ' ����0�� �2� 1�� )������
�����)����� p��� 3% 6 ��-�� erf() �� 3%�  �� �� ���( �� ���������
,�*. )�)�� 3% �� 3%��� a��2� ��" ������% ����0 ��"��( 4��� � �����% )
������ �� ,��� c�d( c��( ����d.�

� "���� �� ��  �� ������� �����# )���� ) )�"� ������" ,��.(
4��� 1�� �3�������0��)� �� �)������ ���34�"��%�� � c��( ����d ���)�"�� ���/
��� 6 ��-��( �� ���7e�# �������������2� ��������� ) f1��������%4g
,����  �� ��)����%4. 6 ��-��4�

���)�e��0 � ����)��# -��� "���# �3��% o ���"�����0 �����3 �/
"����2� )%�������� �������% ���� � � �����)��0��# � ��������� ���#
�������07( ���4�"���� ������0( ��� ��"% ,�*. � ,��. "�� 1��2� �����2�"�%�

&�" ,�*. 4��� � �4�"����( �� �� ����� 3%�0 )%������ "��� ) ��)����%4
6 ��-��4 �� )%�� ����%� �������� � ��"%( )4�"�e�� ) ��" ,��.( ��/
4�"����n � ��� �����# ���)�"��# )���������� �-����0 ��3������%� ����%�

a�� �� ����� �������� )%�������%# ������� ��" ,�*. "�� �����-��
����������# �"�� ���� � ,��� c�*d. � ��e�)��� ") 4 �������������4
��������#�

q�����( ��� ����" ��e�)��� ������%4 �������������4 ��������#
�"��2� � ��2� �� ������� ���� ��)����� ��" ��)���� f��2������g ���
������� ���2 ����%4 ���)%4 �"��

&�������� ��������)�� 7 ���) 7 �"� ,b.� `� ����"���� � ��/
���)�� [0, 1/C2 ≈ 2.085409](  ��" a�#��� ,+.( ) ������� ��"��)��� )�/
����� s = 1( 3%���� �4�"���� )� ��� 1��2� �����)��

���0��� x0 = 2( � 	** ��166�-�����) ,l. ��" a�#��� 2������6��#
6 ��-�� y(x)� a�2"

t = t0 = y(x0) ≈ 0.1810578187, ,��.

x(t0) = x0 = 2, x′(t0) = 1/y′(x0) ≈ −0.58683143170. ,�	.

a����0 �"� �����0 ����� 7 ������#� 7 � ����-��"���� 7 ������  �)/
����#

x0 = x(t), x′(t0) = x′(t)



��

���������0�� ����)����%4 B � C( 2"� ��)%� ���� )%�����7��� �� ��" 
,�*.� 8�� ���%)���� �� e���)���( � �% ��� ���

B ≈ −0.351914817, C ≈ −0.692473722,

��� " ����� s = |C|3 ≈ 0.3320548996( ��� ��������� �� �����2� �������
����� ��� � 2.5 × 10−6� a�� �������0 )%�������� �������% ���� �
����� 3%�0 "����2� �( ��� �������%4  �����4( � 3�� ���������� ������/
�������2� ��" ,�*.�

q�����( ��� ��"% ,�*. � ,��. "7� ������������� ���"��)����� ��/
���)�# ��)��4����� 6 ��-�� x(t) ) ����������� ���2 ��������( ���� 1��
��������� ��������% � ��� ���������%4 �������4 )������ B( C � t�

a�����" ,��. �)������ ����)�"����07 ���/��" ,��� c��( �� �
bd.� � ���/
�����( 1�� ������( ��� 6 ��-�� x(t) ����� ��2��6�������� )��)����� )
� ���

t�6�� 6 ��-�� x(t) ��� t ∈ [0, 1] ����� ������������)�0 �� ����
�"��2� ���� �����)�# ��)��4����� ����������# 6 ��-�� x(t)�

p��� )���0 ���� t = t0 > 0 � �"���0 �34�" )��� 2 ���3�# ����� ���0
�  2�� 2π( �� log t ��������� � 2πi( ��� �)�����0�� ��������7 �������%
B � 1� )������ � v���( ��� �% ���"�� � ���" 7e�# ���� �����)�#
��)��4�����( �����%# ��������� 3���� � ���� x(t) = 1/C2 ,�� �� ���/
���� �)������ ��������  �)����� ,�*..�

��1��� ���� ������ "���0 �34�" )��� 2 ���3�# ����� ���0 ���) � ���)(
�� )�� ����% ��������� ,��. 3 " �  3%)�0( � �% ��� ���( ��� x(t0) →
1/C2 �� �������07 � const/

√
m ,��� ,�
..( 2"� m o ����� �3�����) )��� 2

���3�# ������
a��� �3����( �����) ��)��4����0 6 ��-�� x(t) )3���� � �� �������

�� 3���������2� ��������) �����)( �����%� ��7��� "� 2/"� 2 ) ���3�#
������ 8� ��6���-�7 ����� �����0��)�0 "�� �������� �������� )%���/
����#�

� ��  	������� ����	�	������ ���������	� !"���		 x(t)

����#"�� � ���������7 ��������2� �2�����( �����%#( �� �% ���2/
��( ���)�����( ) ����-���( )%������0 ������� ���� � � �����)��0��# �
2������)���# ,���� ��������� ���#. �������07�

������0� ���0 �"�� � )%��������4 � ����07����( �� ���� ���34�"�/
��  ���)��0�� � ���( ��� �% ������� ��" �����)��0��# � 2������)���#
�������07�

�����)��0�� �������0 ������ ������( ��� � ��)������%4 ����07��/
�4 )%�������� ����� ���)�"��0 ) ��)7e�# ��6������ � ����0 3��0��#



��

����"��# �����# ,)����� ���0�� o �%���� "�������%4 ����"�) � "���/
��� ����07����.�

������ � 2������)���# �������� �)������ 3���� ������ �( )�������( ��
����� 3%�0 ����2� ����"����� ��1��� �% �2�������� �������%�� ����/
-����( �����%4 3 "�� ���"����)�0���

� "�� �����0( ��� ���������� 6 ��-�� )%��������� �� �� ��������/
� ��" � � ���# �������07 )� ��� �� �� 2 �4�"������( ���� �% �����
)%������0 �73�� ��������)� ��166�-�����) �� ��������2� ��"�

$%  �� ���)�� ���0��)���0 1��� ����-���� ��� )%�������� ���0�%4
������# ,��. � ,�	. �� ��166�-����� ,l. ��" a�#��� 6 ��-�� y(x)� ��
3%�� ��������( )� ��� �"� � �4�"������ ,≈ 2.085409. 1��� ��" �4�"����
,�����. �� 2������������#( ���� �������0 )%�������� ���0�%4 ������#
)����� ��������� ���

q�����( ��� 1��� ����-�� ��� ����7��� ���"���%� ����"% ������/
��2� ����2����)��� �73�2� ����"�( ����( �������( �� ����"% & �2�/
� �� ,�����%�  �� ���7��� "� �
/2� ����"� ��������.� ����"�� ��������
N ( �� ������( 1�� �-��� ����0��# ��2�������� O(hN+1) � ��"�� �2�
x → x+ h�

�����# � �����"��# ����-��( �����%# �% �����0� ��( 1�� "�� e����( ���
� ��"�� �2� ����������2� ���"������� 6 ��-�� ������� )� �������
, �� �������. �-��� "����2� ��# ��������� !�%�� ���)��( �3��)) )%/
��������( �% ����� �-��� "����2� ��# �������� ���"���2� ��� �0��(
������ ���" �� �� ���"����%4 )%�������#�

&� ������( 1�� ������( ��� �% �� ������ ���#/��3� �3e�# ����" ���/
�����2� ����2����)��� `��(  ���0 )����� ��������%#( ���"�������%#
"�� ������% ,�	.( "�� ������#  ��  �� ������� ����2� �-��� ��2�����/
��� ,��.�

$% 3 "�� �������� ����2����)�0 ������ ,�	. ����"�� ��#����)���4
��������#( �� ����� ��166�-�����) ) ���������4 ����� �� 6����� ��
� ����� �����0 �� ���34�"������� a��� �3����( ����"�� �������� ���/
�����2� ����2����)��� `�� ) ���� �� �� ���2�������

q�����( ��� ������ ,�	. ��)����� ���������0�� ����3���)���
z → z + h( r → r exp(p h)� 8�� ������( ��� "�������� )%������0 ��16/
6�-����% ��#����)���4 ��������# 6 ��-�# Y1 � Y2 ���0�� ) �"��# �����
z = 0�

`���"���� ���� ���0�%� "��%� ������% ,�	. � )4�"�e�� ) ���
������%�

'������( ��� 6 ��-�� y(x)( ���� ������� ��������)���# �"�� ,b.(



��

)%��������� �� 6��� ��

y(x) = 1−
M∑
n=1

gn x
3n, ,�
.

2"� M o ����� ��166�-�����) ,l.( �����%� �� ���34�"��� )%������0( ���/
3% "����2� �0 )%3����# �������� ,� �������%� �����.�

�%3���� ��������� x = x0 )� ��� �� 2 �4�"������ 6 ��-�� y(x) ,��/
�0�� o x0 < 2.� a�2"

Y1(0) = a0 = x0, Y2(0) = b0 = 1/y′(x0), r = y(x0)

�)��7��� ���0�%�� ��������� ������% ,�	. ��� z = 0 ,��� ,��..�
'������( )��) M = 300 ) ,�
. � x0 = 3/2( ��� ��� a0 = 1.5(

b0 ≈ −1.552( r ≈ 0.7001 � g300 (3/2)
900 ≈ 0.365× 10−134�

��� �������� �������� ���0�%4 ������# ����� ���� �����0��)�0
��"

w(x) =
∞∑
n=1

qn − qn−1

n
xn,

2"� ��166�-����% qn )%�����7��� �� ��� �������# 6��� �� c�( rW� ,�l.d�
a�2" "����% )%������0�� ,� � ���# �������07. ���"���)

(12w(1− r))1/3 = x0, (12w′(1− r))
1/3

= −b0.

a����0 ���"��)�� 6 ��-�� Y1 � Y2 ) )�"� ��#����)���4 ��������#

Y1(z) =
N∑
n=0

an z
n, Y2(z) =

N∑
n=0

bn z
n,

2"� N o )%3����� ����� ��166�-�����)( �����%� �% )%�������
��"��)�� 1�� ��������� ) ������ ,�	. � ��3���� ��"�3�%� ����%� a�/

2" "�� n = 0, 1, . . . , N − 1 ��� ���

an+1 = r p/(n+ 1)
n∑

j=0

bn−j p
j/j!,

,��.

bn+1 = p/2/(n+ 1)
n∑

j=0

an−j

j∑
k=0

bj−k

k∑
i=0

bk−i bi,

2"� ���)� �� 1��4 6��� � )����� ���)�"�(  )���� �� e���)���� )��)�"�/
��� ��" ) 	 ������0 � ������������ ��"�) �� ��)�� �����

u��� �% ,��. ��������% ��� �73%4 �������4 ��166�-�����) an � bn(
�"��� 6��� � "�� bn )��0� ��������0�� ������ ���  ������ )�����0/
��)�0�� 6��� ��# )��)�"���� ��" ) ������0( ������ 3%� ��)����  ��
8#��� ,��� c�	d.�



��

`3������ c0 = b30 � ������� "�� n > 0

cn =

⎛
⎝ n∑
k=1

(4 k − n) bk cn−k

⎞
⎠ /b0/n.

8� 6��� � ���)�"��)( ���)�"��( ���0�� ���� b0 �= 0 � ��"�� �2��
��� "���# �"�� 1��  ���)�� )%������� ,��� ,�
..� a�2"

bn+1 = p/2/(n+ 1)
n∑

j=0

an−j cj. ,�+.

8� 6��� � �������0�� 3%����� 6��� �% ,��.�
����� ��2� �� )%������� � ���� ��������)� ��166�-�����) ,�������

����� �����0 � ��"�� �2�.( )%�����7��� ���0�%� ������� � ���/
" 7e�� �2�( ���� ��� z = h( 2"� h o )������ �2� p� �% ����"����
���"���� !����

Y1(h) =
N∑
n=0

an h
n, Y2(h) =

N∑
n=0

bn h
n.

`��)�"��( 1�� �� ��%� ������0�%� 6��� �%( ��1��� ������ �4 �� ��/
)�� i�����

S = aN ; S := aj + hS, j = N − 1, . . . , 0; Y1(h) = S,

��7� ���2���� 6��� � "�� Y2(h)� q"��0 ���)�� f:=g ��������� ) ��%�/
�� ����)�)����

a����0 �% ���2�� z = 0( a0 = Y1(h)( b0 = Y2(h) � r := r exp(p h) ) ��� 
 �����# ��)��������� ������% ,�	.� ����� ��2� )�� )%�������� �����
��)�����0 ����� � 6��� � ,��.�

`�����0  ������0 �������%� "���� �������2� �2������
������� p �)������ ���)����%� ��������( ���-��0�� ))�"���%�

"�� "���������0��2� �������� )%�������#� p"����)�����  ���)��( ��2/
���� � 1��� ������( o 1�� Re p < 0� 8��� ������ ���� ����� �����0
�����)��0�� � ��"�� �2��

������� �2 ����2����)��� h � �� )����������# �������0 o 1��
�����# ������( �����%# ���3 �� ��"��0��2� �����"�)���� ������0� �%
�� ������ �3e�2� �2����� ��������2� ����2����)���( �� �% ����� ��/
���0��)�0 ��6���-�7 � �������( ��� ���� 7 ���� �� �������������2�
����(  ���� '()*+,-.)-.( ���� ��  �� ���"����%4 )%�������#�

�� ������0( ��166�-����% an ,�����%� ��( ) �������� �����( � � �/
�%.  3%)7� 1�������-��0�� 3%����� ��166�-����% bn  3%)7� �� ����0
3%���� �( ����� ��2�( ������������%� ��1��� ���"�2���� ���" 7e�
�4�� "�� )%3�� �2 h�



��

'��0�%# �2 3������ h = 1/2� 8��� �2 ��3� "������( ��3�  ��������
� �( �� ��( ��� )��2" h ≤ 1/2�

����� ��2� �� )%������% ��166�-����% an � bn( n = 1, . . . , N ( ���)���/
����  ���)��

|bN hN | < ε/16, ,�l.

2"� ε o )%3���� �������0 ,�3%��� 1�� �� ��%)��� �������� �	��

�	���( ����  ���)�� 1 = 1 + ε �������.� p���  ���)�� ,�l. �� )%�������( ��
���2�� h := h/2 � ���) ���)�����  ���)�� ,�l.� p���  ���)�� ,�l. )%/
�������( �� ���)�����  ���)�� |bN 2N hN | < ε/16� � �� �� �2� )%��������
���2�� h := 2 h � )%������� ���0�%� ������� � ���" 7e�� �2��

' ���� "���(  ���)�� h ≤ 1/2 ����� �� ����0 � ���"���)��0 �2����/
� ���� ����"����0 )������ h� � ���4 )%��������4 3%�� "� h = 4�
v���( ��� ) "���� �� �� ������ f����"�� ��������g ��������# �4��% ��/
���� ��%���

`�����0 ����"����0  ���)�� )%4�" �� 1��2� 3���������2� -����
� ��� �-���� ,��.(  ���� �������������4 �)�#��) 6 ��-�� Y2(z)

,��� ,�
..(  ���)�� |r| < ε 2����� �� �������0 "����2� ��2� ��� �0��
|a0 − 1/C2| < ε|b0| < ε�

�����%� 6��� �% )��0� �����% ) �����-�� � ��%�4 ���2����/
��)��� )%����2�  ��)�� ,�% �����0��)�� R;CKG � swSXS?x.� � ��� ���/
��� �2������ �������07 ��� ���) �� 166��� f�����2� �e��g( ��� )��0�
��)%��� "����)������0 ��� ����%4 ��� �0���)�

���)�"�� �������%� "���� ���"����%4 )%�������#�
������� p ��2 ��� �� �������0 ��e������� ������% ,�	. � ") ,�����.

���)����%4  �)������ ' ���� � �����% 2�6��� 6 ��-�# Y1(z) � Y2(z)
"�� p = −2 � x0 = 3/2�

� �����)� ���� ����� �������0 p = i( ��� 3 "�� ����)����)�)�0 3��/
�������� �34�" )��� 2 ���3�# ����� �� �� 2 � � 1��� �� �� ����������
)������% Y1(z) � ���"��0��� ������7 ����%)���� ����������# ,�
.( ��/
��������# � exp(i z)�

'� ���� )���0 Re (p) < 0( Im (p) = i( �� ���������( �� ������# �������
���3������� � ���3�# ����� *( 3 "�� ����%)�0 ��2��6������ 7 �����0(
���������� 7 � ���%4 ����4 �����)�# ��)��4����� 6 ��-�� x(t)� k
��"%� �3������ )��� 2 ���3�# �����( ���� z → z + 2π( ��������� ����4�/
"�� � ��)%# ����( �����%# ��������� 3���� � ���� x(0) = 1/C2( �����%#
�� � ���� ������0� ������� C )�e���)���( �� )������ |Im (a0)| 1��/
�����-��0�� 3%����  3%)�� � ����� �� ���0 "���������0�%� ���������
���������



��

��� �	 
����� ������ Y1(z) � Y2(z) ��� p = −2 � x0 = 3/2	

&����% ����%)7�( ���  �� 	/
 �3���� "7� �	/�+ )���%4 "�������%4
����"�) �������% ���� � ��� ������%4 ���0�%4 �������4�

&�� �0��% ������) ��� ���%4 p( x0( N � M ( �� ������( ��)�"7�
) ���"��4 �"���# �������� ε ,��� ����)����) 7e�# )������� ����"��#
�����.� ��7��)�# )�������# ��� 1��� �)������ M ( ������ �����0� ����
��� )%�������� ���0��2� ���3������� �� ��" ,�
.� ��1��� �� ���" ��
)%3���0 � �������%� ������

a����)%� �����% �� ���2����( ������)���# � ��%�� swSXS?x )
yy/��6������ ,���� � 	� "�������%�� ����"��.( ������( ��� �������
���� � )%��������� � ������# �������07 ,���� )�� 	� "�������%4 ����/
" )���%. ) ������� "������ �������) p( x0( M � N � ��� 1��� ����/
����)� �2�) ,���� z → z + h. ��"�� ���)��4�"�� ��*/�**� 8�� ������( ���
��������� ����0��# ��2�������� ��� e���)���� � �� ����� �����3���0�

���)�"�� �** "�������%4 ����"�) �������% ���� �( )%��������# )
������� R;CKG ,ε = 10−128( M ∈ [300, 500]( N ∈ [20, 80]( p ∈ [−4,−1]( x0 ∈
[0.5, 1.9].�

s = 0.33205733621519629893718006201058296654709356141267
98181004475640198724174018064405070490731855146368
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$% �� ��)��� �)��# �"��# �������0 �����"��� ��������)� "�������%4
����"�) �������% ���� �( �� ���0 ���"����������)�0( ��� �� �����
)%������0 � �73�# ,) ����-���. �������07 �� ���� �2����� �

������ ���	
���


c�d /0)(1,- 2! NGBG<]L>\G> zL MGB ?LI@;Dz ZE> {� NK;@=L@ f|<G>z@FO=FODG> =>
sK}L@@=\]G=DG> B=D ]KG=>G< SG=[L>\g ~~ �� R;DO� :OA@� �b��� 9�+*� :�	bl/	bm�

c�d 3'-.4 3!5! ? @EKLD=E> EI DOG NK;@=L@ C<E[KGB ~~ JEBC� R;DO� � R;DO�
:OA@� �*�
� 9��
� x +� :��*��o�*	+�

c	d 6'4'()7 8!9! {=\OKA ;FFL<;DG @EKLD=E>@ EI DOG NK;@=L@ ;>M s;K]>G</T];>
[EL>M;<A K;AG< GWL;D=E>@ Z=; FE>ZG<\G>FG ;FFGKG<;D=E> ~~ c;<�=Z_�**+�	mmmd(
�*�*�

����������	
���	���������������

c
d 8):; <!5! XOG NK;@=L@ IL>FD=E> => DOG FEBCKGH CK;>G ~~ rHCG<=BG>D� R;DO�
�bbb� 9�m� :�	m�o	b
�

c�d "���� "!=! ������� ��������� � �4 ���������� ~~ �� �%�� ��� �
��� 6��� �*��� 9���( x �� :�m*lom���

c+d 2-)>>) ?! TLKK @D<;DE K=B=DG K;B=>;<G >G= \;@ KL>\E L>; K;B=>; CK;>; ~~
SG>M� R;DO� ?CCK� TG<� �( �b
�� 9���� :� �	m/����

cld 8-.@A. 8!� B-C>A'-; D!� E'-. /! w> DOG NK;@=L@ C<E[KGB ~~ ?MZ� y=^� rW>�
�**m� 9��	� :� �*b/+**�

cmd DAF'; B! ?CCK=F;D=E> EI J<EFFE/V;>\ GWL;D=E> DE DOG NK;@=L@ C<E[KGB ~~
rKGFD<E>=F �EL<>;K fXGFO>=F;K ?FEL@D=F@g �**l� 9���

����������������	���

cbd G;@'- 6!D! X<;>@@G<=G@ IE< [G\=>>G<@ ~~ c;<H=Z_*m*��
mllZ�d( �**b�

���������	
���	�����������������

c�*d 87'*.C* H! |<G>z@FO=FODG> => sK}L@@=\]G=DG> B=D ]KG=>G< SG=[L>\ ~~ �� R;DO�
:OA@� �b*m� 9��+� :��o	l�

c��d ;, 8-C.I4 J!6! ?@ABCDED=F BGDOEM@ => ;>;KA@=@� ?B@DG<M;B_ xE<DO/
{EKK;>M :L[K� JE� �b�m�



��

c��d H.77, G! w<M=>;<A M=^G<G>D=;K GWL;D=E>@ => DOG FEBCKGH MEB;=>� xGU/�E<]_
�EO> V=KGA � TE>@� �bl+�

c�	d GC7,- ?! Q>D<EMLFD=E => ;>;KA@=> =>�>=DE<LB� �;L@;>>G( �l
m� � GC7,- ?!

Q>D<EMLFD=E> DE DOG ;>;KA@=@ EI DOG =>�>=DG ,NK;>DE> ��y�( D<�.� xGU �E<]_
TC<=>\G<( �bmm( �bb*�


