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Ùåðèöà Î.Â., Ãóñåâ À.Î., Ìàæîðîâà Î.Ñ.
×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè òðåõêîìïîíåíòíîãî ðàñ-

òâîðà â öèëèíäðè÷åñêîé àìïóëå

Ðàññìîòðåíà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ìîäåëü êâàçèðàâíîâåñíîãî ïðîöåññà êðè-
ñòàëëèçàöèè òðåõêîìïîíåíòíîãî ðàñòâîðà â òîíêîé öèëèíäðè÷åñêîé àìïó-
ëå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ó÷èòûâàåò äèôôóçèîííûé òåïëîìàññîïåðåíîñ â
òâåðäîé è æèäêîé ôàçàõ, äâèæåíèå ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè è òåïëîîáìåí ñ
îêðóæàþùåé ñðåäîé. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ ðîñòà è
ðàñòâîðåíèÿ òðåõêîìïîíåíòíîãî ñîåäèíåíèÿ AxB1−xÑ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Çàäà÷à Ñòåôàíà; ôàçîâûé ïåðåõîä; ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå.

Olga Vladimirovna Shcheritsa, Andrey Olegovich Gusev,
Olga Semenovna Mazhorova

Numerical study of ternary alloy crystallization in the cylindrical ampule

The self-consistent model of multicomponent alloy crystallization in the cylindri-
cal ampule was considered. The mathematical model accounts for the di�usion
heat and matter transport in both solid and liquid phases, the movement of
the crystallization front and heat exchange with the environment. The proposed
model was used for numerical simulation of the crystallization process of ternary
compound AxB1−xÑ.

Key words: Stefan problem; phase transition; mathematical modeling.
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1. Ââåäåíèå

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ êðèñòàëëè-
çàöèè ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñîåäèíåíèé è ïîëó÷åíèÿ ìàòåðèàëîâ ñ çàäàííûìè
ñâîéñòâàìè. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ìîäåëü êâàçèðàâíî-
âåñíîãî ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè òðîéíîãî ñîåäèíåíèÿ â äëèííîé öèëèíäðè-
÷åñêîé àìïóëå. Îñíîâó ìîäåëè ñîñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è
äèôôóçèè. Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç òåìïåðàòóðà è êîíöåíòðàöèÿ âñåõ êîì-
ïîíåíòîâ óäîâëåòâîðÿþò áàëàíñíûì ñîîòíîøåíèÿì, âûòåêàþùèì èç çàêî-
íîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è ìàññû, è ôàçîâîé äèàãðàììå ñèñòåìû: äîñòàòî÷íî
ñëîæíûì, êàê ïðàâèëî, íåëèíåéíûì ñîîòíîùåíèÿì, ñâÿçûâàþùèì ðàâíîâå-
íûå êîíöåíòðàöèè âñåõ êîìïîíåíòîâ è òåìïåðàòóðó. Ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ
çàäà÷ îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Ñòåôàíà î ôàçîâîì ïåðåõîäå òåì,
÷òî òåìïåðàòóðà ôàçîâîãî ïåðåõîäà çàâèñèò îò ñîñòàâà òâåðäîé è æèäêîé
ôàçû (òåðìîäèôôóçèîííàÿ çàäà÷à Ñòåôàíà). Êðîìå òîãî, îïûò ðåøåíèÿ ïî-
äîáíûõ çàäà÷ [1�5] ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìîâ, â
îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò ðàñùåïëåíèå ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì, ìîæåò ïðèâî-
äèòü ê ðåçóëüòàòàì, èñêàæàþùèì ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå: íàïðèìåð, ïî ðåçóëü-
òàòàì ðàñ÷åòîâ â ñèñòåìå äîëæíî ïðîèñõîäèòü ðàñòâîðåíèå òâåðäîé ôàçû, à
â ôèçè÷åñêîì ïðîöåññå ïðîèñõîäèò ðîñò êðèñòàëëà è íàîáîðîò [6]. Ïîýòîìó
äëÿ ðåøåíèÿ òåðìîäèôôóçèîííîé çàäà÷è Ñòåôàíà íàäåæíûìè ÿâëÿþòñÿ àë-
ãîðèòìû, â êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ òåïëîìàññîïåðåíîñ è
äâèæåíèå ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè, ðåøàåòñÿ ñîâìåñòíî [2, 3, 5].

×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ òèïà Ñòåôàíà ðàçâèâàþòñÿ ïðåèìóùå-
ñòâåííî â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïåðâîå ñîñòàâëÿþò àëãîðèòìû ñêâîçíîãî ñ÷å-
òà, â êîòîðûõ ãðàíèöà ôàçîâîãî ïåðåõîäà ÿâíî íå âûäåëÿåòñÿ [7, 8], âòîðîå
� ìåòîäû, â ÿâíîì âèäå îòñëåæèâàþùèå ïîëîæåíèå ôðîíòà êðèñòàëëèçà-
öèè [2�4,8�10]. Àëãîðèòìû ïîñëåäíåé ãðóïïû áîëåå ýôôåêòèâíû äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ î ôàçîâîì ïåðåõîäå â ìíîãîêîìïîíåíòíîì ðàñòâîðå. Êîíòðîëü çà ïî-
ëîæåíèåì ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèáî çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ
ïîäâèæíûõ ñåòîê, ñîãëàñîâàííûõ â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ñ ôîðìîé ôðîí-
òà êðèñòàëëèçàöèè [2, 3, 9�12], ëèáî ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîé çàìåíû ïåðå-
ìåííûõ [2�4, 7, 13, 14], êîòîðàÿ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû â íîâûõ êîîðäèíàòàõ
ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü áûëà ðåãóëÿðíîé, ñ ôèêñèðîâàííûìè ãðàíèöàìè, ñîâïà-
äàþùèìè ñ êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè � ìåòîä âûïðÿìëåíèÿ ôðîíòà [15]. Â
äàííîé ðàáîòå ó÷åò äâèæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ òèïà Ëàíäàó, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ãðàíèöà ðàç-
äåëà ôàç îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé â õîäå âñåãî ïðîöåññà. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâà-
ëàñü íåÿâíàÿ êîíñåðâàòèâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, ïîñòðîåííàÿ â íîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò [3]. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ìå-
òîäîì Íüþòîíà îòíîñèòåëüíî âåêòîðà íåèçâåñòíûõ, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ âñå èñêîìûå ôóíêöèè: êîíöåíòðàöèè â æèäêîé è òâåðäîé ôàçàõ,
ïîëå òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè.
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Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè òðåõ-
êîìïîíåíòíîãî ðàñòâîðà â àìïóëå, ó÷èòûâàþùàÿ òåïëîîáìåí àìïóëû ñ îêðó-
æàþùåé ñðåäîé. Ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ìîæíî îïèñàòü ñðåä-
íåé â ñå÷åíèè òåìïåðàòóðîé è êîíöåíòðàöèÿìè. Â ðåçóëüòàòå îñåñèììåòðè÷-
íàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîé, â êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè ñ èñòî÷íèêîì, âîçíèêàþ-
ùèì èç-çà ó÷åòà êîíòàêòíîãî òåïëîîáìåíà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, à ðàñïðåäå-
ëåíèå ìàññû � óðàâíåíèÿìè äèôôóçèè. Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü èñïîëüçîâàëàñü
äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ òåìïåðàòóðíûõ ðåæèìîâ ðîñòà è ðàñòâîðåíèÿ
ñîåäèíåíèÿ AxB1−xC.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êðèñòàëëèçàöèè òðîéíîãî ñîåäèíåíèÿ AxB1−xÑ. Ðàñ-
òâîð êîìïîíåíòîâ A è B â ðàñïëàâå C ïðèâîäèòñÿ â êîíòàêò ñ çàòðàâêîé,
ðàñïîëîæåííîé íà äíå òîíêîé öèëèíäðè÷åñêîé àìïóëû (ðèñ. 1). Çàòåì òåìïå-
ðàòóðà ñèñòåìû ïîíèæàåòñÿ, æèäêàÿ ôàçà ñòàíîâèòñÿ ïåðåñûùåííîé, è íà÷è-
íàåòñÿ ïðîöåññ êðèñòàëëèçàöèè. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ
â ðàìêàõ ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé. Íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè ñîñòàâ æèä-
êîé è òâåðäîé ôàçû íàõîäèòñÿ â êâàçèðàâíîâåñèè. Êèíåòè÷åñêèå ïðîöåññû íà
ïîâåðõíîñòè ïðîòåêàþò äîñòàòî÷íî áûñòðî è íå íàðóøàþò êâàçèðàâíîâåñèÿ.
Ôðîíò êðèñòàëëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. Êîíâåêöèÿ â æèäêîé ôàçå íåçíà-
÷èòåëüíà, òåïëîìàññîïåðåíîñ â ñèñòåìå îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì äèôôó-
çèè.

Ðèñ. 1. Öèëèíäðè÷åñêàÿ àìïóëà. Ðàñòâîð êîìïîíåíòîâ A è B â C, ïðèâåäåí â êîíòàêò ñ
çàòðàâêîé AxB1−xÑ.

Ïîäîáëàñòü Ωl = (ξ, L]×(0, R], ãäå L � äëèíà àìïóëû, ξ = ξ(t) � ïîëîæå-
íèå ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè, R � ðàäèóñ àìïóëû (ðèñ. 1), çàíèìàåò æèäêàÿ
ôàçà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñòâîð êîìïîíåíòîâ A è B â ðàñïëàâå
C. Ñîñòàâ æèäêîé ôàçû îïðåäåëÿåòñÿ êîíöåíòðàöèÿìè ýëåìåíòîâ A è B, à
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êîíöåíòðàöèÿ Ñ âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

x l (A) + x l (B) + x l (C) = 1,

ãäå x l (j), (j = A, B, C) � ìîëüíàÿ äîëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà â æèä-
êîé ôàçå. Òâåðäàÿ ôàçà çàíèìàåò îáëàñòü Ωs = [0, ξ)×(0, R] è ÿâëÿåòñÿ òâåð-
äûì ðàñòâîðîì AxB1−xÑ. Ñîñòàâ òâåðäîé ôàçû îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé ïåðåìåí-
íîé x, ïðè ýòîì ìîëüíûå äîëè êàæäîãî åå êîìïîíåíòà x s (j), (j = AC, BC)
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

x s (AC) = x, x s (BC) = 1− x. (1)

Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû è ñîñòàâà â ñèñòåìå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂C s(A)

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
rD s(A)∂C

s(A)

∂r

)
+

∂

∂z

(
D s(A)∂C

s(A)

∂z

)
, (z, r) ∈ Ωs, (2)

∂C l (j)

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
r D l (j) ∂C

l (j)

∂r

)
+

∂

∂z

(
D l (j) ∂C

l (j)

∂z

)
, (z, r) ∈ Ωl, (3)

csp ρ
s∂T

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
rks

∂T

∂r

)
+

∂

∂z

(
ks

∂T

∂z

)
, (z, r) ∈ Ωs, (4)

clp ρ
l∂T

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
rkl

∂T

∂r

)
+

∂

∂z

(
kl

∂T

∂z

)
, (z, r) ∈ Ωl, (5)

çäåñü r, z � ðàäèàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòû öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò, t � âðåìÿ, Cγ (j) � îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ j�ãî êîìïîíåíòà
â òâåðäîé è æèäêîé ôàçå, Dγ (j) � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè j�ãî êîìïîíåíòà
â òâåðäîé è æèäêîé ôàçå j = A, B, T � òåìïåðàòóðà, cγp � óäåëüíàÿ òåïëî-
åìêîñòü, kγ � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, ργ � ïëîòíîñòü, γ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ s ïðè z < ξ (òâåðäàÿ ôàçà) è l ïðè z > ξ (æèäêàÿ ôàçà). Ñîäåðæà-
íèå êîìïîíåíòà B â òâåðäîé ôàçå îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì (1), çàïèñàííûì â
îáúåìíûõ åäèíèöàõ

(aA+aC)C
s (A) + (aB+aC)C

s (B) = ρs, (6)

ãäå aA, aB, aC � àòîìíûå âåñà ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ.
Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç (z = ξ(t)) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
1. Óñëîâèå ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ: óðàâíåíèÿ îïèñûâàþùèå ñâÿçü êîíöåí-

òðàöèé êîìïîíåíòîâ A è B â òâåðäîé è æèäêîé ôàçàõ;

Fm(C
s (A), C s (B), C l (A), C l (B), T ) = 0, m = 1, 2, 3. (7)

Êîíêðåòíûé âèä óðàâíåíèé ôàçîâîé äèàãðàììû îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ñî-
åäèíåíèÿ AxB1−xÑ.

2. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (óñëîâèå Ñòåôàíà):

k s ∂T

∂z

∣∣∣∣
z=ξ(t)−

− k l ∂T

∂z

∣∣∣∣
z=ξ(t)+

= λ ρs ξt. (8)
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Çäåñü λ � ñêðûòàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ, ξt � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ôðîíòà êðè-
ñòàëëèçàöèè.

3. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:

Ds(j) ∂C
s(j)

∂z

∣∣∣∣∣
z=ξ(t)−

−Dl(j) ∂C
l(j)

∂z

∣∣∣∣∣
z=ξ(t)+

=−(Cs(j) − C l(j)) ξt, j = A, B. (9)

Ñòåíêè öèëèíäðà íåïðîíèöàåìû, ïîýòîìó ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëÿ
êîíöåíòðàöèè èìåþò âèä

Dγ(j) ∂C
γ(j)

∂n

∣∣∣∣∣
∂Ω

= 0, j = A, B, γ = s, l, (10)

ãäå ∂Ω � ãðàíèöà îáëàñòè Ω = Ωs

∪
Ωl.

Íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ïðîèñõîäèò òåïëîîáìåí ïî çàêîíó Íüþ-
òîíà

kγ
∂T

∂r

∣∣∣∣
r=R

= α̃(T ∗ − T |r=R). (11)

Çäåñü α̃ � êîýôôèöèåíò êîíòàêòíîãî òåïëîîáìåíà, T ∗ � òåìïåðàòóðà îêðó-
æàþùåé ñðåäû. Íà òîðöàõ àìïóëû, â çàâèñèìîñòè îò èññëåäóåìîãî ðåæèìà
ðîñòà, ïðîèñõîäèò òåïëîîáìåí

kγ
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=0

= −α̃(T ∗ − T |x=0), kγ
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=L

= α̃(T ∗ − T |x=L), γ = s, l, (12)

èëè çàäàíà òåìïåðàòóðà, èçìåíÿþùàÿñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè

T |x=0 = Tbot(t), T |x=L = Ttop(t). (13)

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ìîæíî îïèñàòü ôóíêöèÿìè T̃ (z, t) è C̃γ(j)(z, t), j =
A, B, γ = s, l ãäå:

1) T̃ (z, t) � ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà â ñå÷åíèè z â ìîìåíò âðåìåíè t

T̃ (z, t) =
2

R 2

R̂

0

T (r, z, t) r dr. (14)

2) C̃γ(j)(z, t) � ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòà j (j = A, B, γ = s, l) â
ñå÷åíèè z â ìîìåíò âðåìåíè t

C̃γ(j)(z, t) =
2

R 2

R̂

0

Cγ(j)(r, z, t) r dr.
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×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ T̃ (z, t), ïðîèíòåãðèðóåì (4), (5) ïî ðàäèóñó
r:

2

R 2

R̂

0

cγpρ
γ ∂T

∂t
rdr=

2

R 2

R̂

0

1

r

∂

∂r

(
kγ r

∂T

∂r

)
rdr +

2

R 2

R̂

0

∂

∂z

(
kγ

∂T

∂z

)
rdr, γ=s, l,

ñ ó÷åòîì (14), ïîëó÷èì

cγpρ
γ ∂T̃

∂t
=

2

R 2

(
kγ r

∂T

∂r

∣∣∣∣
r=R

− kγ r
∂T

∂r

∣∣∣∣
r=0

)
+

∂

∂z

(
kγ

∂T̃

∂z

)
, γ = s, l. (15)

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà íå çàâè-
ñèò îò åãî ðàäèóñà, âåðíî ñîîòíîøåíèå

2

R 2

R̂

0

T (R, z, t) r dr = T (R, z, t) = T̃ (z, t),

÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü (15) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà áîêîâîé ïî-
âåðõíîñòè (11) â âèäå:

cγp ρ
γ ∂T̃

∂t
=

∂

∂z

(
kγ

∂T̃

∂z

)
+

2α̃

R
(T ∗ − T̃ ), γ = s, l. (16)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (12) è (13) íà òîðöàõ àìïóëû

kγ
∂T̃

∂z

∣∣∣∣∣
z=0

= −α̃ (T ∗ − T̃ ), kγ
∂T̃

∂z

∣∣∣∣∣
z=L

= α̃ (T ∗ − T̃ ), γ = s, l. (17)

T̃
∣∣∣
z=0

= Tbot(t), T̃
∣∣∣
z=L

= Ttop(t) (18)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè C̃γ(j)(z, t), ïðî-
èíòåãðèðîâàâ (2), (3) ïî r. Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷èì

∂C̃γ(j)

∂t
=

∂

∂z

(
Dγ ∂C̃

γ(j)

∂z

)
, γ = s, l, j = A, B. (19)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (10) ïðèìóò âèä:

Dγ ∂C̃γ(j)

∂z

∣∣∣∣∣
z=0, L

= 0, γ = s, l, j = A, B. (20)
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Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç z = ξ(t) âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ñòåôàíà:

k s ∂T̃

∂z

∣∣∣∣∣
z=ξ(t)−

− k l ∂T̃

∂z

∣∣∣∣∣
z=ξ(t)+

= λ ρs ξt, (21)

Ds(j) ∂C̃
s(j)

∂z

∣∣∣∣∣
z=ξ(t)−

−Dl(j) ∂C̃
l(j)

∂z

∣∣∣∣∣
z=ξ(t)+

= −(C̃s(j) − C̃ l(j)) ξt, j = A, B.

(22)

Â ðåçóëüòàòå îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à (2)�(11) ñâåäåíà ê îäíîìåðíîé çàäà-
÷å (16)�(22). Êîíòàêòíûé òåïëîîáìåí íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè àìïóëû òåïåðü
ó÷èòûâàåòñÿ â óðàâíåíèè òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè â âèäå èñòî÷íèêà òåïëà,
çàâèñÿùåãî îò òåìïåðàòóðû.

3. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

3.1. Çàìåíà ïåðåìåííûõ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (16)�(22) ñ âíóòðåííåé ïîäâèæíîé ãðàíèöåé, ïîëîæå-
íèå êîòîðîé íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðèìåíèì ìåòîä
âûïðÿìëåíèÿ ôðîíòà. Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì çàìåíó íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
(t, z) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (t, y) ïîëîæåíèå ãðà-
íèöû ðàçäåëà ôàç áûëî ôèêñèðîâàíî è ñîâïàäàëî ñ òî÷êîé y = 1, à ãðàíèöû
îáëàñòè, òî÷êè z = 0 è z = L, ïåðåøëè ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êè y = 0 è
y = 2 [15]. Ñâÿçü ìåæäó ñèñòåìàìè êîîðäèíàò çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìè:

t = t, z = φ(y, t) =

{
y ξ(t), y ∈ [0, 1],

ξ(t) + (L− ξ(t))(y − 1), y ∈ [1, 2].
(23)

ßêîáèàí ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåí J =
∂(y, t)

∂(z, t)
=

1

l
, ãäå l = l(t) � äëèíà

ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçû â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò: â òâåðäîé ôàçå l =
ls = ξ(t), â æèäêîé ôàçå l = ll = L − ξ(t). Â íîâûõ ïåðåìåííûõ îáëàñòè
Ωs

y = {0 ≤ y < 1} è Ωl
y = {1 < y ≤ 2} çàíÿòû ñîîòâåòñòâåííî òâåðäîé è

æèäêîé ôàçàìè, Ωy = Ωs
y ∪ Ωl

y.
Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäà÷à (16)�(22) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [3]:

cγp

[
∂

∂t
(lγT̃ )− ∂

∂y
(φtT̃ )

]
=

∂

∂y

(
κγ

lγ
∂T̃

∂y

)
+l(αγT̃+βγ), y ∈ (0, 1)∪(1, 2). (24)

Çäåñü γ = s, l, κγ = kγ/ργ, � êóñî÷íî�ïîñòîÿííûå ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå
çíà÷åíèÿ κ s ïðè y ∈ [0, 1) è κ l ïðè y ∈ (1, 2]. αγ = 2α̃/(ργR), βγ = 2β̃/(ργR).
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Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç (y = 1) óñëîâèå Ñòåôàíà ïðèìåò âèä

κs

ls
∂T̃

∂y

∣∣∣∣∣
y=1−

−
κl

ll
∂T̃

∂y

∣∣∣∣∣
y=1+

= λ
dξ

dt
. (25)

Óðàâíåíèÿ äëÿ êîíöåíòðàöèé â ïåðåìåííûõ (t, y):

∂

∂t
(lγC̃γ(A))− ∂

∂y
(φtC̃

γ(A)) =
∂

∂y

(
Dγ(A)

lγ
∂C̃γ(A)

∂y

)
, y ∈ (0, 1) ∪ (1, 2), (26)

(aA+aC)C̃
s (A) + (aB+aC)C̃

s (B) = ρs, y ∈ (0, 1), (27)

∂

∂t
(llC̃ l (B))− ∂

∂y
(φtC̃

l (B)) =
∂

∂y

(
Dl (B)

ll
∂C̃ l (B)

∂y

)
, y ∈ (1, 2), (28)

Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç

D s (j)

ls
∂C̃ s (j)

∂y

∣∣∣∣∣
y=1−

−
D l (j)

ll
∂C̃ l (j)

∂y

∣∣∣∣∣
y=1+

= −(C̃ s (j) − C̃ l (j))
dξ

dt
, j = A,B. (29)

Fm(C̃
s (A), C̃ s (B), C̃ l (A), C̃ l (B), T̃ )

∣∣∣
y=1

= 0, m = 1, 2, 3. (30)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (17), (18), (20) â ïåðåìåííûõ (y, t):

k s

l s
∂T̃

∂y

∣∣∣∣∣
y=0

= −α̃

(
T ∗ − T̃

∣∣∣
y=0

)
,

k l

l l
∂T̃

∂y

∣∣∣∣∣
y=2

= α̃

(
T ∗ − T̃

∣∣∣
y=2

)
, (31)

T̃
∣∣∣
y=0

= Tbot(t), T̃
∣∣∣
y=2

= Ttop(t), (32)

D s (A)

l s
∂C̃ s (A)

∂y

∣∣∣∣∣
y=0

= 0,
D l (j)

l l
∂C̃ l (j)

∂y

∣∣∣∣∣
y=2

= 0, j = A,B. (33)

Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (24) � (33) � çíà÷èò îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå
ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè è ðàñïðåäåëåíèå òåïëà è êîíöåíòðàöèé êàæäîãî èç
êîìïîíåíòîâ â òâåðäîé è æèäêîé ôàçàõ. Äàííàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíà: îò èñ-
êîìîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ôðîíòà çàâèñÿò äëèíû ôàç ls è ll, à òàêæå ôóíê-
öèÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ φ(y, t). Äëÿ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé (24) � (33)
èñïîëüçîâàëàñü ðàçíîñòíàÿ íåÿâíàÿ êîíñåðâàòèâíàÿ ñõåìà, ïðåäëîæåííàÿ â
ðàáîòå [3], íî ìîäèôèöèðîâàííàÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

3.2. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

Â îáëàñòè Ωy ââåäåì ðàçíîñòíóþ ñåòêó ωy = {yi, 0≤ i ≤N, y0 = 0, yi∗ =
1, yN = 2}, hi+1/2 = yi+1− yi � øàã ñåòêè. Ïóñòü ãðàíèöà ðàçäåëà ôàç, òî÷êà
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y = 1, ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç óçëîâ ýòîé ñåòêè; îáîçíà÷èì åãî yi∗. Íàðÿäó ñ
óçëàìè yi, ââåäåì ïîòîêîâûå òî÷êè yi+1/2 = (yi + yi+1)/2, i = 0, 1, . . . , N −
1 è øàãè ñåòêè ~yi=yi+1/2−yi−1/2. Ðàçíîñòíóþ ñåòêó ïî âðåìåíè îáîçíà÷èì
ωt={t0=0, tk+1=tk+τ, k = 0, 1, . . . }, τ � øàã ñåòêè ïî âðåìåíè.

Ñåòî÷íûå ôóíêöèè òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè áóäåì îòíîñèòü ê óç-
ëàì ñåòêè. Ïóñòü f = T̃ , C̃γ(j), (γ = s, l, j = A, B) òîãäà f(yi, tj)=fi. Äî-
îïðåäåëèì ýòè ôóíêöèè â èíòåðâàëàõ ìåæäó óçëàìè: f(y, tj) = f(yi, tj) ïðè
y ∈ (yi−1/2, yi+1/2), i ̸=i∗. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè òåìïåðàòóðû íà ãðàíèöå ðàç-

äåëà ôàç, T̃i∗−0 = T̃i∗+0. Êîíöåíòðàöèÿ íà ôàçîâîé ãðàíèöå òåðïèò ðàçðûâ,

ïîýòîìó â òî÷êå i∗ çàäàþòñÿ äâà åå çíà÷åíèÿ C̃
(j)
i∗−0=C̃s(j) è C̃

(j)
i∗+0=C̃ l(j), C̃s(j)

è C̃ l(j) � ýòî ðàâíîâåñíûå êîíöåíòðàöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ôàçîâîé äèàãðàì-

ìå ñèñòåìû; C̃(j)(y, tk)=C̃
(j)
i∗−0, åñëè y ∈ (yi∗−1/2, yi∗) è C̃(j)(y, tk)=C̃

(j)
i∗+0, åñëè

y∈(yi∗, yi∗+1/2). Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ â ðåãóëÿðíûõ òî÷êàõ (i ̸= i∗) òàêæå áóäåì

èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ C̃
(j)
i−0 è C̃

(j)
i+0, C̃

(j)
i−0 = C̃

(j)
i+0 = C̃

(j)
i . Â äàëüíåéøåì

òèëüäó íàä T̃ , C̃γ(j) áóäåì îïóñêàòü. Äëèíà çîíû, óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, êî-
ýôôèöèåíòû òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè îòíîñÿòñÿ
ê ïîëóöåëûì óçëàì ñåòêè. Ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè i∗ ýòè ôóíêöèè ïîñòîÿííû
è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òâåðäîé è æèäêîé ôàçàì.

Ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îáîçíà÷èì ft,i=ft=(f̂i − fi)/τ, ãäå

f̂i=f(yi, tk+τ) [16]. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû ðàçíîñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïî ïðîñòðàíñòâó fy(i) = [f(yi+1, tk)− f(yi, tk)]/hi+1/2, fȳ(i)=fy(i− 1).

Ïðèâåäåì ýòàïû ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè (24). Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (24) ïî ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêå
[yi−1/2, yi+1/2]×[tk, tk+τ ].

tk+τˆ

tk

yi+1/2ˆ

yi−1/2

[
cγp

∂

∂t
(lγT )− cγp

∂

∂y
(φt T )

]
dy dt =

=

tk+τˆ

tk

yi+1/2ˆ

yi−1/2

[
∂

∂y

(
κγ

lγ
∂T

∂y

)
+ lγ(αγT + βγ)

]
dy dt, γ = s, l.

(34)

Ïîäñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî ñåòî÷íûå ôóíêöèè è âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëü-
íî èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.

I T
1 =

tk+τˆ

tk

dt

[ yiˆ

yi−1/2

ci−1/2
∂

∂t
(lγT ) dy +

yi+1/2ˆ

yi

ci+1/2
∂

∂t
(lγT ) dy

]
= (35)

=
hy
i−1/2

2
ci−1/2

[
̂(li−1/2Ti)−(li−1/2Ti)

]
+
hy
i+1/2

2
ci+1/2

[
̂(li+1/2Ti)−(li+1/2Ti)

]
, γ=s, l.
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Åñëè îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [yi−1/2, yi+1/2] íå ñîäåðæèò ãðàíèöó ðàçäåëà ôàç
(i̸=i∗), òî ci−1/2 = ci+1/2, li−1/2 = li+1/2, è ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà íåò
íåîáõîäèìîñòè ðàçáèâàòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà îòðåçêè, ðàñïîëîæåí-
íûå ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè yi,. Ïðåäñòàâëåíèå (35) îáåñïå÷èâàåò îäíîðîä-
íóþ, íå çàâèñÿùóþ îò íîìåðà óçëà, ôîðìó çàïèñè ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè
ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.

Èíòåãðàë îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ëåâîé ÷àñòè (34) òàêæå ðàçîáüåì íà
äâå ÷àñòè è ïðè åãî âû÷èñëåíèè ó÷òåì, ÷òî (φtT ) (yi−0) = (φtT ) (yi+0) è
φt(yi∗) = ξt

I T
2 =

tk+τˆ

tk

dt

[ yiˆ

yi−1/2

ci−1/2
∂

∂y
(φtT ) dy +

yi+1/2ˆ

yi

ci+1/2
∂

∂y
(φtT ) dy

]
=

=

tk+τˆ

tk

[
ci−1/2

[
(φtT )(yi)− (φtT )(yi−1/2)

]
+ci+1/2

[
(φtT )(yi+1/2)− (φtT )(yi)

]]
dt≈

≈ τ
[(

ci−1/2−ci+1/2

)
ξtT̂i∗+ci+1/2

(
φtT̂

)
(yi+1/2)−ci−1/2

(
φtT̂

)
(yi−1/2)

]
. (36)

Ïðîèçâåäåíèå (φtT ) â ïîëóöåëûõ òî÷êàõ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(φtT )(yi±1/2) = φt(yi±1/2)(Ti + Ti±1)/2.

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.
Òåïëîâîé ïîòîê íåïðåðûâåí â ðåãóëÿðíîé òî÷êå, à íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç èñ-
ïûòûâàåò ñêà÷îê, âåëè÷èíà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ Ñòåôàíà (25),
ïîýòîìó ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà I3 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

I T
3 =

tk+τˆ

tk

dt

[ yiˆ

yi−1/2

∂

∂y

(
κγ

lγ
∂T

∂y

)
dy+

yi+1/2ˆ

yi

∂

∂y

(
κγ

lγ
∂T

∂y

)
dy

]
=

≈ τ
dξ

dt
λδii∗ + τ

[
κi+1/2

(
T̂y

l̂i+1/2

)
−κi−1/2

(
T̂ȳ

l̂i−1/2

)]
, (37)

ãäå δii∗ � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Äëÿ èíòåãðàëà èñòî÷íèêà òåïëà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ:

I T
4 =

tk+τˆ

tk

dt

 yiˆ

yi−1/2

lγ(αγT + βγ) dy +

yi+1/2ˆ

yi

lγ(αγT + βγ) dy

 =

= τ

[
hi−1/2

2
l̂i−1/2(αi−1/2T̂i + βi−1/2) +

hi+1/2

2
l̂i+1/2(αi+1/2T̂i + βi+1/2)

]
.

(38)
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Çàìåíèâ â (34) èíòåãðàëû ïðèáëèæåííûìè ôîðìóëàìè (35), (36), (36), (38),
ïîëó÷èì óìíîæåííóþ íà ïëîùàäü ÿ÷åéêè äèâåðãåíòíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó
äëÿ óðàâíåíèé (24).

hy
i−1/2

2
ci−1/2

(
li−1/2Ti

)
t
+

hy
i+1/2

2
ci+1/2

(
li+1/2Ti

)
t
−

−
[
ci+1/2

(
φtT̂

)
(yi+1/2)−ci−1/2

(
φtT̂

)
(yi−1/2)

]
=

=
[
κi+1/2

( T̂y

l̂i+1/2

)
−κi−1/2

( T̂ȳ

l̂i−1/2

)]
+ ξt

[
λδii∗ +

(
ci−1/2−ci+1/2

)
T̂i∗

]
+

+

[
hi−1/2

2
l̂i−1/2(αi−1/2T̂i + βi−1/2) +

hi+1/2

2
l̂i+1/2(αi+1/2T̂i + βi+1/2)

]
. (39)

Â ðåãóëÿðíîé òî÷êå (39) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñõåìó ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿ-
ìè äëÿ óðàâíåíèÿ òèïà êîíâåêöèÿ-äèôôóçèÿ. Ïðè i = i⋆ ê íåé äîáàâëÿåò-
ñÿ ÷ëåí, îáóñëîâëåííûé ñêà÷êîì òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà ãðàíèöå
ðàçäåëà ôàç è âûäåëåíèåì (ïîãëîùåíèåì) òåïëà ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â òî÷êàõ y0 è yN óðàâíåíèå (24)
íóæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ñ ó÷åòîì (31) ïî îòðåçêàì [y0, y1/2] è [yN−1/2, yN ]
ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå:

σT
1

[
T̂0−Tbot(t)

]
+(1−σT

1 )

[
h1/2

2
c1/2

(
l1/2 T0

)
t
−c1/2 (φt T̂ (y1/2)−κ1/2 (T̂y /l̂1/2)

]
+

+(1−σT
1 )

[
−
h1/2

2
l̂1/2(α1/2 T̂0+β1/2)−

α̃

ρ s
(T ∗

s −T̂0)

]
= 0,

σT
2

[
T̂N−Ttop(t)

]
+(1−σT

2 )

[
hN−1/2

2
cN−1/2

(
lN−1/2 T0

)
t
+cN−1/2 (φt T̂ )(yN−1/2)

]
+

+(1−σT
2 )

[
κN−1/2

(
T̂y

l̂N−1/2

)
−
hN−1/2

2
l̂N−1/2(αN−1/2 T̂N + βN−1/2)

]
+

+(1−σT
2 )

[
−
α̃

ρ l
(T ∗

l −T̂N)

]
= 0, σT

1 , σ
T
2 ∈ (0, 1). (40)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé äèôôóçèè, ïðîèí-
òåãðèðóåì óðàâíåíèÿ (26), (28) ïî ÿ÷åéêå [yi−1/2, yi+1/2]× [tj, tj + τ ]:

tj+τˆ

tj

dt

yi+1/2ˆ

yi−1/2

[
∂

∂t
(lγCγ (j))− ∂

∂y
(φtC

γ (j))

]
dy =

=

tj+τˆ

tj

yi+1/2ˆ

yi−1/2

∂

∂y

(
Dγ

lγ
∂Cγ (j)

∂y

)
dy dt, γ = s, l, j = A,B.

(41)
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Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ïðèáëèæåííóþ
ôîðìóëó:

I C
1 =

tj+τˆ

tj

dt

 yiˆ

yi−1/2

∂

∂t
(lγCγ (j))dy +

yi+1/2ˆ

yi

∂

∂t
(lγCγ (j))dy

 ≈

≈
hi−1/2

2

[
̂

(li−1/2C
γ (j)
i )− (li−1/2C

γ (j)
i )

]
+
hi+1/2

2

[
̂

(li+1/2C
γ (j)
i )− (li+1/2C

γ (j)
i )

]
,

γ = s, l, j = A,B.

Ïðîèíòåãðèðóåì âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (41):

I C
2 =

tj+τˆ

tj

dt

 yiˆ

yi−1/2

∂

∂y
(φtC

γ (j))dy +

yi+1/2ˆ

yi

∂

∂y
(φtC

γ (j))dy

 =

=

tj+τˆ

tj

[
(φtC

γ (j))
∣∣∣yi−0

yi+1/2

+ (φtC
γ (j))

∣∣∣yi+1/2

yi+0

]
dt ≈

≈ τ

[
(φtC

γ (j))
∣∣∣yi+1/2

yi−1/2

+
(
Ĉs (j) − Ĉ l (j)

)
ξtδii∗

]
, γ = s, l, j = A,B.

Âû÷èñëèì èíòåãðàë àïïðîêñèìèðóþùèé ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (41):

I C
3 =

tj+τˆ

tj

dt

 yiˆ

yi−1/2

∂

∂y

(
Dγ

lγ
∂Cγ (j)

∂y

)
dy +

yi+1/2ˆ

yi

∂

∂y

(
Dγ

lγ
∂Cγ (j)

∂y

)
dy

 =

=

tj+τˆ

tj

D
l

∂Cγ (j)

∂y

∣∣∣∣∣
yi−0

yi−1/2

+
D

l

∂Cγ (j)

∂y

∣∣∣∣∣
yi+1/2

yi+0

 dt ≈
≈ τ

[
Di+1/2

l̂i+1/2

Ĉγ (j)
y −

Di−1/2

l̂i−1/2

Ĉ
γ (j)
ȳ + (Ĉs (j) − Ĉ l (j))ξtδii∗

]
, γ = s, l, j = A,B.

Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèè (26) è (28):

hy
i−1/2

2

(
li−1/2C

γ (j)
i−0

)
t
+
hy
i+1/2

2

(
li+1/2C

γ (j)
i+0

)
t
−

−
[(

φtĈ
γ (j)
)
(yi+1/2)−

(
φtĈ

γ (j)
)
(yi−1/2)

]
=

= Di+1/2

(
Ĉ

γ (j)
y

l̂i+1/2

)
−Di−1/2

(
Ĉ

γ (j)
ȳ

l̂i−1/2

)
, γ = s, l, j = A,B. (42)
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Àïïðîêñèìàöèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (33) ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â (42) ïðè i = 0
è i = N ôîðìàëüíî ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ ÷ëåíû ñ èíäåêñàìè 0−1/2 èN+
1/2 ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå
(26) è (28) ïî ïðèãðàíè÷íûì ÿ÷åéêàì ñ ó÷åòîì óñëîâèé (33)

h1/2

2

(
l1/2C

γ (j)
0

)
t
− (φt Ĉ

γ (j))(y1/2)−D1/2 (Ĉ
γ (j)
y /l̂1/2) = 0,

hN−1/2

2

(
lN−1/2C

γ (j)
i

)
t
+ (φt Ĉ

γ (j))(yN−1/2) +DN−1/2 (Ĉ
γ (j)
ȳ /l̂N−1/2) = 0,

γ = s, l, j = A,B.

(43)

3.3. Ìåòîä ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé

Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (39) � (43) ïðèìåíèì ìå-

òîä Íüþòîíà. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ζi = (C
(A)
i , C

(B)
i , Ti)

T , i =

0, 1, . . . , i∗ − 1, i∗ + 1, . . . , N , ζi∗=(C
s(A)
i∗ , C

s(B)
i∗ , Ti∗, ξt, C

l(A)
i∗ , C

l(B)
i∗ )T . Çàïè-

øåì ñõåìó (39) � (43) â îïåðàòîðíîé ôîðìå:

F(ζ) = 0, (44)

ãäå ïåðåìåííûå óïîðÿäî÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ζ = (ζ0, ζ1, . . . , ζi∗−1, ζi∗, ζi∗+1, . . . , ζN)
T .

Îïðåäåëèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïî ìåòîäó Íüþòîíà äëÿ ñèñòåìû (44):

F ′ (ζn) δζ = −F (ζn) , (45)

ãäå F ′(ζ) � ìàòðèöà ßêîáè ñèñòåìû (44), δζ = ζn+1−ζn, n � íîìåð èòåðàöèè.
Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (45) íåîáõîäèìî ðåøàòü ñèñòå-

ìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìàòðèöà êîòîðîé èìååò áëî÷íóþ òðåõäèàãîíàëüíóþ
ñòðóêòóðó ñ îäíèì ïëîòíî çàïîëíåíûì ñòîëáöîì, ñîîòâåòñòâóþùèì íåèçâåñò-
íîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ôðîíòà δξt. Ýòó ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

A−1,iδζi−1 + A0,iδζi + A+1,iδζi+1 +Biδξt =−Fi, i=0, . . . , i∗−1, i∗+1, . . . , N,

A−1,0 = A+1,N = 0,

A−1,i∗δζi∗−1 + A0,i∗δζi∗ + A+1,i∗δζi∗+1 = −Fi∗. (46)

ÇäåñüA−1,i,A0,i,A+1,i � ìàòðèöû 3×3, Fi � òðåõêîìïîíåíòíûé âåêòîð,A−1,i∗,
A+1,i∗ � ìàòðèöû 3 × 6, A0,i∗ � ìàòðèöû 6 × 6, Fi∗ � øåñòèêîìïîíåíòíûé
âåêòîð.
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

A0,0 A+1,0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

A−1,1 A0,1 A+1,1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . B1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 A−1,2 A0,2 A+1,2 0 . . . B2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . . . . . . . . . . . . A−1,i∗−1 A0,i∗−1 A+1,i∗−1 B i∗−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 A−1,i∗ A0,i∗ A+1,i∗ 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B i∗+1 A−1,i∗+1 A0,i∗+1 A+1,i∗+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . BN−2 . . . . . . . . 0 A−1,N−2 A0,N−2 A+1,N−2 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . BN−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 A−1,N−1 A0,N−1 A+1,N−1

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . BN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 A−1,N A0,N



Ñèñòåìó óðàâíåíèé (46) ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî
ìåòîäà ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè [17]. Ïóñòü èñêîìûå δζi ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè
ñîîòíîøåíèÿìè:

δζi = αs
i+1δζi+1 + βs

i+1 + γs
i+1δξt, i = 0, 1, . . . , i∗ − 1,

δζi = αl
i−1δζi−1 + βl

i−1 + γl
i−1δξt, i = N, N − 1, . . . , i∗ + 1.

(47)

Çäåñü αγ
i � ìàòðèöû 3×3, à βγ

i , γ
γ
i � òðåõêîìïîíåíòíûå âåêòîðû (i = 1, . . . , N).

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (47) çàäà÷à (46) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé íà
ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç. Äëÿ ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿëèñü êîýôôèöèåí-
òû αs

i , β
s
i , γ

s
i , i = 0, 1, ..., i∗ è αl

i, β
l
i, γ

l
i, i = N, N − 1, ..., i∗. Çàòåì, èñïîëüçóÿ

αs
i∗, β

s
i∗, γ

s
i∗, α

l
i∗, β

l
i∗, γ

l
i∗ èç óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç

(i = i∗), èñêëþ÷àëèñü íåèçâåñòíûå δζi∗−1, δζi∗+1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó èç øåñòè óðàâíåíèé ñ 6-þ íåèçâåñòíûìè: δζi∗. Îíà ðåøàåòñÿ ìåòîäîì
Ãàóññà. Ïî íàéäåííûì δζi∗ ñ ïîìîùüþ ïðîãîíî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (47) âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïðèðàùåíèÿ δζi, 0 ≤ i < i∗ è i∗ < i ≤ N , ls, ll, φt íà n + 1 èòåðàöèè
ïî ìåòîäó Íüþòîíà.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îêîí÷àíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà èñïîëüçîâàëîñü
óñëîâèå:

||δζ|| < ε1 || ζn||+ ε2, (48)

ãäå ε1, ε2 �îïðåäåëÿþò òî÷íîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé.
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (44) íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå ñîñòîèò èç ñëå-

äóþùèõ ýòàïîâ:

1) Âû÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ßêîáè F ′(ζ) è ïðàâûõ ÷àñòåé F(ζ). Â
êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èñêîìûõ âåëè÷èí, èñïîëüçóåòñÿ
ðåøåíèå ñ ïðåäûäóùåãî âðåìåííîãî ñëîÿ.

2) Âû÷èñëåíèå ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ αγ, βγ, γγ. Ñâåäåíèå èñõîäíîé
çàäà÷è ê ñèñòåìå èç øåñòè óðàâíåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç.

3) Âû÷èñëåíèå δc
s(A)
0 , δc

s(B)
0 , δT0, δξt, δc

l(A)
0 , δc

l(B)
0 . Ðåøåíèå øåñòè ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç.
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4) Âû÷èñëåíèå èñêîìûõ ôóíêöèé δζi, (0 ≤ i < i∗ è i∗ < i ≤ N), ls, ll, φt.

5) Ïðîâåðêà óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïî ìåòîäó Íüþòîíà.

6) Ïåðåõîä íà ñëåäóþùèé øàã ïî âðåìåíè.

4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà ïðèâåäåì
ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ðîñòà è ðàñòâîðåíèÿ äëÿ ñîåäèíåíèÿ
AxB1−xC. Ñîâìåñòíîå îïðåäåëåíèå ïîëåé òåìïåðàòóðû, êîíöåíòðàöèé è ïî-
ëîæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè ïîçâîëÿåò çàäàâàòü íà÷àëüíûå äàííûå åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì, áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî ñîãëàñîâàíèÿ.

4.1. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà

Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû äëÿ êàæäîãî èç êîìïîíåíòîâ òâåðäîé ôàçû
èìååò âèä

x s (AC) = 4γA x l (A)x l (C)ΘAC(T ), x s (BC) = 4γB x l (B)x l (C)ΘBC(T ), (49)

ΘAC = exp

(
∆H melt

AC

RT melt
AC

T melt
AC − T

T

)
, ΘBC = exp

(
∆H melt

BC

RT melt
BC

T melt
BC − T

T

)
.

Çäåñü R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, ∆H melt
j � óäåëüíàÿ ýíòàëüïèÿ

ïëàâëåíèÿ, T melt
j � òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ, j = AC, BC, γj (j = A,B) �

ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè òåìïåðàòóðû è ñîñòàâà òâåðäîé ôàçû, çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ïðèâåäåíû â ðàáîòå [18]. Ñîñòàâ æèäêîé ôàçû óäîâëåòâîðÿåò

x l (A) + κ x l (B) =
η

1− x l (A) − x l (B)
, (50)

ãäå κ = (γB ΘBC)/(γA ΘAC), η = 1/(4γAΘAC). Èçâåñòíà ñâÿçü ìåæäó îáúåì-
íîé êîíöåíòðàöèåé êîìïîíåíòà è åãî ìîëüíîé äîëåé â òâåðäîé ôàçå

x s (j) =
2 aC C s (j)

ρ s + (aC−aA)C s (AC) + (aC−aB)C s (BC)
, j = AC,BC, (51)

à òàêæå ìåæäó îáúåìíîé êîíöåíòðàöèåé êîìïîíåíòà è åãî ìîëüíîé äîëåé â
æèäêîé ôàçå

x l (j) =
aC C l (j)

ρ l − aAC l (A) − aB C l (B)
, j = A,B. (52)

Ïîäñòàâèâ â (49), (50) âûðàæåíèÿ (51), (52), ïîëó÷èì ôàçîâóþ äèàãðàììó â
ôîðìå (7).
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4.2. Èçîòåðìè÷åñêèé ðîñò

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êðèñòàëëà â ðåæèìå èçîòåðìè÷åñêîãî ðîñòà, íàñûùåííûé
ïðè òåìïåðàòóðå T1 ðàñòâîð êîìïîíåíòîâ A è B â C ïðèâîäèòñÿ â êîíòàêò
ñ çàòðàâêîé ñîñòàâà AxB1−xC, è âûäåðæèâàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòó-
ðå T0 = T1 − ∆T . Âåëè÷èíà ∆T > 0 íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ïåðåñûùåííîñòè
ðàñïëàâà. Ïîñêîëüêó æèäêàÿ ôàçà ïåðåñûùåíà, íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ êðèñòàë-
ëèçàöèè. Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî ðåæèìà ÿâëÿåòñÿ ðîñò êðèñòàëëà
ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà.

Ðàññìàòðèâàëàñü çàòðàâêà ñîñòàâàA x0 B 1−x0
C, x0 = 0.2, òîëùèíîé ls = 30

ìêì, äëèíà æèäêîé ôàçû ll = 15 ñì, ðàäèóñ àìïóëû 0.5 ñì, ∆T = 10 K,
T0 = 783 K, i∗ = 500, N − i∗ = 5 · 104, τ = 0.1tD, tD = 5 ñ, Ds = 5 · 10−12 ñì2/ñ,
Dl = 5 · 10−5 ñì2/ñ, csp = 441 · 10−3Äæ/(ãÊ), clp = 393 · 10−3Äæ/(ãÊ),

κs = 2 · 10−2 (ñì2Âò)/(ãÊ), κl = 8 · 10−2 (ñì2Âò)/(ãÊ). Â äàííîì ðàñ÷åòå
áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü àìïóëû ñ÷èòàëàñü òåïëîèçîëèðîâàííîé, òåìïåðàòóðà íà
òîðöàõ àìïóëû ïîñòîÿííà è ðàâíà T0. Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ
êîíöåíòðàöèè AC â òâåðäîé ôàçå, A è B â æèäêîé ôàçå. Òàê êàê ðàñòâîð
ÿâëÿåòñÿ ïåðåñûùåííûì, â æèäêîé ôàçå âûñòðàèâàåòñÿ êîíöåíòðàöèîííûé
ãðàäèåíò, ñïîñîáñòâóþùèé ðîñòó êðèñòàëëà ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà xe = 0.184.
Òåìïåðàòóðà íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè íå èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó ñîñòàâ íà
ãðàíèöå æèäêîé ôàçû òàêæå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì.
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Ðèñ. 2. Ñîäåðæàíèå AC â òâåðäîé ôàçå è ñîñòàâ æèäêîé ôàçû ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ðîñòå
(x0 = 0.2, t1 = 0 tD , t2 = 30 tD, t3 = 100 tD, t4 = 300 tD).

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Ñòåôàíà [19] äàåò çàâèñè-
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ìîñòü ïîëîæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè îò âðåìåíè ñëåäóþùåãî âèäà

ξ(t) = ν
√
t. (53)

Òàê êàê â òå÷åíèå ïðîöåññà òåìïåðàòóðà íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè îñòàåòñÿ
ïîñòîÿííîé, ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ðåæèìà èçîòåðìè÷åñêîãî ðîñòà.
Íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè îò√
t äëÿ ðàçëè÷íûõ ∆T . Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî èìååò ìåñòî ëèíåéíàÿ çàâè-

ñèìîñòü. Ïðè ýòîì òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé íà ðèñóíêå
3 ðàâåí êîýôôèöèåíòó ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ν â (53).
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè îò
√
t (x0 = 0.2).

Èçâåñòíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î ñîñòàâå âûðîñøåãî êðèñòàëëà. Â
ðàáîòàõ [20�22] ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ñîñòàâà òâåðäîé ôàçû îò ñòåïåíè ïåð-
âîíà÷àëüíîãî ïåðåñûùåíèÿ ðàñòâîðà ∆T . Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ∆T =
2, 5, 7, 10 Ê. Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíî ïàäåíèå ñîäåðæàíèÿAC íà îäèí ãðàäóñ

ïåðåñûùåíèÿ � ∆x =
x0 − xe
∆T

, à òàêæå àïïðîêñèìàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-

òàòîâ ëèíåéíîé ôóíêöèåé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Ìîëüíàÿ äîëÿ AC â êðèñòàëëå
óáûâàåò ñ ðîñòîì∆T . Çàâèñèìîñòü xe îò∆T ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ îïèñûâàåò-
ñÿ ôóíêöèåé: xe = 0.2− 0.0016∆T. ×òî ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè ðàáîò [20�22].

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ðåøàòü îáðàòíûå çàäà÷è, íàïðèìåð, îïðå-
äåëÿòü êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è α̃. Ðàññìàòðèâàëñÿ ïðîöåññ èçîòåðìè÷åñêî-
ãî ðîñòà èç ïåðåñûùåííîãî ðàñòâîðà, òâåðäàÿ ôàçà èìåëà ñîñòàâ x0 = 0.2.
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ñîäåðæàíèÿ AC â âûðîñøåì êðèñòàëëå îò ñòåïåíè ïåðåñûùåíèÿ ðàñ-
òâîðà ∆T (x0 = 0.2).

Êîíöû àìïóëû ñ÷èòàëèñü òåïëîèçîëèðîâàííûìè, òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé
ñðåäû T ∗ = 780 Ê, ñòåïåíü ïåðåñûùåíèÿ ðàñòâîðà ∆T = 2 Ê. Îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû ñîâïàäàëè ñ ïàðàìåòðàìè ïðåäûäóùåãî ðàñ÷åòà. Íà ðèñóíêå 5
ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâà ïðè çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîîòäà-
÷è α̃ = 0, 10−5, 10−6 Âò/(Ê ñì2) 1. Ïðè α̃ = 10−6 Âò/(Ê ñì2) áûë ïîëó÷åí
êðèñòàëë ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí-
íûì. Îäíàêî ïðè α̃ = 10−5 Âò/(Ê ñì2) ñîäåðæàíèå êîìïîíåíòà AC â òâåð-
äîé ôàçå ïàäàåò. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ñîñòàâà õàðàêòåðíî äëÿ âûðàùèâàíèÿ
êðèñòàëëà â óñëîâèÿõ ïðèíóäèòåëüíîãî îõëàæäåíèÿ. Ïîëó÷åíî, ÷òî òåïëîîá-
ìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé íàñòîëüêî ñèëåí, ÷òî ðîñò ïðîèñõîäèò óæå íå â
èçîòåðìè÷åñêîì ðåæèìå; íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðè êðèñòàëëèçàöèè âåùåñòâà
âûäåëÿåòñÿ òåïëîòà, åå îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî ÷òîáû íà ãðàíè-
öå ðàçäåëà ôàç ïîääåðæèâàëàñü ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà. Â ñëó÷àå áîëüøåé
ñòåïåíè ïåðåñûùåíèÿ ðàñòâîðà (∆T = 10 Ê, ðèñ. 6) ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ôðîí-
òà êðèñòàëëèçàöèè âûøå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåìó êîëè÷åñòâó òåïëîòû,
âûäåëÿþùåìóñÿ ïðè êðèñòàëëèçàöèè. Ýòîãî êîëè÷åñòâà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ïðè α̃ = 10−5 Âò/(Ê ñì2) ðîñ ñëîé ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà. Íà ìî-
ìåíò âðåìåíè t = 25 ìèí ïàäåíèå êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòà AC ñîñòàâèëî
3% îò ñîñòàâà òâåðäîé ôàçû ðàâíîâåñíîé íà÷àëüíîìó ñîñòàâó ðàñòâîðà ïðè
òåìïåðàòóðå T0. Äàííàÿ âåëè÷èíà íå ïðåâîñõîäèò òî÷íîñòè èçìåðèòåëüíûõ

1Ïðè α̃ = 0 Âò/(Ê ñì2) â ðàñ÷åòàõ íà êîíöàõ àìïóëû ïîääåðæèâàëàñü ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà T = T0.
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ïðèáîðîâ, äîñòóïíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû äàþò îöåíêó
êîýôôèöèåíòà òåïëîîòäà÷è α̃ < 10−6 Âò/(Ê ñì2).
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Ðèñ. 5. Ñîäåðæàíèå AC â ñîñòàâå òâåðäîé ôàçû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
êîýôôèöèåíòà òåïëîîòäà÷è (x0 = 0.2, ∆T = 2 Ê, t = 300 tD).

Îòìåòèì ñëåäóþùèå äîñòîèíñòâà èñïîëüçóåìîãî âû÷èñëèòåëüíîãî àëãî-
ðèòìà. Âî-ïåðâûõ, ýòî âîçìîæíîñòü çàäàâàòü íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ðàñ÷åòîâ
åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ðåæèìå âûðàùèâàíèÿ â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò ñîñòàâ ðàñïëàâà íå ðàâíîâåñåí çàòðàâêå, òî åñòü êîíöåíòðàöèè
âåùåñòâ â òâåðäîé è æèäêîé ôàçàõ íå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ôàçîâîé
äèàãðàììû. Îäíàêî äëÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà, â ðàññìîòðåííîì äèàïà-
çîíå ïàðàìåòðîâ, íå òðåáóåòñÿ ñïåöèàëüíîãî ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ,
î êîòîðîì, íàïðèìåð, óïîìèíàåòñÿ â ðàáîòàõ [4,23,24]. Âî-âòîðûõ, ÷èñëåííûé
ìåòîä ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì. Âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû êîí-
òðîëèðîâàëîñü íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè. Ìàññà êàæäîãî èç êîìïîíåíòîâ
îñòàâàëàñü ïîñòîÿííîé ñ òî÷íîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé òî÷íîñòüþ ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé.

4.3. Ðîñò â óñëîâèÿõ ïðèíóäèòåëüíîãî îõëàæäåíèÿ

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàòðàâêà AxB1−xC ïðèâîäèòñÿ â êîíòàêò ñ
ðàâíîâåñíûì åé ðàñòâîðîì A�B�C. Òåìïåðàòóðà íà òîðöàõ àìïóëû èçìå-
íÿåòñÿ ïî çàêîíó: T (t) = T0 − µ t, ãäå T0 � íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñîåäè-
íåíèÿ, µ � ñêîðîñòü îõëàæäåíèÿ, t � âðåìÿ, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü àìïóëû
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Ðèñ. 6. Ñîäåðæàíèå AC â ñîñòàâå òâåðäîé ôàçû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
êîýôôèöèåíòà òåïëîîòäà÷è (x0 = 0.2, ∆T = 10 Ê, t = 300 tD).

òåïëîèçîëèðîâàííàÿ. Èç-çà ïîíèæåíèÿ òåìïåðàòóðû ðàñòâîð ñòàíîâèòñÿ ïå-
ðåñûùåííûì, íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ êðèñòàëëèçàöèè. Íà ðèñóíêå 7 ïðèâåäåíû
ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ µ = 0.1 Ê/ìèí. Â ðàñ÷åòå x0 = 0.207, òîëùèíà çà-
òðàâêè ls = 1 ñì, ÷èñëî óçëîâ â òâåðäîé ôàçå i∗ = 5 · 104, îñòàëüíûå ïà-
ðàìåòðû òàêèå æå êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàñ÷åòàõ. Èç�çà îõëàæäåíèÿ æèäêàÿ
ôàçà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ïåðåñûøåííîé. Â ðàñòâîðå âûñòðàè-
âàåòñÿ êîíöåíòðàöèîííûé ãðàäèåíò, êîòîðûé ñïîñîáñòâóåò äâèæåíèþ ôðîíòà
êðèñòàëëèçàöèè âïðàâî, ïðîèñõîäèò ðîñò êðèñòàëëà ïåðåìåííîãî ñîñòàâà. Ñî-
äåðæàíèå êîìïîíåíòà AC â òâåðäîé ôàçå óáûâàåò â ñîîòâåòñòâèè ñ ôàçîâîé
äèàãðàììîé ñèñòåìû.

Íà ðèñóíêå 8 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ µ ïðèâåäåíî
ðàñïðåäåëåíèå ñîñòàâà òâåðäîé ôàçû íà ìîìåíò âðåìåíè t = 10 ìèí. Ñ óâå-
ëè÷åíèåì µ ðîñò êðèñòàëëà ïðîèñõîäèò áûñòðåå. Òàê ïðè µ = 0.1Ê/ìèí çà 10
ìèíóò òîëùèíà òâåðäîé ôàçû óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 ìêì, à ïðè µ = 0.5Ê/ìèí
� 4.9 ìêì. Ïîìèìî ýòîãî ñîäåðæàíèå êîìïîíåíòà AC â òâåðäîé ôàçå ïàäàåò,
ïîñêîëüêó êðèñòàëëèçàöèÿ ïðîèñõîäèò ïðè áîëåå íèçêîé òåìïåðàòóðå [20,21].

Ïðîâîäèëîñü èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ òåïëîîáìåíà ìåæäó áîêîâîé ïîâåðõ-
íîñòüþ àìïóëû è îêðóæàþùåé ñðåäîé íà õîä ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè. Íà
òîðöàõ àìïóëû çàäàâàëè óñëîâèÿ îõëàæäåíèÿ, à íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè óñëî-
âèÿ êîíòàêòíîãî òåïëîîáìåíà (11). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî åñëè
òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû íèæå, ÷åì òåìïåðàòóðà âíóòðè àìïóëû, òî



22

0,9998 1,0000
0,2060

0,2062

0,2064

0,2066

0,2068

0,2070
A
C

z [ ]

t
1

t
2

t
3

1,2 1,4 1,6 12 13 14 15

0,01144

0,01148

0,1870

0,1871

0,1872

A
B

z [ ]

t
1

t
2

t
3

Ðèñ. 7. Ñîñòàâ òâåðäîé è æèäêîé ôàçû ñîåäèíåíèÿ (x0 = 0.207,
µ = 0.1 Ê/ìèí, t1 = 0 ñ, t2 = 5 ìèí, t3 = 10 ìèí).
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Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü ñîñòàâà âûðîñøåãî êðèñòàëëà îò ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ µ (x0 = 0.207,
t = 10 ìèí, T0 = 783Ê).
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òåïëîîáìåí âûñòóïàåò â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ìåõàíèçìà îõëàæäåíèÿ,
ïîýòîìó ðîñò êðèñòàëëà ïðîèñõîäèò áûñòðåå (ñì. ðèñ. 9). Òàêèì îáðàçîì òåì-
ïåðàòóðó îêðóæàþùåé ñðåäû ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê äîïîëíèòåëüíûé ðå-
ãóëÿòîð ñêîðîñòè ðîñòà êðèñòàëëà.
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Ðèñ. 9. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû îêðóæà-
þùåé ñðåäû T ∗. ( α̃ = 10−5 Âò/(Ê·ñì2), µ = 0.1Ê/ìèí, T0 = 783Ê).

4.4. Ðîñò êðèñòàëëà èç íåäîñûùåííîãî ðàñòâîðà

Ïðè òåìïåðàòóðå T0 íåäîñûùåííûé ðàñòâîð êîìïîíåíòîâ A è B â C, ðàâ-
íîâåñíûé òâåðäîé ôàçå x0 ïðè òåìïåðàòóðå T1 = T0 − ∆T , ïîìåùàåòñÿ â
àìïóëó, íà äíå êîòîðîé ðàñïîëîæåíà çàòðàâêà ñîñòàâà Ax0B1−x0C. Òîðöû àì-
ïóëû îõëàæäàþòñÿ ïî çàêîíó T (t) = T0 − µt äî òåìïåðàòóðû T2, çàòåì ñè-
ñòåìà âûäåðæèâàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå. Çäåñü ∆T > 0 õàðàê-
òåðèçóåò ñòåïåíü íåäîñûùåíèÿ æèäêîé ôàçû. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü àìïóëû
òåïëîèçîëèðîâàííàÿ2. Ïðè òàêîì ðåæèìå âûðàùèâàíèÿ íàñûùåíèå ðàñòâîðà
ïðîèñõîäèò êàê çà ñ÷åò ïîíèæåíèÿ òåìïåðàòóðû, òàê è çà ñ÷åò ðàñòâîðåíèÿ
çàòðàâêè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî â æèäêóþ ôàçó ïîñòóïàåò äîïîëíèòåëüíûé
ìàòåðèàë (ñì. ðèñ. 10). Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ðàñòâîð â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû
ðàçäåëà ôàç ñòàíîâèòñÿ íàñûùåííûì, è ïðîäîëæàþùååñÿ ïîíèæåíèå òåìïå-
ðàòóðû ïðèâîäèò ê ñìåíå ðàñòâîðåíèÿ ðîñòîì (t = 10.5 ìèí). Âáëèçè ôðîí-
òà êðèñòàëëèçàöèè âûñòðàèâàåòñÿ êîíöåíòðàöèîííûé ãðàäèåíò, ñïîñîáñòâó-
þùèé ðîñòó êðèñòàëëà (t = 14.5 ìèí).

2Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü òå æå ïàðàìåòðû, ÷òî è äëÿ èçîòåðìè÷åñêèõ ðåæèìîâ
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Ðèñ. 10. Ñîäåðæàíèå AC â òâåðäîé ôàçå è ñîñòàâ æèäêîé ôàçû ñîåäèíåíèÿ (∆T = 10 Ê,
µ = 0.5 Ê/ìèí, x0 = 0.207).

Íà ðèñóíêå 11 ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ ñîñòàâà â ñèñòåìå íà ýòàïå, êîãäà îõëà-
æäåíèå àìïóëû ïðåêðàùåíî. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîèñõîäèò ðîñò êðè-
ñòàëëà ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà. Ïðè ýòîì ïðåäâàðèòåëüíîå ïîäðàñòâîðåíèå çà-
òðàâêè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â òâåðäîé ôàçå ïðèñóòñòâóåò çîíà, â êîòîðîé
êîíöåíòðàöèÿAC çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò íà÷àëüíîãî ñîñòàâà çàòðàâêè. Âûñî-
òà è øèðèíà êîíöåíòðàöèîííîãî �âñïëåñêà� óìåíüøàåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
çà ñ÷åò äèôôóçèè â òâåðäîé ôàçå. Èç-çà áîëüøîé äëèíû àìïóëû è äîñòàòî÷-
íî ìàëîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè â æèäêîé ôàçå â îêðåñòíîñòè ôðîíòà
êðèñòàëëèçàöèè íàáëþäàåòñÿ çîíà ëîêàëüíîãî ïåðåñûùåíèÿ ðàñòâîðà.

Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ òåïëîîáìåíà íà ãëóáèíó ðàñòâîðåíèÿ çàòðàâêè, à òàê-
æå âûñîòó è øèðèíó êîíöåíòðàöèîííîãî �âñïëåñêà� áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû
ïðè ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòàõ òåïëîîáìåíà α̃ = 10−5; 10−4; 10−3 Âò/(Ê·ñì2)
è òåìïåðàòóðàõ îêðóæàþùåé ñðåäû T ∗ = 780; 773 Ê. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû
ñîåäèíåíèÿ è ñåòêè ñîâïàäàëè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè â ïðåäûäó-
ùåì ðàñ÷åòå. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî èç�çà ìàëîé òîëùèíû
çàòðàâêè è äîñòàòî÷íî âûñîêîé òåïëîïðîâîäíîñòè òâåðäîé ôàçû, êîíòàêòíûé
òåïëîîáìåí íà ïîâåðõíîñòè àìïóëû íå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà
òåìïåðàòðóðó ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò
ñ òåìïåðàòóðîé íà íèæíåì òîðöå öèëèíäðà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàòðàâîê
ìàëîé òîëùèíû ãëóáèíà ðàñòâîðåíèÿ è ïàðàìåòðû êîíöåíòðàöèîííîãî ïèêà
îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ñòåïåíüþ íåäîñûùåíèÿ ðàñòâîðà è ñêîðîñòüþ îõëàæäå-
íèÿ êîíöîâ àìïóëû.



25

5 10 15 20

0,207

0,208

0,209

0,210

0,211

0,212

0,5 1,0 1,5 2,0 14 15

0,01096

0,01104

0,01112

0,1764

0,1767

0,1770

AC
            t

  23 
  35 
  52 

z [ ]

A
B

z [ ]

Ðèñ. 11. Ñîäåðæàíèå AC â òâåðäîé ôàçå è ñîñòàâ æèäêîé ôàçû ñîåäèíåíèÿ íà ýòàïå ðîñòà
ýïèòàêñèàëüíîãî ñëîÿ ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà (∆T = 10 Ê, µ = 0.5 Ê/ìèí, x0 = 0.207).

Èññëåäîâàëàñü çàâèñèìîñòü âðåìåíè è ãëóáèíû ðàñòâîðåíèÿ çàòðàâêè îò
∆T ïðè ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ µ = 0.5 Ê/ìèí, T0 = 783 Ê, T2 = 773 Ê.
Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Èç ðàñ÷åòîâ âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíè-
åì ∆T ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè è ãëóáèíà ðàñòâîðåíèÿ
çàòðàâêè òàêæå óâåëè÷èâàþòñÿ. Íà ðèñóíêå 12 èçîáðàæåíû ðàñïðåäåëåíèÿ
AC â òâåðäîé ôàçå íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ðåæèìà èçîòåðìè÷åñêî-
ãî ðîñòà ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ íåäîñûùåíèÿ ðàñòâîðà. ×èñëåííûé ýêñ-
ïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîèñõîäèò ðîñò êðèñòàëëà ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà
xe = 0.207−0.0016·(T1−T2). Ïàäåíèå ñîäåðæàíèÿ êîìïîíåíòà AC â êðèñòàë-
ëå óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè ∆T . Øèðèíà è âûñîòà êîíöåíòðàöèîííîãî
�âñïëåñêà� óâåëè÷èâàþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì íà÷àëüíîãî íåäîñûùåíèÿ ðàñòâîðà.

Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ µ = 0.5 Ê/ìèí

∆T [Ê] Ãëóáèíà ðàñòâîðåíèÿ [ìêì] Âðåìÿ ðàñòâîðåíèÿ [ìèí]

2 1.7 2

5 7.6 5

7 10.8 7

10 18.4 10
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Ðèñ. 12. Ñîäåðæàíèå AC â ñîñòàâå òâåðäîé ôàçû íà ðàííåì ýòà-
ïå ðàçâèòèÿ ðåæèìà èçîòåðìè÷åñêîãî ðîñòà äëÿ ðàçëè÷íûõ ∆T
(µ = 0.5 Ê/ìèí, x0 = 0.207).

Íà ðèñóíêå 13 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ïîëîæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè
îò âðåìåíè ïðè ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ îõëàæäåíèÿ è ∆T = 10 Ê. Ðàñ÷åòû
ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè µ, íàñûùåíèå ðàñòâîðà íà ãðàíèöå ðàçäåëà
ôàç ïðîèñõîäèò áûñòðåå, ãëóáèíà ðàñòâîðåíèÿ óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì
ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ êîíöîâ àìïóëû. Ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ,
óìåíüøàåòñÿ øèðèíà è âûñîòà êîíöåíòðàöèîííîãî �âñïëåñêà� (ñì. ðèñ. 14).

5. Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ìîäåëü êðèñòàëëèçàöèè òðåõêîìïîíåíò-
íîãî ðàñòâîðà â öèëèíäðè÷åñêîé àìïóëå. Ìîäåëü ó÷èòûâàåò äâèæåíèå ôðîí-
òà êðèñòàëëèçàöèè è äèôôóçèîííûé òåïëîìàññîïåðåíîñ â òâåðäîé è æèä-
êîé ôàçàõ. Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ òåðìîäèôôóçèîííîé çàäà÷è Ñòåôàíà,
îñíîâàííûé íà ñîâìåñòíîì ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ïðî-
öåññû òåïëîìàññîïåðåíîñà è äâèæåíèå ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè. Áëàãîäàðÿ
èñïîëüçîâàíèþ íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû è ñîâìåñòíîìó ðåøåíèþ óðàâíå-
íèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Íüþòîíà, ïîñòðîåííûé ìåòîä îáëàäàåò çíà÷èòåëüíûì
çàïàñîì óñòîé÷èâîñòè è ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå íàäåæíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ
øèðîêîãî êëàññà ôàçîâûõ äèàãðàìì. Êîíñåðâàòèâíûå ñâîéñòâà àëãîðèòìà
ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðåæèìîâ ñìåíû ðàñòâîðåíèÿ
ðîñòîì. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êðèñòàëëè-
çàöèè òðåõêîìïîíåíòíîãî ðàñòâîðà, îäíàêî îí î÷åâèäíûì îáðàçîì îáîáùàåò-
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Ðèñ. 13. Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè äëÿ
ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòåé îõëàæäåíèÿ (∆T = 10 Ê, x0 = 0.207).
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Ðèñ. 14. Ñîäåðæàíèå AC â ñîñòàâå òâåðäîé ôàçû íà ðàííåì
ýòàïå ðàçâèòèÿ ðåæèìà èçîòåðìè÷åñêîãî ðîñòà äëÿ ðàçëè÷íûõ
ñêîðîñòåé îõëàæäåíèÿ (∆T = 10 Ê, x0 = 0.207).

ñÿ íà ñëó÷àé êðèñòàëëèçàöèè ðàñòâîðà ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ðàñòâîðåííûõ
êîìïîíåíòîâ. Ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî òåìïåðàòóðíûõ ðåæèìîâ âûðàùèâàíèÿ
êðèñòàëëîâ. Óêàçàíû ñïîñîáû âëèÿíèÿ íà ðàçìåðû è ñîñòàâ âûðîñùåãî êðè-
ñòàëëà. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü ðåàëüíàÿ ôàçîâàÿ äèàãðàììà ñîåäèíåíèÿ.
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