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Аптекарев А.И., Денисов С.А.
Проблема Стеклова и оценки ортогональных многочленов с весами из

классов 𝐴𝑝(T). Препринт Института прикладной математики им. М.В.Кел-
дыша РАН, Москва, 2016

Работа посвящена оценкам ортогональных многочленов на носителе ме-
ры ортогональности. Повышенный интерес к этой тематике обусловлен зна-
менитой проблемой Стеклова в ее современном понимании и развитии. Мы
рассматриваем на окружности T веса ортогональности с 𝐴𝑝-характеристикой,
близкой к 1. Для соответствующих ортонормированных многочленов мы по-
лучаем верхние оценки на 𝐿𝑝-норму при 𝑝 ∈ (2,∞].
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matter is caused by famous Steklov problem and it’s modern development and
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1. Введение

На единичной окружности задана положительная конечная мера 𝜎, име-
ющая бесконечное число точек роста. Пусть многочлены {𝜑𝑘(𝑧, 𝜎)} ортонор-
мированы по отношению меры 𝑑𝜎, т.e.,∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃)𝜑𝑚(𝑒𝑖𝜃) 𝑑𝜎 = 𝛿𝑛,𝑚 , 𝑛,𝑚 = 0,1,2 . . . , coeff(𝜑𝑘, 𝑘) > 0, (1.1)

где coeff(𝑄, 𝑘) обозначает коэффициент многочлена 𝑄, стоящий перед сте-
пенью 𝑧𝑘. Кроме ортонормированных многочленов, мы будем рассматривать
ортогональные многочлены {Φ𝑛(𝑧, 𝜎)} со старшим коэффициентом единица:

coeff(Φ𝑛, 𝑛) = 1,

∫︁ 𝜋

−𝜋

Φ𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝜎)Φ𝑚(𝑒𝑖𝜃, 𝜎) 𝑑𝜎 = 0 , 𝑚 < 𝑛.

В этой работе мы интересуемся следующим вопросом. Какие нужны
условия регулярности на вес 𝜎 для получения верхних оценок на ‖𝜑𝑛‖𝐿𝑝

𝜎(T)
при 𝑝 ∈ (2,∞]? Интерес к этой тематике вызван известной проблемой Стек-

лова в ее современном понимании и развитии. Гипотеза Стеклова (1921 г., см.
[23]) утверждала, что если вес ортогональности 𝑤 := 𝜎′ отграничен от нуля,
т.е. 𝜎 ∈ 𝑆𝛿 (принадлежит классу Стеклова):∫︁

T
𝑑𝜎 = 1, 𝑤 := 𝜎′ > 𝛿/(2𝜋), п.в. 𝜃 ∈ T, (1.2)

то последовательность ортонормированных многочленов ограничена по 𝑛:

‖𝜑𝑛‖𝐿∞(T) 6 Const, ∀𝑛 > 0. (1.3)

Поиски ответа на этот вопрос оказали плодотворное влияние на развитие
теории ортогональных многочленов.

В 1977 г. вышел обзор П.К. Суетина [24] по проблеме Стеклова. В ито-
ге, к этому времени, несмотря на попытки решения (среди прочих работ см.
[8, 9, 10, 12]) гипотеза Стеклова оставалась открытой. Конечно, главным до-
стижением этого периода является теория сильных асимптотик С.Н. Берн-
штейна и Г. Сегё [4, 25], в которой была получена равномерная асимптотика
многочленов, ортогональных относительно положительных весов, имеющих
некотрую гладкость 𝜎 ∈ 𝐶0+, точнее модуль непрерывности:

𝑤(𝑡) − 𝑤(𝑥)

| ln |𝑡− 𝑥||−𝛾
, 𝛾 > 1, 𝑤 := 𝜎′ .

Тем самым, имеется достаточное условие Бернштейна для (1.3):

𝜎 ∈ 𝑆𝛿 ∩ 𝐶0+ ⇒ ‖𝜑𝑛‖𝐿∞(T) 6 Const, ∀𝑛 > 0. (1.4)
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В 1979 году Е.А. Рахманов [19] предъявил контрпример к гипотезе Стек-
лова, построив меру из класса (1.2), такую, что *

∃ 𝜎 ∈ 𝑆𝛿 ⇒ lim
𝑛→∞

‖𝜑𝑛‖𝐿∞(T) = ∞. (1.5)

Ключевую роль в конструкции Рахманова играла оценка снизу (для фикси-
рованного 𝑛) величины

𝑀𝑛,𝛿 = sup
𝜎∈𝑆𝛿

‖𝜑𝑛(𝑧;𝜎)‖𝐿∞(T). (1.6)

Действительно, удаётся доказать:

∀ {𝛽𝑛} : 𝛽𝑛→0 ∃ 𝜎∈𝑆𝛿, {𝑘𝑛} ⊂ N : ‖𝜑𝑘𝑛(𝑧, 𝜎)‖𝐿∞(T) > 𝛽𝑘𝑛𝑀𝑘𝑛,𝛿.

Поэтому для доказательства (1.5) в [19] была получена следующая оценка
снизу:

𝐶 ln𝑛 6𝑀𝑛, 𝛿 , 𝐶(𝛿) > 0 , 𝛿 ≪ 1 . (1.7)

Отметим, наличие тривиальной оценки сверху:

𝑀𝑛, 𝛿 6

√︂
𝑛 + 1

𝛿
, 𝑛 ∈ N , (1.8)

которая (в одну строчку) следует из нормировки (1.1), условия Стеклова (1.2)
и неравенства Коши-Буняковского (Cauchy-Schwarz):

1 >
𝛿

2𝜋

∫︁
T
|𝜑𝑛|2𝑑𝜃 = 𝛿

𝑛∑︁
𝑗=0

|𝑐𝑗|2 > 𝛿
‖𝜑𝑛(𝑧;𝜎)‖2𝐿∞(T)

𝑛 + 1
, 𝜑𝑛(𝑧;𝜎) =:

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗.

В 1979 году Рахманов [20] существенно усилил нижнюю оценку (1.7):

𝐶

√︂
𝑛 + 1

𝛿 ln3 𝑛
6𝑀𝑛, 𝛿 , 𝐶 > 0 , 𝛿 ≪ 1 , (1.9)

тем самым, в шкале степенного роста оценки нижняя и верхняя оценки для
𝑀𝑛,𝛿 (т.е.(1.8) и (1.9)) совпали.

В связи с результатами Рахманова отметим работу Мурмана Амбролад-
зе [1], в которой конструкцию работы [19] удалось распространить на непре-
рывные веса ортогональности и тем самым для 𝜎 ∈ 𝑆𝛿 ∩ 𝐶 доказать, что

𝐶 ln𝑛 6𝑀
(𝐶)
𝑛,𝛿 = sup

𝜎∈𝑆𝛿∩𝐶
‖𝜑𝑛(𝑧;𝜎)‖𝐿∞(T) ∀𝑛 > 0. (1.10)

* в [19] к бесконечности стремилась подпоследовательность {𝜑𝑘(1, 𝜎)}.
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Точная оценка для ‖𝜑𝑛‖𝐿∞(T) в классе Стеклова (т.е. для 𝑀𝑛, 𝛿) была
получена в [2]. В частности, справедлива

Теорема 1.1 ([2]). Пусть 𝜎 ∈ 𝑆𝛿 ∩ 𝐿𝑝, 𝛿 ∈ (0,1), 𝑝 ∈ [1,∞). Тогда суще-

ствуют константы 𝐶𝑗(𝑝, 𝛿), 𝑗 = 0, 1, 2, такие, что

𝐶1(𝑝, 𝛿)
√
𝑛 6 sup

𝜎∈𝑆𝛿, ‖𝑤‖𝐿𝑝 6𝐶

‖𝜑𝑛(𝑧;𝜎)‖𝐿∞(T) 6 𝐶2(𝑝, 𝛿)
√
𝑛, ∀𝐶 > 𝐶0. (1.11)

Мы видим, что тривиальная оценка сверху (1.8) для ‖𝜑𝑛‖𝐿∞(T) в классе
Стеклова 𝑆𝛿, а также в его сужении на 𝑆𝛿 ∩ 𝐿𝑝, 𝑝 ∈ [1,∞) неулучшаема.
Этот результат мотивировал получение новых оценок сверху в более узких
подклассах 𝑆𝛿. Для абсолютно непрерывных мер 𝑑𝜎 = 𝑤𝑑𝜃 с ограниченными
сверху и снизу весами 𝑤, т.е. для 𝑆𝛿 ∩ 𝐿∞ , верхние оценки на ‖𝜑𝑛‖𝐿𝑝(T), 2 <
𝑝 6∞ были доказаны в [5]. Аналогичные новые оценки сверху для весов 𝑤,
таких, что 𝑤, 1/𝑤 ∈ 𝐵𝑀𝑂(T), получены в [6].

В настоящей работе мы получим верхнюю оценку для 𝜑𝑛 в случае, когда
𝜎 абсолютно непрерывна и ее производная (вес) близка к константе в 𝐴𝑝-
смысле. Мы используем тот же подход, что и в [5, 6], идею которого мы
объясним в следующей секции. Все необходимая информация о классах 𝐴𝑝

приведена в Дополнении А.
Замечание 1.1. Известно [21], что для вероятностной меры 𝜎 из класса

Сегё, т.e., для 𝜎, удовлетворяющих∫︁ 𝜋

−𝜋

log 𝜎′𝑑𝜃 > −∞, (1.12)

справедливо

exp

(︂
1

4𝜋

∫︁
T

log(2𝜋𝜎′(𝜃))𝑑𝜃

)︂
≤
⃒⃒⃒⃒
Φ𝑛(𝑧, 𝜎)

𝜑𝑛(𝑧, 𝜎)

⃒⃒⃒⃒
6 1, ∀𝑧 ∈ C. (1.13)

Замечание 1.2. Требование к мере быть вероятностной не является
ограничительным ввиду следующего масштабирования

𝜑𝑛(𝑧, 𝜎) = 𝛼1/2𝜑𝑛(𝑧, 𝛼𝜎), Φ𝑛(𝑧, 𝜎) = Φ𝑛(𝑧, 𝛼𝜎), 𝛼 > 0. (1.14)

Эти два замечания влекут, что

0 < 𝐶1 6

⃒⃒⃒⃒
𝜑𝑛(𝑧, 𝜎)

Φ𝑛(𝑧, 𝜎)

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶2, ∀𝑧 ∈ C, 𝑛 ∈ N

с константами 𝐶1(2), зависящими только от 𝐴𝑝-характеристики веса 𝑤 и от
‖𝑤‖𝐿1(T). Таким образом, мы можем фокусироваться на Φ𝑛 вместо 𝜑𝑛. Так как
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Φ𝑛(𝑧, 𝛼𝑤) = Φ𝑛(𝑧, 𝑤) и [𝛼𝑤]𝐴𝑝
= [𝑤]𝐴𝑝

, имеется естественная инвариантность
масштабирования для этого случая.

Мы будем использовать следующие стандартные обозначения: 𝐻 обо-
значает преобразование Гильберта, 𝒫+ есть проекция из 𝐿2(T) в 𝐻2(T), 𝒫𝑛

ортогональная проекция из 𝐿2(T) в пространство многочленов степени не
выше 𝑛. Если функция 𝑓 монотонна, то 𝑓 (−1) обозначает ее обратную. Для
𝑝 ∈ [1,∞] символ 𝑝′ есть сопряженный показатель: 𝑝−1 + 𝑝′−1 = 1.

2. Примеры оценок сверху для весов из 𝐿∞ и BMO

В этой секции на простых примерах из [5, 6] мы проиллюстрируем метод
получения новых верхних оценок для ‖𝜑𝑛‖𝐿𝑝(T), 2 < 𝑝 6 ∞. В основе мето-
да лежат тождества * теории возмущений (для ортогональных многочленов
на окружности), вытекающие из переразложения многочлена Φ𝑛(𝑒𝜃, 𝑤), ор-
тогонального с мерой 𝑤(𝜃)𝑑𝜃, по системе степеней {𝑒𝑖𝑗𝜃}𝑛𝑗=0, ортогональной
по лебеговской мере 𝑑𝜃. Затем Φ𝑛 в этих тождествах могут быть интерпре-
тированы как неподвижные точки некоторых операторов, связанных с опе-
ратором проектирования на конечные отрезки рядов Фурье. Тем самым, эти
операторы могут быть выражены через оператор Гильберта, а оценки нор-
мы Φ𝑛 сводятся к оценкам норм сингулярных интегральных операторов, в
соответствующих пространствах.

2.1. Пример оценки сверху для весов из 𝐿∞. Начнем демонстрацию
метода с получения одной оценки сверху из [5] для многочленов Φ𝑛, ортого-
нальных относительно ограниченного веса 𝑤 из класса Стеклова

1 6 𝑤 6 1 + 𝜀. (2.1)

Базовым тождеством для получения оценки является

Φ𝑛(𝑧) = 𝑧𝑛 + 𝒫𝑛−1(𝜇Φ𝑛), 𝜇 = 1 − 𝑤, (2.2)

которое следует из соотношений ортогональности

Φ𝑛(𝑧) = 𝑧𝑛+(2𝜋)−1
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗
𝜋∫︁

−𝜋

Φ𝑛(𝑒𝑖𝜃) 𝑒−𝑗𝑖𝜃 𝑑𝜃 = 𝑧𝑛+
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗
𝜋∫︁

−𝜋

Φ𝑛(𝑒𝑖𝜃) 𝑒−𝑗𝑖𝜃 𝜇(𝜃) 𝑑𝜃.

* Методы, основанные на такого сорта тождествах, успешно использовались и ранее. Например, ме-
тод Бернштейна доказательства [4, 25] сильных асимптотик. Другой пример – интегральное уравнение
Гельфанда-Левитана, используемое при решении обратной спектральной задачи.
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Обозначим оператор (𝒫 (𝜇)
𝑛−1) 𝑓 := 𝒫𝑛−1 (𝜇𝑓), тогда итерируя (2.2) имеем

Φ𝑛(𝑧) =
𝑁∑︁
𝑘=0

(𝒫 (𝜇)
𝑛−1)

𝑘
(︀
𝑒𝑖𝑛𝜃
)︀

+ (𝒫 (𝜇)
𝑛−1)

𝑁+1 (Φ𝑛) .

Откуда, с учетом (2.1), получаем

‖Φ𝑛‖𝐿𝑝(T) 6
1 + (𝜀‖𝒫𝑛−1‖𝑝,𝑝)𝑁

1 − 𝜀‖𝒫𝑛−1‖𝑝,𝑝
+ (𝜀‖𝒫𝑛−1‖𝑝,𝑝)(𝑁+1), (2.3)

где ‖.‖𝑝,𝑝 обозначает норму оператора из 𝐿𝑝 в 𝐿𝑝.

Для окончания оценки нормы Φ𝑛 вспомним некоторые факты из гармо-
нического анализа: связь оператора проектирования с оператором Гильберта

𝒫𝑛−1 = 𝒫+ − 𝑧𝑛𝒫+𝑧−𝑛 = 0.5(𝐻 − 𝑧𝑛+1𝐻 𝑧𝑛) (2.4)

и результат Пихоридеса [18] о норме оператора Гильберта

C(𝑝) = ‖𝐻‖𝑝,𝑝 = sup
‖𝑓‖𝐿𝑝61

‖𝐻𝑓‖𝐿𝑝(T) = ctg

(︂
𝜋

2𝑝

)︂
, 𝑝 ∈ [2,∞), (2.5)

что дает нам оценку нормы оператора проектирования⃦⃦
𝒫𝑛−1

⃦⃦
𝑝,𝑝
6 𝐶𝑝. (2.6)

Теперь, возьмем показатель у 𝐿𝑝 в (2.3) равным 𝑝 =
1

2𝐶𝜀
. Отсюда следует

‖Φ𝑛‖𝐿𝑝(T) 6 2 ⇒ ‖Φ𝑛‖𝐿∞(T) 6 2𝑛1/𝑝 = 2𝑛2𝐶𝜀. (2.7)

Импликация в (2.7) – это неравенство С.М. Никольского.

Заметим, что обе оценки в (2.7) представляют интерес.
Первая из них устанавливает для ограниченых весов справедливость

гипотезы Стеклова* в пространстве 𝐿𝑝.
Отметим, что в работе [5] также была получена оценка в классе 𝑆𝛿 ∩𝐿∞

для больших отклонений веса 1/(2𝜋) 6 𝑤 6 𝑇 :

‖Φ𝑛‖𝐿∞(T) 6 𝐶(𝑇 )𝑛1/2−𝐶
𝑇 , 𝑇 ≫ 1,

что смыкает (в смысле показателья степени) верхнюю оценку в классе 𝑆𝛿∩𝐿∞

с точной в классе 𝑆𝛿 (ввиду (1.11)) оценкой (1.8).

*Задача о справедливости гипотезы Стеклова в пространстве 𝐿𝑝 была поставлена в [3, 14].
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2.2. Пример оценки сверху для весов из BMO. Напомним определе-
ние характеристики (псевдо-нормы) BMO

[𝑤]𝐵𝑀𝑂(T) = sup
𝐽⊆T

⟨
𝑤 − ⟨𝑤⟩𝐽

⟩
𝐽
,

где 𝐽 есть произвольная дуга окружности T и

⟨𝑓⟩𝐽 =
1

|𝐽 |

∫︁
𝐽

𝑓𝑑𝑥. (2.8)

Определим следующую функцию от 𝑝 ∈ (1,∞):

B(𝑝) = sup
‖𝑓‖𝑝61

‖[𝐻,𝑤]𝑓‖𝑝
[𝑤]𝐵𝑀𝑂

< ∞, (2.9)

где [𝐻,𝑤] – коммутатор операторов Гильберта и умножения на вес 𝑤. Функ-
ция B ограничена ввиду Теоремы Койфмана-Рочберга-Вейса. Для полноты
изложения, в Дополнении Б мы приведем доказательство (см. [6]) того, что

B(𝑝) 6 𝐶𝑝2, 𝑝 > 2. (2.10)

Продолжим демонстрацию метода получением оценки из [6] для Φ𝑛, ор-
тогональных c весом 𝑤, близким к константе в смысле пространства BMO:

1 6 𝑤, [𝑤]𝐵𝑀𝑂 6 𝜀. (2.11)

Базовым тождеством для получения оценки является

Φ𝑛 = 𝑧𝑛 − 𝑤−1[𝒫𝑛−1, 𝑤]Φ𝑛 ⇐ 𝒫𝑛−1(𝑤Φ𝑛) = 0. (2.12)

Итерируя (2.12), с учетом (2.9) получим из принципа сжимающих отображе-
ний

‖Φ𝑛‖𝐿𝑝(T) 6
1

1 −B(𝑝)𝜀
, 𝑝 < ̂︀𝑝(𝜀) := B(−1)(

1

𝜀
).

С помощью (2.10) константа, ограничивающая 𝐿𝑝-норму, может быть уточ-
нена, а также по неравенству С.М. Никольского имеем

‖Φ𝑛(𝑧, 𝑤)‖𝐿∞(T) . inf
2<𝑝<̂︀𝑝(𝜖)

𝑛1/𝑝

1 −B(𝑝)𝜖
6 𝐶1𝑛

𝐶2
√
𝜖. (2.13)

Имея в виду вложение пространств 𝐿∞ ⊂ BMO ⊂
⋂︀

𝑝∈(1,∞) 𝐿
𝑝, любопытно

сравнить оценки (2.7), (2.13) и (1.11).
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3. Верхние оценки в классе Макенхаупта 𝑤 ∈ 𝐴𝑝

Теперь перейдем к весам из более естественного класса, т.e. 𝑤 ∈ 𝐴𝑝.
Напомним определение характеристики (псевдо-нормы) пространства 𝐴𝑝:

[𝑤]𝐴𝑝(T) = sup
𝐽⊆T

(︁
⟨𝑤⟩𝐽⟨𝑤

1
1−𝑝 ⟩𝑝−1

𝐽

)︁
,

где 𝐽 – произвольная дуга окружности T, 𝑝 ∈ (1,∞) и мы используем обо-
значение (2.8). Определим следующую функцию от 𝑝 ∈ (1,∞):

A(𝑝) = sup
[𝑤]𝐴𝑝62,‖𝑓‖𝑝61

‖𝑤1/𝑝𝐻𝑤−1/𝑝𝑓‖𝑝.

Нам также понадобится

M(𝑝′) =
A(𝑝′)√
𝑝′ − 1

+
1

(𝑝′ − 1)2.5
, 𝑝′ ∈ (1, 2).

Функция A конечна, благодаря Теореме Ханта-Макенхаупта-Уидена. Акку-
ратный анализ констант в доказательстве этой теоремы (с.м., например, [13])
приводит к оценке

A(𝑝′) . (𝑝′ − 1)−1, M(𝑝′) . (𝑝′ − 1)−2.5, 𝑝′ ∈ (1,2).

Справедлива

Теорема 3.1. Если 𝑝′ ∈ (1, 2] и 𝜀 = [𝑤]𝐴𝑝′ − 1 6 𝜀0(𝑝
′) ∼ M−2(𝑝′) ∼ (𝑝′ − 1)5,

тогда

‖Φ𝑛(𝑧, 𝑤) − 𝑧𝑛‖𝐿𝑝(T,𝑤) .M(𝑝′)‖𝑤‖
1
𝑝

𝐿1(T)
√
𝜀 (3.1)

и

‖Φ𝑛‖𝐿∞(T) . 𝐶(𝑝′, 𝜀)𝑛𝑝′−1. (3.2)

Оценка (3.2) особенно интересна для 𝑝′ < 3/2 с точки зрения проблемы
Стеклова. Выражение для 𝐴2-характеристик весов имеет особенно простой

вид: [𝑤]𝐴2
= sup𝐽

(︁
⟨𝑤⟩𝐽⟨𝑤−1⟩𝐽

)︁
. Лемма 4.1 и Теорема 3.1 дают следующее

следствие.

Следствие 3.1. Пусть 𝒟 обозначает

𝒟(𝜀) = lim sup
𝑛→∞

sup
𝑤:[𝑤]𝐴2

61+𝜀

log ‖Φ𝑛(𝑧, 𝑤)‖𝐿∞(T)

log 𝑛
.

Тогда 𝒟(𝜀) 6 𝐶𝜀1/6, то есть

‖Φ𝑛(𝑧, 𝑤)‖𝐿∞(T) . 𝑛𝐶𝜀1/6.
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Замечание 3.1. Простой пример веса, принадлежащего рассматривае-
мому классу, есть

𝑤𝜀 = |𝑥|±𝜀, |𝑥| < 1,

когда 𝜀 is small. Если 𝜀 → 0, тогда [𝑤𝜀]𝐴𝑝′ → 1 для любого 𝑝′ > 1. В [7]

доказано, что 𝑑𝛽(𝑥, 𝐹 ) ∈ 𝐴𝑝, если 𝐹 является “𝑠-регулярным"компактом и
−(1 − 𝑠) < 𝛽 < (1 − 𝑠)(𝑝 − 1). Здесь 𝑑(𝑥, 𝐹 ) есть функция расстояния до
компакта 𝐹 ⊆ T.

Доказательство. Учитывая инвариантность масштабироания, мы можем
предполагать, что ‖𝑤‖𝐿1(T) = 1. Из Φ𝑛 = 𝑧𝑛 −𝑤−1[𝒫𝑛−1, 𝑤]Φ𝑛, выводим базо-
вое тождество(︁

𝑤1/𝑝Φ𝑛

)︁
= 𝑤1/𝑝𝑧𝑛 − 𝑤−1/𝑝′𝒫𝑛−1𝑤

1/𝑝′
(︁
𝑤1/𝑝Φ𝑛

)︁
+ 𝑤1/𝑝𝒫𝑛−1𝑤

−1/𝑝
(︁
𝑤1/𝑝Φ𝑛

)︁
.

Обозначая

𝐹 = 𝑤1/𝑝Φ𝑛, 𝑂1 = 𝑤−1/𝑝′𝒫𝑛−1𝑤
1/𝑝′ − 𝒫𝑛−1, 𝑂2 = 𝑤1/𝑝𝒫𝑛−1𝑤

−1/𝑝 − 𝒫𝑛−1,

имеем
𝐹 = 𝑤1/𝑝𝑧𝑛 −𝑂1𝐹 + 𝑂2𝐹

По дуальности замачаем, что

‖𝑤−1/𝑝′𝐻𝑤1/𝑝′ −𝐻‖𝑝,𝑝 = ‖𝑤1/𝑝′𝐻𝑤−1/𝑝′ −𝐻‖𝑝′,𝑝′ .M(𝑝′)
√
𝜖,

где последнее неравенство следует из Теоремы 4.2 Дополнения A. Из (2.4)
получаем ‖𝑂1‖𝑝,𝑝 . M(𝑝′)

√
𝜖. Теперь, рассмотрим 𝑂2. Снова, используя ду-

альность, получаем

‖𝑤1/𝑝𝐻𝑤−1/𝑝 −𝐻‖𝑝,𝑝 = ‖𝑤1/𝑝′

1 𝐻𝑤
−1/𝑝′

1 −𝐻‖𝑝′,𝑝′ .M(𝑝′)
√︀

𝜖(𝑝′ − 1),

где 𝑤1 = 𝑤−𝑝′/𝑝. Здесь мы опять использовали Теорему 4.2, вместе с неравен-
ством

[𝑤1]𝐴𝑝′ = [𝑤]𝑝
′−1

𝐴𝑝
6 [𝑤]𝑝

′−1
𝐴𝑝′
6 1 + 𝐶𝜖(𝑝′ − 1)

(полученным из (4.1)). Имеем ‖𝑂2‖𝑝,𝑝 .M(𝑝′)
√︀

𝜖(𝑝′ − 1), и принцип сжима-
ющих отображений доказывает (3.1). Для доказательства (3.2) нам только
нужно использовать Лемму 4.2 из Дополнения A. �

Замечание 3.2. Следует отметить, что полученная нами теорема су-
щественным образом использует малость параметра 𝜖. Интересной задачей
представляется перенос полученных результатов на произвольные 𝜖. Весьма
вероятно также и то, что оценки в теореме могут быть сеьёзно улучшены.
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Эту заметку мы хотели бы завершить обсуждением одной открытой за-
дачи, которая непосредственно связана с оценками, полученными выше.

Для многочленов 𝜑𝑛 по мере 𝜎 введем следующую максимальную функ-
цию:

𝑚(𝜃) = sup
𝑛

|𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝜎)|.

Вопрос 1. Предположим, что 𝜎 – мера Сегё (см. (1.12)). Верно ли, что
𝑚(𝜃) конечна для почти всех 𝜃 (по мере Лебега)?

Эта задача хорошо известна в теории Сегё. В качестве промежуточной
задачи мы можем предложить также

Вопрос 2. Верно ли, что𝑚(𝜃) конечна для абсолютно непрерывных мер
𝜎, заданных весом 𝑤, который удовлетворяет

‖𝑤 − 1‖∞ < 𝜖

при достаточно малом 𝜖?

Один из возможных методов решения состоит в изучении следующих
операторов:

𝒫 (𝜇)
𝑛 = 𝒫𝑛𝜇, (𝒫 (𝜇)

𝑛 )𝑗, 𝜇 = 𝑤 − 1,

и максимальных функций
sup
𝑛

|((𝒫 (𝜇)
𝑛 )𝑗)1|

для 𝑗 ∈ N.

4. Дополнение A: некоторые результаты об 𝐴𝑝-классах

Сначала напомним замечательное свойство 𝐴𝑝-классов, так называемое,
обратное неравенство Гёльдера для 𝐴𝑝-характеристик: если 1 < 𝑝1 < 𝑝2 < ∞,
то

[𝑤]𝐴𝑝2
6 [𝑤]𝐴𝑝1

. (4.1)

Действительно, заметим, что для любой дуги 𝐽 , имеем(︁
⟨𝑤− 1

𝑝2−1 ⟩𝐽
)︁𝑝2−1

6
(︁
⟨𝑤− 1

𝑝1−1 ⟩𝐽
)︁𝑝1−1

по неравенству Гёльдера, примененному к функции 𝑤− 1
𝑝2−1 с показателем

𝑝2−1
𝑝1−1 > 1.
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Нам потребуется следующий важный результат В.И. Васюнина [26]. Возь-

мем 𝑞 ∈ (1,∞) и рассмотрим функцию 𝑓(𝜉) = (1− 𝜉)
(︁

1 − 𝜉
𝑞

)︁−𝑞

на (−∞,1], и

пусть 𝑢±𝑞 (𝑥) будет ее обращением, т.е.

𝑢+𝑞 : [0,1] → [0,1], 𝑢−𝑞 : [0,1] → [−∞,0].

Для 𝛼 > 1 определим
𝑠±𝑞 (𝛼) = 𝑢±𝑞 (𝛼−1).

Зафиксируем 𝑞 ∈ (1,2) и положим 𝜖 = 𝑞 − 1. Имеем для 𝛼− 1 < 𝐶1𝜖

𝑠±𝑞 (𝛼) = ∓
√︂

2(𝛼− 1)

𝜖

(︃
1 + 𝑂

(︃√︂
2(𝛼− 1)

𝜖

)︃)︃
.

Определим 𝛾(𝑞, 𝑡) = (𝑞𝑡− 𝑡 + 1)/𝑞. Справедлива

Теорема 4.1. (Васюнин, [26]) Если 1 < 𝑞 < ∞ и [𝑤]𝐴𝑞
6 𝛼, то

𝐶min(𝑞, 𝑡, 𝛼)⟨𝑤⟩𝑡𝐽 6 ⟨𝑤𝑡⟩𝐽 6 𝐶max(𝑞, 𝑡, 𝛼)⟨𝑤⟩𝑡𝐽
для любой дуги 𝐽 .

Причем, в [26] точные константы 𝐶max(𝑞, 𝑡, 𝛼) и 𝐶min(𝑞, 𝑡, 𝛼) были найде-
ны в явном виде. Нам понадобится только формула для 𝐶max:

𝐶max(𝑞, 𝑡, 𝛼) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
+∞, 𝑡 ∈

(︁
−∞, 𝑞−𝑠−

𝑠−(𝑞−1)

]︁
∪
[︁

𝑞−𝑠+

𝑠+(𝑞−1) ,∞
)︁

𝛼(1−𝑡)/𝑞 (1−𝑠+)𝛾

1−𝛾𝑠+ , 𝑡 ∈
[︁
− 1

𝑞−1 ,0
]︁
∪
[︁
1, 𝑞−𝑠+

𝑠+(𝑞−1)

)︁
𝛼(1−𝑡)/𝑞 (1−𝑠−)𝛾

1−𝛾𝑠− , 𝑡 ∈
(︁

𝑞−𝑠−

𝑠−(𝑞−1) ,−
1

𝑞−1

]︁
1, 𝑡 ∈ [0,1]

. (4.2)

Из Теоремы 4.1 и явного вида (4.2) константы 𝐶max(𝑞, 𝑡, 𝛼) получаем

Следствие 4.1. Для всех 𝑞 = 1 + 𝜖 ∈ (1,2], имеем

[𝑤]𝐴𝑞
6 1 + 𝛿 =⇒ [𝑤𝑇 ]𝐴𝑞

6 2,

если 𝛿 < 𝐶𝜖 и 1 < 𝑇 < 𝑇0 = 𝑐
√︀

𝜖
𝛿 . Здесь 𝑐 и 𝐶 – некоторые абсолютные

константы.

Доказательство. Действительно, имеем

sup
𝐽

(︁
⟨𝑤𝑇 ⟩𝐽⟨𝑤𝑇/(1−𝑞)⟩𝑞−1

𝐽

)︁
6 𝐶𝑞−1

max(𝑞, 𝑇/(1 − 𝑞),1 + 𝛿)𝐶max(𝑞, 𝑇,1 + 𝛿).

Выбирая 𝑇0 = 𝑐
√︀

𝜖
𝛿 с достаточно малой константой 𝑐, получаем [𝑤𝑇 ]𝐴𝑞

≤ 2 с
учетом того, что 𝛿 < 𝐶𝜖. �

Из Следствия на стр. 53 работы [26] также сразу вытекает полезная
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Лемма 4.1. Если [𝑤]𝐴2
= 1 + 𝛿 и 𝛿 < 1, тогда

[𝑤]𝐴1+𝑡
√
𝛿
6 1 + 𝑂(

√
𝛿

𝑡
), 𝑡0 6 𝑡 ≤ 0.5𝛿−1/2.

Теперь мы можем перейти к основному техническому результату, ис-
пользуемому нами в доказательстве Теоремы 3.1. Справедлива

Теорема 4.2. Если 𝑞 ∈ (1,2] и [𝑤]𝐴𝑞
= 1 + 𝛿, тогда

‖𝑤1/𝑞𝐻𝑤−1/𝑞 −𝐻‖𝑞,𝑞 .
√
𝛿M(𝑞), M(𝑞) =

A(𝑞)√
𝑞 − 1

+
1

(𝑞 − 1)2.5

при условии 𝛿 < 𝛿0(𝑞) ∼ M−2(𝑞).

Доказательство. Следуя [15], полагаем 𝑤0 = 𝑤𝑇 , где 𝑇 достаточно велико
и будет выбрано позднее, что бы выполнялось [𝑤0]𝐴𝑞

6 2. Далее, справедливо

[log𝑤0]𝐵𝑀𝑂 . 1 ([16], Теорема 3). Очевидно, также мы имеем 𝑤 = 𝑤
1/𝑇
0 .

Теперь рассмотрим операторо-значную функцию

𝐹 (𝑧) = 𝑤
𝑧/𝑞
0 𝐻𝑤

−𝑧/𝑞
0 −𝐻,

которая аналитична в 0 6 Re 𝑧 6 1. Для ее производной имеем

𝜕𝜉𝐹 (𝑖𝜉) = 𝑖𝑞−1𝑤
𝑖𝜉/𝑞
0 [𝐻, log𝑤0]𝑤

−𝑖𝜉/𝑞
0 , 𝜉 ∈ R,

и, следовательно,

‖𝐹 (𝑖𝜉)‖𝑞,𝑞 .
{︂

B(𝑞)|𝜉| · [log𝑤0]𝐵𝑀𝑂, |𝜉| < 1
C(𝑞), |𝜉| > 1

Также мы имеем
‖𝐹 (1 + 𝑖𝜉)‖𝑞,𝑞 6 A(𝑞) + C(𝑞)

из стандартных оценок для операторов Кальдерона-Зигмунда. Следователь-
но, для функции ̂︀𝐹 (𝑧) =

𝐹 (𝑧)

𝑧
имеем

‖ ̂︀𝐹 (𝑖𝜉)‖𝑞,𝑞 .
B(𝑞)[log𝑤0]𝐵𝑀𝑂 + C(𝑞)

|𝜉| + 1
, ‖ ̂︀𝐹 (1 + 𝑖𝜉)‖𝑞,𝑞 ≤

A(𝑞) + C(𝑞)

(1 + |𝜉|)
и также

‖ ̂︀𝐹 (𝜉)‖𝑞,𝑞 . |𝜉|−1, Im 𝜉 > 1.
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Для заданных ‖𝑓1‖𝑞 = 1, ‖𝑓2‖𝑞′ = 1 имеем по принципу максимума мо-

дуля для аналитической функции ℎ(𝑧) = ⟨ ̂︀𝐹 (𝑧)𝑓1, 𝑓2⟩:

|ℎ(𝑇−1)| . max
(︁
B(𝑞)[log𝑤0]𝐵𝑀𝑂 + C(𝑞),A(𝑞) + C(𝑞)

)︁
,

что есть не что иное, как

|⟨(𝑤1/𝑞𝐻𝑤−1/𝑞 −𝐻)𝑓1, 𝑓2⟩| . 𝑇−1 max
(︁
B(𝑞)[log𝑤0]𝐵𝑀𝑂 +C(𝑞),A(𝑞) +C(𝑞)

)︁
.

Так как [log𝑤0]𝐵𝑀𝑂 . 1, получаем

‖𝑤1/𝑞𝐻𝑤−1/𝑞 −𝐻‖𝑞,𝑞 .
A(𝑞) + (𝑞 − 1)−2

𝑇

из двойственности. Доказательство завершается применением Следствия 4.1.
�

Лемма 4.2. Пусть 𝑝′ ∈ (1,2), deg𝑄 = 𝑛, 𝑤 ∈ 𝐴𝑝′, ‖𝑤‖𝐿1(T) ∼ 1 и∫︁
T
|𝑄|𝑝𝑤𝑑𝑥 6 𝐶.

Тогда

‖𝑄‖𝐿∞(T) 6 𝐶(𝑝′)𝑛
1

𝑝−1 = 𝐶(𝑝′, [𝑤]𝐴𝑝′)𝑛
𝑝′−1. (4.3)

Доказательство. Пусть 𝒱𝑛 – ядро Валле-Пусена, тогда имеем

𝑄 = 𝒱𝑛 *𝑄, ‖𝑄‖𝐿∞(T) . ‖𝑄𝑤1/𝑝‖𝑝‖ℰ𝑛𝑤−1/𝑝‖𝑝′,

где ℰ𝑛 – ядро Пуассона. (Так как ядро Пуассона мажорирует ядро Валле-
Пусена). В свою очередь, про ядро Пуассона известно, что

ℰ𝑛 . 𝑛, |𝑥| < 1/𝑛; ℰ𝑛 . 𝑥−2𝑛−1, |𝑥| < 1/𝑛. (4.4)

Убедимся сперва, что∫︁ 1/𝑚

0

𝑤− 1
𝑝−1𝑑𝑥 . 𝑚−(𝑝2−2𝑝)/(𝑝2−2𝑝+1). (4.5)

Действительно, ∫︁
T
𝑤−(𝑝−1)𝑑𝑥 < ∞,

∫︁
T
𝑤𝑑𝑥 ∼ 1.
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По неравенству Гёльдера имеем∫︁ 1/𝑚

0

𝑤−1/(𝑝−1)𝑑𝑥 6 𝐶

(︂∫︁
𝑤−(𝑝−1)𝑑𝑥

)︂ 1
(𝑝−1)2

𝑚−(𝑝2−2𝑝)/(𝑝2−2𝑝+1)

откуда следует (4.5).
Теперь мы можем завершить доказательство оценки (4.3). Пусть 𝑁 =

[log2 𝑛], тогда (4.4) дает∫︁ 1

0

(ℰ𝑛)𝑝
′
𝑤−𝑝′/𝑝𝑑𝑥 . 𝑛𝑝′

∫︁ 1/𝑛

0

𝑤−𝑝′/𝑝𝑑𝑥 +
𝑁∑︁
𝑗=1

∫︁ 2−𝑗

2−𝑗−1

(𝑛−1𝑥−2)𝑝
′
𝑤−𝑝′/𝑝𝑑𝑥 .

𝑛
𝑝′− 𝑝(𝑝−2)

(𝑝−1)2 +
𝑁∑︁
𝑗=1

2(2𝑗−𝑁)𝑝′
∫︁ 2−𝑗

0

𝑤− 1
𝑝−1𝑑𝑥.

Применяя (4.5) к последнему интегралу, имеем∫︁
(ℰ𝑛)𝑝

′
𝑤−𝑝′/𝑝𝑑𝑥 . 𝑛

𝑝′− 𝑝(𝑝−2)

(𝑝−1)2 + 2−𝑁𝑝′
𝑁∑︁
𝑗=1

2
𝑗
(︁
2𝑝′− 𝑝(𝑝−2)

(𝑝−1)2

)︁
. 𝑛

𝑝

(𝑝−1)2 ,

так как

2𝑝′ − 𝑝(𝑝− 2)

(𝑝− 1)2
= 𝑝2/(𝑝− 1)2 > 0

и
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑞𝑗 ∼ 𝑞𝑁 , 𝑞 > 1

где 𝑞 = 2𝑝
2/(𝑝−1)2. �

Замечание 3.1. Обратим внимание, что 𝑤 = 1 дает

‖ℰ𝑛𝑤−1/𝑝‖𝑝′ ∼ 𝑛1/𝑝

и показатель асимптотически тот же самый для больших 𝑝.

5. Дополнение Б: Верхняя оценка для B(𝑝)

Нам нужна следующяя лемма.

Лемма 5.1. Для 𝑝 ∈ [2,∞) имеем

B(𝑝) 6 𝐶𝑝2.
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Доказательство. Для полноты изложения мы приведем здесь доказатель-
ство из [6]. Предположим [𝑤]𝐵𝑀𝑂 = 1. Учитывая двойственность, достаточно
доказать, что

B(𝑝) 6 𝐶(𝑝− 1)−2, 𝑝 ∈ (1,2]. (5.1)

Мы будем интерполировать между двумя оценками:

‖[𝐻,𝑤]‖2,2 ≤ 𝐶 (5.2)

и (см. [17])

|{𝑥 : |([𝐻,𝑤]𝑓)(𝑥)| > 𝛼}| ≤ 𝐶

∫︁
T

|𝑓(𝑡)|
𝛼

(︂
1 + log+

(︂
|𝑓(𝑡)|
𝛼

)︂)︂
𝑑𝑡. (5.3)

Для заданной функции 𝑓 , обозначим 𝜆𝑓(𝑡) = |{𝑥 : |𝑓(𝑥)| > 𝑡}|, 𝑡 > 0. Возьмем
𝐴 > 0 и рассмотрим 𝑓𝐴 = 𝑓 · 𝜒|𝑓 |6𝐴 + 𝐴 · sgn𝑓 · 𝜒|𝑓 |>𝐴, 𝑔𝐴 = 𝑓 − 𝑓𝐴.

Пусть 𝑇 = [𝐻,𝑤]. Тогда

‖𝑇𝑓‖𝑝𝑝 = 𝑝

∫︁ ∞

0

𝑡𝑝−1𝜆𝑇𝑓(𝑡)𝑑𝑡 6

𝑝

∫︁ ∞

0

𝑡𝑝−1𝜆𝑇𝑓𝐴(𝑡/2)𝑑𝑡 + 𝑝

∫︁ ∞

0

𝑡𝑝−1𝜆𝑇𝑔𝐴(𝑡/2)𝑑𝑡 = 𝐼1 + 𝐼2.

Положим 𝐴 = 𝑡. Из неравенства Чебышева и (5.2), получим

𝐼1 .
∫︁ ∞

0

𝑡𝑝−3‖𝑓𝐴‖22𝑑𝑡 = 2

∫︁ ∞

0

𝑡𝑝−3

∫︁ 𝐴

0

𝜉𝜆𝑓(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝑡 .

(2 − 𝑝)−1

∫︁ ∞

0

𝜉𝑝−1𝜆𝑓(𝜉)𝑑𝜉 . (2 − 𝑝)−1‖𝑓‖𝑝𝑝.

Для 𝐼2 мы используем (5.3)

𝐼2 . −
∫︁ ∞

0

𝑡𝑝−1

∫︁ ∞

0

𝜉

𝑡

(︂
1 + log+ 𝜉

𝑡

)︂
𝑑𝜆𝑔𝐴(𝜉) .

‖𝑓‖𝑝𝑝 +

∫︁ ∞

0

𝑡𝑝−1

∫︁ ∞

2𝑡

𝑡−1
(︁

1 + log+((𝜏 − 𝑡)/𝑡)
)︁
𝜆𝑓(𝜏)𝑑𝜏 .

‖𝑓‖𝑝𝑝
∫︁ 1

0

𝜉𝑝−2

(︂
1 + log+ 1 − 𝜉

𝜉

)︂
𝑑𝜉.

Наконец, получаем∫︁ 1/2

0

𝜉𝑝−2

(︂
1 + log+ 1 − 𝜉

𝜉

)︂
𝑑𝜉 .

∫︁ ∞

2

𝑢−𝑝 log 𝑢𝑑𝑢 .
∫︁ ∞

0

𝑒−𝛿𝑡𝑡𝑑𝑡 . 𝛿−2

и полагаем 𝛿 = 𝑝− 1. �
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