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Лагуновская А.А. 

Алгоритмические модели поведения человека по Ю.Е. Нестерову  

В работе предполагается рассмотреть несколько сюжетов решения задач 

выпуклой стохастической оптимизации методами, которые соответствуют 

возможному поведению людей. Изложение построено в основном вокруг 

стохастического онлайн-варианта метода зеркального спуска. Оригинальности 

изложению добавляет то обстоятельство, что практически все изложение 

ведется в условиях наличия шумов в постановке задачи, также и не случайной 

природы. Одной из целей данного препринта является ответ на вопросы, 

поставленные во время заключительной лекции из цикла лекций, прочитанных 

Ю.Е. Нестеровым в апреле 2016 года в НИУ ВШЭ 

(https://www.youtube.com/user/PreMoLab). 
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Постановка задачи 
Далее будет рассматриваться задача выпуклой онлайн-минимизации [0] 

псевдо-регрета 

 

     Regret , k
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(1) 

В данной работе мы, в основном, ограничимся случаем множества простой 

структуры, а именно симплексом: 
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Смысл приведенной постановки задачи в следующем. Пусть мы заранее 

знаем все выпуклые функции  kf  , тогда оптимальное решение *x  

определяется как решение задачи 
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Однако на самом деле нам предлагается минимизировать 
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 , 

выбирая на каждом шаге 1,...,k N  вектор kx Q , исходя только из доступной 

на этом шаге информации 

   1 1 1 1

1 1, ;...; ,k k

x x kf x f x  

  , 

где 

   
*

,k

k

x k kE f x f x R


    
 

, 
,

max
x y Q

x y R


  . 

Случайные величины  k  являются независимыми одинаково 

распределенными. Таким образом,      Regret , k

N kf x  характеризует 

усредненные потери (приходящиеся на один шаг) за “не-знание будущего”. 

Онлайновость постановки задачи допускает, что на каждом шаге k  

функция  kf   может выбираться из рассматриваемого класса функций  

враждебно по отношению к используемому нами методу генерации 

последовательности  kx . В частности,  kf   может зависеть от  1;...; kx x .   
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Чтобы строго сформулировать основной результат в нужной для 

последующих приложений (см. Пример 4 ниже) общности, предположим, что 

выполняются следующие условия [2]: 

1. для любых N  ( 1k  –  сигма алгебра, порожденная 1 , …, 1k  ) 
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где  *x – решение задачи 
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k

x k kE f x f x


    . 

Случайные величины  k  являются независимыми одинаково 

распределенными. Онлайновость постановки задачи допускает, что на 

каждом шаге k  функция  kf   может выбираться из рассматриваемого 

класса функций враждебно по отношению к используемому нами методу 

генерации последовательности  kx . В частности,  kf   может зависеть от 

 1;...; kx x . 

Введем определение  -оракула, выдающего зашумленное значение 

градиента целевой функции  ,x kf x  : при получении на вход точки x , 

оракул выдает  ,x kf x   при этом условие 1 должно выполняться с 

допустимым уровнем шума   . 

2.   kf   – выпуклые функции; 

3. для любых 1,...,k N , x Q  

 
2

2,x kE f x M 


  
  

. 

Далее опишем способ выбора 

     1 1 1 1

1 1
1
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N

k k k

x x k
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и приведем оценку скорости его сходимости. 



5 

Описание метода 
Для решения задачи (1) воспользуемся онлайн-вариантом метода 

двойственных усреднений Ю.Е. Нестерова [3]. 

Положим 1 1ix n , 1,...,i n . Пусть 1,..., 1t N  .  
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 (2) 

Опишем подробнее общий случай (когда  1nQ S ) метода зеркального 

спуска для решения задачи (1). Введем норму  в прямом пространстве 

(соответствующая ей сопряженная норма 
*
) и прокс-функцию ( )d x , сильно 

выпуклую относительно этой нормы, с константой сильной выпуклости не 

менее 1. Выберем точку старта  1 argmin
x Q

x d x


 , считаем, что  1 0,d x   

 1 0.d x   Введем расстояние Брэгмана 

       ,xV y d y d x d x y x     . 

Далее считаем, что    1

2

x
d x V x R   для всех x Q . Определим оператор 

проектирования согласно введенному расстоянию как  

    Mirr argmin ,k k

k

x xy Q
g g y x V y


   . 

 Метод зеркального спуска (МЗС) для задачи (1) будет иметь вид 

  1 Mirr , , 1,...,k

k k k

k x kx
x f x k N     . 

Тогда при выполнении условия (2) для любого , 1,...,u Q k N   имеет 

место неравенство 

       1

2 2

*
, , ,

2
k k

k k k k kk
k x k x k x x

f x x u f x V u V u


         . 

Проведя преобразования, получим: 
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2
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Выбираем 
2

k

R

M N
   , тогда 

      2
Regret , .k

N kE f x MR
N

   
 

 

Для  1nQ S  имеем 2 lnR n  [2], поэтому  

       ln
Regret , k

N k

n
E f x M

N


 
     

 
. (3) 

Выписанная оценка является неулучшаемой с точностью до 

мультипликативного числового множителя. Это остается верным и для 

детерминированного случая, когда нет шумов (т.е. 0  ).                          

Сформулируем результат в виде теоремы. 

Теорема 1. Пусть ищется решение задачи стохастической оптимизации 

(1), при этом существует оракул, который выдает  ,x kf x  . Если 

выполняются условия 1, 2, 3, то при использовании МЗС, как описано выше, 

можно получить следующую оценку: 

      ln
Regret , k

N k

n
E f x M

N


 
     

 
. 

С помощью обобщения (3) результата работы [2] далее будет 

продемонстрировано, какие можно сделать уточнения упомянутой лекции 

Ю.Е. Нестерова. 

 

Задачи оптимизации в теории принятия решений 
В данном разделе мы рассмотрим несколько практических задач и их 

интерпретацию с точки зрения теории игр и поведения рационального 

индивида. Первые два примера являются задачами онлайн-оптимизации, 

решение которых будем находить с помощью описанного выше метода 

зеркального спуска. 

Пример 1 (взвешивание экспертных решений при  наличии шумов). 

Рассмотрим задачу взвешивания экспертных решений, следуя [0]. Имеется n  
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различных экспертов. Каждый эксперт “играет” на рынке. Процесс повторяется 

1N  раз. Пусть k

il  – проигрыш (выигрыш со знаком минус) эксперта i  на 

шаге k  ( k

il M ). На каждом шаге k  распределяется один доллар между 

экспертами согласно вектору  1k

nx S . Потери, которые мы при этом несем, 

рассчитываются по потерям экспертов   ,k

kf x l x . Целью является таким 

образом организовать процедуру распределения доллара на каждом шаге, 

чтобы суммарные потери (за N  шагов) были минимальны. Допускается, что 

потери экспертов kl  могут зависеть еще и от текущего «хода» kx . 

Установленные далее в этом разделе результаты (формула (3)) позволяют 

утверждать, что если на каждом шаге можно наблюдать лишь зашумленные 

проигрыши всех экспертов 

 ,k k

k k k k

i i i

i

f x
l

x


 


  


, 

где  ki  – независимые одинаково распределенные случайные величины 

 0,1k

i N  , k

i  , то существует такой способ действий 

    1 1 1 1

1 1, ,..., ,k k k

x x kx f x f x  

   (метод (2), Теорема 1), 

который позволяет после N  шагов проиграть (в среднем) лучшему (на этом 

периоде 1,...,k N ) эксперту не более 

  1 lnM N n N    

долларов. Средний проигрыш за один период получается равным 

 
ln

1
n

M
N


 

   
 

. 

 Эта оценка оптимальна для данного класса задач [0]. Рассмотренный 

пример демонстрирует решение классической задачи о взвешивании экспертов 

в условиях шума (в том числе неслучайной природы). Обычно рассматривается 

ситуация без шума. 

Пример 2. Предположим, что “успешность” некоторого человека зависит 

от того, как он распоряжается своим временем. Пусть выпуклая функция  f x  

со свойствами (заданная в некоторой окрестности  1nS  с сохранением всех 

свойств) 
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 f x B ,     2 2
f x f y M x y    

правильно отражает реальное “положение дел”, т.е. минимум этой функции 

соответствует оптимальной для данного человека конфигурации. Задача 

человека заключается в том, чтобы (получая каждый день “обратную связь”), 

так организовать “процесс своего обучения” (на основе получаемой 

информации), чтобы как можно быстрее достичь такого состояния  1N

nx S , 

что имеет место неравенство 

  
 

 
1

min
n

N

x S
E f x f x 



     . (4) 

Будем считать, что имеется n  различных родов деятельности. В k -й день 

человек распоряжается своим временем согласно вектору  1k

nx S . Этот 

вектор отражает доли времени, уделенного соответствующим делам. В конце 

каждого дня человек получает “обратную связь” от “внешнего мира” вида 

     , 1k k k k k kf x e f x e        , 

где  ke  – независимые одинаково распределенные (на евклидовой сфере 

единичного радиуса) случайные векторы  2 1k ne RS ,   22 2M    k  – 

независимые (между собой и от    2 1k ne RS ) одинаково распределенные 

случайные величины  0,1k N  . Далее используем метод зеркального спуска, 

описанный выше, заменяя в методе (1) истинный градиент целевой функции его 

сглаженным дискретным аналогом [2]: 

     , , : ,k k k k k k k k

x k

n
f x e f x e e   


    , 

2
2

2

8 lnB n n
M


 , (5) 

 для которого справедливы условия 1–3 с  

   , 
2

2

2

8 lnB n n
M


 . 

Определяя 

1

1 N
N k

k

x x
N 

  , 
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получим из (2) согласно Теореме 1 (см. также Теорему 1 из [2]) , что человек 

может достичь в среднем псевдорегрет   за 

2 2 2

2
4

lnB M n n
N



 
 

 
 

дней. Если у человек есть возможность получать каждый день информацию 

 ,k k kf x e  ,  ,k kf x   

и 

    2 22
f x f y L x y    , 

то тогда можно улучшить оценку до (см. [4]) 

2 2

2
2

lnM n
N



 
 

 
 

дней. Для этого необходимо по-другому выбирать параметр сглаживания: 

2

2 22

1
min max , ,

32 2

M

L L nM

 


     
    

    
 

и переписать формулу (5) следующим образом: 

      , : , ,k k k k k k k k k

x k

n
f x e f x e f x e   


     , 2 2

210 lnM M n . 

Здесь 2 2

210 lnM M n  в условии 3. 

Приведенные здесь оценки заметно улучшают оценки (в n  раз) работы 

[5] для этой же постановки. 

Пример 3. Пусть имеется N  экспертов (в данном примере в термин 

«эксперт» вкладывается отличный от примера 1 смысл), каждый из которых 

решает одну и ту же задачу 

 
 1

min
nx S

f x


 , 

получая каждый день свою (независимую от внешних факторов) реализацию 

стохастического градиента  ,x f x  . Предполагается, что  

   , ,xE f x f x      и  
2 2,xE f x M  

  
 

,  0 f x M  . 
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Согласно (2) каждый эксперт 1,...,l N , “прожив” 

2

2

lnM n
N




 
 

 
 

дней, гарантированно сможет найти такой ,N lx , что  

 
 

 ,

1
min

n

N l

x S
E f x f x 



     , 

т.е. по неравенству Маркова 

 
 

 ,

1

1
min 2

2n

N l

x S
P f x f x 



    
 

. 

Возникает вопрос: сколько нужно таких экспертов N , чтобы на основе их 

ответов  ,N lx  можно было бы найти такой Nx , что с вероятностью 1    

 
 

 
1

min 2
n

N

x S
f x f x 


  ? 

Если у нас есть доступ к соответствующим значениям функции   ,N lf x , 

то с помощью сравнения экспертов и определения «победителя» можно 

достичь требуемого условия, ограничившись 1

2log    экспертами. Если имеет 

место неравенство  
2 2,x f x M 

  , то аналогичную по порядку оценку 

можно получить с помощью всего лишь одного эксперта, дав ему чуть 

подольше «пожить»   2 2lnN M n   . Вопрос, который изучается в этом 

примере (в предположении, что значениям функции   ,N lf x  недоступны), –  

сколько экспертов в общем случае в состоянии заменить одного «мудреца» 

(долго живущего эксперта)? Пусть 

 
 

2

2

, 1x f x
P t

M t






      
   
 

, 2                                       (6) 

и 

21

1 2

ln lnM n M n




 


 

 
 
 

. 
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 2 ,  -мудрецом называется такой «долгоживущий» эксперт, что на основе 

ответов мудреца с вероятностью не менее 1   исходную задачу удается 

решить с точностью 2  по целевому функционалу. Согласно [6]  2 ,  -

мудрецу потребуется  

 
1

1

lnM n
N










 
     
  
 

 (7) 

дней. Если же взять (условие (4) не используется) 

2 1

2

lnM
N








 

 
 

 

экспертов, то по неравенству Хефдинга [0] (можно использовать (6), используя 

вместо неравенства Хефдинга более точное неравенство Бернштейна, – это 

немного уточнит приводимую выше оценку) 

,

1

1 N
N N l

l

x x
N 

   

с вероятностью 1    удовлетворяет 

 
 

 
1

min 2
n

N

x S
f x f x 


  . 

При высоких доверительных уровнях (то есть когда   мало) и при 

«терпимости» к неточности (  не очень мало) можно сделать вывод (так же как 

и в [0]), что выгоднее положиться на экспертов, чем на мудреца, особенно если 

учесть, что их можно “обучать” параллельно. Более точные количественные 

выводы могут быть сделаны исходя из выписанных формул. В подходе работы 

[0] условие (5) не предполагалось, как следствие, использовалось достаточно 

грубое неравенство Маркова, приводящее вместо (7) к оценке 
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Было рассмотрено три сюжета из теории принятия решения. Данные 

сюжеты были сформулированы как задачи стохастической выпуклой 

оптимизации. Для решения данных задач был использован онлайн-вариант 

метода зеркального спуска, который схож с алгоритмом поведения 

рационального индивида в условиях неопределенности (неопределенность 

достигается путем введения в рассмотрение шумов, в том числе неслучайной 

природы). Данный препринт позволяет получить оценки количества итераций, 

необходимых для достижения решения с заданной точностью. В некоторых 

описанных случаях (при отсутствии шумов) полученные оценки являются 

неулучшаемыми. 
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