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ÓÄÊ 531.1

Ã.Ï.Òåðåõîâ, Â.Å.Ïàâëîâñêèé
Óïðàâëåíèå ðîáîòîì-øàðîì ñ ïîìîùüþ ìàõîâèêîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîáîòà-øàðà ñ ìà-
õîâèêàìè, ðàñïîëîæåííûìè âíóòðè øàðà. Îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðåäíà-
çíà÷àåòñÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì øàðà ïî ðàçëè÷íûì òðàåêòîðèÿì. Â
ðàáîòå ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû àëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ øàðîì ïî áàçîâûì
òðàåêòîðèÿì, ðàññìîòðåíû äâèæåíèÿ îò âðàùåíèÿ íà ìåñòå è äâèæåíèÿ ïî
îòðåçêó ïðÿìîé äî áàçîâûõ äâèæåíèé ïî êðèâîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì. Ðàñ-
ñìîòðåíû äèíàìè÷å÷ñêèå ìîäåëè øàðà-ðîáîòà, ðàçíûå ìîäåëè òðåíèÿ, â êà-
÷åñòâå îñíîâíîé ìîäåëè òðåíèÿ ðàññìîòðåíà äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü. Â
ðàáîòå îáîñíîâàíà òåõíè÷åñêàÿ âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè øàðà-ðîáîòà ñ ìà-
õîâèêàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà : ðîáîò-øàð, äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè, äâóõïàðàìåòðè÷å-
ñêêàÿ ìîäåëü òðåíèÿ, àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ øàðîì ñ ìàõîâèêàìè.

Georgy P.Terehov, Vladimir E.Pavlovsky
Control of the spherical robot by means of �y-wheels

The theoretical mechanical model of the spherical robot with the �ywheels
located in a sphere is considered. The described design intends for motion control
of a sphere on various trajectories. In work control algorithms of a sphere on basic
trajectories are investigated, the movements from rotation on the point and the
movements on a straight line piece before the basic movements on curvilinear
trajectories are considered. Dynamical models of a sphere robot, di�erent models
of friction are considered, as the main model of friction the two-parametrical
model is considered. In work technical capability of realization of a sphere robot
with �ywheels is proved.

Key words : the spherical robot, dynamic models, two-parametrical model
of friction, control algorithm of a sphere by means a �ywheels.
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1 Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå ðàçíîîáðàçèå ðîáîòîâ, îòëè-
÷àþùèõñÿ êàê ïî êîíñòðóêöèè, òàê è ïî íàçíà÷åíèþ. Â ÷àñòíîñòè, ñôîðìè-
ðîâàëñÿ îòäåëüíûé êëàññ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ - ðîáîòû, äâèæåíèå êîòîðûõ
îñíîâàíî íà ïðèíöèïå êà÷åíèÿ. Ñðåäè íèõ èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèå ðîáîòîâ ñôåðè÷åñêîé ôîðìû, èìåþùèõ òàêèå ïðåèìóùåñòâà ïåðåä
èíûìè ðåàëèçàöèÿìè, êàê ãåðìåòè÷íîñòü ðîáîòà è îòñóòñòâèå ìåñò ñîïðÿæå-
íèé è ñî÷ëåíåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ íàèáîëåå óÿçâèìûìè äëÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà
íåáëàãîïðèÿòíûõ âîçäåéñòâèé. Òàêàÿ ôîðìà àïïàðàòà ñïîñîáñòâóåò ïðàêòè-
÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ ðîáîòà â èññëåäîâàòåëüñêèõ è ðàçâåäûâàòåëüíûõ öåëÿõ,
íàïðèìåð äëÿ ðàáîòû â çîíàõ ñ àãðåññèâíîé âíåøíåé ñðåäîé (ìåñòà àâàðèé,
ïîâåðõíîñòè äðóãèõ ïëàíåò è.ò.ä.)

Ñïåêòð ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé è ðåàëèçàöèé âíóòðåííèõ ìåõàíèçìîâ, ïðèâî-
äÿùèõ â äâèæåíèå òàêèå àïïàðàòû (êîòîðûå, ê ñëîâó, àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ â
ðàçíûõ ñòðàíàõ ìèðà�Øâåöèÿ [1], ÑØÀ, Èçðàèëü, Ðîññèÿ è.ò.ä.) òîæå âåñü-
ìà è âåñüìà øèðîê. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò èñïîëüçóåò ïðèíöèï ñìåùåíèÿ
öåíòðà ìàññ ñèñòåìû, òàêèå êàê ðàçëè÷íûå ìàÿòíèêîâûå ðîáîòû, èëè ðîáîòû
ñ äâèæóùèìèñÿ âíóòðåííèìè ìàññàìè. Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è àïïàðàòû,
äâèæóùèåñÿ çà ñ÷åò äåôîðìàöèè êîðïóñà. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èíî-
ìó ïðèíöèïó�ïðèíöèïó ãèðîñòàòà, ïîäðàçóìåâàþùåãî íàëè÷èå âíóòðè øà-
ðà ñèñòåìû ïðèâîäîâ, îáåñïå÷èâàþùåé ñîçäàíèå âíóòðåííåãî êèíåòè÷åñêîãî
ìîìåíòà. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåí ïðèìåð ðîáîòà, âíóòðè êîòîðîãî íà òðåõ
âçàèìíî-îðòîãîíàëüíûõ îñÿõ ðàñïîëîæåíû òðè ìàõîâèêà, ñîçäàþùèå óïðàâ-
ëÿþùèé ìîìåíò.

Èññëåäîâàíèå äâèæåíèÿ è ïëàíèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé ïîäîáíîãî àïïàðàòà
íà àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè áûëè ïðåäïðèíÿòû â [2]. Çàòåì â [3]
áûëà äîêàçàíà óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû äëÿ íåãîëîíîìíîé ïîñòàíîâêè è ÿâíî
óêàçàíû àëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì. Â [4] ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû íà
ñëó÷àé ïëîñêîñòè ñ òðåíèåì, â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíû ìîäåëè ñóõîãî òðåíèÿ
Êóëîíà, âÿçêîãî òðåíèÿ. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ïîëó÷åííûõ ìîäåëåé áûëî íà-
ëè÷èå äâóõ èíòåãðàëîâ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà
(à â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ òðåíèÿ âåð÷åíèÿ - òðåõ).

Âìåñòå ñ òåì, â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâëÿåòñÿ ðÿä ðàáîò, ïðåäïîëàãàþùèõ
ñóùåñòâåííî èçìåíåííûå ìîäåëè òðåíèÿ, äîïîëíÿþùèå è îáîáùàþùèå ìî-
äåëü ñóõîãî òðåíèÿ Êóëîíà. Îáîáùåíèå ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò òîãî, ÷òî òî÷å÷-
íîå êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå êàòÿùåãîñÿ òåëà ñ ïëîñêîñòüþ çàìåíÿåòñÿ íà
âçàèìîäåéñòâèå âäîëü íåêîòîðîé îáëàñòè (ïÿòíà êîíòàêòà). Ïðèìåðîì ýòîãî
ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïÿòíà êîíòàêòà â âèäå êðóãà, òàêàÿ ìîäåëü
áûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà Êîíòåíñó [9], à äàëåå ðàçâèòà Â.Ô.Æóðàâëåâûì
[8]. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ìîæíî ãîâîðèòü î ïëîñêèõ äåôîðìàöèÿõ ñôåðè÷åñêîé
îáîëî÷êè øàðà âáëèçè êîíòàêòà ñ àáñîëþòíî òâåðäîé ïëîñêîñòüþ. Îäíàêî,
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åñòü è ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ïÿòíî êîíòàêòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ïëîñêóþ
îáëàñòü, à ñôåðè÷åñêèé ñåãìåíò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ î äåôîð-
ìàöèè êàê øàðà, òàê è ïëîñêîñòè âáëèçè èõ êîíòàêòà. Òàêàÿ ìîäåëü áûëà
ïðåäëîæåíà è çàòåì ðàçâèòà À.Â.Êàðàïåòÿíîì â ðàáîòàõ [5],[6]. Èíòåðåñíî,
÷òî ýòà ìîäåëü çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ è ïðè îïðåäåëåííûõ èõ çíà÷å-
íèÿõ ïåðåõîäèò â ìîäåëè Êóëîíà è Êîíòåíñó-Æóðàâëåâà. Â äàííîé ðàáîòå
èñïîëüçóåòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü òðåíèÿ [5].

2 Äèíàìèêà è óïðàâëåíèå ðîáîòîì-øàðîì

2.1 Îïèñàíèå ìîäåëè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòè Sxy øàð ðàäèóñîì R ñ
öåíòðîì â òî÷êåO. Âíóòðè ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè íà òðåõ âçàèìíî-îðòîãîíàëü-
íûõ îñÿõ íàõîäÿòñÿ òðè îäèíàêîâûõ äèñêà-ìàõîâèêà ìàññîé m è ðàäèóñîì ρ.
J1 è J2�ýêâàòîðèàëüíûé è ïîëÿðíûé ìîìåíòû èíåðöèè ñîîòâåòñòâåííî. Ðàñ-
ñòîÿíèå îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îñåé G, îðòîãîíàëüíûõ ìàõîâèêàì äî öåíòðà
êàæäîãî èç ìàõîâèêîâ (òî÷åê Ai) ðàâíî a, è öåíòðû ìàõîâèêîâ ëåæàò â ýê-
âàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè øàðà. Ìàññà øàðà áåç ó÷åòà ìàõîâèêîâ�M . Äàëåå,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíòð ìàññ ðîáîòà íàõîäèòñÿ â òî÷êå O, ò.å. ñîâïàäàåò ñ
ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì øàðà. Òåíçîð èíåðöèè êîíñòðóêöèè (áåç ó÷åòà ìà-
õîâèêîâ) ïðåäïîëàãàåòñÿ øàðîâûì ñ ìîìåíòîì èíåðöèè J .

Ââåäåì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oe1e2e3 ñ öåíòðîì â òî÷êå O, âû-
áîð áàçèñíûõ âåêòîðîâ ei ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîíàïðàâëåíûì îñÿì ìàõîâèêîâ
(îòðåçêàì GAi). Ïåðåõîä ê ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïîñðåäñòâîì ìàòðèöû ïåðåõîäà D ∈ SO(3). Êîíôèãóðàöèîííîå ìíîãîîáðà-
çèå ñèñòåìû ñóòü R2×SO(3). Òðè óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ìàõîâèêîâ âî-
êðóã ñâîåé îñè îáîçíà÷èì çà αi. Çàòåì ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì

x′ =
x

R
, y′ =

y

R
, à ðàäèóñ-âåêòîð è âåêòîð ñêîðîñòè îáîçíà÷èì r′ = (x′; y′)T è

v = ṙ′ (Äàëåå, âåçäå ïîä ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, òàêèìè êàê ñèëà,
ñêîðîñòü è.ò.ä ïîíèìàåòñÿ èìåííî áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, åñëè íå îãîâîðåíî
ïðîòèâíîå).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû áóäåì ïðèìåíÿòü îáùèå òåîðåìû
äèíàìèêè, ïðè÷åì óðàâíåíèå íà èìïóëüñ ðàçäåëèì íà M̂R (M̂ = M + 3m)�
ïîëíàÿ ìàññà ñèñòåìû, à óðàâíåíèå íà êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò - íà âåëè÷èíó

Ĵ =
ma2

3
. Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷èâ ïîëó÷èâøèåñÿ ñèëû è ìîìåíòû ñèë çà f

è µ ñîîòâåòñòâåííî, èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (ïî âåðòèêàëüíîé
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îñè Sz äâèæåíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåâîçìîæíûì):

v̇ = f

Iω̇ + Cα̇+ Ω(Iω + Cα) = Dµ

Ω =

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0


Óðàâíåíèå íà êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò çàïèñàíî â ïîäâèæíîì áàçèñå è ωi�

êîìïîíåíòû âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè â íåì. Îáåçðàçìåðåííûé òåíçîð èíåð-
öèè "ïàññèâíîé"÷àñòè îáîçíà÷åí çà I, çà C�îáåçðàçìåðåííûé àíàëîã òåíçîðà
èíåðöèè "óïðàâëÿþùåé"÷àñòè. (Ïî ñóòè, ýòî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîñòîÿ-
ùàÿ èç ïîëÿðíîãî ìîìåíòà èíåðöèè êàæäîãî ìàõîâèêà) Ìàòðèöû I è C èìåþò
ñëåäóþùèé âèä:

I =

 ν 1 1
1 ν 1
1 1 ν


C = diag{c, c, c}

c =
3J2
ma2

ν = 4 + 3
J2 + J + 2J1

ma2

Ðèñ. 1: Ìîäåëü øàðà íà ïëîñêîñòè

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé, ÷òî
äîêàçàíî â [3]. Èíòåðåñíî, ÷òî óïðàâëÿåìîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ïðè çàìåíå îðòî-
ãîíàëüíîñòè îñåé íà íåêîìïëîíàðíîñòü è äàæå ïðè àííóëèðîâàíèè îäíîãî èç
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ìàõîâèêîâ. Îäíàêî, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, íå ëþáîé çàêîí äâèæå-
íèÿ äîïóñòèì èç ïðîèçâîëüíîé êîíôèãóðàöèè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè äâóõ íåêîì-
ïëàíàðíûõ ìàõîâèêàõ íåâîçìîæíî òàêîå äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèå ïîêîÿ, ÷òî
óãëîâàÿ ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ýòèõ ìàõîâèêîâ. Äëÿ
ðåàëèçàöèè ïîäîáíîãî äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî ñíà÷àëà èçìåíèòü êîíôèãóðà-
öèþ ñôåðû.

Äàëåå, äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû, íåîáõîäèìî çàäàòü óñëîâèÿ êîíòàêòíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ðîáîòà è îïîðíîé ïëîñ-

êîñòüþ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî µ = µ0 − b[ez;f ], ãäå b = 3M̂R2

ma2 , µ
0�

äîïîëíèòåëüíî âîçíèêàþùèå ìîìåíòû â êîíòàêòå, à òàêæå óðàâíåíèå íà èì-
ïóëüñ, ìîæíî îòìåòèòü ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 1.1
Åñëè µ0 = 0, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé äîïóñêàåò òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà êè-
íåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òàêèõ òèïîâ êîíòàêòíî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ êàê äâèæåíèå ïî àáñîëþòíî ãëàäêîé ïëîñêîñòè, äâèæåíèå
ïî àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè (íåãîëîíîìíàÿ ìîäåëü), à òàêæå äëÿ
çàêîíîâ âÿçêîãî òðåíèÿ è ñóõîãî òðåíèÿ Êóëîíà.

2.2 Äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü òðåíèÿ

Ðåàëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò íàëè÷èå ïÿòíà êîíòàêòà ìåæäó ñôå-
ðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ðîáîòà è îïîðíîé ïëîñêîñòüþ. Íàèáîëåå ïðàâäîïî-
äîáíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðè÷åñêèé ñåãìåíò. Ñî-
ãëàñíî [5],[6] â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ñåãìåíòà âûïîëíåí ëîêàëüíî çàêîí ñóõîãî
òðåíèÿ Êóëîíà. Ïóñòü ðàäèóñ ñôåðû, çàäàþùåé ýòîò ñåãìåíò� Rf , à ðàäèóñ
ñåãìåíòà� Rs. R�ïî-ïðåæíåìó ðàäèóñ øàðà. Òàêèì îáðàçîì, ïÿòíî êîíòàêòà

çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ δ =
R

Rf
è ε =

Rs

R
. Ïîëó÷åííûå â [5],[6] âûðàæåíèÿ
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äëÿ ñèë è ìîìåíòîâ :

fi = − 3kN

4π(1− cos β0)3/2M̂R

β0∫
0

B(β)Iui
dβ

µ0i = − 3kbN

4π(1− cos β0)3/2δM̂R

β0∫
0

B(β)Iwi
dβ

Iui
=

2π∫
0

ui
||u||

dα

Iwi
=

2π∫
0

wi

||u||
dα

B(β) =
√
cos β − cos β0 sin β

µ = µ0 − b[ez;f ]

Çäåñü

uI = u(1− sin2 β cos2 α) + δ−1(ωI sin
2 β sinα cosα+ ωII(1− cos β −
− sin2 β cos2 α)− ωIII sin β sinα)

uII = −u sin2 β sinα cosα− δ−1(ωII sin
2 β sinα cosα+ ωI(1− cos β −

− sin2 β sin2 α) + ωIII sin β cosα)

uIII = u sin β cos β cosα + δ−1 sin β(1− cos β)(ωI sinα− ωII cosα)

wI = u sin2 β sinα cosα+ δ−1(ωI(1− cos β)2 − ωIII(1− cos β) sin β cosα)

wII = u(1− cos β − sin2 β cos2 α) + δ−1(ωII(1− cos β)2 −
−ωIII(1− cos β) sin β sinα)

wIII = sin β(−u sinα+ δ−1(−(1− cos β)(ωI cosα+ ωII sinα) + ωIII sin β))

Çäåñü g�óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, N�ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè îïî-
ðû, u�ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ øàðà, äåëåííàÿ íà åãî ðàäèóñ, îñü 1 íàïðàâëåíà
ïî ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ, îñü 3 âåðòèêàëüíà, à îñü 2 äîïîëíÿåò ðåïåð äî ïðà-
âîé òðîéêè. Ýòîò áàçèñ â äàëüíåéøåì áóäåì èìåíîâàòü âñïîìîãàòåëüíûì, à
âåêòîðà â íåì èíäåêñèðîâàòü ðèìñêèìè öèôðàìè âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû ñ
ÑÊ æåñòêî ñâÿçàíîé ñ ðîáîòîì. Ω�âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè â ýòîé ÑÊ (òàêèì
îáðàçîì, ωIII ≡ ωz). Äàëåå, sin β0 =

Rs

Rf
, k�êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.

Ðàçâèâàÿ èäåþ, ïðåäëîæåííóþ â [7], çàìåòèì, ÷òî åñëè ïåðåéòè ê ñôåðè-
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÷åñêèì êîîðäèíàòàì r, θ1, θ2, θ3:

δu = r cos θ1
ωI = r sin θ1 cos θ2

ωII = r sin θ1 sin θ2 cos θ3
ωIII = r sin θ1 sin θ2 sin θ3

òî ôóíêöèè f è µ íå çàâèñÿò îò ðàäèóñà ñôåð r. Óãëîâûå ïåðåìåííûå θk õà-
ðàêòåðèçóþò îòíîøåíèÿ ìåæäó ñêîëüæåíèåì, êà÷åíèåì, âåð÷åíèåì è çàêðó-
÷èâàíèåì, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì îíè áóäóò íàçûâàòüñÿ ðåæèìíûìè óãëàìè.
Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèè f è µ îïðåäåëåííûìè íà åäèíè÷íîé
òðåõìåðíîé ñôåðå S3. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ ïÿò-
íà êîíòàêòà (δ; ε), ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ãëàäêîñòü ïî ïåðâîìó ïàðàìåòðó è
íåãëàäêîñòü ïî âòîðîìó áûëà äîêàçàíà â [5].

Äëÿ ñëó÷àÿ δ = 0 âûðàæåíèÿ ïðèìóò íåñêîëüêî èíîé âèä è ñîîòâåòñòâóþò
ìîäåëè Êîíòåíñó-Æóðàâëåâà [8]. Ñëó÷àé ε = 0 ñîîòâåòñâóåò ìîäåëè Êóëîíà,
÷òî ðàçîáðàíî â [4]. Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ðàññìàòðèâàåòñÿ
êîãäà εδ ̸= 0.

2.3 Ïîâîðîò ðîáîòà íà ìåñòå

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ àëôàâèòíûõ äâèæåíèé ðîáîòà. Äëÿ íà÷àëà, ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà öåíòð ìàññ àïïàðàòà íåïîäâèæåí, à øàð ñîâåðøàåò
âðàùåíèå âîêðóã âåðòèêàëè. Äëÿ ðåæèìíûõ óãëîâ â ýòîì ñëó÷àå âåðíî, ÷òî{
θ2 = π/2

θ3 = π/2.
Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ðåæèì ÷èñòîãî âåð÷åíèÿ, ãäå âñå êîìïîíåíòû ñèë è
ìîìåíòîâ, êðîìå µz ðàâíû íóëþ. Ìîìåíò òðåíèÿ âåð÷åíèÿ µz = µ0z = const =
µ

µz =
−3kgb

2R(1− cos β0)3/2

β0∫
0

√
cos β − cos β0 sin

2 βdβ

âñëåäñòâèå ÷åãî ìîæíî âûïèñàòü ïðîèíòåãðèðîâàííîå óðàâíåíèå íà êèíåòè-
÷åñêèé ìîìåíò:

α =
1

c
(µtE − ω(t)I)e

Ãäå e�íåïîäâèæíûé åäèíè÷íûé âåêòîð âåðòèêàëè â ïîäâèæíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ìàõîâèêè ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ýëåêòðîäâèãà-
òåëÿìè ïîñòîÿííîãî òîêà (ò.å. cα̇i = κiUi − κ2αi, ãäå U�ðàçìåðíîå íàïðÿ-
æåíèå, à κ1,2�ïîñòîÿííûå ýëåêòðîäâèãàòåëåé ñ ó÷åòîì îáåçðàçìåðèâàíèÿ),
ïðèâåäåì ãðàôèêè óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé äëÿ ïîâîðîòà íà óãîë π/2 çà
âðåìÿ 2T â ñëó÷àå òðåóãîëüíîãî ïðîôèëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè âåð÷åíèÿ. (Ò.å.
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ω(t) = E(T − |t− T |), ãäå E�ïîñòîÿííîå ïî ìîäóëþ óãëîâîå óñêîðåíèå ðàâíîå
π

2T 2
. Áóäåì áðàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóëåâûìè ïî ñêîðîñòÿì.

Äëÿ âåêòîðà e = (1/
√
3; 1/

√
3; 1/

√
3) èìååì, ÷òî âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà

îäèíàêîâû. Äëÿ íèõ ãðàôèêè òàêîâû:

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
−13.6

−13.4

−13.2

−13

−12.8

−12.6

−12.4

−12.2

−12

−11.8

−11.6

t

U

Ðèñ. 2: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ e = (1/
√
3; 1/

√
3; 1/

√
3).

Äëÿ âåêòîðà e = (1/
√
2;−1/

√
2; 0), è äëÿ íåñîáñòâåííîãî âåêòîðà e =

(1; 0; 0) èìååì ñëåäóþùóþ êàðòèíó:

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
−20

−15

−10

−5

0
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10
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20

t
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U
1

U
2

U
3

Ðèñ. 3: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ e = (1/
√
2;−1/

√
2; 0) .

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíó µ â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ìîìåíò òðåíèÿ ïîêîÿ, êîòîðûé íóæíî ïðåîäîëåòü, ÷òîáû íà÷àòü äâèæåíèå.
Ïîâåðõíîñòü µ(δ, ε), ïîêàçûâàþùàÿ çàâèñèìîñòü ýòîãî ìîìåíòà îò çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ ïÿòíà êîíòàêòà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå. Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
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Ðèñ. 4: Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ äëÿ âåêòîðà e = (1; 0; 0)

âëèÿíèå íà ýòó âåëè÷èíó îêàçûâàåò òîëüêî ïàðàìåòð δ, õàðàêòåðèçóþùèé
æåñòêîñòü ïëîñêîñòè. Â çàêëþ÷åíèè ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè ìàõîâèêè ðî-
áîòà ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå äâèãàòåëÿìè Maxon-RE-10, òî øàð ñìîæåò íà-
÷àòü äâèæåíèå ïî ïëîñêîñòè ñ δ < 0.02, äëÿ äâèãàòåëÿ ÄÏÌ-20-Í2 ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå δ = 0.03.

Ðèñ. 5: Ìîìåíò òðåíèÿ ïîêîÿ.

2.4 Äâèæåíèå ðîáîòà ïî îòðåçêó

Ïóñòü èìååò ìåñòî äâèæåíèå âäîëü íåêîòîðîé ïðÿìîé ëèíèè (áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè�îñè Sx áåç âåð÷åíèÿ, ò.å. ωz = 0). Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäè-
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íàòàõ ðåæèìíûõ óãëîâ ýòî ñîîòâåòñòâóåò îêðóæíîñòè

{
θ2 = π/2

θ3 = 0.
Ò.å. ðåæèì

äâèæåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü óãëîì θ1, êîòîðûé äëÿ óäîáñòâà áó-
äåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî θ.
Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ f = fx, à µ = µ0y − bfx (Ðàâåíñòâî íóëþ îñòàëüíûõ êîì-
ïîíåíò â óñëîâèè ωI = 0 ïîêàçàíî â [6]). Â ñèëó òîãî, ÷òî f3 ≡ 0 èìååì äëÿ

áåçðàçìåðíîé ñèëû íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ n, òî ÷òî n =
g

R
(×òî â ðàçìåðíûõ

ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñâóåò óñëîâèþ N = M̂g). Âûðàæåíèÿ äëÿ fx è µ0y áóäóò
òàêèìè:

f(θ) = − 3kg

4π(1− cos β0)3/2R

β0∫
0

B(β)Iu1dβ

Iu1 =

2π∫
0

cos θ(1− sin2 β cos2 α) + sin θ(1− cos β − sin2 β cos2 α)

l(θ)
dα

l(θ) = (cos2 θ(1− sin2 β cos2 α) + sin2 θ(1− cos β)2 + 2 sin θ cos θ×
× (1− cos β − sin2 β cos2 α))1/2

Äëÿ ìîìåíòà µ:

µ0(θ) = − 3kgb

4π(1− cos β0)3/2δR

β0∫
0

B(β)Iw1dβ

Iw2 =

2π∫
0

cos θ(1− cos β − sin2 β cos2 α) + sin θ(1− cos β)2

l(θ)
dα

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïåðåìåííûõ (r, θ) ïðèìóò âèä:

ṙ(
cos θ

δ
+ sin θ) + rθ̇(−sin θ

δ
+ cos θ) = f(θ)

(ṙ sin θ + rθ̇ cos θ)Ie+ Cα̇+ r2 sin2 θΩeIe+ r sin θΩeCα = µ(θ)e

Çäåñü

e =

 d12
d22
d32
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- ïîñòîÿííûé âåêòîð, îïèñûâàþùèé âåêòîð ey â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò, à ìàòðèöà, ýêâèâàëåíòíàÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ñëåâà íå åäèíè÷íûé
âåêòîð e Ωe ïîñòîÿííà ïî âðåìåíè è ðàâíà

Ωe =

 0 d32 −d22
−d32 0 d12
d22 −d12 0


2.4.1 Àíàëèç ñèëû è ìîìåíòà òðåíèÿ.

Äëÿ íà÷àëà ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ íà àíàëèçå ñèë è ìîìåíòîâ êàê ôóíê-
öèé ðåæèìíîãî óãëà θ. Ýòî íåîáõîäèìî êàê è äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è
äèíàìèêè, òàê è äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîáîäíîé äèíàìèêè ñèñòåìû (ðåøåíèÿ
ïðÿìîé çàäà÷è). Âìåñòå ñ òåì, îòìå÷àÿ π-àíòèïåðèîäè÷íîñòü ýòèõ ôóíêöèé,
äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ îòðåçêîì θ ∈ [0; π]. Êðîìå òîãî, ñòîèò çàìåòèòü,
÷òî íàèáîëåå ðåàëèçóåìûå íà ïðàêòèêå äâèæåíèÿ ðîáîòà áóäóò ñîîòâåòñòâî-
âàòü ðåæèìàì ïðåèìóùåñòâåííîãî êà÷åíèÿ (ò.å. ïðîñêàëüçûâàíèå áóäåò ñóùå-
ñòâåííî ìåíüøå êà÷åíèÿ), ÷òî îçíà÷àåò íàõîæäåíèå θ â íåêîòîðîé äîâîëüíî
ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè π/2.
Óòâåðæäåíèå 2.1
f(θ) ∈ C(0; π) è âîçðàñòàåò íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíà, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè
íåïðåðûâíû (åäèíñòâåííàÿ ïîòåíöèàëüíî îñîáàÿ òî÷êà, ñâÿçàííàÿ ñ ðàâåí-
ñòâîì íóëþ çíàìåíàòåëÿ ïðèõîäèòñÿ êàê ðàç íà çíà÷åíèè θ = π/2, îäíàêî â
ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí). Ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå

f(π/2) = − kgε2δ2

5R(1 +
√
1− ε2δ2)

Ïðîèçâîäíàÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè òàêîâà:

∂Iu1

∂θ
=

2π∫
0

− sin4 β cos2 α sin2 α sin θ

(l(θ))3/2

Òàêèì îáðàçîì, î÷åâèäíî, ÷òî ïðè sin θ > 0 ôóíêöèÿ f(θ) âîçðàñòàåò.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂f

∂θ â òî÷êå π/2 èìååò ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà,
ñâÿçàííûé ñ òåì, ÷òî èíòåãðàë ïî β ðàñõîäèòñÿ (âáëèçè òî÷êè β = 0 âîçíèêàåò
íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 1/β). Äàëåå, èñõîäÿ èç òîãî ÷òî f(π/2) < 0, à f(π) > 0,
ñóùåñòâóåò òàêîé óãîë θf äëÿ êîòîðîãî f = 0.
Ïðèâåäåì â çàêëþ÷åíèå ãðàôèêè ñèëû f â îêðåñòíîñòè òî÷êè θ = π/2(ïåðâûé
ãðàôèê ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ δ = 0.13, ε = 0.06, âòîðîé � δ = 0.03, ε = 0.06:
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Ðèñ. 6: Ãðàôèêè ñèëû.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âñëåäñòâèå âîçðàñòàíèÿ f(θ) èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 2.2
Äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ âîçìîæíî, åñëè θ(0+) ∈ (θf ; θ∗), ãäå θ∗ =
π − arctg 1/δ

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ

v = r(
1

δ
cos θ + sin θ)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ áûëî âîçìîæíî, íåîáõîäèìî
÷òîáû ñêîðîñòü è óñêîðåíèå (à, çíà÷èò è ñèëà) â íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ èìåëè îäèí çíàê, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè�"+". Óãîë θ∗ áóäåì íàçû-
âàòü óãëîì ïîëíîé ïðîáóêñîâêè, â ýòîì ñëó÷àå v = 0 è øàð ñòîèò íà ìåñòå,
à óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ ñ îáðàòíûì çíàêîì. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî f(θ∗) > 0 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïëîñêîñòè. Òàêèì
îáðàçîì, ñòàðò ðîáîòà âîçìîæåí, î÷åâèäíî, òîëüêî ñ ðåæèìîâ θ ∈ (θf ; θ∗).
Êðîìå òîãî, ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå ñèñòåìû ýêâèâà-
ëåíòíî óñëîâèþ θ = const, ò.å. ïîñòîÿíñòâó îòíîøåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ê
ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ øàðà.
Óòâåðæäåíèå 2.3
Ôóíêöèÿ µ0(θ0) ∈ C(π/2;π) è âîçðàñòàåò íà ýòîì ïðîìåæóòêå
Íåïðåðûâíîñòü ïîêàçûâàåòñÿ òàêæå êàê è äëÿ ñèëû f . Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
Iw2 ðàâíà

∂Iw2

∂θ
=

2π∫
0

sin4 β cos2 α sin2 α cos θ

(l(θ))3/2

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè θ ëåæàùèì íà äàííîì ïðîìåæóòêå ýòà ïðîèçâîäíàÿ îò-
ðèöàòåëüíà, à çíà÷èò ïðîèçâîäíàÿ ñàìîé ôóíêöèè µ0 ïîëîæèòåëüíà. òàêæå
ìîæíî îòìåòèòü íàëè÷èå ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà ó ïðîèçâîäíîé â òî÷êå π/2 è
òî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:
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δ

b

∂µ0

∂θ
sin θ = −∂f

∂θ
cos θ

Èñõîäÿ èç óòâåðæäåíèé 2.1, 2.3, à òàêæå èç ÿâíîãî âèäà ïðîèçâîäíûõ, ñëåäóåò
âàæíûé ôàêò:
Óòâåðæäåíèå 2.4
Ôóíêöèÿ µ(θ0) ∈ C(0; π) è óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå θ ∈ [0; θ∗]
Äåéñòâèòåëüíî, èñõîäÿ èç ÿâíîãî âèäà µ = µ0 − bf ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü.
×òî êàñàåòñÿ ïðîèçâîäíîé, òî

∂µ

∂θ
= b

∂(δµ0 − f)

∂θ
= −b∂f

∂θ
(
1

δ
cos θ + sin θ)

Ïðèâåäåì ãðàôèêè ìîìåíòà â îêðåñòíîñòè òî÷êè θ = π/2 (ïàðàìåòðû ïëîñ-
êîñòè àíàëîãè÷íû òåì, ÷òî çàäàâàëèñü äëÿ ñèëû):

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

x 10
−6

−400

−300

−200

−100

0

100

200

300

400

θ−π/2

µ(θ)

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

x 10
−6

−1500

−1000

−500

0

500

1000

1500

θ−π/2

µ(θ)

Ðèñ. 7: Ãðàôèêè ìîìåíòîâ.

Äàëåå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî µ(π) = −µ(0) < 0, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò óãîë
θµ ∈ (0; π/2), äëÿ êîòîðîãî µ = 0. Âåëè÷èíó µ(θf) ìîæíî ñ÷èòàòü ìîìåíòîì
òðåíèÿ ïîêîÿ, êîòîðûé íóæíî ïðåîäîëåòü äëÿ òîãî, ÷òîáû íà÷àòü äâèæåíèå.
Âåëè÷èíà ýòîãî ìîìåíòà â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ êîíòàòêà:

Êðèâûå, îãðàíè÷èâàþøèå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèå
âîçìîæíî â ñëó÷àå äâóõ ìîäåëåé ìàõîâèêîâ (äâèæåíèå äîïóñòèìî âíóòðè
êðèâîé):

2.4.2 Íåêîòîðûå àñïåêòû ñâîáîäíîé äèíàìèêè

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äèíàìèêè ïîçâîëÿåò äëÿ ïðåäñòàâëåííûõ àïïà-
ðàòîâ íàéòè íåîáõîäèìûå óïðàâëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèå áóäåò ñîâåð-
øàòüñÿ ïî çàäàííîìó îòðåçêó. Äëÿ ïðåäëîæåííûõ êîíñòðóêöèé óïðàâëåíèÿ
ðåàëèçóþòñÿ ïóòåì ñîçäàíèÿ ìîìåíòîâ íà ìàõîâèêàõ. Âìåñòå ñ òåì, ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à î äâèæåíèè øàðà ñ �âûêëþ÷åííûìè� ïðèâîäàìè, ò.å.
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Ðèñ. 8: Ìîìåíò òðåíèÿ ïîêîÿ ïðè íà÷àëå äâèæåíèÿ.

Ðèñ. 9: Îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ.

ñâîáîäíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, òàêîå äâèæåíèå ïîìîãàåò ÷àñòè÷-
íî ðåøèòü ïðîáëåìó �ñáðîñà� ìîìåíòîâ íà ìàõîâèêàõ, ÷òî âàæíî, âî-ïåðâûõ
äëÿ ñðàâíèòåëüíî ïëàâíîãî äâèæåíèÿ (áåç ïîëíûõ îñòàíîâîê è ïåðåõîäîâ â
íîâûé ðåæèì), à âî-âòîðûõ äëÿ ïîääåðæàíèÿ íåîáõîäèìîãî ðåñóðñíîãî ðå-
çåðâà. Çàäà÷à, òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó ìåõàíèêè î
äâèæåíèè øàðà ×àïëûãèíà ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Òàêàÿ çàäà÷à äëÿ
îáû÷íîãî áèëëèàðäíîãî øàðà áûëà â äîñòàòî÷íî ïîëíîé ìåðå èññëåäîâàíà â
[10]. Çäåñü áóäóò ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ôàêòû, èìåþùèå îòíîøåíèå ê äèíà-
ìèêå øàðà ×àïëûãèíà íà ïëîñêîñòè ñ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì òðåíèåì â ñëó÷àå
ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ. Âñå ýòè ñâîéñòâà òàê èëè èíà÷å ñëåäóþò èç [10],
îäíàêî â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî èíîé ïîäõîä. Â ÷àñòíîñòè, â
[10] ïðåäïîëàãàëîñü ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ïî ïàðàìåòðó εδ, ïðåäïîëàãà-
åìîìó ìàëûì, à çäåñü ìû îñòàâèì èñõîäíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë è ìîìåíòîâ.
Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû òîëüêî ïðè θ ∈ [0; π]. Ïðè
æåëàíèè ñ ó÷åòîì π-àíòèïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèé f è µ ïî θ, èõ ìîæíî îáîá-
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ùèòü è íà îñòàâøèåñÿ çíà÷åíèÿ.
Â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ äèíàìèêè øàðà ×àïëû-

ãèíà íà âûêëþ÷åííûõ ìàõîâèêàõ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 3.1

Ñâîáîäíîå êà÷åíèå øàðà ×àïëûãèíà âäîëü ïðÿìîé âîçìîæíî òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, åñëè îíî áóäåò ïðîèñõîäèòü âäîëü ñîáñòâåííîãî âåêòîðà îïå-
ðàòîðà èíåðöèè I.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàê ïîêàçàíî âûøå, µ ≡ µyey, âåêòîð óãëîâîé

ñêîðîñòè òàêæå íàïðàâëåí âäîëü ýòîé îñè, âåêòîðà k = Iω è k̇ ñîíàïðàâëåíû.
Íî k̇ + [ω;k] = µ = λω. Ïîñëåäíåå ãîâîðèò î êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ k,
ω è èõ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè êîëëèíåàðíûõ
âåêòîðàõ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà è óãëîâîé ñêîðîñòè, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî
óãëîâàÿ ñêîðîñòü íàïðàâëåíà âäîëü îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî θ è ñèëà è ìîìåíò áó-
äóò ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè, è , ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ðå-
àëèçóåòñÿ ðåæèì òîðìîæåíèÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
ñâîáîäíîé äèíàìèêè øàðà (íà âûêëþ÷åííûõ ìàõîâèêàõ) øàð ×àïëûãèíà âå-
äåò ñåáÿ òàêæå, êàê äèíàìè÷åñêè èäåàëüíûé øàð, à èìåííî âåðíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 3.2
Êà÷åíèå øàðà ×àïëûãèíà áåç ñêîëüæåíèÿ íåâîçìîæíî

Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíîé äèíàìèêè øàðà ×àïëû-
ãèíà, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî θ ≡ π/2:

ω̇ = f
d

dt
(ωIe) = µe

e�íåïîäâèæíûé âåêòîð, òàêîé, ÷òî ω = ωe. Êàê äîêàçàíî âûøå (èç óòâåð-
æäåíèÿ 3.1) ýòîò âåêòîð�ñîáñòâåííûé äëÿ òåíçîðà èíåðöèè I, à çíà÷èò, äèô-
ôåðåíöèðóÿ ëåâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò:

(ω̇I − µE)e = (fI − µE)e = 0

Ñ÷èòàÿ, ÷òî òåíçîð èíåðöèè I çàïèñàí â ãëàâíûõ îñÿõ, èìååì óñëîâèÿ äâè-
æåíèé, ñîîòâåòñâóþùèõ âðàùåíèþ âîêðóã k-é îñè èíåðöèè:

f(π/2)ik = µ(π/2)

À çíà÷èò,

ik =
µ(π/2)

f(π/2)
⇐⇒ ik = b(

2

δ
− 1) ⇐⇒ ik

b
=

2

δ
− 1 ≥ 1

Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, òàê êàê äëÿ ðàçìåðíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè îòíî-
ñèòåëüíî öåíòðàëüíîé îñè âåðíî, ÷òî Ik < M̂R2. Äëÿ ïîääåðæàíèÿ æå òàêîãî
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äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ âíóòðåííèõ ìàõîâèêîâ, íóæíî ñîçäàâàòü óïðàâëÿþùèé
êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò, ïðîïîðöèîíàëüíûé âðåìåíè t, è, ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åí-
íîñòè ðåñóðñîâ ìàõîâèêîâ, òàêîå ðåøåíèå äîïóñòèìî òîëüêî êîíå÷íîå âðåìÿ.

Äëÿ ñâîáîäíîé äèíàìèêè âåðíî è ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 3.3
Ñêîëüæåíèå øàðà áåç êà÷åíèÿ íåâîçìîæíî
Äåéòâèòåëüíî, ïðè θ ≡ π èìååì, ÷òî µ ≡ 0, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ñëåäñòâèå
Ñêîëüæåíèå è êà÷åíèå èìåþò ìåñòî îäíîâðåìåííî ïî÷òè âñþäó, ïðè÷åì
èõ îêîí÷àíèå èìååò ìåñòî áûòü îäíîâðåìåííî.
Êðîìå òîãî, âåðíî óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 3.4
Äëÿ ñâîáîäíîé äèíàìèêè øàðà (ò.å íà âûêëþ÷åííûõ ìàõîâèêàõ) ñèñòåìà
äîïóñêàåò ïåðâûé èíòåãðàë âèäà

r = r0e
∫
Λ(θ)dθ

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè óãëîâàÿ ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïî îäíîé èç ãëàâíîé
îñåé èíåðöèè (èç óòâåðæäåíèÿ 3.1 ýòî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé ïðè óñëîâèè âûêë÷åííûõ ìàõîâèêîâ), òî
ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ṙ = ξ(θ) cos θ + η(θ) sin θ

rθ̇ = −ξ(θ) sin θ + η(θ) cos θ

ξ(θ) = δ(f − µ

i
)

η(θ) =
µ

i

Ãäå i�ãëàâíûé ìîìåíò èíåðöèè, ñîîòâåòñâóþùèé òîé ãëàâíîé îñè, âîêðóã êî-
òîðîé èäåò âðàùåíèå. Ðàçäåëèâ îäíî óðàâíåíèå íà äðóãîå èìååì:

dr

r
= Λ(θ)dθ

Λ(θ) =
ξ(θ) cos θ + η(θ) sin θ

−ξ(θ) sin θ + η(θ) cos θ

Îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå çàìå÷àíèÿ. Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â
[10] áûëî ïîêàçàíî íàëè÷èå ïåðâîãî èíòåãðàëà â ñëó÷àå, åñëè ðàñêëàäûâàòü
â ðÿä ïî ïàðàìåòðó κ = εδ âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë è ìîìåíòîâ. Âûøåäîêàçàííîå
óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàëè÷èå ýòîãî èíòåãðàëà ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ òî÷-
íûõ âûðàæåíèé f è µ. Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî íóëþ â çíàìåíàòåëå ôóíêöèè
Λ(θ) ñîîòâåòñâóåò ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå θ ≡ θ̂ ≡ const (÷òî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ðàâíîçàìåäëåííîå äâèæåíèå øàðà). Íà ãðàôèêå ëèíèé ïåðâûõ èíòå-
ãðàëîâ ýòîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ â ïëîñêîñòè (r, θ).
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Êðîìå òîãî, íåòðóäíî çàìåòèòü è òî, ÷òî íà âñåõ äâèæåíèÿõ ïðè r 7→ 0, θ 7→ θ̂,
÷òî îçíà÷àåò, â ñâîþ î÷åðåäü íå òîëüêî îäíîâðåìåííîå îáðàùåíèå óãëîâîé
ñêîðîñòè è ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ â íóëü, íî è òî, ÷òî â êîíöå äâèæåíèÿ äëÿ
ëþáûõ ñòàðòîâûõ óñëîâèé èõ îòíîøåíèå ïîñòîÿííî è ðàâíî tg θ̂. Âìåñòå ñ òåì,
òàêîå ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî, è ìîæíî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïî êðàéíåé
ìåðå äâóõ òàêèõ ðåæèìîâ θ̂st ∈ (θµ;π/2) è θ̂unst ∈ (θ∗;π). ×èñëåííîå ìîäå-
ëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèõ ðåæèìîâ ðîâíî äâà, ïðè÷¼ì åñëè ïåðâûé
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, òî âòîðîé âîçìî-
æåí ëèøü â âèäå ðåøåíèÿ θ = const, à òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèéñÿ â ñêîëü
óãîäíîé áëèçîñòè îò íåãî, ñâåäóòñÿ ê ïåðâîìó ðåæèìó. Èìåííî ñ ýòèì ñâÿçû-
âàåòñÿ âûáîð èíäåêñîâ st è unst â îïðåäåëåíèè ýòèõ ðåæèìîâ. Â çàêëþ÷åíèè
ïðèâåäåì ëèíèè óðîâíÿ r(θ) âáëèçè òî÷åê θ̂st è θ̂unst.

θ

r(θ)

θ
st

θ

r(θ)

θ
unst

Ðèñ. 10: Ëèíèè óðîâíÿ.

2.4.3 Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïî îòðåçêó

Ïåðåõîäÿ ê ïîñòðîåíèþ óïðàâëåíèÿ äëÿ ïðîõîæäåíèÿ êîíêðåòíîãî îòðåç-
êà âàíî çàìåòèòü, ÷òî æåëàåìîå çíà÷åíèå ïðîôèëÿ ñêîðîñòè äîëæíî óäîâëå-
òâîðÿòü óñëîâèþ v(t) ∈ C1, òàê êàê ðàçðûâíîå ðåøåíèå ïî óñêîðåíèÿì âåäåò ê
ðàçðûâó ïî θ, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü, ê ðàçðûâó ïî ñêîðîñòÿì, ÷òî íåæåëàòåëüíî.
Ïîýòîìó âûáåðåì ñëåäóþùèé ïðîôèëü ñêîðîñòè:

v(t) = A cos
ηt

2
sin ηt t ∈ [0; π/η]

Äëÿ ïåðåìåùåíèÿ âåðíî, ÷òî ∆x =
4A

3η
.

Åñëè íàïðàâëåíèå âåêòîðà ey ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì êàêîé-ëèáî èç
ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè, óïðàâëÿþùèé âåêòîð β = Cα êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà
ìîæíî èñêàòü â âèäå β = βe. Â ñèëó óðàâíåíèé òàêîå ðåøåíèå íàéäåòñÿ, è
áóäåò åäèíñòâåííûì. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå èìååì:

α̇ = C−1(µ(θ) + ω̇λe)e
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Ãäå λe�ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîìó âåêòîðó e ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.
Åñëè æå âåêòîð e íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà èíåðöè I, íà-

õîäèì óïðàâëÿþùèå óãëîâûå ñêîðîñòè èñõîäÿ èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû:

α̇ = C−1[(µ(θ) + ω̇I − ω2ΩeI)e− ωΩeCα]

Ïðèâåäåì ãðàôèêè îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ( δ = 0.03, ε = 0.06),
u, ω, x, θ, U . Ïÿòûé ïàðàìåòð�ðàçìåðíîå óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå. Âçÿòû
çíà÷åíèÿ ∆x = 2π, η = π/7. Ïàðàìåòðû ýëåêòðîäâèãàòåëåé (κ1;κ2) âçÿòû
òàêèìè: κ1 = 2.6,κ2 = 0.2.
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Ðèñ. 11: Îñíîâíûå ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ u, ω.
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Ðèñ. 12: Îñíîâíûå ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ x, θ.
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Ðèñ. 13: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U .
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Äëÿ âåêòîðîâ e = (1/
√
2;−1/

√
2; 0) e = (1; 0; 0)
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Ðèñ. 14: Óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå U .

2.5 Îáõîä ïðåïÿòñòâèé. Êðèâîëèíåéíîå äâèæåíèå

2.5.1 Îñíîâíûå çàìå÷àíèÿ

Áàçîâûå äâèæåíèÿ ðîáîòà�ïîâîðîò íà ìåñòå íà çàäàííûé óãîë, à òàêæå
ïðîõîæäåíèå îòðåçêà çàäàííîé äëèíû,ïîçâîëÿþò ðåøèòü çàäà÷ó è î ïðîõîæ-
äåíèè ëîìàíîé. Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, åñëè òðàåêòîðèåé ÿâëÿåòñÿ ñïðÿì-
ëÿåìàÿ êðèâàÿ, òî àïïðîêèñèìðóÿ å¼ ëîìàíûìè, è êîìáèíèðóÿ àëôàâèòíûå
äâèæåíèÿ, ìîæíî ãîâîðèòü î ïðîõîæäåíèè òàêîé òðàåêòîðèè ñ íåêîòîðîé òî÷-
íîñòüþ. Ïðè÷¼ì, òàê êàê â òåîðèè îãðàíè÷åíèÿ ñíèçó íà äëèíó îòðåçêà íåò,
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòà òî÷íîñòü áóäåò ñêîëü óãîäíî áîëüøîé. Âìåñòå ñ òåì,
ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, äâèæåíèå "ðûâêàìè"íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ õîðî-
øèì ñïîñîáîì ïðîõîæäåíèÿ âäîëü çàäàííîé òðàåòîðèè, à â ñëó÷àå, åñëè çàêîí
äâèæåíèÿ âêëþ÷àåò ïîâîðîò íà ìàëûå óãëû èëè äâèæåíèÿ ïî ìàëûì îòðåç-
êàì, òî îí è âîâñå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåðåàëèçóåìûì íà ïðàêòèêå. Ïîýòîìó äëÿ
áîëåå ýôôåêòèâíîãî ìàíåâðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó î ïðîõîæäå-
íèè àïïàðàòîì è êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè òîæå.

Ïóñòü êðèâàÿ γ, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ öåíòð ìàññ ðîáîòà O çàäàíà ñâîèì
íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì s, ò.å. x = x(s), y = y(s). Ñâÿæåì ñ êðèâîé åñòå-
ñòâåííûé òðåõãðàííèê Ôðåíå eτ , en.eβ. Ïîëîæåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî áàçèñà
îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî òðåõãðàííèêà õàðàêòåðèçóåòñÿ óãëîì φ ìåæäó
âåêòîðàìè eIèeτ . Äëÿ ñêîðîñòè áóäåò âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

ṡeτ = (u+ ΩII)eI − ΩIeII

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Óòâåðæäåíèå 4.1
Äëÿ äâèæåíèÿ íå ïî ïðÿìîé ëèíèè âåðíî, ÷òî ΩI ̸= 0 íà ëþáîì èíòåðâàëå
âðåìåíè

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íà èíòåðâàëå âðåìåíè T âåðíî ïðîòèâíîå, è ΩI ≡ 0.
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Íî òîãäà, êàê ñêàçàíî âûøå, fII ≡ 0. Êðîìå òîãî, èç ñîîòíîøåíèÿ íà ñêî-
ðîñòü ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî âåêòîðà eI è eτ ñîâïàäàþò íà ýòîì ïðîìåæóòêå.
Ïðîåöèðóÿ íà ãëàâíóþ íîðìàëü óðàâíåíèå íà èìïóëüñ ïîëó÷àåì:

k(s)ṡ2 = 0

Îòêóäà ñëåäóåò ÷òî òðàåêòîðèÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèë è ìîìåíòîâ íåîáõîäèìî ó÷åñòü åùå òîò
ôàêò,÷òî

n =
g

R(1 + fIII(θ1, θ2, θ3))

Â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

s̈ = fI cosφ− fII sinφ

k(s)ṡ2 = fI sinφ+ fII cosφ
d

dt
(Iω + cα) = D̂µ

Ãäå D̂�ìàòðèöà ïåðåõîäà âñïîìîãàåëüíîãî ðåïåðà ê ðåïåðó æåñòêî ñâÿçàííî-
ìó ñ øàðîì, è åñòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû D íà ìàòðèöó ïîâîðîòà â ãîðèçîí-
òàëüíîé ïîñêîñòè íà óãîë ìåæäó âåêòîðàìè eI è ex:

D̂ = D

 cos(φ+ ψ) − sin(φ+ ψ) 0
sin(φ+ ψ) cos(φ+ ψ) 0

0 0 1


Çäåñü ψ�óãîë ìåæäó âåêòîðàìè eτ è ex; åãî êîîðäèíàòû, î÷åâèäíî, ðàâíû

(
∂x′

∂s
;
∂y′

∂s
). Êðîìå òîãî, â ïðîåêöèè íà îñè åñòåñòâåííîãî òðåõãðàííèêà âûïîë-

íÿþòñÿ äâà ñëåäóþùèõ êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿ:

ṡ = (u+ ΩII) cosφ− ΩI sinφ

0 = (u+ ΩII) sinφ+ ΩI cosφ

Ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåíûì r, θk ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

tgφ = − δ sin θ1 cos θ2
δ sin θ1 sin θ2 + cos θ1

r =
ṡ

(sin θ1 sin θ2 + cos θ1) cosφ− sin θ1 sin θ2 sinφ

Çàäàâàÿ êðèâóþ γ(s), çàêîí äâèæåíèÿ s(t), à òàêæå æåëàåìîå âåð÷åíèå ωz(t)
íàõîäèì âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè, ïîñëå ÷åãî è óïðàâëåíèÿ. Âîîáùå ãîâîðÿ,
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ýòî ñäåëàòü íåëüçÿ, òàê êàê âåðíî ñëåäóþùåå:
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Óòâåðæäåíèå 4.2
Ôóíêöèè k(s) è s(t) äîëæíû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè óäîâëåòâîðÿòü
íåðàâåíñòâó

s̈2 + k2(s)ṡ4 ≤ F 2

F = max
θ1,2,3

fI(θ1, θ2, θ3)
2 +max

θ1,2,3
fII(θ1, θ2, θ3)

2

×òî ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé fi, â òàêæå ÿâíîãî âèäà óðàâ-
íåíèÿ íà èìïóëüñ.(Îãðàíè÷åííîñòü fi, â ñâîþ î÷åðåäü ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç
îöåíîê äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ èõ èíòåãðàëîâ). Äëÿ àëôàâèòíûõ äâèæåíèé ïî
êðèâîëèíåéíûì îòðåçêàì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü òîëüêî
òå òðàåêòîðèè, äëÿ êîòîðûõ ṡ(0) = ṡ(T ) = 0, sgn(ṡ) = const ∀t ∈ (0;T ),
ãäå T�âðåìÿ äâèæåíèÿ. Ïðåäïîëàãàÿ ṡ ≥ 0 èìååì:

sinφ = − δ sin θ1 cos θ2√
cos2 θ1 + δ2 sin2 θ1 + 2δ sin θ1 cos θ1 sin θ2

cosφ =
δ sin θ1 cos θ2 + cos θ1√

cos2 θ1 + δ2 sin2 θ1 + 2δ sin θ1 cos θ1 sin θ2

r = ṡ
√

cos2 θ1 + δ2 sin2 θ1 + 2δ sin θ1 cos θ1 sin θ2

Äàëåå, èç óðàâíåíèé íà èìïóëüñ à òàêæå èñõîäÿ èç âûáîðà æåëàåìîãî ïðîôè-
ëÿ âåð÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ ñôåðè÷åñêèå ïåðåìåííûå θ1, θ2, θ3. Íàêîíåö, óïðàâëÿ-
þùèé âåêòîð α ìîæíî íàéòè èç âåêòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
íà êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò.

2.5.2 Àíàëèç ñèë è ìîìåíòîâ äëÿ äâèæåíèÿ áåç âåð÷åíèÿ

Êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, äëÿ êðèâîëèíåíéîãî äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷è-
òûâàòü óæå îáå ãîðèçîíòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè. Ïî-
ìèìî ýòîãî, äëÿ òåõ äâèæåíèé, ãäå ωI ̸= 0 ñèëà ðåàêöèè îïîðà íå ðàâíà ïî
ìîäóëþ ñèëå òÿæåñòè (òàê êàê êîìïîíåíòà fIII îòëè÷íà îò íóëÿ) è âû÷èñëÿ-

åòñÿ êàê n =
g

R(1 + fIII)
. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âåð÷åíèÿ íå âëèÿåò íà îñòàëüíûå

êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, îäíàêî âõîäèò â âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë è ìî-
ìåíòîâ, êîòîðûå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè. Ïîýòîìó, äëÿ óïðîùåíèÿ, ïðîâåäåì
÷èñëåííûé àíàëèç ôóíêöèé f è µ â ïðåäïîëîæåíèè ÷òî âåð÷åíèå îòñòóòñâó-
åò, ò.å. θ3 ≡ 0. Áóäåì ñ÷èòàòü ñêîëüæåíèå äîñòàòî÷íî ìàëûì â ñðàâíåíèè
ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ÷òî ñîîòâåòñâóåò íàõîæäåíèþ âáëèçè ñå÷åíèÿ ñôåðû
ïëîñêîñòüþ (θ1 = π/2). Ãðàôèêè ïîâåðõíîñòåé fI , fII , fz, µ

0
I , µ

0
II òîãäà ïðè-

ìóò âèä, ïðèâåäåííûé íà ïîñëåäóþùèõ òðåõ ðèñóíêàõ.
Èñõîäÿ èç ÿâíîãî âèäà ãðàôèêîâ, ìîæíî â äàëüíåéøåì ïîëîæèòü, ÷òî

f = fI , µ = µII (îòíîøåíèå ìåæäó fI è fII ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 102, äëÿ ìî-
ìåíòîâ àíàëîãè÷íî). Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî îáëåã÷èòü
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Ðèñ. 15: Ïîâåðõíîñòè fI , fII

Ðèñ. 16: Ïîâåðõíîñòü fz

äàëüíåéøåå ðàçðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äèíàìèêè, òàê êàê àíàëèç è òåì
áîëåå îáðàùåíèå îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíò ñèë è ìîìåíòîâ�êðàéíå òðóäîåìêàÿ
çàäà÷à. Ïðè ýòîì, ìîæíî çàìåòèòü, ñîõðàíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî âûñîêàÿ òî÷íîñòü
ðåçóëüòàòîâ. Â òàêîì ñëó÷àå, èìååì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ íà èìïóëüñ:

s̈ = f cosφ

k(s)ṡ2 = f sinφ

Çàìåòèì, ÷òî â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîìïîíåíòû ìîìåíòà µ âûðà-
æàþòñÿ ôîðìóëàìè:

µx = −µ sin(φ+ ψ)

µy = µ cos(φ+ ψ)

2.5.3 Ïðèìåðû òðàåêòîðèé

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàäàíà òðàåêòîðèÿ ñ æåëàåìûì çàêîíîì äâèäåíèÿ ïî
íåé, ò.å. k(s) è s(t), íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõîäèìî ðàçðåøèòü ñèñòåìó îòíîñè-
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Ðèñ. 17: Ïîâåðõíîñòè µ0I , µ
0
II

òåëüíî θ1, θ2, φ:

s̈ = fI cosφ

k(s)ṡ2 = fI sinφ

tgφ = − δ sin θ1 cos θ2
δ sin θ1 sin θ2 + cos θ1

Èñõîäÿ èç ÿâíîãî âèäà óðàâíåíèé âåðíî ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå óòâåðæäå-
íèå:
Óòâåðæäåíèå 4.3
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî îòðåçêà âðåìåíè òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ�ãëàäêàÿ êðè-
âàÿ, òàêàÿ, ÷òî k(s) ̸= 0 â êàæäîé òî÷êå, ïðè÷åì äâèæåíèå íà÷èíàåòñÿ
èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ. Òîãäà íà âñåì äâèæåíèè f(t) ≥ 0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî
íóëþ äîñòèãàòüñÿ ìîæåò òîëüêî íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ðàññìàòðèâàåìûõ òðàåêòîðèé, çíàê ṡ ïîëîæèòåëåí
è íå ìåíÿåòñÿ íà âñåì îòðåçêå. Â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé, íåòðóäíî çàìå-
òèòü, ÷òî φ(0) = 0 (ñëó÷àé φ = π îïóñêàåòñÿ, äëÿ íåãî, î÷åâèäíûì îáðàçîì,
âåðíî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà f). Íî òîãäà f(0) > 0,
â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè s̈ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðå-
ìåíè. Äàëåå, åñëè â êàêîé-ëèáî òî÷êå f îáðàòèòñÿ â íóëü, ýòî ïîâëå÷åò çà
ñîáîé ëèáî ðàâåíñòâî íóëþ k(s), ëèáî ṡ, ÷òî íå ïîäõîäèò ïîä ñäåëàííûå âûøå
ïðåäïîëîæåíèÿ.

Òåïåðü ïîïðîáóåì ðàññìîòðåòü ÷àñòíûé ñëó÷àé, à èìåííî äâèæåíèå ïî
äóãå îêðóæíîñòè ðàäèócà ρ. Äëÿ óãëà ψ, îòâå÷àþùåãî çà óãîë ìåæäó êàñà-
òåëüíûì âåêòîðîì è îñüþ Sx âåðíî, ÷òî ψ = ρs (çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
âñå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ�íóëåâûå). Â êà÷åñòâå çàêîíà äâèæåíèÿ âûáåðåì äëÿ
îáåñïå÷åíèÿ äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè òàêóþ æå ôóíêöèþ, êàê â 3.2, à èìåííî

ṡ(t) = A cos
ηt

2
sin ηt t ∈ [0; π/η]
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Äëÿ êðèâèçíû k(s) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûáðàíî ðàâåíñòâî k(s) = 1/ρ.
Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ñëó÷àÿ

∆ψ − π/2, ρ = 4, η = π/7 (ïåðâîå çíà÷åíèå îòâå÷àåò çà âåëè÷èíó ïðîéäåííîé
äóãè):
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Ðèñ. 18: Ïåðåìåííûå θ1, θ2
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Ðèñ. 19: Ïåðåìåííàÿ φ

Äàëåå, â îòëè÷èå îò äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé, ãäå âñå òðè óðàâíåíèÿ íà êè-
íåò÷åñêèé ìîìåíò ñâîäèëèñü ê îäíîìó â ïðîåêöèè íà íåïîäâèæíóþ îñü, äëÿ
íàõîæäåíèÿ óïðàâëåíèé â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî çíàòü çàâèñèìîñòü D(t).
Êàê è â [2], â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà ìíîãîîáðàçèè SO(3) áóäóò
âçÿòû óãëû Ýéëåðà Θ,Ψ,Φ. (Áîëüøèå áóêâû èñïîëüçîâàíû âî èçáåæàíèè ïó-
òàíèöû ñ óæå èñïîëüçóåìûìè óãëàìè).
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Ðèñ. 20: Ïåðåìåííûå ωx, ωy

Ýâîëþöèÿ óãëîâ Ýéëåðà äëÿ îïèñàííîãî äâèæåíèÿ ïðèâåäåíà íèæå íà
ëåâîì ãðàôèêå.
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Ðèñ. 21: Ýâîëþöèÿ óãëîâ Ýéëåðà è óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ.

Íà ëåâîì ãðàôèêå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òàêîâû: Θ(0) = arctg
√
2,Ψ(0) =

−π/6,Φ(0) = π/4. Îíè âçÿòû â êà÷åñòâå ïðèìåðà , è ñîîòâåòñòâóþò â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè ñèòóàöèè, êîãäà ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòðû
ìàõîâèêîâ ãîðèçîíòàëüíà.

Íàêîíåö, àíàëîãè÷íî 3.2, ïðèâåäåì â ýòîì ñëó÷àå ãðàôèêè óïðàâëÿþùèõ
ðàçìåðíûõ íàïðÿæåíèé, îíè ïðèâåäåíû íà ïðàâîì ãðàôèêå.

Óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ ïîêàçûâàþò ñïîñîá óïðàâëåíèÿ øàðîì.

26



3 Çàêëþ÷åíèå

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäñòàâëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äëÿ
ïðåäëîæåííîé êîíñòðóêöèè ðîáîòà-øàðà ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à äèíàìèêè
â ïðåäïîëîæåíèè äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè òðåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ðàññìîòðåíû ò.íàç. áàçîâûå àëôàâèòíûå äâèæåíèÿ, âìåñòå ñ òåì ðåçóëüòàòû
ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ëþáóþ êðèâóþ òðàåêòîðèþ. Ïîêàçàíî, ÷òî äâèæå-
íèå âîçìîæíî íå âñåãäà, òàê êàê ñóùåñòâóåò ôåíîìåí ìîìåíòà òðåíèÿ ïîêîÿ,
êîòîðûé íåîáõîäèìî ïðåîäîëåâàòü äëÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ. Äëÿ ðåàëüíûõ ýëåê-
òðîäâèãàòåëåé, ïðèâîäÿùèõ â äâèæåíèå ìàõîâèêè, ïðèâåäåíû îáëàñòè ïàðà-
ìåòðîâ ãäå äâèæåíèå âîçìîæíî.

Âìåñòå ñ òåì, ðåàëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ðåàëüíîãî àï-
ïàðàòà äëÿ áîëüøåé òî÷íîñòè îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ íóæíî ðàññìàòðèâàòü ìî-
äåëü íåñáàëàíñèðîâàííîãî øàðà, ò.å. îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ öåí-
òðà ìàññ ñèñòåìû è ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà øàðà. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è
äèíàìèêè äëÿ òàêîé êîíñòðóêöèè - öåëü áëèæàéøèõ èññëåäîâàíèé.
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4 Ïðèëîæåíèå 1. Ïðèìåðû ðîáîòîâ øàðîâ

Êàê ãîâîðèëîñü âûøå, ðîáîòû-øàðû ðàçâèâàþòñÿ âî ìíîãèõ ñòðàíàõ. Ïðè-
âåä¼ì íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ïðèìåðû ðåàëüíûõ êîíñòðóêöèé

Óïîìÿíóòûé ðîáîò GroundBot îò Rotundus, õîòü è íå ÿâëÿåòñÿ "èäåàëü-
íûì"øàðîì çàñëóæèâàåò âíèìàíèå òåì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êîììåð÷åñêè-
îðèåíòèðîâàííûé ïðîäóêò. Àïïàðàò ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî ïðèíöèïó ìà-
ÿòíèêà. Ïðîèçâîäèòåëè óâåðÿþò, ÷òî äàííûé ðîáîò ìîæåò äâèãàòüñÿ íå òîëü-
êî ïî äîðîãå, íî è ïî ïåñêó è äàæå ïî âîäå. Êðîìå òîãî, ýòîò ðîáîò ïðîõîäèë
èñïûòàíèÿ â âîîðóæåííûõ ñèëàõ Øâåöèè.

Ðèñ. 22: Ðîáîò GroundBot

Åùå îäèí êîììåð÷åñêè-îðèåíòèðîâàííûé ïðîäóêò�ðîáîò øàð Sphero[11].
Óïðàâëÿòü òàêèì øàðîì ìîæíî ïðè ïîìîùè ñìàðòôîíà íà iOs èëè Android.

Ðèñ. 23: Ðîáîò Sphero 2.0

Ðîáîò ÿïîíñêîé ôèðìîé Sony[12] ïðèìå÷àòåëåí òåì, ÷òî èì ìîæíî óïðàâ-
ëÿòü ãîëîñîì.

Ðèñ. 24: Ðîáîò Sony

Ðîáîò, ðàçðàáîòàííûé êîìïàíèåé Solarbotics äâèæåòñÿ áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ
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ïîäâèæíîé òåëåæêè âíóòðè. Èíòåðåñíî, ÷òî ðîáîò ìîæåò áûòü ýíåðãåòè÷åñêè
íåçàâèñèì îò âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ ïèòàíèÿ, â ñèëó òîãî, ÷òî íà í¼ì óñòàíîâ-
ëåíû ñîëíå÷íûå áàòàðåè.[13]

Ðèñ. 25: Ðîáîò Solarbotics

Íèæå ïðèâåäåí ðîáîò Rosphere�ðàçðàáîòêà èñïàíñêèõ ó÷åíûõ è èíæåíå-
ðîâ äëÿ íóæä àãðîïðîìûøëåííîãî êîìïëåêñà[14]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñôå-
ðè÷åñêàÿ ôîðìà è ìàëûé âåñ ïîçâîëÿò ðîáîòó ëàâèðîâàòü ìåæäó ðàñòåíèÿìè,
íå ïîâðåæäàÿ èõ. Äâèæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò ñìåùåíèÿ öåíòðà ìàññ.

Ðèñ. 26: Ðîáîò Rosphere

Â Ðîññèè òîæå èäóò ðàçðàáîòêè â äàííîì íàïðàâëåíèè. Ïðèìåðîì ìîæåò
ïîñëóæèòü ðîáîò SpheRob (Ìîñêâà-Èæåâñê-Ñàíêò-Ïåòåðáóðã):

Ðèñ. 27: Ðîáîò SpheRob
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