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1 Введение
В конце прошлого века наблюдалась высокая активность в изучении
вполне интегрируемых дискретных бесконечномерных динамических си-
стем методом прямой-обратной спектральной задачи [1], в частности, це-
почек Богоявленского [2], образующих иерархию над классическими це-
почками Ленгмюра [3], [4], [5] и связанных с векторными непрерывными
дробями Стилтьеса [6]. Термин «вполне интегрируемые» применительно
к бесконечномерным системам, конечно, имеет некоторое условное зна-
чение. В работе [7] 1997 года мной был рассмотрен один частный при-
мер, связанный с этими исследованиями. А именно, изучалось обобще-
ние многочленов Мейкснера–Полачека [8]. В дальнейшем, как принято в
справочной литературе, будем говорить о «многочленах Полачека», хо-
тя эти многочлены впервые появились у Мейкснера (J. Meixner [9]) в
1934 году, а F. Pollaczek [10] и W. Hahn [11] изучали их позже — в 1949–
1950 годах. В последствии большее внимание мы уделили другому типу
обобщенных многочленов Полачека, связанных с ортогональностью по
дискретной мере [12]. В этом случае появляется так называемый кон-
стрейн, также имеющий многочисленные приложения в задачах матема-
тической физики [13]. Тем не менее, рассмотренный в [7] пример остает-
ся одним из немногих примеров, когда можно в явном виде предъявить
связь между линейным оператором с одной стороны и его спектральны-
ми характеристиками с другой стороны. В настоящей работе я сделаю
одно добавление к этому примеру. Мы будем изучать слабую асимптоти-
ку масштабированных многочленов, связанную с задачами равновесия
теории логарифмического потенциала.
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2 Постановка задачи
В гильбертовом пространстве l2(Z+) определим замкнутый линейный
неограниченный и в общем случае несимметричный оператор A, задан-
ный на финитных последовательностях матрицей

A =


0 0 . . . 0 1
1 0 0 . . . 0 2

2 0 0 . . . 0 3
. . . . . . . . . . . . . . .

 ,
где в каждой строке между двумя ненулевыми диагоналями стоит r
нулей, r — фиксированное натуральное число. Заметим, что A = A′∗,
т.е. оператор A совпадает с сопряженным к оператору A′, определенно-
му транспонированной матрицей. Это — аналог самосопряженности для
несимметричных операторов.

Рассмотрим последовательность многочленов {qn(x)}∞n=0, удовлетво-
ряющих системе рекуррентных соотношений, которую запишем в мат-
ричном виде

A′q(x) = xq(x),

где q(x) — столбец многочленов. Рассмотрим следующее начальное усло-
вие: q0(x) = 1. При r = 1 получим многочлены Полачека. В общем случае
будем называть эти многочлены совместными многочленами Полачека.

Как показал В. А. Калягин [14], резольвента

Rz = (zI − A)−1

полностью определена системой r резольвентных функций

fj(z) = (Rze0, ej), j = 0, . . . , r − 1.

Основной результат [7] состоит в нахождении этих функций стилтье-
совского типа. В основе доказательства лежит поточечная асимптотика
многочленов qn(x) при n→∞. В настоящей работе мы изучаем слабую
асимптотику масштабированных многочленов

q∗n(x) = cnqn((r + 1)nx), n ∈ Z+,

где нормировочная постоянная cn выбрана так, чтобы старший коэффи-
циент многочлена q∗n(x) был равен единице.
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Слабой асимптотикой называется следующий предел

V (x) = lim
n→∞

(
−1

n

)
log |q∗n(x)| ,

если он конечно существует. В случае существования этого предела (в
какой-нибудь области на плоскости) он равен логарифмическому потен-
циалу некоторой вероятностной меры:

V (x) = V λ∆(x), x ∈ C \ S(λ∆),

где S(λ∆) — носитель меры λ∆. Из свойств многочленов qn следует, что
эта мера инвариантна относительно циклической группы Zr+1, состоя-
щей из следующих вращений плоскости:

x 7−→ εjx, j = 0, . . . , r, ε = exp

{
2πi

r + 1

}
,

а носитель меры лежит на звездочке

∆ =
r⋃
j=0

[0,+∞ · εj).

Напомним, что логарифмическим потенциалом конечной положитель-
ной борелевской меры λ∆ называется следующий интеграл Лебега

V λ∆(x) =

∫
log

1

|x− t|
dλ∆(t), x ∈ C,

который может равнятся +∞ (см. [15]). Мера λ∆ является предельной
мерой распределения нулей масштабированных многочленов q∗n. А имен-
но, пусть

Λn =
∑

q∗n(ξ)=0

δξ,

где δξ — единичная мера Дирака в точке ξ, т.е. Λn — мера, считающая
нули. Тогда при n→∞ меры 1

nΛn сходятся к λ∆ в ∗−слабой топологии
сопряженного пространства.

Цель настоящей работы состоит в нахождении предельной меры.
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3 Основные результаты работы
Без ограничения общности, сформулируем и докажем основные резуль-
таты работы для r = 2. Обобщение на случай произвольного r триви-
ально.

Резольвентная функция оператора A, а именно f0(z), имеет стилтье-
совсий тип, т.е.

f0(z) =

∫
dµ(x)

z − x
, x ∈ C \∆.

Носителем спектральной меры µ является вся звездочка ∆, ее полная
вариация равна единице. Мера µ инвариантна относительно группы Z3.

Теорема 1. Спектральная мера µ абсолютно непрерывна относитель-
но классической меры Лебега на звездочке ∆, и ее плотность вычисля-
ется по формуле

p(x) =
1

2π
√

3
exp

{
− πx

3
√

3

}
Γ
(
xη+1

3

)
Γ
(
xη̄+1

3

)
Γ
(
x+2

3

) , x > 0,

где
η = exp

{
πi

3

}
.

Через Γ мы обозначаем гамма–функцию, интеграл Эйлера второго рода.

Замечание 1. Плотность второй спектральной меры получается из p(x)
умножением на рациональную функцию.

Определим внешнее поле:

φ(x) = lim
n→∞

(
−1

n

)
log |p(3nx)| , x ∈ ∆.

По формуле Стирлинга получим

φ(x) =
2π√

3
|x|, x ∈ ∆.

Заметим, что все нули функций второго рода

rn(z) =

∫
qn(x)

z − x
dµ(x), z ∈ C \∆,
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лежат на звездочке

F =
2⋃
j=0

[0,+∞ · ηεj).

Поэтому мы поставим следующую задачу равновесия теории логариф-
мического потенциала.

Задача 1. Требуется найти две положительные борелевские меры λ∆

и λF , такие, что

1 ◦ носители мер удовлетворяют условиям

S(λ∆) ⊂ ∆, S(λF ) ⊂ F ;

2 ◦ полные вариации мер равны

‖λ∆‖ = 1, ‖λF‖ =
1

2
;

3 ◦ с некоторыми постоянными w∆ и wF выполняются условия равно-
весия

(∆) на звездочке ∆:

W∆ = 2V λ∆ − V λF + φ

{
6 w∆

∣∣ S(λ∆),

> w∆

∣∣ ∆,

(F ) на звездочке F :

WF = 2V λF − V λ∆

{
6 wF

∣∣ S(λF ),

> wF
∣∣ F.

Из результатов А. А. Гончара и Е. А. Рахманова [16], [17] вытекает
следующая теорема.

Теорема 2. Задача 1 имеет единственное решение.

Замечание 2. Меры λ∆ и λF инвариантны относительно группы Z3.

Поставленная нами задача равновесия соответствует так называемым
системам Никишина. Они появились в работе [18] 1986 года (см. также
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монографию [19]). Наиболее полное исследование этих систем содержит-
ся в работе [20].

Сформулируем один из основных результатов настоящей работы.

Теорема 3. Предельная мера распределения нулей масштабированных
совместных многочленов Полачека существует и является решением
задачи 1.

Замечание 3. Мера λF служит предельной мерой распределения нулей
масштабированных функций второго рода.

Укажем явный вид предельной меры. Задание меры равносильно за-
данию ее марковской функции

hλ∆
(x) =

∫
dλ∆(t)

x− t
, x ∈ C \ S(λ∆).

По марковской функции плотность абсолютно непрерывной меры вос-
станавливается с помощью формул Ю. В. Сохоцкого.

Введем обозначения. Через z(x) обозначим трехзначную алгебраиче-
скую функцию, обратную к обобщенной функции Жуковского

x =
z3 + 1

3z
.

Ее риманову поверхность R как накрытие построим склейкой следую-
щих трех листов:

R0 = C \∆∗, R+ = C \ (∆∗ ∪ F ), R− = C \ F,

где

∆∗ =
2⋃
j=0

[0, xj], xj = κ2εj, κ = 1/
3
√

2.

Род поверхности равен нулю. Это — сфера. Мероморфная функция z
осуществляет конформное отображение поверхности R на сферу Рима-
на. Эта функция имеет следующий дивизор. У нее есть простой полюс
в бесконечности (в точке ветвления) и простой нуль тоже в бесконечно-
сти. Пусть z0, z+, z− — соответствующие однозначные ветви функции
z. Через

H(z) = −η log(1− η̄z) + log(1 + z)− η̄ log(1− ηz)
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обозначим обобщенный арктангенс. Это — многозначная аналитическая
функция.

Сформулируем второй основной результат настоящей работы.

Теорема 4.

1 ◦ Марковская функция меры λ∆ равна

hλ∆
(x) = H(z0(x)), x ∈ C \∆∗,

при этом берутся такие ветви логарифмов, что

hλ∆
(x) ∼ 1

x
, x→∞.

Носителем меры λ∆ служит вся звездочка ∆∗.

2 ◦ Марковская функция меры λF равна

hλF (x) =
2π√

3
−H(z−(x)), x ∈ C \ F,

при этом берутся такие ветви логарифмов, что

hλF (x) ∼ 1

2x
, x→∞.

Носителем меры λF служит вся звездочка F .

Дополнительно отметим следующий результат.

Теорема 5. Постоянные равновесия равны

w∆ =
3 log 3− 1

2
, wF = 0.
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4 Доказательства основных результатов
Результаты работы доказываются одновременно. Тем не менее, мы вы-
деляем основные фрагменты доказательства каждой из теорем.

4.1 Доказательство теоремы 4
Через

Φ(x, z) =
∞∑
n=0

qn(x)zn, |z| < 1, x ∈ C,

обозначим производящую функцию многочленов qn. В [7] получен ее яв-
ный вид:

Φ(x, z) =
1

3
√
z3 + 1

(1− ηz)−
η̄x
3 (1 + z)

x
3 (1− η̄z)−

ηx
3 ,

где при |z| < 1 берутся главные ветви степеней, такие, что Φ(x, 0) = 1.
По формуле Коши

qn(3nx) =
1

2πi

∮
(0)

Φ(3nx, z)
dz

zn+1
=

1

2πi

∮
(0)

exp{nS(z, x)}
3
√
z3 + 1

dz

z
,

где
S(z, x) = xH(z)− log z.

Исследование асимптотики этого интеграла методом перевала сводится
к изучению критических точек функции S. Имеем

∂S

∂z
=

3x

z3 + 1
− 1

z
.

Таким образом, уравнение на критические точки примет вид

z3 − 3xz + 1 = 0.

Корни дискриминанта этого уравнения равны x0, x1, x2. Это — точ-
ки ветвления 2-го порядка алгебраической функции z(x). При x → ∞
два корня уравнения ведут себя как

√
3x. Таким образом, в бесконечно-

сти также есть точка ветвления 2-го порядка. Третий корень ведет себя
следующим образом:

z0(x) ∼ 1

3x
, x→∞.



11

Эта ветвь голоморфна вне звездочки ∆∗. Род римановой поверхности R
алгебраической функции z(x), вычисленный по формуле Римана–Гурви-
ца, равен g = 0. Это – сфера. Мероморфная функция z : R → C имеет
следующий дивизор. У нее есть один простой полюс в бесконечности (в
точке ветвления) и один простой нуль — тоже в бесконечности (на голо-
морфном листе). Эта функция осуществляет конформное отображение
римановой поверхности R на сферу Римана.

Построим поверхностьR как накрытие склейкой трех листовR0,R+,
R−. Найдем образы листов. Пусть z = ρeiϕ. Тогда Arg x = ψ − ϕ, где

ψ = Arg (z3 + 1).

По теореме синусов
ρ3

sinψ
=

1

sin(3ϕ− ψ)
,

см. рис. 1.

��
�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

0 1
ψ 3ϕ

ρ3

Рис. 1.

Пусть Arg x = 0. Тогда ψ = ϕ, и

ρ = 3

√
1

2 cosϕ
, −π

2
< ϕ < +

π

2
.

К этой кривой, заданной уравнением в полярных координатах, применим
вращения группы Z3. Получим рис. 2.

В области C \ ∆∗ критическая точка z0(x) дает основной вклад в
асимптотику интеграла. Соответствующее критическое значение обозна-
чим

S0(x) = S(z0(x), x).
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Рис. 2.

При этом, мы берем главные ветви логарифмов, когда x→∞. Из анали-
за метода перевала (с учетом нормировки многочленов qn) следует, что
предельная мера λ∆ существует и ее логарифмический потенциал равен

V λ∆ = 1 + log 3− ReS0.

Далее,

hλ∆
(x) = − ∂

∂x
V λ∆(x), x ∈ C \∆∗,
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где берется формальная комплексная производная. Следовательно,

hλ∆
(x) = H0(x), H0(x) = H(z0(x)).

Определим функцииH±(x) = H(z±(x)), кусочно аналитические соответ-
ственно на листах R±, такие, что

H±(x) =
2π√

3
− 1

2x
+O(x−5/2), x→∞.

Функция

hλF =
2π√

3
−H−

является марковской функцией некоторой положительной борелевской
меры λF , носителем которой служит вся звездочка F , а ее полная вари-
ация равна ‖λF‖ = 1/2. Эта мера инвариантна относительно группы Z3.
Как следствие,

2π√
3
−H+ = hλ∆

− hλF

— марковская функция разности двух мер.

4.2 Доказательство теоремы 1
Вычислим в явном виде спектральную меру µ оператора A. Рассмотрим
секторы

Σζ = {x ∈ C
∣∣ | arg(xζ̄)| < π

3
},

где ζ пробегает все корни 3
√
−1. В [7] было показано, что резольвентные

функции оператора A определены формулами

fj(x) =

∫ χ̄

0

∏
ζ

(1− tζ)
xζ̄−2

3 tj dt, x ∈ Σχ, χ ∈ { 3
√
−1}, j = 0, 1.

Как следствие, плотности абсолютно непрерывных спектральных мер
равны

pj(x) =
1

2πi

{
fj(x− i · 0)− fj(x+ i · 0)

}
, x > 0, j = 0, 1.



14

Для функции p = p0 имеем

p(x) =
1

2πi

∫ η

η̄

β(t, x) dt, x > 0,

где
β(t, x) = (1− tη)

xη̄−2
3 (1 + t)−

x+2
3 (1− tη̄)

xη−2
3 .

Будем интегрировать по отрезку [η̄, η]. Напишем параметризацию отрез-
ка:

t = η̄ + (η − η̄)s, 0 6 s 6 1.

Получим

p(x) =

√
3

2π

∫ 1

0

(κs)
xη̄−2

3 (κ̄− κ̄s)
xη−2

3 (κ+ si
√

3)−
x+2

3 ds,

где κ = i
√

3 ε̄. Следовательно,

p(x) =
1

2
√

3 π
exp

{
−πx

√
3

18

}
exp

{
πi(x+ 2)

18

}
p̃(x),

где

p̃(x) =

∫ 1

0

β̃(s, x)(1 + εs)−
x+2

3 ds,

при этом,
β̃(s, x) = s

xη̄−2
3 (1− s)

xη−2
3 .

Далее,

p̃(x) =
∞∑
n=0

(
−x+2

3

n

)
εn
∫ 1

0

s
xη̄−2

3 +n(1− s)
xη−2

3 ds =

=
∞∑
n=0

(
−x+2

3

n

)
εn B

(
xη̄ + 1

3
+ n,

xη + 1

3

)
=

=
∞∑
n=0

(
−x+2

3

n

)
εn

Γ
(
xη̄+1

3 + n
)

Γ
(
xη+1

3

)
Γ
(
x+2

3 + n
) =

= Γ

(
xη + 1

3

) ∞∑
n=0

(
−a
n

)
εn

Γ(b+ n)

Γ(a+ n)
,
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где
a =

x+ 2

3
, b =

xη̄ + 1

3
.

Через B мы обозначили бета–функцию — интеграл Эйлера первого рода.
Имеем (

−a
n

)
Γ(b+ n)

Γ(a+ n)
=

(
−b
n

)
Γ(b)

Γ(a)
.

Следовательно,

p̃(x) =
Γ
(
xη+1

3

)
Γ
(
xη̄+1

3

)
Γ
(
x+2

3

) ∞∑
n=0

(
−b
n

)
εn.

Последняя сумма равна

(1 + ε)−b = η−
xη̄+1

3 = exp

{
−πx

√
3

18

}
exp

{
−πi(x+ 2)

18

}
.

Теорема 1 доказана.

4.3 Доказательство теоремы 3
Докажем условия равновесия (∆). Достаточно проверить их на луче R+.
Вычислим производную вдоль вещественной оси W ′

∆ обобщенного по-
тенциалаW∆ как вещественную часть комплексной производной от ком-
плексификации этой гармонической функции. Имеем

W ′
∆ =

2π√
3

+ Re {−2hλ∆
+ hλF} =

=
2π√

3
+ Re

{
−2H0 +H0 +H+ −

2π√
3

}
= Re {H+ −H0} =

= Re

{
−η log

1− η̄z+

1− η̄z0
+ log

1 + z+

1 + z0
− η̄ log

1− ηz+

1− ηz0

}
=

= −1

2
log

∣∣∣∣1− η̄z+

1− ηz0

∣∣∣∣− 1

2
log

∣∣∣∣1− ηz+

1− η̄z0

∣∣∣∣+ log

∣∣∣∣1 + z+

1 + z0

∣∣∣∣+
+

√
3

2
arg{(1− η̄z+)(1− ηz0)} −

√
3

2
arg{(1− ηz+)(1− η̄z0)}.
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Функция W∆ непрерывна на всей комплексной плоскости. Пусть 0 <
x < x0. Тогда числа z+ и z0 комплексно сопряженные. Следовательно,
комплексно сопряженными будут следующие пары чисел:

1− η̄z+ ∧ 1− ηz0, 1− ηz+ ∧ 1− η̄z0, 1 + z+ ∧ 1 + z0.

Модуль отношения двух комплексно сопряженных чисел равен единице,
и логарифм этого модуля равен нулю. Произведение двух комплексно
сопряженных чисел положительно, и аргумент этого произведения равен
нулю. Итак,

W ′
∆(x) = 0, 0 < x < x0,

т.е. на отрезке [0, x0] функция W∆ постоянна. Из той же формулы для
производной нетрудно видеть, что

W ′
∆(x) > 0, x0 < x < +∞,

т.е. на промежутке [x0,+∞) функция W∆ возрастает. Условия равнове-
сия (∆) доказаны.

Проверим условия равновесия (F ). Достаточно проверить для луча
[0,+∞ · η). Через W ′

F обозначим производную вдоль этого луча. Как и
выше, получим

W ′
F =

1

2
log

∣∣∣∣ 1 + z−
1 + εz+

∣∣∣∣+
1

2
log

∣∣∣∣1 + εz−
1 + z+

∣∣∣∣− log

∣∣∣∣1 + ε̄z−
1 + ε̄z+

∣∣∣∣+
+

√
3

2
arg {(1 + εz−)(1 + z+)} −

√
3

2
arg {(1 + z−)(1 + εz+)}.

Поскольку на данном луче z̄− = εz+, то следующие пары чисел являются
комплексно сопряженными:

1 + z− ∧ 1 + εz+, 1 + εz− ∧ 1 + z+, 1 + ε̄z− ∧ 1 + ε̄z+.

Следовательно,
W ′

F = 0, 0 < xη̄ < +∞,
т.е. функция WF постоянна на всем луче.
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4.4 Доказательство теоремы 5
Потенциал предельной меры равен

V λ∆(x) = −Re

∫
hλ∆

(x) dx.

Вычислим, например, интеграл

V0(x) =

∫
log (1 + z0(x)) dx.

Обозначим θ = 1 + z. Интегрируя по частям получим

V0 =

∫
log θ dx = x log θ −

∫
x

θ
dθ.

Имеем

x =
z3 + 1

3z
=
θ(θ2 − 3θ + 3)

3(θ − 1)
=⇒ x

θ
=

1

3

(
θ − 2 +

1

θ − 1

)
.

Таким образом, ∫
x

θ
dθ =

1

3

(
θ2

2
− 2θ + log z

)
.

Проинтегрировав два других логарифма, получим

V λ∆(x) = −xH0(x) + log z0(x) + const.

Аналогично вычисляется потенциал V λF . Окончательно,

W∆ = xRe (H+ −H0) + log

∣∣∣∣ z0

z+

∣∣∣∣+ w∆, x > 0.

Постоянная интегрирования w∆ находится из поведения потенциалов на
бесконечности. Она и является постоянной равновесия.
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