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Многочлены Анжелеско–Мейкснера

Изучаются многочлены совместной ортогональности для двух дис-
кретных мер Мейкснера на непересекающихся промежутках веществен-
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1 Постановка задачи
На множестве целых неотрицательных чисел Z+ определим дискретную
меру µ(x) = µ(c, β;x). А именно, в точку m ∈ Z+ поместим массу
cm(β)m/m!, где (β)m = β(β + 1) · · · (β + m − 1) — символ Похгаммера.
Мера зависит от двух параметров: 0 < c < 1 и β > 0.

Через Pn(x), где n ∈ Z+, обозначим многочлены, ортогональные по
мере µ, т.е. Pn — ненулевой многочлен степени не выше n, удовлетворя-
ющий соотношениям ортогональности∫

Pn(x)xkdµ(x) = 0, k = 0, . . . , n− 1.

Этими соотношениями многочлен Pn определен единственным образом
(с точностью до нормировки). Он имеет степень n. Все его нули простые,
принадлежат промежутку [0,+∞) и по теореме Чебышева–Маркова–
Стилтьеса (см. [1]) разделены целыми точками. Это означает, что на
любом отрезке [m,m + 1], где m ∈ Z, лежит не более одного нуля мно-
гочлена.

Такие многочлены впервые изучал J. Meixner в 1934 г. (ссылки см.
в работе [2]). В дальнейшем, без ограничения общности, считаем, что
β = 1. Нормируем многочлены Мейкснера условием Pn(0) = 1.

Следуя результатам Е. А. Рахманова [3], сделаем масштабирование

P ∗n(x) = C̃nPn(nx), n ∈ Z+,

где C̃n — нормировочная постоянная, такая, что старший коэффициент
многочлена P ∗n равен единице. Слабой асимптотикой этих многочленов
называется следующий предел (если он конечно существует):

VP (x) = lim
n→∞

(
−1

n

)
log |P ∗n(x)| .

В случае существования этот предел равен логарифмическому потенци-
алу некоторой вероятностной меры λ0:

VP (x) = V λ0(x), x ∈ C \ S(λ0),

где S(λ0) — носитель меры λ0 и

V λ0(x) =

∫
log

1

|x− t|
dλ0(t), x ∈ C,
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— ее логарифмический потенциал [4]. Мера λ0 является предельным рас-
пределением нулей многочленов P ∗n . А именно, пусть

λ(P ∗n) =
∑

P ∗
n(x)=0

δx

— мера, считающая нули. Здесь δx — дельта–функция Дирака в точке x.
Тогда имеет место сходимость

1

n
λ(P ∗n) −→ λ0, n→∞,

в ∗− слабой топологии сопряженного пространства.
В работе [5] мы, в частности, доказали существование предельной ме-

ры λ0 и нашли ее явный вид. В работах [5], [6], [7] изучались различные
примеры многочленов совместной ортогональности типа Мейкснера. В
настоящей работе мы рассмотрим еще один пример, существенно отли-
чающийся от предыдущих.

Определим две дискретные меры. Одна была введена выше. Это —
мера µ+(x) = µ(c+, 1;x), где 0 < c+ < 1. Другая мера µ−(x) опреде-
лена на множестве целых неположительных чисел. А именно, в точку
(−m), где m ∈ Z+, помещается масса cm− , где 0 < c− < 1. Выпуклыми
оболочками носителей мер µ+ и µ− будут промежутки ∆+ = [0,+∞) и
∆− = (−∞, 0] соответственно. Они не перекрываются. Таким образом,
пара мер (µ+, µ−) образует систему Анжелеско [8].

Через Qn(x), где n ∈ Z+, обозначим ненулевой многочлен степени не
выше 2n, удовлетворяющий следующим соотношениям совместной орто-
гональности: ∫

Qn(x)xk dµ±(x) = 0, k = 0, . . . , n− 1.

Из свойств систем Анжелеско следует, что этими соотношениями много-
член Qn определен единственным образом (с точностью до нормировки).
Он имеет степень 2n. Все его нули простые. При этом n нулей лежат на
промежутке ∆+, и n — на ∆−. Нули разделены целыми точками.

Через λ∗ обозначим предельную меру распределения нулей масшта-
бированных многочленов Анжелеско–Мейкснера

Q∗n(x) = CnQn(nx) = x2n + . . . , n ∈ Z+.
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Цель настоящей работы состоит в доказательстве существования пре-
дельной меры и нахождении ее явного вида.

Поставим следующую задачу равновесия теории логарифмического
потенциала.
Задача (E). Требуется найти две положительные борелевские меры
λ+ и λ−, такие, что

1) S(λ±) ⊂ ∆±, ‖λ±‖ = 1, λ± 6 χ, где χ — классическая мера Лебега
на вещественной оси;

2) с некоторыми постоянными w+ и w− справедливы следующие усло-
вия равновесия:

W+ = 2V λ+ + V λ− + φ+

{
6 w+ на S(λ+),

> w+ на ∆+ \ (S(λ+) \ S(χ− λ+)),

W− = 2V λ− + V λ+ + φ−

{
6 w− на S(λ−),

> w− на ∆− \ (S(λ−) \ S(χ− λ−)),

где внешние поля определены формулами

φ±(x) = ±x log
1

c±
, x ∈ ∆±.

Из результатов А. А. Гончара и Е. А. Рахманова [8], [9], [10] следует,
что задача (E) имеет единственное решение. Внешние поля появляются
в результате масштабирования и предельного перехода. Они учитывают
экспоненциальный характер убывания мер µ± на бесконечности. Анало-
гичным образом из теоремы о разделении нулей появляются ограниче-
ния (констрейны) λ± 6 χ. Множества S(λ±) \ S(χ − λ±), на которых
достигаются ограничители, называются зонами насыщения.

Задача (E) допускает наглядную электростатическую интерпретацию.
Поместим на проводники ∆± единичные положительные заряды, кото-
рые не могут покидать эти проводники и взаимодействуют с логариф-
мическим потенциалом. На заряды также действуют внешние поля и
ограничения. Тогда функция W± представляет собой полный потенциал
этой системы зарядов на проводнике ∆±. Он складывается из внешне-
го поля φ±, потенциала взаимодействия зарядов между собой 2V λ± и
внешнего поля V λ∓, создаваемого зарядами, находящимися на другом
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проводнике. На том множестве, где полный потенциал W± постоянен и,
следовательно, его производная, т.е. сила, действующая на заряды, равна
нулю, заряды находятся в положении электростатического равновесия,
которое соответствует минимуму энергии системы.

2 Основные результаты
Сформулируем один из основных результатов работы.
Теорема 1. Предельная мера распределения нулей масштабированных
многочленов Анжелеско–Мейкснера существует и равна λ∗ = λ+ + λ−,
где (λ+, λ−) — решение задачи (E).

Укажем явный вид предельной меры. Рассмотрим многочлен

Q(x) = (1− 2c+ + c+c−)2(1− 2c− + c+c−)2−
−2(c+ − c−)[5− 6c+ − 6c− + 3c+c− + 4c2

+c− + 4c+c
2
−+

+3c2
+c

2
− − 6c3

+c
2
− − 6c2

+c
3
− + 5c3

+c
3
−]x+

+[−2− 10c+ − 10c− + 13c2
+ + 26c+c− + 13c2

− + 2c2
+c− + 2c+c

2
−−

−22c3
+c− − 24c2

+c
2
− − 22c+c

3
− + 2c3

+c
2
− + 2c2

+c
3
− + 13c4

+c
2
−+

+26c3
+c

3
− + 13c2

+c
4
− − 10c4

+c
3
− − 10c3

+c
4
− − 2c4

+c
4
−]x2−

− 6(c+ − c−)(1− c+)(1− c−)(1− c+c−)2 x3+

+ (1− c+)2(1− c−)2(1− c+c−)2 x4.

Для всех c± ∈ (0, 1) многочлен Q(x) имеет два положительных и два
отрицательных корня. Обозначим их через

−∞ < b− < a− 6 0 6 a+ < b+ < +∞.

Положим E+ = [a+, b+], E− = [b−, a−]. Построим риманову поверхность
R как трехлистное накрытие сферы Римана. Она склеивается из листов

R+ = C \ E+, R∗ = C \ (E+ ∪ E−), R− = C \ E−.

Род поверхности равен нулю. На этой поверхности определим мероморф-
ную функцию θ : R→ C. Она будет однозначно определена своим диви-
зором и условием нормировки. Пусть далее, без ограничения общности,
0 < c− 6 c+ < 1. Будем различать два случая

(C) 1− 2c+ + c+c− > 0 и (P ) 1− 2c+ + c+c− < 0.
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Функция θ имеет простой ноль в точке x = 0 на листе R−. Она имеет
простой полюс в точке x = 0 на листе R+ в случае (C) и на листе R∗
в случае (P). Условие нормировки следующее: θ(∞) = 1 на листе R∗.
Через θJ обозначим однозначную ветвь функции θ — ее ограничение на
проекцию листа RJ , где J = +, ∗,−. Функция θ осуществляет конформ-
ное отображение поверхности R на сферу Римана.

Задание меры λ∗ равносильно заданию ее марковской функции

hλ∗(x) =

∫
dλ∗(t)

x− t
, x ∈ C \ S(λ∗).

Действительно, если марковская функция известна, то плотность абсо-
лютно непрерывной меры восстанавливается по формуле Ю. В. Сохоц-
кого

λ′∗(x) =
1

π
Imhλ∗(x− i · 0), −∞ < x < +∞.

Сформулируем второй основной результат работы.
Теорема 2. Марковская функция предельной меры равна

hλ∗(x) = log θ∗(x), x ∈ C \ S(λ∗),

где берется главная ветвь логарифма, такая, что hλ∗(x) ∼ 2/x при
x → ∞. При этом носителем меры λ− = λ∗

∣∣
∆−

является отрезок
[b−, 0], а ее зоной насыщения — отрезок [a−, 0]. В случае (C) носите-
лем меры λ+ = λ∗

∣∣
∆+

является отрезок [0, b+], а ее зоной насыщения
— отрезок [0, a+]. В случае (P) носителем меры λ+ является отрезок
[a+, b+], а зона насыщения отсутствует.

Имеет место бифуркация. В случае (C) для меры λ+ наблюдается
эффект достижения констрейна, а в случае (P) — эффект сталкивания
зарядов.

Алгебраическая функция θ удовлетворяет уравнению E = 0, где

E(θ, x) = c+ x θ
3 + [ (1− 2c+ + c+c−)− (1 + c+ + c+c−)x ] θ2+

+ [ (1− 2c− + c+c−) + (1 + c− + c+c−)x) ] θ − c− x.

На рис. 1 и 2 показано сечение графика функции θ(x) вещественной
плоскостью для случаев (C) и (P) соответственно. Далее теоремы 1 и 2
доказываются одновременно.
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θ−

θ−

θ∗

θ+

θ+

θ∗

θ∗

θ−

θ∗

θ+

θ+

c−

1

1/c+

Reθ
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E+E− Rex
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s

s

s
s
s
s

s s ss s

Рис. 1. Случай (C).

3 Доказательство
Будем искать многочлен Qn(x) в виде

Qn(x) = pn,0P
+
n (x) + pn,1P

+
n+1(x) + · · ·+ pn,nP

+
2n(x),

где P+
n = Pn — многочлены Мейкснера, ортогональные по мере µ+ и

нормированные условием P+
n (0) = 1. Соотношения ортогональности для

многочлена Qn по мере µ− будем проверять на многочленах Мейкснера
P−n , ортогональных по мере µ− и нормированных аналогичным условием.
Получим систему n линейных однородных уравнений относительно n+1
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θ−

θ∗

θ+

θ∗

θ−

θ∗

θ+

θ∗
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c−

1

1/c+

Reθ

a+ b+b− a− 0
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s

s

s
s
s
s

s s ss s

Рис. 2. Случай (P).

неизвестных величин pn,0, . . . , pn,n, а именно:
n∑
k=0

Dl,kpn,k = 0, l = 0, . . . , n− 1,

где

Dl,k =

∫
P+
n+k(x)P−l (x)dµ−(x), l, k ∈ Z+.

Пусть

Φ±(x; z) =
∞∑
n=0

P±n (x)zn
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— производящие функции многочленов P±n . Мейкснером были получены
следующие формулы:

Φ+(x; z) = (1− z/c+)x(1− z)−x−1, |z| < c+, x ∈ C,
Φ−(x;w) = (1− w/c−)−x(1− w)x−1, |w| < c−, x ∈ C.

Вычислим интеграл

Φ∗(z, w) =

∫
Φ+(x; z)Φ−(x;w)dµ−(x).

Он представляет собой сумму геометрической прогрессии

Φ∗(z, w) =
1

1− z
1

1− w

∞∑
m=0

αm, α = c− ·
1− z

1− z/c+
· 1− w/c−

1− w
.

Следовательно,

Φ∗(z, w) =
1

1− c−
· 1− z/c+

1− z
· 1

1− az + bzw
,

a =
1− c+c−
c+(1− c−)

, b =
1− c+

c+(1− c−)
.

Таким образом, Dl,k = Cl,n+k, где величины Cl,k находятся разложением
функции двух комплексных переменных Φ∗ в кратный ряд Тейлора по
формуле суммы геометрической прогрессии. Имеем

Cl,k =
1

1− c−
(Bl,k − qBl,k−1), q = 1/c+, Bl,−1 = 0, l, k ∈ Z+.

При этом Bl,k = Al,0 + · · ·+ Al,k, где

Al,k =
(
k
k−l
)
ak−l(−b)l, 0 6 l 6 k < +∞,

Al,k = 0, 0 6 k < l < +∞.

Окончательно,

Dl,k =
1

l!

( d
dλ

)l{n+k∑
j=0

λj− q
n+k−1∑
j=0

λj
}∣∣∣∣

λ=a

, l = 0, . . . , n− 1, k = 0, . . . , n.
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Таким образом, величины pn,k удовлетворяют системе

1

l!

(
d

dλ

)l
fn(λ)|λ=a = 0, l = 0, . . . , n− 1,

где

fn(λ) =
λn(λ− q)pn(λ)− κn

λ− 1
,

pn(λ) = pn,0 + · · ·+ pn,nλ
n, κn = (1− q)pn(1).

Многочлен fn(λ) степени 2n имеет в точке a нуль порядка n, то есть
fn(λ) = gn(λ)(λ− a)n, где gn(λ) — некоторый многочлен степени n. По-
ложим

g̃n(λ) = (λ− 1)(λ− a)ngn(λ) + κn = λn(λ− q)pn(λ).

Тогда многочлен g̃′n(λ) имеет в точках λ = 0 и λ = a нули порядка n− 1.
Следовательно,

g̃′n(λ) = λn−1(λ− a)n−1tn(λ), g̃n(λ) =

∫ λ

0

g̃′n(s) ds, pn(λ) =
g̃n(λ)

λn(λ− q)
,

где tn(λ) — квадратный трехчлен с единичным старшим коэффициентом,
определенный условиями g̃n(q) = 0 и g̃n(a) = g̃n(1). Методом Лапласа
убеждаемся в том, что существует предел многочленов tn(λ) при n→∞.
Следовательно, коэффициенты многочлена pn(λ) асимптотически ведут
себя как коэффициенты многочлена (λ− a)n. Точнее, пусть 0 6 ν 6 1 и
bνnc — целая часть числа νn. Тогда равномерно по ν ∈ [0, 1]

lim
n→∞

1

n
log
∣∣pn,bνnc∣∣ = f(ν),

где
f(ν) = (1− ν) log a− ν log ν − (1− ν) log(1− ν).

Мы нормировали многочлен pn(λ) так, что его старший коэффициент
равен единице.

В работе [5] было доказано, что равномерно по x на компактных под-
множествах C \ [0, 2x+], где x+ =

1+
√
c+

1−√c+ , и равномерно по ν ∈ [0, 1]

1

n
log
∣∣∣P+

n+bνnc(nx)
∣∣∣ −→ (ν + 1)ReVP

(
x

ν + 1

)
, n→∞.
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При этом, был указан явный вид функции VP . Ниже нам понадобится
функция V(x) = VP (x)− xV ′P (x), равная

V(x) = log

{
q − 1

2

[
(x− p) +

√
1− 2px+ x2

]}
, p =

q + 1

q − 1
.

Знаки чисел pn,0, . . . , pn,n чередуются. Если x > 2x+, то знаки вели-
чин P+

n (nx), . . . , P+
2n(nx) также чередуются. Поэтому Qn(nx) есть сумма

положительных величин. Следовательно, при x > 2x+ слабая асимпто-
тика многочленов Q∗n(x) совпадает со слабой асимптотикой интегралов

Jn(x) =

∫ 1

0

enS(ν;x) dν,

где

S(ν;x) = f(ν) + (ν + 1)VP
(

x

ν + 1

)
.

В силу принципа компактности это верно во всей комплексной плоскости
вне предельного множества нулей многочленов Q∗n.

К интегралам Jn применим метод перевала. Критические точки функ-
ции S найдем из уравнения

∂S

∂ν
= log

1− ν
νa

+ V
(

x

ν + 1

)
= 0,

равносильного кубическому уравнению

(1− c+)2c−ν
3 + (1− c+)

[
(1− c+c

2
−) + (1− c−)(1− c+c−)x

]
ν2+

+ (1− c−)
[
(1− c2

+c−)− (1− c+)(1− c+c−)x
]
ν + (1− c−)2c+ = 0.

Дискриминант этого уравнения равен многочлену Q. Римановой поверх-
ностью алгебраической функции ν(x) является построенная выше по-
верхность R. Через ν∗(x) обозначим соответствующую ветвь этой функ-
ции, а через S∗(x) = S(ν∗(x);x) — соответствующее ей критическое зна-
чение. Из метода перевала следует, что предельная мера λ∗ существует
и ее логарифмический потенциал равен V λ∗ = const−ReS∗. Тогда мар-
ковская функция этой меры будет равна

hλ∗(x) = S ′∗(x) =
∂S

∂x

∣∣∣∣
ν=ν∗(x)

= V ′P
(

x

ν∗(x) + 1

)
.
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В работе [5] было показано, что V ′P = log ϑ, где алгебраическая функция
ϑ удовлетворяет квадратному уравнению

c+ xϑ
2 + [(1− c+)− (1 + c+)x]ϑ+ x = 0.

Тогда hλ∗ = log θ∗, где θ(x) = ϑ
(

x
ν+1

)
. Исключая переменные ν и ϑ,

приходим к уравнению E(θ, x) = 0. Алгебраическая функция θ имеет ту
же риманову поверхность R, что функция ν. При x→∞ имеем

θ−(x) = c−

(
1− 1

x

)
+O

(
1

x2

)
,

θ+(x) =
1

c+

(
1− 1

x

)
+O

(
1

x2

)
,

θ∗(x) = 1 +
2

x
+O

(
1

x2

)
.

При x→ 0 имеем

θ−(x) ∼ c−
1− 2c− + c+c−

· x,

θJ(x) ∼ −1− 2c+ + c+c−
c+

· 1

x
,

θK(x)→ −1− 2c− + c+c−
1− 2c+ + c+c−

,

где J = +, K = ∗ в случае (C), J = ∗, K = + в случае (P).
Из сказанного выше следует, что марковские функции мер λ± равны

hλ+(x) = − log {c+θ+(x)} , hλ−(x) = log

{
c−

θ−(x)

}
, x ∈ C \ S(λ±),

при этом hλ±(x) ∼ 1/x, x→∞. Если a− < x < 0, то величина θ−(x) отри-
цательна, и в соответствии с выбором ветви логарифма имеем: log θ−(x) =
±πi на верхнем и нижнем берегах разреза [a−, 0] соответственно. Следо-
вательно, по формуле Сохоцкого λ′−(x) = 1, если a− < x < 0. Таким
образом, зоной насыщения меры λ− служит соответствующий отрезок.
Аналогичным образом появляется зона насыщения [0, a+] меры λ+ в слу-
чае (C).

Проверим условия равновесия для обобщенного потенциала W−. Эта
функция непрерывна во всей комплексной плоскости. Вычислим произ-
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водную W ′
− вдоль вещественной оси как вещественную часть комплекс-

ной производной от комплексификации этой функции. Получим

W ′
−(x) = log

∣∣∣∣θ−(x)

θ∗(x)

∣∣∣∣, x ∈ ∆−.

Если −∞ < x < b−, то 0 < θ− < θ∗, и W ′
− < 0. Функция W− убывает на

промежутке (−∞, b−]. Если b− < x < a−, то числа θ− и θ∗ — комплексно
сопряженные и W ′

− = 0. Функция W− постоянна на отрезке [b−, a−].
Если a− < x < 0, то θ∗ < θ− < 0, и W ′

− < 0. Функция W− убывает
на отрезке [a−, 0]. Условия равновесия для обобщенного потенциала W−
доказаны. Аналогичным образом проверяются условия равновесия для
обобщенного потенциала W+. Основные результаты работы доказаны.

В качестве дополнения найдем постоянные равновесия. Вычислим
неопределенный интеграл

V =

∫
log θ dx = x log θ −

∫
x

θ
dθ.

Из уравнения E = 0 находим

x

θ
=

2

θ − 1
− c+

c+θ − 1
− 1

θ − c−
.

Тогда

V = x log θ − log
(θ − 1)2

(c+θ − 1)(θ − c−)
+ const.

Следовательно,

W± = Re

{
x log

θ±
θ∗

}
−2 log

∣∣∣∣θ± − 1

θ∗ − 1

∣∣∣∣+log

∣∣∣∣1− c+θ±
1− c+θ∗

∣∣∣∣+log

∣∣∣∣θ± − c−θ∗ − c−

∣∣∣∣+w±.

При этом постоянные равновесия равны

w± = 3 + log
(1− c±)3(1− c∓)

4c±(1− c+c−)
.

Они находятся из поведения потенциалов на бесконечности.
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