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УДК 517.53
В.Г. Лысов

Сильная асимптотика аппроксимаций Эрмита–Паде для системы Ни-
кишина с весами Якоби.

Рассматриваются аппроксимации Эрмита–Паде для преобразований
Коши весов Якоби на одном отрезке. Такая система функций образу-
ет систему Никишина. Знаменатели аппроксимаций известны как мно-
гочлены совместной ортогональности Якоби–Пинейро. Для случая двух
весов получены интегральные представления, исследована слабая асимп-
тотика аппроксимаций Эрмита–Паде. Для индексов на главной диаго-
нали найдены формулы сильной асимптотики многочленов и функций
второго рода. Применяется классический метод перевала.

Ключевые слова: многочлены совместной ортогональности Якоби–
Пинейро, система Никишина, интегральные представления, обобщенные
гипергеометрические функции, сильная асимптотика, метод перевала.

V.G. Lysov
Strong asymptotics of Hermite–Pade approximants for the Nikishin sys-

tem of Jacobi weights.

The Hermite–Pade approximants for the Cauchy transforms of the Jacobi
weights on one interval are considered. This system of functions forms a
Nikishin system. The denominators of the approximants are known as Jacobi–
Pineiro polynomials. For the case of two weights the integral representations
are obtained, the weak asymptotics is investigated. For the diagonal indexes
the strong asymptotics of the polynomials and the functions of the second
kind are found. The classical saddle point method is applied.
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1 Введение и основные результаты

1.1 Аппроксимации Эрмита–Паде

Рассмотрим f⃗ := (f1, . . . , fr) — вектор ростков аналитических функций
в окрестности бесконечности:

fj(z) =
∞∑
k=0

cjk
zk+1

, j = 0, . . . , r.

Аппроксимациями Эрмита–Паде [27] второго типа (с общим знаменате-
лем) [36] вектора ростков f⃗ для мультииндекса n⃗ := (n1, . . . , nr) ∈ Zr

+

называются рациональные функции
(
Pn⃗,1

Qn⃗
, . . . ,

Pn⃗,r

Qn⃗

)
, такие, что степень

знаменателя Qn⃗ не превосходит |n⃗| := n1 + · · ·+ nr и выполнены интер-
поляционные условия в бесконечности:

Rn⃗,j(z) := (Qn⃗fj − Pn⃗,j) (z) = O

(
1

znj+1

)
, z → ∞, j = 0, . . . , r. (1)

Условия (1) образуют линейную однородную систему |n⃗| уравнений отно-
сительно |n⃗|+1 неизвестного коэффициента Qn⃗, поэтому нетривиальное
решение всегда существует. Многочлены Pn⃗,j являются полиномиальны-
ми частями разложений Qn⃗fj в бесконечности. Функции остатка Rn⃗,j

называются функциями второго рода.
В настоящей работе рассматриваются аппроксимации Эрмита–Паде

для набора марковских [37] функций:

fj(z) = ŵj(z) :=

∫
∆

wj(x)dx

z − x
, z ∈ C \∆, j = 0, . . . , r, (2)

где ∆ := [0, 1] — единичный отрезок, а w1, . . . , wr — положительные веса
Якоби [29] на этом отрезке, имеющие один общий показатель:

wj(x) := xαj(1− x)β, x ∈ (0, 1), αj, β > −1, j = 0, . . . , r. (3)

Хорошо известно, что для марковских функции (2) интерполяцион-
ные условия (1) эквивалентны системе соотношений совместной ортого-
нальности относительно весов wj (см. утверждение 1 в главе 4):∫

∆

Qn⃗(x)x
kwj(x)dx = 0, k = 0, . . . , nj − 1, j = 0, . . . , r. (4)
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При этом для функций второго рода справедливы представления:

Rn⃗,j(z) =
1

pnj
(z)

∫
∆

pnj
(x)Qn⃗(x)

z − x
wj(x)dx ∀ pnj

̸≡ 0 : deg pnj
6 nj. (5)

Естественно предполагать, что показатели αj имеют различные дроб-
ные части: αj−αk ̸∈ Z при j ̸= k. Тогда набор весовых функций (3) обра-
зует алгебраическую систему Чебышёва (AT-систему) [42] на ∆. Отсюда
следует, что Qn⃗ имеет |n⃗| простых нулей на ∆. Таким образом, все ин-
дексы n⃗ нормальны, т.е. степень многочлена Qn⃗ равна |n⃗|, он определен
с точностью до постоянного множителя, а аппроксимации Эрмита–Паде
определены однозначно.

Аппроксимации Эрмита–Паде для для набора (2), (3) впервые были
рассмотрены в [45]. Многочлены Qn⃗ называются многочленами совмест-
ной ортогональности Якоби–Пинейро [4]. При необходимости, чтобы под-
черкнуть зависимость от параметров α⃗ и β, знаменатели Qn⃗ и функции
второго рода Rn⃗,j будем обозначать также Qα⃗,β

n⃗ и Rα⃗,β
n⃗,j . При r = 1 пара

Qα,β
n , Rα,β

n есть классический многочлен Якоби [29], [47] на отрезке [0, 1]
и функция второго рода, см. [40].

Многочлены Якоби–Пинейро находят приложения в разных задачах
математической физики, см. [1], [38]. Алгебраические свойства Qn⃗ изу-
чались в [4], [14], [28]. Предельное распределение нулей исследовалось в
работе [39], поведение в окрестностях концов ∆ — в работе [13].

Целью настоящей работы является исследование асимптотических
свойств Qn⃗ и Rn⃗,j в случае r = 2 весов.

1.2 Многочлены Якоби–Пинейро
Для многочленов Якоби–Пинейро справедлива явная формула [4], [45]:

(1− x)βQn⃗(x) =

(
r∏

j=1

x−αj
1

nj!

dnj

dxnj
xαj+nj

)
(1− x)β+|n⃗|. (6)

Операторы в произведении формулы (6) коммутируют. Соотношения ор-
тогональности (4) легко проверяются с помощью формулы интегрирова-
ния по частям. По аналогии с классическим случаем r = 1 будем на-
зывать представление (6) формулой Родрига. Формула (6) фиксирует
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свободный член многочленов Qn⃗:

Qn⃗(0) =
r∏

j=1

(αj + 1)nj

nj!
,

где (α)n := (α) · · · (α + n − 1) — символ Похгаммера. Далее всюду в
настоящей работе используется эта нормировка.

В работе [4] изучались алгебраические свойства многочленов совмест-
ной ортогональности для классических весов. В частности, для много-
членов Якоби–Пинейро при r = 2 были найдены линейные дифферен-
циальные и рекуррентные уравнения третьего порядка. Из интеграль-
ных представлений, полученных ниже для Qn⃗ и Rn⃗,j, следует, что набор
функций

(
Qn⃗,

1
w1
Rn⃗,1,

1
w2
Rn⃗,2

)
образует базис в линейном пространстве

решений этих уравнений.
Как видим, многочлены Якоби–Пинейро сохраняют целый ряд свойств

классических ортогональных многочленов: удовлетворяют дифференци-
альным и рекуррентным соотношениям, имеют явные представления в
виде формул Родрига. Еще одним таким свойством является связь [28] с
(обобщенными) гипергеометрическими функциями:

(1− x)β
Qn⃗(x)

Qn⃗(0)
= r+1Fr

(
α⃗+ 1⃗ + n⃗,−β − |n⃗|
α⃗+ 1⃗

;x

)
, (7)

где 1⃗ = (1, . . . , 1) и

pFq

(
a⃗

b⃗
;x

)
:=

∞∑
k=0

(a1)k . . . (ap)k
(b1)k . . . (bq)k

xk

k!
.

1.3 Система Никишина
Если вектор показателей α⃗ таков, что αj−αj+1 ∈ (0, 1), то набор функций
(2), (3) образует систему Никишина. Итак, исключительно для целей
этого пункта введем дополнительное ограничение: α1 − α2 ∈ (0, 1).

Заметим, что для степенной функции справедливо тождество:

z−α =
sin πα

π

∫ 0

−∞

(−x)−αdx

z − x
, α ∈ (0, 1), (8)
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где выбирается одна и та же ветвь, голоморфная вне отрицательной по-
луоси. Отсюда следует, что при α1 − α2 ∈ (0, 1) отношение рассматрива-
емых весов Якоби есть преобразование Коши некоторого веса:

w2

w1
(z) = ρ̂(z) :=

∫
Γ

ρ(x)dx

z − x
, z ∈ C \ Γ, (9)

где

ρ(x) :=
sin π(α1 − α2)

π
(−x)α2−α1, Γ := (−∞, 0]. (10)

Преобразования Коши набора весов на множестве ∆, отношение которых
удовлетворяет (9) для некоторого веса ρ на Γ, где cap (∆ ∩ Γ) = ∅, по
определению, образуют систему функций Никишина [41] порядка r = 2.

Аппроксимации Эрмита–Паде для систем Никишина обладают заме-
чательным свойством (см. [19], [26]): помимо условий интерполяции в
бесконечности (1), они равны приближаемой функции в некоторых точ-
ках на множестве Γ. Продемонстрируем это. Пусть w1 и w2 — весовые
функции на ∆, а их отношение формулой (9) аналитически продолжает-
ся в область C \ Γ, где множества Γ и ∆ не перекрываются. Обозначим
m := min(n1 + 1, n2). Нетрудно показать (см. утверждение 2 в главе
4), что функция второго рода Rn⃗,1 удовлетворяет соотношениям ортого-
нальности относительно веса ρ:∫

Γ

Rn⃗,1(x)x
kρ(x)dx = 0, k = 0, . . . ,m− 1. (11)

Из ортогональности (11) следует, что Rn⃗,1 имеет не менееm нулей внутри
Γ, которые по сути являются дополнительными узлами интерполяции.

Пусть qn⃗,1 — многочлен, построенный по нулям Rn⃗,1 внутри Γ. Тогда
deg qn⃗,1 > m. Многочлен Qn⃗ удовлетворяет соотношениям ортогонально-
сти на ∆ с переменным (т.е. зависящим от n⃗) весом:∫

∆

Qn⃗(x)x
k w1

qn⃗,1
(x)dx = 0, k = 0, . . . , n1 +m− 1.

Отсюда, в свою очередь, следует, что Qn⃗ имеет не менее |n⃗| = n1+m ну-
лей внутри ∆. В частности, это рассуждение доказывает нормальность
индексов вида n1 > n2−1. Нормальность всей таблицы индексов для па-
ры функций, образующих систему Никишина, была установлена в [16].
Нормальность всех индексов для системы Никишина произвольного по-
рядка доказана в работах [21], [22].
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Несмотря на несимметричность приведенных построений относитель-
но перестановки индексов 1 ↔ 2, оказывается, что для индексов на
главной диагонали функции 1

w1
Rn⃗,1 и 1

w2
Rn⃗,2 асимптотически близки:

Rn⃗,2

Rn⃗,1
→ w2

w1
в C \ (−∞, 1] при n1 = n2 → ∞. Поэтому наряду с функ-

циями второго рода Rn⃗,j рассматривают [26] функции R∗
n⃗,j:

R∗
n⃗,2 := −w2

w1
R∗

n⃗,1 :=
w2

w1
Rn⃗,1 −Rn⃗,2. (12)

То есть вместо набора
(
Qn⃗,

1
w1
Rn⃗,1,

1
w2
Rn⃗,2

)
будем рассматривать набор

функций с разномасштабной асимптотикой
(
Qn⃗,

1
w1
Rn⃗,1,

1
w1
R∗

n⃗,1

)
. Непо-

средственно из определения (12) следует, что функции R∗
n⃗,j являются

аналитическими вне ∆ ∪ Γ. На самом деле они аналитичны вне Γ, по-
скольку их скачки на ∆ равны нулю, а особенности в точке 1 устранимы.

При α1 − α2 ∈ (0, 1) для функции R∗
n⃗,2 справедливо интегральное

представление, аналогичное (5):

R∗
n⃗,2(z) =

1

pm(z)

∫
Γ

pm(x)Rn⃗,1(x)

z − x
ρ(x)dx, ∀ pm ̸≡ 0 : deg pm 6 m. (13)

Формула (13) осуществляет аналитическое продолжение функции R∗
n⃗,2

из области C \ (∆ ∪ Γ) в область C \ Γ.
Системы Никишина широко распространены в теории специальных

функций [18], [34], [50]. Приложениям в теории аппроксимации посвяще-
ны работы [46], [51]. Приложениям в теории вероятностей — работы [6],
[31], [32]. Приложениям в теории чисел — работы [48], [49].

1.4 Задача равновесия векторного потенциала
Метод исследования асимптотики аппроксимаций Эрмита–Паде, осно-
ванный на векторной задаче равновесия, был разработан в [23]–[25]. Из
работы [26] следует, что слабая асимптотика аппроксимаций Эрмита–
Паде для системы Никишина в случае, когда ∆ и Γ — непересекающиеся
отрезки вещественной оси, описывается решением некоторой векторной
задачи равновесия. Для рассматриваемых нами аппроксимаций наруша-
ются сразу два условия: конденсаторы ∆ и Γ касаются, а множество Γ
не ограничено. Однако оказывается, что результат работы [26] остается
верным. Прежде чем его сформулировать, поставим задачу равновесия
векторного потенциала.



8

Для замкнутого множества K ⊂ C рассмотрим класс M(K) конеч-
ных мер µ с носителем S(µ) ⊆ K, имеющих конечную энергию, т.е. неот-
рицательных σ-аддитивных функций на σ-алгебре борелевских подмно-
жеств K, таких, что

I(µ) :=

∫∫
ln

1

|x− t|
dµ(t)dµ(x) < +∞.

Подмножество M(K), состоящее из мер массы θ > 0, обозначим Mθ(K).
Для пары замкнутых множеств ∆ и Γ и θ ∈ (0, 1] рассмотрим векторную
задачу равновесия логарифмического потенциала V µ с матрицей взаимо-
действия Никишина AN :

V µ(x) :=

∫
ln

1

|x− t|
dµ(t), AN :=

(
2 −1
−1 2

)
.

Задача 1. В декартовом произведении M2(∆)×Mθ(Γ) найти вектор-
ную меру λ⃗ = (λ1, λ2), удовлетворяющую соотношениям равновесия:

2V λ1(x)− V λ2(x)

{
= ω1, x ∈ S(λ1),
> ω1, x ∈ ∆,

2V λ2(x)− V λ1(x)

{
= ω2, x ∈ S(λ2),
> ω2, x ∈ Γ,

(14)

где ω1, ω2 — некоторые константы равновесия.
Задача 2. В декартовом произведении M2(∆)×Mθ(Γ) найти вектор-
ную меру λ⃗ = (λ1, λ2), минимизирующую функционал энергии J :

J(µ⃗) := I(µ1 − µ2) + I(µ1) + I(µ2).

Предложение 1. Задачи 1 и 2 эквивалентны, их решение существует
и единственно.

Ниже будет исследована зависимость носителей компонент равновес-
ной меры λ⃗ от значения параметра θ. Оказывается, для всех θ ∈ (0, 1]
носитель λ1 совпадает с ∆, а носитель λ2, который мы обозначим через
Γ∗, монотонно возрастает по θ:

θ ∈ (0, 1) ⇒ S(λ1) = ∆, S(λ2) := Γ∗ = [x∗, 0],
d

dθ
x∗ < 0;

θ = 1 ⇒ S(λ1) = ∆, S(λ2) := Γ∗ = Γ, ω2 = 0.
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Более того, для концевой точки x∗ носителя λ2 справедлива формула:

x∗ =
−27θ2

(θ − 1)2(θ2 + 2)(θ + 2)2(2θ + 1)
. (15)

Таким образом, носители всегда имеют точку касания в начале коорди-
нат, а при θ = 1 один из них не является компактом. Этот случай наи-
менее изучен, и именно для него далее будет получена сильная асимп-
тотика аппроксимаций Эрмита–Паде. Результат о слабой асимптотике
(Qn⃗, Rn⃗,1, R

∗
n⃗,1) приведен в следующем пункте.

Задача 1 также связана с другой постановкой аппроксимационной за-
дачи [3]. В недавней работе [7] исследуется задача равновесия с матрицей
взаимодействия Никишина и констрейном. Определению носителей рав-
новесных мер для векторных задач равновесия посвящена работа [33].

1.5 Слабая асимптотика
Слабую асимптотику в терминах равновесного потенциала для после-
довательности ортогональных многочленов удобно записывать, если их
старший коэффициент равен единице. В нашем случае нормировка мно-
гочленов Qn⃗(z) = an⃗z

|n⃗|+ · · · фиксирована формулой (6). Нетрудно уви-
деть, что при r = 2 старший коэффициент Qn⃗ равен:

an⃗ = (−1)n1+n2

n1∑
k=0

n2∑
j=0

(
α1 + n1

k

)(
β + |n⃗|
n1 − k

)(
α2 + |n⃗| − k

j

)(
β + n2 + k

n2 − j

)
.

Рассмотрим последовательность мультииндексов Λ, такую, что суще-
ствуют положительные пределы limn⃗∈Λ

n1

|n⃗| > limn⃗∈Λ
n2

|n⃗| . Пусть n1

|n⃗| →
2−θ
2

и n2

|n⃗| →
θ
2 при n⃗ ∈ Λ и θ ∈ (0, 1]. Тогда слабый предел an⃗ равен:

aθ := lim
n⃗∈Λ

2

|n⃗|
ln |an⃗| = ln

(4− θ)4−θ (2 + θ)2+θ

16 θ θ (2− θ)2−θ
. (16)

Слабая асимптотика рассматриваемых аппроксимаций Эрмита–Паде
описывается в следующей теореме.
Теорема 1. Пусть последовательность мультииндексов Λ такова, что
n2

|n⃗| →
θ
2, θ ∈ (0, 1]. Тогда для функций (Qn⃗, Rn⃗,1, R

∗
n⃗,1) справедливы следу-
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ющие асимптотические формулы:

lim
n⃗∈Λ

2

|n⃗|
ln |Qn⃗(z)| = −V λ1(z) + aθ, z ∈ C \∆;

lim
n⃗∈Λ

2

|n⃗|
ln |Rn⃗,1(z)| = V λ1(z)− V λ2(z)− ω1 + aθ, z ∈ C \ (∆ ∪ Γ∗) ;

lim
n⃗∈Λ

2

|n⃗|
ln |R∗

n⃗,1(z)| = V λ2(z)− ω1 − ω2 + aθ, z ∈ C \ Γ∗.

1.6 Алгебраическая риманова поверхность
Решение задачи 1 может быть выражено в терминах алгебраических
функций. В этом пункте формулируется соответствующий результат.

Рассмотрим кубическое уравнение относительно переменной s:

z = R(s) :=
4s3

((2 + θ)s− θ)((4− θ)s− 2 + θ)
. (17)

Это уравнение определяет алгебраическую функцию третьей степени,
которая является однозначной на некоторой компактной трехлистной ри-
мановой поверхности R. Критические точки функцииR с учетом кратно-
сти имеют вид: 0, 0, 1, s∗, а критические значения (проекции точек ветв-
ления) равны: 0, 0, 1, x∗, где x∗ определяется формулой (15), а

s∗ =
3θ(2− θ)

8 + 2θ − θ2
.

Риманова поверхность R реализуется как склейка трех экземпляров
комплексной сферы с разрезами ∆ и Γ∗:

R0 := C \∆, R1 := C \ (∆ ∪ Γ∗) , R2 := C \ Γ∗.

Листы подклеиваются крест-накрест вдоль разрезов, как изображено на
рис. 1. Поверхность R имеет род нуль, рациональная функция R (17)
осуществляет конформное отображение комплексной сферы Cs на по-
верхность R, точнее R = π◦φ, где π : R → Cz — естественная проекция,
а φ : Cs → R конформное отображение.

На поверхности R определим мероморфную функцию h, имеющую
три полюса и три нуля: простой полюс в точке ветвления над 1, полюс
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R0

R1

R2

x∗ 0

0 1

Рис. 1: Риманова поверхность R функции h

кратности два над 0, три нуля над ∞ (простые при θ ∈ (0, 1), простой и
кратный в точке ветвления при θ = 1). Такая функция h существует и
единственна с точностью до постоянного множителя. Пусть hj — голо-
морфные ветви, сужения функции h на листы Rj, j = 0, 1, 2. Фиксируем
нормировку h условием limz→∞ zh0(z) = 2. В координатах s функция h
является рациональной (т.е. h ◦ φ рациональна на Cs) и равна:

h =
((2 + θ)s− θ)((4− θ)s− 2 + θ)

2s2(s− 1)
=

2s

z(s− 1)
. (18)

Теперь мы готовы сформулировать основной результат этого пункта.
Предложение 2. Пусть h — параметрически заданная выражения-
ми (17), (18) алгебраическая третьей степени функция переменной z.
Пусть h0 и h2 — две ее ветви, голоморфные в областях C \∆ и C \ Γ∗,
соответственно, где Γ∗ = [x∗, 0], а x∗ определен формулой (15). Тогда
решение задачи равновесия 1 выражается через скачки функций h0, h2:

dλ1(x) =
−1

2πi

(
h+0 − h−0

)
(x)dx, x ∈ ∆;

dλ2(x) =
1

2πi

(
h+2 − h−2

)
(x)dx, x ∈ Γ∗.

(19)

В настоящей работе алгебраическое уравнение для функции h является
следствием явных формул для аппроксимаций Эрмита–Паде. Возмож-
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F ∗
n⃗,0

C∆zαCΓ(−x)−α

CΓ

F ∗
n⃗,1

Fn⃗,1

Fn⃗,0

(−z)αC∆x−α

Рис. 2: Действие C на функции Fn⃗,j, F ∗
n⃗,j (α := α1 − α2)

ность нахождения алгебраического уравнения для функции h в ситуа-
ции, когда явных формул нет, продемонстрирована в работах [5], [10].

1.7 Интегральные представления
В этом пункте приведены интегральные представления для набора функ-
ций (w1Qn⃗, Rn⃗,1, R

∗
n⃗,1). Далее эти интегральные представления использу-

ются при исследовании асимптотики. Введем обозначения для четырех
повторных интегралов:

Fn⃗,0(z) :=

∮
γz

tn1+α1−α2dt

(t− z)n1+1

∮
γt

sn2+α2(1− s)n1+n2+βds

(s− t)n2+1
, z ∈ C \ R \∆,

Fn⃗,1(z) :=

∫ 1

0

tn1+α1−α2dt

(t− z)n1+1

∮
γt

sn2+α2(1− s)n1+n2+βds

(s− t)n2+1
, z ∈ C \∆,

F ∗
n⃗,0(z) :=

∮
γz

tn1(−t)α1−α2dt

(t− z)n1+1

∫ 1

0

sn2+α2(1− s)n1+n2+βds

(s− t)n2+1
, z ∈ C \ R \ Γ,

F ∗
n⃗,1(z) :=

∫ 0

−∞

tn1(−t)α1−α2dt

(t− z)n1+1

∫ 1

0

sn2+α2(1− s)n1+n2+βds

(s− t)n2+1
, z ∈ C \ Γ,

где γz, γt — контуры, обходящие в положительном направлении точки z
и t соответственно. Первые три интеграла абсолютно сходятся при стан-
дартных условиях на параметры: α1, α2, β > −1, n1, n2 ∈ Z+. Для аб-
солютной сходимости четвертого интеграла дополнительно потребуем,
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чтобы α1−α2 ∈ (−n1− 1, n2+1). При этих условиях интегралы опреде-
ляют голоморфные функции в указанных областях:

Fn⃗,0 ∈ H
(
C \ R \∆

)
, Fn⃗,1 ∈ H (C \∆) ,

F ∗
n⃗,0 ∈ H

(
C \ R \ Γ

)
, F ∗

n⃗,1 ∈ H (C \ Γ) .

Эти функции обладают рядом любопытных свойств, см. предложение
3 ниже. Например, интеграл Коши (Cγf)(z) := 1

2πi

∫
γ
f(x)dx
x−z преобразует

функции Fn⃗,j, F ∗
n⃗,j по схеме, изображенной на рис. 2.

Предложение 3. 1) Интеграл Коши C преобразует функции Fn⃗,j, F ∗
n⃗,j

по следующему правилу:

Fn⃗,1 = C∆Fn⃗,0, (−z)α2−α1F ∗
n⃗,0 = C∆

(
xα2−α1Fn⃗,0

)
,

F ∗
n⃗,1 = CΓF ∗

n⃗,0, zα2−α1F ∗
n⃗,1 = CΓ

(
(−x)α2−α1Fn⃗,1

)
, α1 − α2 ∈ (0, 1).

2) Линейное пространство ⟨Fn⃗,0, Fn⃗,1, F
∗
n⃗,0, F

∗
n⃗,1⟩ имеет размерность, рав-

ную трем. Справедливы следующие соотношения между Fn⃗,1, F
∗
n⃗,0, F

∗
n⃗,1:(

Fn⃗,1 +
(
e2πi(α1−α2) − 1

)
F ∗
n⃗,1

)
(z) = F ∗

n⃗,0(z)

{
1, Im z > 0,
e2πi(α1−α2), Im z < 0.

Связь между интегралами Fn⃗,j, F
∗
n⃗,j и рассматриваемыми аппрокси-

мациями Эрмита–Паде отражена в следующей теореме.
Теорема 2. Для набора функций (w1Qn⃗, Rn⃗,1, R

∗
n⃗,1) справедливы следую-

щие интегральные представления:

(w1Qn⃗, Rn⃗,1, R
∗
n⃗,1) = −

(
Fn⃗,0

4π2
,
Fn⃗,1

2πi
,
sin π(α1 − α2)F

∗
n⃗,1

π

)
. (20)

1.8 Сильная асимптотика
Сильная асимптотика аппроксимаций Эрмита–Паде для общих систем
Никишина с непересекающимися отрезками получена в [2], для обобщен-
ных систем Никишина с непересекающимися отрезками — в [9]. Отметим
также работу об асимптотике отношения для системы Никишина [8].
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Здесь приведены формулы сильной асимптотики в диагональном слу-
чае n1 = n2 = n. При θ = 1 уравнение (17) имеет вид: 4s3 = z(3s − 1)2.
Пусть s0, s1, s2 — голоморфные ветви этой алгебраической функции, та-
кие, что sj ∈ H(Rj), где, напомним, R0 = C \ [0, 1], R1 = C \ (−∞, 1],
R2 = C \ (−∞, 0]. Тогда справедлива следующая теорема.
Теорема 3. Для интегралов F ∗

n⃗,1 и Fn⃗,j, j = 0, 1, справедливы следующие
асимптотические формулы при n1 = n2 = n→ ∞:

Fn⃗,j(z)

(−1)j+1
≈ π

n

(
2sj

3sj − 1

)α1−α2−1
√
sj − 1

3

sj − 1
w1(sj)(3sj − 1)2n, z ∈ Rj,

F ∗
n⃗,1(z) ≈ π

n

(
2s2

1− 3s2

)α1−α2−1
√
s2 − 1

3

s2 − 1
w1(s2)(3s2 − 1)2n, z ∈ R2.

2 Интегральные представления
Эта глава посвящена доказательству теоремы 2. Интегральные представ-
ления для Qn⃗, Rn⃗,1 являются простыми следствиями формулы Родрига
(6), формула для R∗

n⃗,1 менее тривиальна.

2.1 Интегральное представление для Qn⃗

Перепишем формулу Родрига (6) для случая r = 2:

zα1(1− z)βQn⃗(z) =
1

n1!

dn1

dzn1
zn1+α1−α2

1

n2!

dn2

dzn2
zn2+α2(1− z)n1+n2+β.

Интегральное представление для Qn⃗ получается из этой формулы дву-
кратным применением формулы Коши для производной аналитической
функции. Действительно, по формуле Коши имеем

1

n2!

dn2

dtn2
tn2+α2(1− t)n1+n2+β =

=
1

2πi

∮
γt

sn2+α2(1− s)n1+n2+βds

(s− t)n2+1
=:

G(t)

2πi
. (21)
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По определению, функции Fn⃗,0, Fn⃗,1 связаны с Gn⃗ соотношениями:

Fn⃗,0(z) =

∮
γz

tn1+α1−α2G(t)dt

(t− z)n1+1
, Fn⃗,1(z) =

∫ 1

0

tn1+α1−α2G(t)dt

(t− z)n1+1
. (22)

Еще раз применяя формулу Коши, получим требуемое:

w1(z)Qn⃗(z) =
1

2πi

1

n1!

dn1

dzn1
zn1+α1−α2G(z) =

1

(2πi)2

∮
γz

tn1+α1−α2G(t)dt

(t− z)n1+1
.

Заметим, что по формуле (6) (при r = 1) определенная формулой
(21) функция G выражается через классические многочлены Якоби:

G(t)

2πi
= tα2(1− t)n1+βQα2,n1+β

n2
(t). (23)

2.2 Интегральные представления для Rn⃗,1

Нам понадобится следующая лемма, которая является следствием фор-
мулы интегрирования по частям.
Лемма 1. 1) Пусть функции ũ, ṽ ∈ Cn[0, 1], а u(x) := xc0(1− x)c1 ũ(x),
v(x) := xd0(1− x)d1 ṽ(x), где c0 + d0 > n− 1 и c1 + d1 > n− 1, тогда∫ 1

0

u(x)
dnv

dxn
(x)dx = (−1)n

∫ 1

0

dnu

dxn
(x)v(x)dx.

2) Пусть ũ, ṽ ∈ Cn[1,+∞), ũ(k)(x), ṽ(k)(x) = O
(
x−k
)

при x → +∞,
k = 0, . . . , n, а u(x) := xc0−c1(x − 1)c1 ũ(x), v(x) := xd0−d1(x − 1)d1 ṽ(x),
где c1 + d1 > n− 1, а c0 + d0 < n− 1, тогда∫ +∞

1

u(x)
dnv

dxn
(x)dx = (−1)n

∫ +∞

1

dnu

dxn
(x)v(x)dx.

Условия леммы достаточны для абсолютной сходимости интегралов и
равенства нулю всех внеинтегральных слагаемых. Доказательство при-
ведено в последней главе.

Интегральное представление для Rn⃗,1 выводится из (5) и (22) с помо-
щью леммы 1 с учетом (23):

Rn⃗,1(z) =

∫ 1

0

Qn⃗(t)w1(t)dt

z − t
=

=
1

2πi

∫ 1

0

dt

z − t

1

n1!

dn1

dtn1
tn1+α1−α2G(t) =

−1

2πi

∫ 1

0

tn1+α1−α2G(t)dt

(t− z)n1+1
.
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Получим еще одно интегральное выражение дляRn⃗,1. Используя фор-
мулу (21) и снова применяя лемму 1, продолжим цепочку тождеств:

−Rn⃗,1(z) =

∫ 1

0

tn1+α1−α2dt

(t− z)n1+1

1

n2!

dn2

dtn2
tn2+α2(1− t)n1+n2+β =

= (−1)n2

∫ 1

0

tn2+α2(1− t)n1+n2+βdt
1

n2!

dn2

dtn2

tn1+α1−α2

(t− z)n1+1
=

=
(−1)n1+n2+1

zn2+1−α1+α2

∫ 1

0

tn2+α2(1− t)n1+n2+βdt
1

n2!

dn2

d(t/z)n2

(
t
z

)n1+α1−α2(
1− t

z

)n1+1 .

Обозначим через qn⃗ многочлен степени n1, задаваемый формулой:

qn⃗(x) =
(1− x)n1+n2+1

xα1−α2n2!

dn2

dxn2

xn1+α1−α2

(1− x)n1+1
, (24)

тогда получим следующее соотношение для Rn⃗,1:

−Rn⃗,1(z) =

∫ 1

0

tn2+α1(1− t)n1+n2+β zn1qn⃗
(
t
z

)
dt

(t− z)n1+n2+1
. (25)

2.3 Интегральное представление для R∗
n⃗,1

Перейдем теперь к доказательству последнего из соотношений (20). Из
определения R∗

n⃗,j (см. (12)) следует, что R∗
n⃗,1 = −w1

w2
R∗

n⃗,2. Будем использо-
вать полученное ранее представление (13) в виде преобразования Коши:
R∗

n⃗,2 = R̂n⃗,1ρ. Это представление было получено нами в предположении,
что α1 − α2 ∈ (0, 1). Вначале докажем требуемое при этом ограничении,
а затем снимем ограничение, применив принцип аналитического продол-
жения по α⃗. Итак, с учетом определения веса ρ (10) и выражения для
Rn⃗,1 (25), имеем следующую цепочку равенств:

πR∗
n⃗,2(z)

sin π(α1 − α2)
=

∫ 0

−∞

Rn⃗,1(x)(−x)α2−α1dx

z − x
=

=

∫ 0

−∞

(−x)α2−α1dx

x− z

∫ 1

0

sn2+α1(1− s)n1+n2+β xn1qn⃗
(
s
x

)
ds

(s− x)n1+n2+1
=

=

∫ 1

0

sn2+α1(1− s)n1+n2+βds

∫ 0

−∞

xn1qn⃗
(
s
x

)
(−x)α2−α1dx

(s− x)n1+n2+1(x− z)
=

=

∫ 1

0

sn2+α1(1− s)n1+n2+βI(s, z)ds, (26)
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где

I(s, z) :=

∫ 0

−∞

xn1qn⃗
(
s
x

)
(−x)α2−α1dx

(s− x)n1+n2+1(x− z)
, s > 0, z ∈ C \ (−∞, 0].

Преобразуем интеграл I(s, z). Вначале сделаем замену, перейдя от
переменной x к переменной τ = s/x:

I(s, z) =

∫ 0

−∞

(
s
τ

)n1 qn⃗(τ)
(

s
−τ

)α2−α1 s
τ2 dτ(

s− s
τ

)n1+n2+1 ( s
τ − z

) =

=
(−1)n1+n2+1

zsn2+α1−α2

∫ 0

−∞

τn2qn⃗(τ)(−τ)α1−α2dτ

(1− τ)n1+n2+1
(
s
z − τ

) .
Выражение (24) для многочлена qn⃗ можно переписать, поменяв ветвь
степенной функции в числителе и знаменателе:

qn⃗(x) =
(1− x)n1+n2+1

(−x)α1−α2n2!

dn2

dxn2

xn1(−x)α1−α2

(1− x)n1+1
.

Подставим это выражение для qn⃗ в рассматриваемый интеграл и снова
применим лемму 1 (напомним, что пока α1 − α2 ∈ (0, 1)):

I(s, z) =
(−1)n1+n2+1

zsn2+α1−α2

∫ 0

−∞

τn2dτ(
s
z − τ

) 1

n2!

dn2

dτn2

τn1(−τ)α1−α2

(1− τ)n1+1
=

=
(−1)n1+1

zsn2+α1−α2

∫ 0

−∞

τn1(−τ)α1−α2dτ

(1− τ)n1+1

1

n2!

dn2

dτn2

τn2(
s
z − τ

) .
Заметим, что справедливо тождество

1

n2!

dn2

dτn2

τn2(
s
z − τ

) = (
s
z

)n2(
s
z − τ

)n2+1 .

Используя это равенство, снимем один этаж в формуле для I(s, z). Затем
сделаем замену τ = t

z , получим:

I(s, z) =
(−1)n1+1

zsn2+α1−α2

∫ 0

−∞

τn1(−τ)α1−α2

(1− τ)n1+1

(
s
z

)n2 dτ(
s
z − τ

)n2+1 =

= (zs)α2−α1

∫
zR−

tn1(−t)α1−α2dt

(t− z)n1+1(s− t)n2+1
.
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В последнем интеграле деформируем контур, заменив луч zR− на R−.
Это можно сделать по теореме Коши, так как особенности подынтеграль-
ной функции в точках s и z находятся в одном из двух углов, образо-
ванных лучами, а ее поведение в окрестности бесконечности имеет вид
O
(

1
tn2+2+α2−α1

)
= o

(
1
t

)
. Получим следующее выражение для I(s, z):

I(s, z) = (zs)α2−α1

∫ 0

−∞

tn1(−t)α1−α2dt

(t− z)n1+1(s− t)n2+1
.

Подставляя эту формулу в (26), получим выражение для R∗
n⃗,2, совпа-

дающее с требуемым после смены порядка интегрирования:

−πR∗
n⃗,1(z)

sin π(α1 − α2)
=
πR∗

n⃗,2(z)z
α1−α2

sin π(α1 − α2)
=

=

∫ 1

0

sn2+α2(1− s)n1+n2+βds

∫ 0

−∞

tn1(−t)α1−α2dt

(t− z)n1+1(s− t)n2+1
= F ∗

n⃗,1(z).

Таким образом, доказана следующая импликация:

α1 − α2 ∈ (0, 1) ⇒ R∗
n⃗,1(z) =

sin π(α1 − α2)

π
F ∗
n⃗,1(z).

Заметим, что в тождестве выше левая часть R∗
n⃗,1 := w1

w2
Rn⃗,2 − Rn⃗,1 ана-

литически зависит от α⃗ в области {α⃗ : Reαj > −1, j = 1, 2} в силу
доказанных интегральных представлений для Rn⃗,j (интеграл для Rn⃗,2

получается из интеграла для Rn⃗,1 перестановкой индексов 1 ↔ 2). Инте-
грал F ∗

n⃗,1 в правой части этого тождества является аналитической функ-
цией в {α⃗ : Re (α1 − α2) ∈ (−n1 − 1, n2 + 1), Reαj > −1, j = 1, 2}. По
теореме единственности тождество справедливо во всей этой области.

Обратим внимание, что для F ∗
n⃗,1 выполнено соотношение, аналогич-

ное соотношениям (22) для Fn⃗,j:

F ∗
n⃗,1(z) =

∫ 0

−∞

tn1(−t)α1−α2g(t)dt

(t− z)n1+1
, (27)

где функция g есть функция второго рода для классических многочленов
Якоби (см. выражение (23) для G):

g(t) :=

∫ 1

0

sn2+α2(1− s)n1+n2+βds

(s− t)n2+1
=

−Ĝ(t)
2πi

= −Rα2,n1+β
n2

(t). (28)
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3 Формулы сильной асимптотики
Данная глава посвящена нахождению формул сильной асимптотики для
аппроксимаций Эрмита–Паде в диагональном случае n1 = n2 = n при
n → ∞. Используются полученные в теореме 2 интегральные представ-
ления, асимптотика которых изучается методом перевала.

3.1 Метод перевала в Cm

Пусть Z — гладкое компактное многообразие в Cm вещественной размер-
ности m, возможно, с краем. Рассмотрим интеграл∫

Z

ψ(z)Φn(z)dz, (29)

где z = (z1, . . . , zm), dz = dz1∧ . . .∧dzm, а функции ψ, Φ голоморфны во
внутренних точках Z. Пусть известно, что интеграл не изменится, если
заменить Z на многообразие Z′ с тем же краем. Пусть Z′ обладает следу-
ющим свойством: функция Φ

∣∣
Z′ достигает максимума модуля только во

внутренней точке z0 ∈ Z′, являющейся невырожденной точкой перевала
(седловой точкой) функции Φ:

|Φ(z0)| > |Φ(z)|, ∀ z ∈ Z′ \ {z0}, (lnΦ)′(z0) = 0, det (lnΦ)′′(z0) ̸= 0.

Такое многообразие Z′ будем называть перевальным. Интеграл по пере-
вальному многообразию имеет асимптотическое разложение (гл. 5 [20]):∫

Z

ψ(z)Φn(z)dz =

∫
Z′
ψ(z)Φn(z)dz ∼ Φn(z0)

∞∑
k=0

ak
nm/2+k

,

где главный член a0 асимптотического ряда имеет вид:

a0 = (2π)m/2ψ(z0) (det [− (lnΦ)′′(z0)])
−1/2

. (30)

Основная трудность применения метода перевала состоит в обосновании
существования подходящего многообразия Z′. Ситуация упрощается в
одномерном случае, когда рассматриваются интегралы на кривых в C.
В случае повторных интегралов Fn⃗,0, Fn⃗,1, F ∗

n⃗,1 можно попытаться свести
задачу к последовательному применению одномерного метода перевала.
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3.2 Лемма о перевальных многообразиях
Интегралы Fn⃗,0, Fn⃗,1, F ∗

n⃗,1 имеют вид (29), где Φ имеет вид:

Φ(t, s; z) :=
ts(1− s)2

(t− z)(s− t)
,

а множитель ψ для Fn⃗,0, Fn⃗,1 и множитель ψ∗ для F ∗
n⃗,1 имеют вид:

ψ(t, s; z) :=
tα1−α2w2(s)

(t− z)(s− t)
, ψ∗(t, s; z) :=

(−t)α1−α2w2(s)

(t− z)(s− t)
.

Найдем критические точки функции Φ. Приравняем к нулю ее част-
ные логарифмические производные:

∂

∂t
lnΦ(t, s; z) =

1

t
− 1

t− z
+

1

s− t
= 0,

∂

∂s
lnΦ(t, s; z) =

1

s
− 2

1− s
− 1

s− t
= 0.

Упрощая, получим кубическое уравнение для точек перевала (t, s)(z):

z =
4s3

(3s− 1)2
, t =

2s2

3s− 1
. (31)

Каждая из алгебраических функций t и s от переменной z допускает
выделение трех голоморфных ветвей tj, sj:

t0, s0 ∈ H (C \ [0, 1]) , t1, s1 ∈ H (C \ (−∞, 1]) , t2, s2 ∈ H (C \ (−∞, 0]) .

Найдем выражения для абсолютных значений функции Φ в точках
перевала (t, s)(z) (перевальных высот cj):

cj(z) := |Φ(tj, sj; z)| = |3sj − 1|2 = 4|sj|3

|z|
.

Перевальные высоты cj упорядочены: c0 > c1 > c2, причем первое равен-
ство достигается только при z ∈ [0, 1], второе — только при z ∈ (−∞, 0].
Этот факт имеет простое доказательство. Докажем для примера вто-
рое из неравенств. В силу принципа максимума достаточно показать,
что c2/c1 6 1 на границе области гармоничности C \ (−∞, 1]. Очевидно,
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что c2/c1 = 1 на [−∞, 0]. Заметим, что для произвольной пары точек
y1 ∈ C, y2 ∈ [a, b] справедливо по меньшей мере одно из неравенств
|y2 − a| 6 |y1 − a| или |y2 − b| 6 |y1 − b|. Фиксируем z ∈ [0, 1], то-
гда s2(z) ∈ [0, 1/4] ⊂ [0, 1/3]. Таким образом, выполнено по меньшей
мере одно из неравенств (а на самом деле оба): |s2(z)| 6 |s1(z)| или
|s2(z)−1/3| 6 |s1(z)−1/3|. По определению cj любое из этих неравенств
влечет c2(z) 6 c1(z). То есть c2/c1 6 1 на [0, 1]. Что и требовалось.
Отметим, что упорядоченность перевальных высот тесно связана с так
называемой структурой листов Наттолла, см. [30], [43], [44]. В рассматри-
ваемом случае разрезы вдоль ∆ и Γ определяют три листа поверхности R
на которых упорядочены величины ln cj(z) = Re

∫ z
hjdζ. Естественные

вопросы об асимптотике аппроксимаций Эрмита–Паде для комплексных
систем Никишина приводят к содержательным геометрическим пробле-
мам о разрезах Наттолла [11], [12]. Из неравенства для перевальных вы-
сот c0 > max(c1, c2) следует сходимость рассматриваемых аппроксима-
ций Эрмита–Паде вне отрезка ∆.

Теперь мы готовы сформулировать основную лемму о существовании
перевальных многообразий для интегралов Fn⃗,0, Fn⃗,1, F ∗

n⃗,1.
Лемма 2. При j = 0, 1, 2 для любого z ∈ Rj найдется кривая Γj(z), а
для любого t ∈ Γj(z) найдется кривая γj(t), такие, что

а) кривая Γj(z) содержит tj(z), кривая γj(tj(z)) содержит sj(z);

б) максимум |Φ| на Z′ := {(t, s) : t ∈ Γj(z), s ∈ γj(t)} достигается
только в точке перевала (tj, sj)(z);

в) для интегралов F ∗
n⃗,1, Fn⃗,j, j = 0, 1, справедливы равенства:

Fn⃗,j(z) =

∫
Γj(z)

tn+α1−α2dt

(t− z)n+1

∫
γj(t)

sn+α2(1− s)2n+βds

(s− t)n+1
, z ∈ Rj,

F ∗
n⃗,1(z) =

∫
Γ2(z)

tn(−t)α1−α2dt

(t− z)n+1

∫
γ2(t)

sn+α2(1− s)2n+βds

(s− t)n+1
, z ∈ R2.

Доказательство этой леммы выходит за рамки этой публикации и
будет приведено в одной из следующих. Отметим, что в основе лежит
последовательное доказательство существования перевальных контуров
для одномерных интегралов (21), (28), а затем (22), (27).
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3.3 Асимптотические формулы
Найдем матрицу Гессе функции lnΦ в перевальных точках (см. (31)):

∂2

∂t2
lnΦ(t, s; z) =

−1

t2
+

1

(t− z)2
+

1

(s− t)2
=

(3s− 1)3

s3(1− s)2
,

∂2

∂s2
lnΦ(t, s; z) =

−1

s2
− 2

(1− s)2
+

1

(s− t)2
=

2(3s− 2)

s(1− s)2
,

∂2

∂t∂s
lnΦ(t, s; z) =

−1

(s− t)2
=

(3s− 1)2

s2(1− s)2
.

Отсюда вычисляем определитель матрицы Гессе:

det (lnΦ)′′(tj, sj; z) =
3(3sj − 1)3

s4j(sj − 1)3
.

Заметим, что в перевальных точках справедливы равенства (см. (31)):

t =
2s2

3s− 1
,

1

t− z
=

(3s− 1)2

2s2(s− 1)
,

1

s− t
=

3s− 1

s(s− 1)
.

Теперь вычислим значения функции ψ в точках перевала (tj, sj)(z), при
j = 0, 1, и функции ψ∗ в точке перевала (t2, s2)(z):

ψ(tj, sj; z) =

(
2sj

3sj − 1

)α1−α2 w1(sj)(3sj − 1)3

2s3j(sj − 1)2
, j = 0, 1,

ψ∗(t2, s2; z) =

(
2s2

1− 3s2

)α1−α2 w1(s2)(3s2 − 1)3

2s32(s2 − 1)2
.

Отсюда и из (30) получаем главный член асимптотики в теореме 3.

4 Доказательства утверждений

4.1 Утверждения 1 и 2

Утверждение 1. Условия интерполяции (1) для марковских функций:

fj(z) = ŵj(z) :=

∫
∆j

wj(x)dx

z − x
, z ∈ C \∆j, j = 0, . . . , r,
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эквивалентны соотношениям ортогональности:∫
∆j

Qn⃗(x)x
kwj(x)dx = 0, k = 0, . . . , nj−1, j = 0, . . . , r, Qn⃗ ̸≡ 0. (32)

Доказательство. Из (1) следует, что Res∞ zkRn⃗,j = Res∞ zkQn⃗ ŵj = 0,
при k = 0, . . . , nj − 1. Таким образом, интеграл от функции zkQn⃗ ŵj по
контуру, обходящему отрезок ∆j, равен нулю. Воспользуемся формулой
Сохоцкого–Племеля и заменим интеграл от zkQn⃗ ŵj вокруг отрезка на
интеграл от xkQn⃗wj по отрезку. В результате получим соотношения (32).

Обратно, пусть многочленQn⃗ ̸≡ 0 удовлетворяет условиям (32), тогда
по Qn⃗ определим многочлены Pn⃗,j и функции Rn⃗,j:

Pn⃗,j(z) =

∫
∆j

Qn⃗(z)−Qn⃗(x)

z − x
wj(x)dx, Rn⃗,j(z) =

∫
∆j

Qn⃗(x)

z − x
wj(x)dx.

Из этих определений следуют равенства: Rn⃗,j = Qn⃗ ŵj − Pn⃗,j. В силу
соотношений ортогональности (32) первое слагаемое в тождестве

Rn⃗,j(z) =
1

pnj
(z)

∫
∆j

[
pnj

(z)− pnj
(x)

z − x
+
pnj

(x)

z − x

]
Qn⃗(x)wj(x)dx

равно нулю для любого многочлена pnj
степени, не превосходящей nj.

Таким образом, имеет место следующее представление для Rn⃗,j:

Rn⃗,j(z) =
1

pnj
(z)

∫
∆j

pnj
(x)Qn⃗(x)

z − x
wj(x)dx ∀ pnj

̸≡ 0 : deg pnj
6 nj. (33)

В частности, отсюда следует, что Rn⃗,j(z) = O
(
z−nj−1

)
при z → ∞, то

есть условия (1) выполнены.
Утверждение 2. Аппроксимации Эрмита–Паде для системы Ники-
шина (9) и мультииндекса (n1, n2) обладают свойствами 1—3 ниже.
1. Функции второго рода Rn⃗,1 удовлетворяют следующим соотношени-
ям ортогональности при m := min(n1 + 1, n2):∫

Γ

Rn⃗,1(x)x
kρ(x)dx = 0, k = 0, . . . ,m− 1. (34)

2. Пусть qn⃗,1 — многочлен, построенный по нулям Rn⃗,1 внутри Γ, тогда
deg qn⃗,1 > m, а знаменатели Qn⃗ удовлетворяют соотношениям:∫

∆

Qn⃗(x)x
k w1

qn⃗,1
(x)dx = 0, k = 0, . . . , n1 + deg qn⃗,1 − 1. (35)
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3. Следующая комбинация функций второго рода R∗
n⃗,2 := w2

w1
Rn⃗,1 − Rn⃗,2

имеет интегральное представление:

R∗
n⃗,2(z) =

1

pm(z)

∫
Γ

pm(x)Rn⃗,1(x)

z − x
ρ(x)dx, ∀ pm ̸≡ 0 : deg pm 6 m. (36)

Доказательство. 1. Из определения системы Никишина (9) и представ-
ления (33) вытекает цепочка равенств при k = 0, . . . , n1 − 1:∫

∆

Qn⃗(t)t
kw2(t)dt =

∫
∆

Qn⃗(t)t
kw1(t)dt

∫
Γ

ρ(x)dx

t− x
=

=

∫
Γ

ρ(x)dx

∫
∆

tkQn⃗(t)

t− x
w1(t)dt = −

∫
Γ

Rn⃗,1(x)x
kρ(x)dx.

Тогда ортогональность (34) следует из ортогональности (32) для Qn⃗.
2. Из ортогональности (34) следует, что Rn⃗,1 имеет не менее m нулей
внутри Γ, т.е. deg qn⃗,1 > m, а отношение Rn⃗,1/qn⃗,1 голоморфно в C \∆ и

Rn⃗,1

qn⃗,1
(z) = O

(
1

zn1+deg qn⃗,1+1

)
, z → ∞. (37)

Заметим, что из (33) по формуле Сохоцкого–Племеля, следует, что ска-
чок функции Rn⃗,1 на ∆ имеет вид: R+

n⃗,1−R
−
n⃗,1 = −2πiQn⃗w1. Пусть теперь

γ∆ — контур, обходящий отрезок ∆ против часовой стрелки, тогда спра-
ведливы следующие равенства:

− Res
∞

zk
Rn⃗,1

qn⃗,1
=

1

2πi

∮
γ∆

zk
Rn⃗,1

qn⃗,1
(z)dz =

=
1

2πi

∫
∆

xk
R−

n⃗,1 −R+
n⃗,1

qn⃗,1
(x)dx =

∫
∆

xk
Qn⃗w1

qn⃗,1
(x)dx.

Отсюда и из поведения (37) в ∞ получаем ортогональность (35).
3. Заметим, что представление (36) аналогично представлению (33). В
силу ортогональности (34) достаточно доказать (36) для случая pm ≡ 1.
Можно проверить, что функция R∗

n⃗,2 и интеграл в формуле (36) име-
ют равные скачки на Γ и устранимые особенности в концах Γ. Отсюда
следует, что их разность является целой функцией с нулем в бесконеч-
ности. По теореме Лиувилля разность тождественно равна нулю. Другое
доказательство следует из тождества:

1

(z − x)(x− t)
=

1

z − t

(
1

z − x
+

1

x− t

)
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и следующей цепочки равенств:∫
Γ

Rn⃗,1(x)

z − x
ρ(x)dx =

∫
Γ

ρ(x)dx

z − x

∫
∆

Qn⃗(t)

x− t
w1(t)dt =

=

∫
∆

Qn⃗(t)

z − t
w1(t)dt

∫
Γ

[
1

z − x
+

1

x− t

]
ρ(x)dx =

=

∫
∆

Qn⃗(t)

z − t
w1(t)dt

[
w2

w1
(z)− w2

w1
(t)

]
=
w2

w1
(z)Rn⃗,1(z)−Rn⃗,2(z).

Доказательство формулы (7). Приведем доказательство выраже-
ния для многочленов Якоби–Пинейро через обобщенные гипергеометри-
ческие функции. Доказательство опирается на одно свойство операторов,
входящих формулу Родрига (6). Вначале заметим, что из зеркального
свойства символа Похгаммера следует равенство:

x−α 1

n!

dn

dxn
xα+n+k =

(α + 1 + k)n
n!

xk =
(α+ 1)n

n!

(α + 1 + n)k
(α+ 1)k

xk.

Отсюда следует известное тождество для гипергеометрических функций:

x−α 1

n!

dn

dxn
xα+n

pFq

(
a⃗

b⃗
;x

)
=

(α+ 1)n
n!

p+1Fq+1

(
α + 1 + n, a⃗

α + 1, b⃗
; x

)
.

Формула (7) теперь вытекает из формулы (6) и следующего простого
тождества:

(1− x)β+|n⃗| = 1F0

(
−β − |n⃗|

;x

)
.

Доказательство формулы (8). Докажем, что равенство (8) выполне-
но с точностью до мультипликативной константы, тогда сама константа
восстанавливается по скачку левой и правой частей. Итак, покажем, что

f(z) :=

∫ 0

−∞

zα(−x)−αdx

z − x
⇒ f ′(z) ≡ 0, z /∈ (−∞, 0]

при α ∈ (0, 1). Это вытекает из следующей цепочки равенств:

f ′(z) = zα−1

∫ 0

−∞

(α− 1)z − αx

(z − x)2
(−x)−αdx =

= zα−1

∫ 0

−∞

d

dx

(−x)1−α

z − x
dx = zα−1 (−x)1−α

z − x

∣∣∣∣0
−∞

= 0.
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4.2 Предложения 1, 2 и лемма 1
Доказательство предложения 2. Для доказательства достаточно
проверить, что скачки функций h0, h2 на ∆ и Γ∗ определяют, см. (19),
положительные меры λ1, λ2 с массами 2 и θ, потенциалы которых удо-
влетворяют соотношениям равновесия (14).

Вначале докажем, что λ1, λ2 являются знакопостоянными мерами. В
силу непрерывности достаточно показать, что скачок h0 не обращается
в нуль на (0, 1), а скачок h2 не обращается в нуль на (x∗, 0). Предпо-
ложим обратное. Пусть, для определенности, при некотором x0 ∈ (0, 1)
скачок h0 равен нулю. Так как все функции hj являются вещественно
аналитическими: hj(z) = hj(z), то h0(x0) ∈ R. Функция h2 ∈ H(C \ Γ∗),
поэтому h2(x0) ∈ R. По формуле (18) s и hz связаны дробно-линейным
преобразованием, имеющим вещественные коэффициенты. То есть при
z = x0 ∈ (0, 1) кубическое уравнение (17) относительно s имеет более од-
ного вещественного решения. На самом деле при z ∈ (x∗, 0)∪ (0, 1) урав-
нение (17) имеет одно вещественное и пару комплексно-сопряженных ре-
шений. Полученное противоречие доказывает, что λ1 и λ2 (аналогично)
знакопостоянны.

Теперь покажем, что знакопостоянные меры λ1, λ2 положительны, и
найдем их массы. При θ ∈ (0, 1) функции h0, h2 голоморфны в окрест-
ности бесконечности и имеют вычеты −2 и θ. Тогда для массы λ1 имеем:

|λ1| =
−1

2πi

∫
∆

(
h+0 − h−0

)
(x)dx =

1

2πi

∫
γ∆

h0(z)dz = 2,

где γ∆ — контур, обходящий отрезок ∆ против часовой стрелки. Анало-
гично |λ2| = θ. Случай θ = 1 доказывается предельным переходом.

Осталось показать, что потенциалы мер λ1, λ2 удовлетворяют ра-
венствам и неравенствам (14). Вначале рассмотрим сумму всех ветвей
Trh := h0+h1+h2. Как симметрическая функция ветвей, Trh является
рациональной, причем Trh(∞) = 0. Так как функция h на R имеет по-
люсы только в точках ветвления, причем порядок полюса всегда меньше
порядка ветвления, то все особенности Trh устранимы. По теореме Ли-
увилля Trh ≡ 0. Далее заметим, что по формуле Сохоцкого–Племеля
функции h0, h2 являются преобразованиями Коши мер λ1, λ2:

h0(z) :=

∫
dλ1(x)

z − x
, z ∈ C \∆, h2(z) := −

∫
dλ2(x)

z − x
, z ∈ C \ Γ∗.
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Исключая h1 = −h0 − h2 в граничных условиях на берегах разрезов

h±0 (x) = h∓1 (x), x ∈ (0, 1); h±1 (x) = h∓2 (x), x ∈ (x∗, 0),

получим следующее:(
h+0 + h−0

)
(x) + h2(x) = 0, x ∈ (0, 1),(

h+2 + h−2
)
(x) + h0(x) = 0, x ∈ (x∗, 0).

Заметим, что комплексные потенциалы V λj(z) := −
∫
ln(z − x)dλj(x)

являются первообразными −λ̂j, а h0 = λ̂1 и h2 = −λ̂2. Поэтому(
V λ1
+ + V λ1

−

)
(x)− 1

2

(
V λ2
+ + V λ2

−

)
(x) = ω1, x ∈ ∆,(

V λ2
+ + V λ2

−

)
(x)− 1

2

(
V λ1
+ + V λ1

−

)
(x) = ω2, x ∈ Γ∗,

где ω1, ω2 — некоторые вещественные константы. Вещественный и ком-
плексный потенциалы связаны тождеством V λj(x) = 1

2

(
V λj

+ + V λj

−

)
(x)

при x ∈ R. Таким образом, полученные соотношения совпадают с равен-
ствами (14). Теперь проверим, что при θ ∈ (0, 1) и при x < x∗ выполнено
неравенство

(
2V λ2 − V λ1

)
(x) > w2. Достаточно показать, что эта линей-

ная комбинация потенциалов убывает слева от x∗, то есть ее производ-
ная 2h2 + h0 ≡ h2 − h1 < 0 при x < x∗. Ясно, что при x, близких к −∞,
(h2 − h1)(x) = 2(1 − θ)x−1 + O

(
x−2
)
< 0. Пусть теперь h1(x0) = h2(x0)

при некотором x0 < x∗. Тогда по формуле (18) s1(x0) = s2(x0), то есть
при z = x0 < x∗ уравнение (17) имеет кратный корень, что неверно.
Полученное противоречие завершает доказательство предложения 2.

Доказательство предложения 1. Предложение 1 вытекает из регу-
лярности рассматриваемых компактов и общей теоремы из работы [15]
(см. теорему 1.8 и следствие 1.10). Схематично опишем независимое дока-
зательство. Заметим, что существование решения задачи 1 уже доказано
в предложении 2. Таким образом, осталось проверить следующие факты:
решение задачи 1 является решением задачи 2, а задача 2 имеет не более
одного решения. Такая схема доказательства реализована в работе [35]
(см. лемму 3 в подразделе 2.2) и без изменений переносится на рассмат-
риваемый случай. Однако требуется сделать один комментарий. Важную
роль в доказательстве [35] играет положительная определенность функ-
ционала энергии на нейтральных зарядах. Этот факт хорошо известен
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для зарядов на компактах, см., например, [42]. В рассматриваемом слу-
чае мы имеем дело с замкнутым неограниченным множеством Γ. В этом
случае необходимо использовать утверждение из работы [17].
Теорема [17]. Пусть µ1, µ2 ∈ M1(C). Тогда I(µ1 − µ2) > 0, причем
равенство достигается только при µ1 = µ2.

Доказательство леммы 1. 1. Достаточно проверить сходимость хотя
бы одного из интегралов и равенство нулю всех внеинтегральных слага-
емых в формуле интегрирования по частям:∫ 1

0

(
uv(n)

)
(x)dx =

n−1∑
k=0

(−1)k
(
u(k)v(n−1−k)

)∣∣∣∣1
0

+ (−1)n
∫ 1

0

(
u(n)v

)
(x)dx.

Особенности в концах являются интегрируемыми, поскольку(
u(n)v

)
(x) = xc0+d0−n(1− x)c1+d1−nũn(x)

для некоторой функции ũn ∈ C[0, 1], и cj + dj − n > −1, j = 0, 1. Далее,
равенство нулю внеинтегральных членов следует из представления(

u(k)v(n−1−k)
)
(x) = xc0+d0−n+1(1− x)c1+d1−n+1ũk(x)

для некоторой функции ũk ∈ C min(k+1,n−k)[0, 1], где k = 0, . . . , n− 1.
2. Снова применяем формулу интегрирования по частям. Аналогично
предыдущему случаю убеждаемся, что интегралы сходятся в точке 1
и все внеинтегральные слагаемые в этой точке равны нулю. Осталось
проверить сходимость и равенство нулю внеинтегральных членов в бес-
конечности. По формуле Лейбница легко видеть, что при k = 0, . . . , n

dk

dxk

(
1− 1

x

)c1

ũ(x) = O
(
x−k
)
, x→ +∞.

Снова по формуле Лейбница для k-ой производной произведения:

u(k)(x) = xc0−k
k∑

j=0

bkj x
j d

j

dxj

(
1− 1

x

)c1

ũ(x) = O
(
xc0−k

)
, x→ +∞,

где bkj :=
(
k
j

)
(k−j)!

(
c0
k−j

)
— постоянные. Аналогичные соотношения спра-

ведливы для функции v. В итоге получим, что функция u (n)v интегри-
руема в бесконечности, т.к.

(
u (n)v

)
(x) = O

(
xc0+d0−n

)
= O

(
x−1−ε

)
при
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x→ +∞, где ε := n− 1− c0 − d0 > 0, а все внеинтегральные слагаемые
в бесконечности равны нулю:(

u(k)v(n−1−k)
)
(x) = O

(
x−ε
)
, x→ +∞, k = 0, . . . , n− 1.

Автор благодарит А.И. Аптекарева, В.Н. Сорокина и Д.Н. Тулякова
за плодотворные обсуждения проблемы на семинаре по теории рацио-
нальных аппроксимаций кафедры ТФФА мехмата МГУ.
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