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ческой устойчивости течений в областях с открытой границей

Аннотация. Предложен и обоснован новый подход к постановке асимпто-
тических граничных условий для проблем собственных значений, возника-
ющих при численном анализе гидродинамической устойчивости сдвиговых
течений типа пограничных слоев, отрывов потока, струй, следов, характе-
ризующихся почти постоянной скоростью основного течения за предела-
ми слоя или слоев сдвига. Этот подход позволяет ставить и решать в пол-
ном объеме задачи временной и пространственной устойчивости в локально-
параллельной постановке, сводя их к обыкновенным алгебраическим про-
блемам собственных значений.
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1. Введение

Известно, что моды дискретного спектра, являющиеся наиболее зна-
чимыми возмущениями в задачах гидродинамической устойчивости, прене-
брежимо малы лишь вдали от сдвигового пограничного слоя (см., напр., [1]).
Поэтому в настоящее время широко используется подход, при котором рас-
четная область выбирается достаточно большой (порядка десяти толщин
пограничного слоя и выше) и на ее границе ставят однородные граничные
условия для возмущения, либо его производной, либо их линейной комби-
нации [5]. Этот метод прост в реализации, но его отличает существенный
эмпиризм, так как в каждом случае требуется подбирать достаточный раз-
мер расчетной области экспериментально. Кроме того, проведение расче-
тов в таких больших областях приводит к увеличению общего числа узлов
сетки за счет включения в расчетную область той области течения, в ко-
торой основное течение с высокой точностью постоянное [2, 3], а поведение
мод дискретного спектра не влияет на устойчивость пограничного слоя. На-
конец, применение широко используемых при решении задач устойчивости
спектральных методов на основе полиномов Чебышева или Лежандра требу-
ет предварительных преобразований, позволяющих сконцентрировать узлы
сетки в пограничном слое. Если расчетная область существенно превышает
пограничный слой, то соответствующее преобразование будет плохо обу-
словленным, что приведет к большим погрешностям аппроксимации [3, 4].

В качестве альтернативы можно использовать так называемые асимп-
тотические граничные условия — ненулевые граничные условия, которые
ставят на границе пограничного слоя. Для этого иногда используют упро-
щенные асимптотические граничные условия, основанные на физических
соображениях [6, 7]. В качестве более обоснованной альтернативы нулевых
граничных условий в ряде работ предлагалось использовать полные асимп-
тотические граничные условия, полученные аналитически как условие убы-
вания возмущения вдали от пограничного слоя (см., например, [8–10]). В
работе [11] был описан общий подход к выводу таких условий с помощью
аналитического вычисления собственных функций сопряженной проблемы
собственных значений. Однако такой подход приводит к некорректным по-
становкам из-за возникновения дефектного кратного собственного значения
при некоторых значениях параметров.

В данной работе для вывода полных асимптотических граничных усло-
вий предлагается использовать аналитически вычисленное инвариантное
подпространство решений, затухающих на бесконечности. В качестве при-
мера рассматриваются задачи временной и пространственной устойчивости
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пограничного слоя Блазиуса. Проводится сравнение решений, полученных с
помощью асимптотических граничных условий, с решениями, полученным
с использованием однородных граничных условий, и соответствующих вы-
числительных затрат. Показано, что использование асимптотических гра-
ничных условий позволяет существенно снизить вычислительные затраты.

2. Постановка задач линейной устойчивости
в локально-параллельном приближении

Пусть в декартовых координатах 𝑥, 𝑦 в полосе

Ω = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥min < 𝑥 < 𝑥max, 0 ≤ 𝑦 < ∞}, (1)

где граница 𝑦 = 0 является жесткой с условием прилипания, задано стаци-
онарное двумерное течение вязкой несжимаемой жидкости с компонентами
скорости 𝑈 и 𝑉 вдоль 𝑥 и 𝑦 соответственно, нормированным на плотность
давлением и кинематической вязкостью 𝜈. Это течение мы будем называть
основным. Компоненты скорости будем считать достаточно гладкими, огра-
ниченными по абсолютной величине и имеющими предел при 𝑦 → ∞ и лю-
бом фиксированном 𝑥 из интервала 𝑥min < 𝑥 < 𝑥max. Под линейной устой-
чивостью такого течения понимают его устойчивость к бездивергентным
инфинитезимальным возмущениям с компонентами скорости, равными ну-
лю при 𝑦 = 0 и ∞.

Линеаризованные уравнения эволюции малых нестационарных возму-
щений основного течения с компонентами скорости и давлением соответ-
ственно

𝑢′(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑣′(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑝′(𝑡, 𝑥, 𝑦)

имеют вид

𝜕𝑢′

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+ 𝑢′

𝜕𝑈

𝜕𝑥
+ 𝑉

𝜕𝑢′

𝜕𝑦
+ 𝑣′

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= −𝜕𝑝′

𝜕𝑥
+ 𝜈Δ𝑢′,

𝜕𝑣′

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝑣′

𝜕𝑥
+ 𝑢′

𝜕𝑉

𝜕𝑥
+ 𝑉

𝜕𝑣′

𝜕𝑦
+ 𝑣′

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= −𝜕𝑝′

𝜕𝑦
+ 𝜈Δ𝑣′, (2)

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣′

𝜕𝑦
= 0,

где

Δ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
.
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Будем предполагать далее, что компонента 𝑈 скорости основного тече-
ния слабо зависит от 𝑥, а компонента 𝑉 и ее производная по 𝑦 пренебрежимо
малы. В этом случае система уравнений (2) сводится к системе

𝜕𝑢′

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+ 𝑣′

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= −𝜕𝑝′

𝜕𝑥
+ 𝜈Δ𝑢′,

𝜕𝑣′

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝑣′

𝜕𝑥
= −𝜕𝑝′

𝜕𝑦
+ 𝜈Δ𝑣′, (3)

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣′

𝜕𝑦
= 0,

позволяющей исследовать линейную устойчивость основного течения в так
называемом локально-параллельном приближении (детальное обоснование
этого подхода можно найти, например, в [21]). Для этого в интервале 𝑥min <
𝑥 < 𝑥max строят некоторую сетку, в окрестности каждого фиксированного
узла 𝑥 = 𝑥0 которой рассматривают уравнения (3) с профилем скорости 𝑈 =
𝑈(𝑦) = 𝑈(𝑥0, 𝑦), пренебрегая его зависимостью от 𝑥. В качестве возмущений
рассматривают функции вида⎡⎣ 𝑢′(𝑡, 𝑥, 𝑦)

𝑣′(𝑡, 𝑥, 𝑦)
𝑝′(𝑡, 𝑥, 𝑦)

⎤⎦ =

⎡⎣ 𝑢(𝑦)
𝑣(𝑦)
𝑝(𝑦)

⎤⎦ exp(i𝛼𝑥− i𝜔𝑡), (4)

где
𝑢(0) = 𝑣(0) = 𝑢(∞) = 𝑣(∞) = 0. (5)

При сделанных выше предположениях амплитуды 𝑢(𝑦), 𝑣(𝑦) и 𝑝(𝑦)
таких возмущений должны удовлетворять системе уравнений

−i𝜔𝑢+ i𝛼𝑈𝑢+ 𝑣
𝑑𝑈

𝑑𝑦
= −i𝛼𝑝− 𝛼2

Re
𝑢+

1

Re

𝑑2𝑢

𝑑𝑦2
,

−i𝜔𝑣 + i𝛼𝑈𝑣 = −𝑑𝑝

𝑑𝑦
− 𝛼2

Re
𝑣 +

1

Re

𝑑2𝑣

𝑑𝑦2
,

i𝛼𝑢+
𝑑𝑣

𝑑𝑦
= 0,

где Re означает локальное (то есть при 𝑥 = 𝑥0) число Рейнольдса, при
определении которого референтная скорость выбирается равной

𝑈∞ = lim
𝑦→∞

𝑈(𝑦).
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Эту систему можно записать также в следующем виде:

𝜆𝑢 =

[︂
−iRe𝛼(𝑈 − 1) +

𝑑2

𝑑𝑦2

]︂
𝑢− 𝑣Re

𝑑𝑈

𝑑𝑦
− i𝛼𝑝,

𝜆𝑣 =

[︂
−iRe𝛼(𝑈 − 1) +

𝑑2

𝑑𝑦2

]︂
𝑣 − 𝑑𝑝

𝑑𝑦
, (6)

i𝛼𝑢+
𝑑𝑣

𝑑𝑦
= 0,

где 𝜆 = 𝛼2 + iRe(𝛼− 𝜔) и произведение Re 𝑝 обозначено через 𝑝.
На практике, при анализе устойчивости пограничных слоев в локально-

параллельном приближении, используют также еще одно полезное упроще-
ние: профиль основного течения при каждом фиксированном 𝑥 = 𝑥0 счи-
тают постоянным выше некоторого достаточно большого значения 𝑦 = 𝑦BL,
которое интерпретируют как границу пограничного слоя. При этом про-
филь, рассчитанный до 𝑦 = 𝑦BL и продолженный далее константой, ап-
проксимируют достаточно гладким сплайном (например, кубическим). Мы
будем предполагать далее, что такое упрощение сделано на этапе формиро-
вания системы (6), то есть профиль 𝑈 в (6) обладает свойством 𝑈(𝑦) = 1
при 𝑦 ≥ 𝑦BL и имеет непрерывную первую производную.

Различают задачи временной и пространственной устойчивости. В слу-
чае анализа временной устойчивости 𝛼 — произвольное фиксированное ве-
щественное число, а 𝜔 — комплексные частоты, подлежащие определению
из системы (6), (5). Эта система является проблемой собственных значе-
ний, в которой 𝜆 играет роль собственного значения, а (𝑢, 𝑣, 𝑝)𝑇 ̸= 0 —
отвечающей ему собственной функции. Каждой такой паре отвечает реше-
ние вида (4), локально удовлетворяющее системе (3). Если мнимая часть
𝜔 = 𝛼 + i(𝜆− 𝛼2)/Re больше нуля, то соответствующее решение (4) растет
по времени, если меньше нуля, то убывает, а если равна нулю, то являет-
ся нейтрально устойчивым. Таким образом, условием локальной временной
устойчивости основного течения при 𝑥 = 𝑥0 является отрицательность мни-
мых частей 𝜔, отвечающих каждому собственному значению 𝜆 проблемы
(6), (5) при всех вещественных значениях 𝛼.

Отметим, что если пара 𝜆, (𝑢, 𝑣, 𝑝)𝑇 является решением проблемы (6),
(5) при некотором вещественном 𝛼 = 𝛼0, то комплексно сопряженная ей
пара 𝜆̄, (𝑢̄, 𝑣, 𝑝)𝑇 является решением этой проблемы при 𝛼 = −𝛼0. Кроме
того, при 𝛼 = 0 собственными значениями 𝜆 проблемы (6), (5) могут быть,
как нетрудно видеть, лишь собственные значения проблемы

𝜆𝑢 =
𝑑2𝑢

𝑑𝑦2
, 𝑢(0) = 𝑢(∞) = 0, (7)
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а отвечающие им собственные функции должны иметь вид (𝑢, 0, 𝑐)𝑇 , где 𝑢 —
собственная функция проблемы (7), а 𝑐 — произвольная константа. Однако
проблема (7) не имеет собственный значений, поскольку при любом фик-
сированном 𝜆 уравнение (7) имеет только тривиальное решение. Учитывая
это, мы далее будем рассматривать только случай 𝛼 > 0.

3. Численное решение проблемы собственных
значений с однородными граничными условиями

При численном решении проблемы собственных значений (6), (5) рас-
четы проводят в интервале

0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0, (8)

где 𝑦0 ≫ 𝑦BL, на границах которого ставят нулевые граничные условия для
𝑢 и 𝑣. Величина 𝑦0 выбирается настолько большой, чтобы дальнейшее ее
увеличение не оказывало на решение существенного влияния.

Для дискретизации по 𝑦 можно использовать метод коллокаций [19],
выбрав в качестве сетки точки 𝑦𝑗 = 𝑦(𝑠𝑗), где

𝑦(𝑠) =
1 + 𝑠

2 + 𝜎(1− 𝑠)
𝑦0, −1 6 𝑠 6 1,

𝜎 > 0 — масштабирующий множитель, 𝑠0 = 1, 𝑠𝑁+1 = −1, а

𝑠𝑗 = cos
𝜋𝑗

𝑁 + 1
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁, (9)

то есть корни многочлена Чебышева второго рода степени 𝑁 . Таким обра-
зом, введенная сетка будет удовлетворять следующим соотношениям: 𝑦0 >
𝑦1 > . . . 𝑦𝑁 > 𝑦𝑁+1 = 0.

Для аппроксимации производных давления в узлах сетки 𝑦1 > . . . 𝑦𝑁
используем интерполяционные многочлены Лагранжа на сетке (9), для ап-
проксимации производных компонент скорости в тех же узлах используем
интерполяционные многочлены Лагранжа на сетке (9) с добавлением узлов
±1. Для расчета значений производных элементарных интерполяционных
многочленов Лагранжа используем методы, описанные в работе [17].

В результате такой аппроксимации с учетом нулевых граничных усло-
вий для компонент скорости мы получим линейную обобщенную алгебраи-
ческую проблему собственных значений следующего вида:

𝜆v = 𝐽v +𝐺p, 𝐹v = 0, (10)

где v означает 2𝑁 -компонентный вектор (столбец) значений компонент 𝑢
и 𝑣 в узлах сетки 𝑦1 > . . . > 𝑦𝑁 , p — 𝑁 -компонентный вектор (столбец)
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значений давления в узлах той же сетки, а 𝐽 , 𝐺 и 𝐹 — соответственно
матрицы размеров 2𝑁×2𝑁 , 2𝑁×𝑁 и𝑁×2𝑁 , являющиеся конечномерными
аналогами операторов[︂

−iRe𝛼(𝑈 − 1) + 𝑑2/𝑑𝑦2 −Re𝑑𝑈/𝑑𝑦
0 −iRe𝛼(𝑈 − 1) + 𝑑2/𝑑𝑦2

]︂
,

[︂
−i𝛼

−𝑑/𝑑𝑦

]︂
и [i𝛼, 𝑑/𝑑𝑦].

Отметим, что не только описанная выше, но любая другая простран-
ственная аппроксимация проблемы (6), (5) приведет (в некоторых случаях
после несложных алгебраических преобразований) к обобщенной алгебра-
ической проблеме собственных значений вида (10). Если для аппроксима-
ции применять методы галеркинского типа, основанные на слабой постанов-
ке проблемы (6), (5), то матрицы 𝐹 и 𝐺 будут взаимно сопряженными, а
конечномерный аналог второй производной, входящий в матрицу 𝐽 , будет
эрмитовым отрицательно определенным. Это делает обобщенную алгебраи-
ческую проблему (10) полностью адекватной исходной проблеме (6), (5). В
частности, это позволяет, спроектировав проблему (10) на подпространство
соленоидальных сеточных функций, свести ее к обыкновенной алгебраиче-
ской проблеме собственных значений, имеющей в качестве спектра множе-
ство конечных собственных значений исходной проблемы. Того же самого
можно добиться и в рамках метода коллокаций, применяя разнесенные сет-
ки для давления и компонент скорости и используя прием, описанный в
работе [22].

Описанный выше простейший вариант метода коллокаций не позволя-
ет получить обобщенную алгебраическую проблему (10), в точности обла-
дающую всеми основными свойствами исходной проблемы (6), (5). Однако,
как показывает практика, такая аппроксимация ввиду ее малой погрешно-
сти позволяет получать вполне адекватные результаты, во всяком случае
для задач, связанных с исследованием устойчивости пограничных слоев и
определения в них положения ламинарно-турбулентного перехода (смотри,
например, [12,13,23]).

При 𝛼 > 0 матрицы 𝐺 и 𝐹 в (10), полученные простейшим вариантом
метода коллокаций, хотя и не являются взаимно сопряженными, но имеют
полные ранги, то есть ядра матриц 𝐹 и 𝐺* имеют одинаковую размерность.
Кроме того, максимальный угол между этими ядрами меньше 𝜋/2. Эти
свойства, эквивалентные невырожденности матрицы 𝐹𝐺, позволяют све-
сти проблему (10) к обыкновенной алгебраической проблеме собственных
значений, имеющей в качестве спектра множество конечных собственных
значений исходной проблемы. Кроме них, проблема (10) имеет бесконечное
собственное значение кратности 2𝑁 .
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Опишем алгоритм сведения обобщенной проблемы (10) к обыкновен-
ной, который мы далее будем использовать в численных экспериментах.
Детальное обоснование такого типа редукций дано в [24]. Обозначим через
𝑄𝐹 и 𝑄𝐺 унитарные прямоугольные матрицы размера 2𝑁 × 𝑁 , столбцы
которых образуют ортонормированные базисы в ядрах матриц 𝐹 и 𝐺* со-
ответственно. Поскольку максимальный угол между этими ядрами мень-
ше 𝜋/2, матрица 𝑄*

𝐺𝑄𝐹 является невырожденной. Произвольный вектор v,
удовлетворяющий второму уравнению в (10), однозначно представим в виде
v = 𝑄𝐹u, где u = 𝑄*

𝐹v. Подставив это представление в первое уравнение
в (10) и умножив полученное уравнение слева на 𝑄*

𝐺, получим уравнение

𝜆𝑄*
𝐺𝑄𝐹u = 𝑄*

𝐺𝐽𝑄𝐹u,

разделив которое слева на матрицу 𝑄*
𝐺𝑄𝐹 , придем к обыкновенной пробле-

ме собственных значений
𝜆u = 𝐻u,

с матрицей 𝐻 = (𝑄*
𝐺𝑄𝐹 )

−1(𝑄*
𝐺𝐽𝑄𝐹 ). Вычислив матрицу 𝐻 и решив для

нее полную проблему собственных значений, например, QR-алгоритмом [25],
мы найдем все конечные собственные значения проблемы (10). Компонен-
ты скорости соответствующих собственных векторов могут быть найдены
по формуле v = 𝑄𝐹u. Обычно при анализе устойчивости давление не тре-
буется. В противном случае, вектор p, отвечающий найденному вектору v,
может быть однозначно найден из первого уравнения в (10). Для вычисле-
ния матриц 𝑄𝐹 и 𝑄𝐺 можно использовать полные QR-разложения матриц
𝐹 * и 𝐺 соответственно, полученные с помощью стандартного алгоритма,
основанного на преобразованиях отражения [25]. Например, применив этот
алгоритм к матрице 𝐺, мы получим унитарную матрицу 𝑄 порядка 2𝑁 и
верхнюю треугольную прямоугольную матрицу 𝑅 размера 2𝑁 × 𝑁 , такие,
что с машинной точностью 𝐺 = 𝑄𝑅. Искомую матрицу 𝑄𝐺 образуют 𝑁

последних столбцов матрицы 𝑄.
Все упомянутые выше матричные алгоритмы реализованы, например,

в пакете LAPACK [18] и использующей его среде MATLAB. Поэтому про-
граммная реализация описанной выше процедуры не вызывает особых про-
блем, при этом основной объем вычислений полученного кода будет прихо-
диться на стандартные, тщательно отработанные матричные алгоритмы.

4. Сведение к квадратичной проблеме собственных
значений в ограниченном интервале

Систему уравнений (6) можно записать в виде системы обыкновенных
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дифференциальных уравнений первого порядка:

𝑑𝜂

𝑑𝑦
= 𝐶(𝑦, 𝜆)𝜂, (11)

где

𝐶(𝑦, 𝜆) =

⎡⎢⎢⎣
0 0 0 1

−i𝛼 0 0 0
0 −𝑐1(𝑦, 𝜆) 0 −i𝛼

𝑐1(𝑦, 𝜆) 𝑐2(𝑦) i𝛼 0

⎤⎥⎥⎦ , 𝜂 =

⎡⎢⎢⎣
𝑢
𝑣
𝑝

𝑑𝑢/𝑑𝑦

⎤⎥⎥⎦ , (12)

𝑐1(𝑦, 𝜆) = 𝜆+ iRe𝛼(𝑈(𝑦)− 1), 𝑐2(𝑦) = Re
𝑑𝑈

𝑑𝑦
(𝑦).

Элементы матрицы 𝐶 непрерывно зависят от 𝑦. Поэтому при любых фик-
сированных комплексном числе 𝜆, вещественном 𝑦0 и 4-компонентном ком-
плексном векторе 𝜂0 существует единственная непрерывная векторная функ-
ция 𝜂(𝑦), удовлетворяющая (11), (12) при 𝑦 ̸= 𝑦0 и равная 𝜂0 при 𝑦 = 𝑦0.
Эта векторная функция является также и непрерывно дифференцируемой.

В новых обозначениях проблема собственных значений (6), (5) может
быть сформулирована следующим образом:

𝜂1(0) = 𝜂2(0) = 0,
𝑑𝜂

𝑑𝑦
= 𝐶(𝑦, 𝜆) 𝜂, 𝑦 > 0, 𝜂1(∞) = 𝜂2(∞) = 0, (13)

где 𝜂𝑖 означает 𝑖-ю компоненту вектора 𝜂. Фиксируя произвольное положи-
тельное значение 𝑦 = 𝑦b, проблему (13) можно разбить на две недоопреде-
ленные проблемы собственных значений

𝜂
(1)
1 (0) = 𝜂

(1)
2 (0) = 0,

𝑑𝜂(1)

𝑑𝑦
= 𝐶(𝑦, 𝜆(1)) 𝜂(1), 0 < 𝑦 < 𝑦b, (14)

и
𝑑𝜂(2)

𝑑𝑦
= 𝐶(𝑦, 𝜆(2)) 𝜂(2), 𝑦b < 𝑦 < ∞, 𝜂

(2)
1 (∞) = 𝜂

(2)
2 (∞) = 0, (15)

и условие сшивки
𝜆(1) = 𝜆(2), 𝜂(1)(𝑦b) = 𝜂(2)(𝑦b). (16)

Нетрудно видеть, что если пара 𝜆, 𝜂 удовлетворяет (13), то пары 𝜆(1) = 𝜆,
𝜂(1)(𝑦) = 𝜂(𝑦) (0 ≤ 𝑦 < 𝑦b) и 𝜆(2) = 𝜆, 𝜂(2)(𝑦) = 𝜂(𝑦) (𝑦b ≤ 𝑦 < ∞) бу-
дут удовлетворять соответственно (14) и (15) и условию сшивки (16). Верно
и обратное утверждение: если 𝜆(1), 𝜂(1) и 𝜆(2), 𝜂(2) удовлетворяют соответ-
ственно (14) и (15) и условию сшивки (16), то пара

𝜆 = 𝜆(1) = 𝜆(2), 𝜂(𝑦) =

{︂
𝜂(1)(𝑦), 0 ≤ 𝑦 < 𝑦b,

𝜂(2)(𝑦), 𝑦b ≤ 𝑦 < ∞,
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будет удовлетворять (13).
В случае, когда 𝑈(𝑦) = 1 при всех 𝑦 ≥ 𝑦b, общее решение пробле-

мы (15) имеет вид

𝜂(2)(𝑦) = exp
{︁
(𝑦 − 𝑦b)𝐶(𝑦b, 𝜆

(2))
}︁
𝜂(2)(𝑦b),

где 𝜆(2) — произвольное комплексное число, а 𝜂(2)(𝑦b) — произвольный нену-
левой вектор из инвариантного подпространства матрицы

𝐶(𝑦b, 𝜆
(2)) =

⎡⎢⎢⎣
0 0 0 1

−i𝛼 0 0 0

0 −𝜆(2) 0 −i𝛼

𝜆(2) 0 i𝛼 0

⎤⎥⎥⎦ ,

отвечающего ее собственным значениям с отрицательной вещественной ча-
стью. Это позволяет, используя описанную выше декомпозицию, существен-
но уменьшить вычислительные затраты, по сравнению с алгоритмом реше-
ния проблемы (6), (5) из предыдущего раздела.

Несложные выкладки показывают, что матрица

𝐶(𝑦b, 𝛾
2) =

⎡⎢⎢⎣
0 0 0 1

−i𝛼 0 0 0
0 −𝛾2 0 −i𝛼
𝛾2 0 i𝛼 0

⎤⎥⎥⎦ ,

где 𝛾 — произвольное комплексное число, имеет собственные значения

𝛿1,2 = ±𝛾, 𝛿3,4 = ±𝛼, (17)

и справедливо следующее тождество:

𝐶(𝑦b, 𝛾
2)𝑋(𝛼, 𝛾) = 𝑋(𝛼, 𝛾)Ω(𝛼, 𝛾), (18)

где

𝑋(𝛼, 𝛾) =

⎡⎢⎢⎣
−i𝛼 i
𝛼 0

𝛾2 − 𝛼2 𝛼 + 𝛾
i𝛼2 −i(𝛼 + 𝛾)

⎤⎥⎥⎦ , Ω(𝛼, 𝛾) =

[︂
−𝛼 1
0 −𝛾

]︂
.

Поскольку мы ограничились рассмотрением случая 𝛼 > 0, из (17)
и (18) следует, что множество решений проблемы (15) состоит из собствен-
ных пар вида

𝜆(2) = 𝛾2, 𝜂(2)(𝑦) = 𝑋(𝛼, 𝛾) exp {(𝑦 − 𝑦b)Ω(𝛼, 𝛾)}
[︂
𝜅1

𝜅2

]︂
, (19)
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где 𝛾, 𝜅1 и 𝜅2 — произвольные комплексные константы, удовлетворяющие
следующему условию:

Real(𝛾) > 0
⋁︁

𝜅2 = 0. (20)

Таким образом, проблема собственных значений (13) сводится к проблеме
собственных значений (14) с дополнительными условиями

𝜆(1) = 𝛾2, 𝜂(1)(𝑦b) = 𝜅1

⎡⎢⎢⎣
−i𝛼
𝛼

𝛾2 − 𝛼2

i𝛼2

⎤⎥⎥⎦+ 𝜅2

⎡⎢⎢⎣
i
0

𝛼 + 𝛾
−i(𝛼 + 𝛾)

⎤⎥⎥⎦ ,

и (20). Возвращаясь к уравнениям второго порядка, окончательно получим
систему уравнений

𝛾2𝑢 =

[︂
−iRe𝛼(𝑈 − 1) +

𝑑2

𝑑𝑦2

]︂
𝑢− 𝑣Re

𝑑𝑈

𝑑𝑦
− i𝛼𝑝,

𝛾2𝑣 =

[︂
−iRe𝛼(𝑈 − 1) +

𝑑2

𝑑𝑦2

]︂
𝑣 − 𝑑𝑝

𝑑𝑦
, (21)

i𝛼𝑢+
𝑑𝑣

𝑑𝑦
= 0,

с граничными условиями

𝑢(0) = 𝑣(0) = 0, 𝑢(𝑦b) = −𝜅1i𝛼 + 𝜅2i, 𝑣(𝑦b) = 𝜅1𝛼, (22)

𝑝(𝑦b) = 𝜅1(𝛾
2 − 𝛼2) + 𝜅2(𝛼 + 𝛾),

𝑑𝑢

𝑑𝑦
(𝑦b) = 𝜅1i𝛼

2 − 𝜅2i(𝛼 + 𝛾)

и условием (20).
Система (21), (22) является квадратичной проблемой собственных зна-

чений относительно собственного значения 𝛾 и собственной функции, состо-
ящей из векторной функции (𝑢, 𝑣, 𝑝)𝑇 и чисел 𝜅1, 𝜅2. Граничные условия
в (22), заменившие граничные условия на бесконечности, называют асимп-
тотическими граничными условиями. Эти условия подразумевают наличие
среди решений проблемы (21), (22) всех решений исходной проблемы (6),
(5). Однако среди решений проблемы (21), (22) могут оказаться также и
решения с Real(𝛾) ≤ 0 и 𝜅2 ̸= 0, продолжение которых не будет затухать
на бесконечности. Дополнительное условие (20) позволяет исключить эти
«неправильные» решения после того, как все решения проблемы (21), (22)
найдены.

Напомним, что мы свели проблему (6), (5) к проблеме (21), (22), (20),
предположив, что 𝑈(𝑦) = 1 при всех 𝑦 ≥ 𝑦b. Для выполнения этого усло-
вия, учитывая предположения об основном течении, сделанные в разделе 2,
достаточно выбрать 𝑦b = 𝑦BL.
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5. Численное решение квадратичной проблемы
собственных значений

Выбрав 𝑦b = 𝑦BL, будем использовать для аппроксимации по 𝑦 про-
блемы (21), (22), (20) простейший вариант метода коллокаций, описанный
в разделе 3, c 𝑦0 = 𝑦BL.

Через v𝑢 и v𝑣 будем обозначать 𝑁 -компонентные векторы (столбцы)
значений компонент скорости 𝑢 и 𝑣 в узлах сетки 𝑦1 > . . . > 𝑦𝑁 , через p —
𝑁 -компонентный вектор (столбец) значений давления в узлах той же сетки,
через 𝑢0 и 𝑣0 — 𝑢(𝑦0) и 𝑣(𝑦0) соответственно. Кроме того, обозначим через
𝐷p квадратную матрицу порядка 𝑁 , являющуюся дискретным аналогом
оператора первой производной в узлах сетки 𝑦1 > . . . > 𝑦𝑁 для давления,
заданного в узлах той же сетки, через 𝐷v — квадратную матрицу порядка
𝑁 +1, являющуюся дискретным аналогом оператора первой производной в
узлах сетки 𝑦0 > . . . > 𝑦𝑁 для компоненты скорости, заданной в узлах той
же сетки с учетом нулевого граничного условия при 𝑦 = 0, то есть в узле
𝑦𝑁+1, через 𝐿v — прямоугольную матрицу размера𝑁×(𝑁+1), являющуюся
дискретным аналогом оператора второй производной в узлах 𝑦1 > . . . > 𝑦𝑁
для компоненты скорости, заданной в узлах 𝑦0 > . . . > 𝑦𝑁 , с учетом нуле-
вого граничного условия при 𝑦 = 0, а через Π обозначим 𝑁 -компонентную
строку, такую, что Πp является значением давления в узле 𝑦0, вычислен-
ным с помощью интерполяционного многочлена Лагранжа, построенного на
сетке (9). Матрицы 𝐷v и 𝐿v разобьем на блоки следующим образом:

𝐷v =

[︂
𝑑 𝑟

𝑐 𝐷

]︂
, 𝐿v =

[︀
𝑙 𝐿

]︀
,

где 𝑑— число, 𝑟 —𝑁 -компонентная строка, 𝑐 и 𝑙 —𝑁 -компонентные столбца,
а 𝐷 и 𝐿 квадратные матрицы порядка 𝑁 .

Введенные обозначения позволяют записать полученный методом кол-
локаций дискретный аналог проблемы (21), (22) следующим образом:

𝛾2v𝑢 = (i𝛼𝐴+ 𝐿)v𝑢 + 𝑙𝑢0 +𝐵v𝑣 − i𝛼p,

𝛾2v𝑣 = (i𝛼𝐴+ 𝐿)v𝑣 + 𝑙𝑣0 −𝐷𝑝p,

i𝛼v𝑢 +𝐷v𝑣 + 𝑐𝑣0 = 0, (23)

𝑢0 = −𝜅1i𝛼 + 𝜅2i, 𝑣0 = 𝜅1𝛼,

Πp = 𝜅1(𝛾
2 − 𝛼2) + 𝜅2(𝛼 + 𝛾),

𝑟v𝑢 + 𝑑𝑢0 = 𝜅1i𝛼
2 − 𝜅2i(𝛼 + 𝛾),

где 𝐴 и 𝐵 — квадратные диагональные матрицы порядка 𝑁 значений со-
ответственно −Re (𝑈 − 1) и −Re 𝑑𝑈/𝑑𝑦 в узлах 𝑦1 > . . . > 𝑦𝑁 . Исключая в
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(23) 𝑢0 и 𝑣0 с помощью четвертого и пятого уравнений из всех остальных
уравнений, в которые входят эти переменные, и исключая 𝛾 из предпослед-
него уравнения с помощью последнего, эту квадратичную алгебраическую
проблему собственных значений можно преобразовать к следующему виду:

𝛾2v𝑢 = (i𝛼𝐴+ 𝐿)v𝑢 +𝐵v𝑣 − i𝛼𝑙𝜅1 + i𝑙𝜅2 − i𝛼p,

𝛾2v𝑣 = (i𝛼𝐴+ 𝐿)v𝑣 + 𝛼𝑙𝜅1 −𝐷𝑝p,

i𝛼v𝑢 +𝐷v𝑣 + 𝛼𝑐𝜅1 = 0,

𝛾2𝜅1 = Πp− i𝑟v𝑢 − 𝛼𝑑𝜅1 + 𝑑𝜅2,

𝛾𝜅2 = i𝑟v𝑢 + (𝛼𝑑+ 𝛼2)𝜅1 − (𝑑+ 𝛼)𝜅2,

или в более компактном виде:

𝛾2v = 𝐽v + 𝑎𝜅2 +𝐺p, 𝐹v = 0, 𝛾𝜅2 = 𝑏v + 𝑓𝜅2, (24)

где

v =

⎡⎣ v𝑢

v𝑣

𝜅1

⎤⎦ , 𝐽 =

⎡⎣ i𝛼𝐴+ 𝐿 𝐵 −i𝛼𝑙
0 i𝛼𝐴+ 𝐿 𝛼𝑙

−i𝑟 0 −𝛼𝑑

⎤⎦ , 𝑎 =

⎡⎣ i𝑙
0
𝑑

⎤⎦ , 𝐺 =

⎡⎣ −i𝛼𝐼
−𝐷𝑝

Π

⎤⎦ ,

𝐹 =
[︀
i𝛼𝐼 𝐷 𝛼𝑐

]︀
, 𝑏 =

[︀
i𝑟 0 𝛼𝑑+ 𝛼2

]︀
, 𝑓 = −𝑑− 𝛼,

через 𝐼 обозначена единичная матрица порядка 𝑁 , и блочная структура
всех матриц соответствует блочной структуре вектора v.

К проблеме (24) можно применить редукцию, аналогичную описанной
в разделе 3. Обозначим через 𝑄𝐹 и 𝑄𝐺 унитарные прямоугольные матрицы
размера (2𝑁+1)× (𝑁+1), столбцы которых образуют ортонормированные
базисы в ядрах матриц 𝐹 и 𝐺* соответственно. Будем предполагать, что
максимальный угол между этими подпространствами меньше 𝜋/2, то есть
матрица 𝑄*

𝐺𝑄𝐹 — невырожденная. Произвольный вектор v, удовлетворяю-
щий второму уравнению в (24), однозначно представим в виде v = 𝑄𝐹u,
где u = 𝑄*

𝐹v. Подставив это представление в первое уравнение в (24) и
умножив полученное уравнение слева на 𝑄*

𝐺, получим уравнение

𝛾2𝑄*
𝐺𝑄𝐹u = 𝑄*

𝐺𝐽𝑄𝐹u+ (𝑄*
𝐺𝑎)𝜅2. (25)

Разделив уравнение (25) слева на матрицу 𝑄*
𝐺𝑄𝐹 , придем к уравнению

𝛾2u = 𝐻u+ ℎ𝜅2 (26)

с квадратной матрицей 𝐻 = (𝑄*
𝐺𝑄𝐹 )

−1(𝑄*
𝐺𝐽𝑄𝐹 ) порядка 𝑁 + 1 и 𝑁 + 1-

компонентным столбцом ℎ = (𝑄*
𝐺𝑄𝐹 )

−1(𝑄*
𝐺𝑎). Подставив v = 𝑄𝐹u в по-

следнее уравнение в (24), получим уравнение

𝛾𝜅2 = 𝑔u+ 𝑓𝜅2, (27)
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где 𝑔 = 𝑏𝑄𝐹 .
Таким образом, проблема собственных значений (24) сводится к про-

блеме собственных значений (26), (27). Линеаризовав последнюю путем фор-
мирования сопровождающей матрицы, получим обыкновенную алгебраиче-
скую проблему собственных значений

𝛾w = 𝑀w, (28)

где

𝑀 =

⎡⎣ 0 𝐼 0
𝐻 0 ℎ
𝑔 0 𝑓

⎤⎦ , w =

⎡⎣ u
𝛾u
𝜅2

⎤⎦ ,

эквивалентную квадратичной проблеме (23).
Решив полную проблему собственных значений для матрицы 𝑀 с по-

мощью QR-алгоритма и отобрав собственные пары, удовлетворяющие усло-
вию (20), мы найдем приближенные решения исходной проблемы собствен-
ных значений (6), (5):

𝜆 = 𝛾2,

[︂
v𝑢

v𝑣

]︂
= 𝑄̃𝐹u,

где 𝑄̃𝐹 означает матрицу размера 2𝑁 × (𝑁 +1), образованную первыми 2𝑁
строками матрицы 𝑄𝐹 .

6. Задачи пространственной устойчивости

Задачу пространственной устойчивости основного течения формули-
руют как решение при фиксированном вещественном числе 𝜔 квадратичной
проблемы собственных значений (6), (5), где 𝜆 = 𝜆(𝛼) = 𝛼2+iRe(𝛼−𝜔), от-
носительно комплексного собственного значения 𝛼 и собственной функции
(𝑢, 𝑣, 𝑝)𝑇 ̸= 0. Аппроксимация, описанная в разделе 3, сводит эту пробле-
му (в обозначениях раздела 5, но с 𝑦0 ≥ 𝑦BL) к следующей квадратичной
алгебраической проблеме собственных значений:

𝒜(𝛼)x = 0, (29)

где

𝒜(𝛼) =

⎡⎣ 𝜆(𝛼)𝐼 − i𝛼𝐴− 𝐿 −𝐵 i𝛼𝐼
0 𝜆(𝛼)𝐼 − i𝛼𝐴− 𝐿 𝐷𝑝

−i𝛼𝐼 −𝐷 0

⎤⎦ , x =

⎡⎣ v𝑢

v𝑣

p

⎤⎦ , (30)
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которая, в свою очередь, может быть сведена к обыкновенной линейной
проблеме с матрицей порядка в 4/3 раза большем, чем порядок пучка 𝒜(𝛼)
[12, 13].

Для решения проблемы собственных значений (6), (5) можно также
использовать подход, описанный в разделе 5 и сводящий исходную задачу к
проблеме собственных значений с асимптотическими граничными условия-
ми. Аппроксимация этой проблемы приводит к нелинейной алгебраической
проблеме собственных значений вида (29) с

𝒜(𝛼) =⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜆(𝛼)𝐼 − i𝛼𝐴− 𝐿 −𝐵 i𝛼𝑙 −i𝑙 i𝛼𝐼

0 𝜆(𝛼)𝐼 − i𝛼𝐴− 𝐿 −𝛼𝑙 0 𝐷𝑝

i𝑟 0 𝜆(𝛼) + 𝛼𝑑 −𝑑 −Π
−i𝑟 0 −𝛼𝑑− 𝛼2 𝛾(𝛼)− 𝑓 0
−i𝛼𝐼 −𝐷 −𝛼𝑐 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (31)

x =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
v𝑢

v𝑣

𝜅1

𝜅2

p

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

где подматрицы аппроксимируют соответствующие операторы в интервале
c верхней границей 𝑦0 = 𝑦BL, 𝛾(𝛼) =

√︀
𝜆(𝛼) и знак при вычислении кор-

ня выбирается так, чтобы вещественная часть 𝛾(𝛼) была неотрицательной.
Например, для этого можно использовать стандартную формулу вычисле-
ния квадратного корня из комплексного числа, выбирая значение, имеющее
неотрицательную вещественную часть:

𝛾(𝛼) =

√︂
|𝜆(𝛼)|+ 𝜆𝑟(𝛼)

2
+ i sign(𝜆𝑖(𝛼))

√︂
|𝜆(𝛼)| − 𝜆𝑟(𝛼)

2
, (32)

где 𝜆𝑟(𝛼) и 𝜆𝑖(𝛼) – действительная и мнимая части 𝜆(𝛼) соответственно.
Для нахождения всех решений проблемы (29), (31) ее можно предста-

вить как двухпараметрическую квадратичную проблему собственных зна-
чений с параметрами 𝛼 и 𝛾, связанными формулой 𝛾2 = 𝛼2 + iRe(𝛼− 𝜔), и
использовать методы, описанные в работе [26].

На практике при каждом рассматриваемом значении 𝜔, как правило,
требуется найти только одно конкретное собственное значение 𝛼, веществен-
ная часть которого положительная, и отвечающий ему собственный вектор.
Более того, для искомого собственного значения имеется хорошее началь-
ное приближение, взятое, например, из решения задачи временной устойчи-
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вости. Это позволяет эффективно применять метод последовательных ли-
нейных проблем. Для этого, задав 𝛼 и 𝑡𝑜𝑙 > 0, находим наименьшее по
абсолютной величине собственное значение и отвечающий ему собственный
вектор линейного матричного пучка 𝒜(𝛼)x = 𝜇𝒜′(𝛼)x, где штрих означает
производную по 𝛼, и полагаем 𝛼 равным 𝛼−𝜇; если ‖𝒜(𝛼)x‖2 < 𝑡𝑜𝑙, то оста-
навливаемся, иначе повторяем вычисления с найденным новым значением
𝛼. Частичные линейные проблемы собственных значений решаем либо об-
ратными итерациями, либо их комбинацией с методом ньютоновского типа,
как это было предложено в работе [29].

В случае использования нулевых граничных условий производная мат-
рицы 𝒜(𝛼) по 𝛼 имеет вид

𝒜′(𝛼) =

⎡⎣ 𝜆′(𝛼)𝐼 − i𝐴 0 i𝐼
0 𝜆′(𝛼)𝐼 − i𝐴 0

−i𝐼 0 0

⎤⎦ ,

где 𝜆′(𝛼) = 2𝛼 + iRe. В случае использования асимптотических граничных
условий —

𝒜′(𝛼) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜆′(𝛼)𝐼 − i𝐴 0 i𝑙 0 i𝐼

0 𝜆′(𝛼)𝐼 − i𝐴 −𝑙 0 0
0 0 𝜆′(𝛼) + 𝑑 0 0
0 0 −𝑑− 2𝛼 𝛾′(𝛼) + 1 0

−i𝐼 0 −𝑐 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

где

𝛾′(𝛼) =
1

2

𝜆′(𝛼)

𝛾(𝛼)
.

7. Численные эксперименты

В данном разделе мы приведем и обсудим результаты численных экс-
периментов с предложенными алгоритмами, выбрав в качестве исходного
основного течения пограничный слой Блазиуса. На Рис. 1 слева красным
цветом изображен нормированный профиль 𝑈 скорости такого течения, рас-
считанный с высокой точностью методом, описанным в [27], для 0 ≤ 𝑦 ≤ 40
и 𝑈∞ = 1. Граница 𝑦BL ≈ 4.27 пограничного слоя была найдена как ближай-
ший к поверхности узел сетки, в котором выполнялось условие 𝑈 ≥ 0.999.
Как это было описано в разделе 2, за пределами пограничного слоя, то есть
при 𝑦 > 𝑦BL, исходный профиль был заменен константой, равной 𝑈(𝑦BL), и
нормирован на эту константу. Полученный новый профиль был аппрокси-
мирован кубическим сплайном, который и использовался далее в качестве
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профиля основного течения. На Рис. 1 слева черным цветом изображен мо-
дифицированный профиль при 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦BL, справа изображены исходный
и модифицированный профили на отрезке 3 ≤ 𝑦 ≤ 5. Видно, что отличие
модифицированного профиля от исходного незначительно.
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Рис. 1: Исходный профиль скорости при 0 ≤ 𝑦 ≤ 40 (красный) и модифицированный
профиль при 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦BL (черный) (а), и они же вблизи границы пограничного слоя (б ).

Отметим, что указанная выше перенормировка профиля погранично-
го слоя требует, вообще говоря, небольшой коррекции числа Рейнольдса для
аккуратного сопоставления с известными результатами расчета устойчиво-
сти исходного пограничного слоя Блазиуса. В расчетах с модифицирован-
ным профилем число Рейнольдса следует умножать на 0.999.

7.1. Временная устойчивость

Известно, что при числе Рейнольдса Re = 1000 существуют нарастающие во
времени возмущения пограничного слоя Блазиуса с локальным волновым
числом 𝛼 = 0.25 [1]. Сравним результаты решения проблем собственных
значений (6), (5) при 𝛼 = 0.25 и скорректированном числе Рейнольдса Re =
999 методами, описанными в разделах 3 и 5, то есть — с однородными и
асимптотическими граничными условиями на границе расчетной области
соответственно.

Рассмотрим сначала результаты расчетов собственных функций. На
Рис. 2 (а) сплошными линиями изображена абсолютная величина продоль-
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ной компоненты скорости собственной функции, отвечающей ведущему соб-
ственному значению 𝜔, то есть собственному значению с максимальной мни-
мой частью. Вычисления выполнялись методом, описанным в разделе 3, при
различных границах 𝑦0 расчетной области. Во всех расчетах использова-
лась сетка с 𝜎 = 2 и числом внутренних узлов 𝑁 = 500, гарантирующим
сверхмалую погрешность аппроксимации. То есть точность расчета опреде-
лялась выбранной границей расчетной области. На Рис. 2 (б ) изображены
те же функции, но в интервале 0 ≤ 𝑦 ≤ 5. Видно, что внутри пограничного
слоя сходимость наблюдается уже при 𝑦0 = 20. Однако лишь при 𝑦0 = 40
продольная компонента скорости оказывается визуально близкой к нулю на
верхней границе расчетной области. Tо есть для достаточно точного расче-
та всей собственной функции минимальная необходимая высота расчетной
области в случае однородных граничных условий составляет порядка де-
сяти толщин пограничного слоя. Черным пунктиром на Рис. 2 показана
абсолютная величина продольной компоненты скорости ведущей собствен-
ной функции, вычисленной методом, описанным в разделе 5, на сетке с тем
же числом внутренних узлов. Видно совпадение внутри пограничного слоя
с самым точным из результатов, полученных с помощью однородных гра-
ничных условий.

0 0.5 1
0

10

20

30

40

0 0.5 1
0

1

2

3

4

5
a б

Рис. 2: Абсолютная величина продольной компоненты скорости ведущей собственной
функции во всей расчетной области (a) и до 𝑦 = 5 (б ), вычисленной при 𝑁 = 500
методом из раздела 3 при 𝑦0 = 𝑦BL (черный), 10 (синий), 20 (зеленый), 40 (красный) и
методом из раздела 5 (черный пунктир).
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Рассмотрим теперь результаты расчетов собственных значений. В Таб-
лице 1 приведены 7 значащих десятичных цифр действительной и мнимой
частей 𝜔 с максимальной мнимой частью, рассчитанные с использовани-
ем однородных граничных условий методом, описанным в разделе 3, при
𝑦0 = 40 (столбцы 2 и 4) и с использованием асимптотических граничных
условий методом, описанным в разделе 5 (столбцы 3 и 5), на сетках с 𝜎 = 2
и различным числом узлов 𝑁 . В первом случае вычисления сводились к ре-
шению обыкновенных проблем собственных значений с матрицами порядка
𝑁 , а во втором — с матрицами порядка 2𝑁 +3. Тем не менее, как это видно
из таблицы, при той же погрешности аппроксимации использование асимп-
тотических граничных условий приводит к проблемам собственных значе-
ний с матрицами меньшего порядка. Например, четвертая значащая цифра
в действительной части при вычислении методом, основанным на асимп-
тотических граничных условиях, не меняется с увеличением 𝑁 начиная с
𝑁 = 15, в то время как для метода, использующего однородные граничные
условия, — начиная с 𝑁 = 50. Для мнимой части — соответственно с 𝑁 = 20
и 𝑁 = 50. Следует отметить, что для метода, использующего однородные
граничные условия, правильная четвертая значащая цифра в действитель-
ной и мнимой частях достигается при тех же значениях 𝑁 и при 𝑦0 = 30,
но при 𝑦0 = 20 четвертая значащая цифра в мнимой части неправильная
при всех 𝑁 . Таким образом, для получения четырех правильных значащих
десятичных цифр действительной и мнимой частей ведущего собственного
значения с использованием асимптотических граничных условий достаточ-
но решать проблемы собственных значений с матрицами порядка 43, а с
использованием однородных граничных условий — с матрицами порядка
50. Учитывая, что суммарное число арифметических операций в обоих слу-
чаях пропорционально 𝑛3, где 𝑛 — порядок матрицы, с которой требуется
решить проблему собственных значений, и то, что константы пропорцио-
нальности почти одинаковые, вычислительные затраты при использовании
асимптотических граничных условий меньше почти в 1.6 раз.

7.2. Пространственная устойчивость

Рассмотрим теперь задачу пространственной устойчивости с парамет-
рами Re = 999 и 𝜔 = 8.8482 × 10−2. Нас будет интересовать собственное
значение 𝛼, ближайшее к точке 𝛼0 = 0.25, и отвечающая ему собственная
функция. Поскольку выбранное 𝜔 является действительной частью ведуще-
го собственного значения описанной в предыдущем подразделе временной
проблемы собственных значений с 𝛼 = 0.25, в силу теоремы Гастера [28]
следует ожидать, что найденная собственная функция будет амплитудой
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Таблица 1: Действительная и мнимая части собственного значения 𝜔 с максимальной
мнимой частью, найденного с использованием однородных при 𝑦0 = 40 и асимптотиче-
ских граничных условий, в зависимости от числа 𝑁 узлов сетки.

Real(𝜔)× 10−2 Imag(𝜔)× 10−3

𝑁 𝑦0 = 40 𝑦0 = 𝑦BL 𝑦0 = 40 𝑦0 = 𝑦BL

15 9.215895 8.848516 3.029127 2.133350
20 8.735340 8.848200 3.089142 2.146968
30 8.853347 8.848243 2.288313 2.146796
50 8.848314 8.848243 2.146175 2.146809
70 8.848209 8.848232 2.146837 2.146847
90 8.848245 8.848240 2.146960 2.146864
110 8.848251 8.848238 2.146738 2.146848
130 8.848249 8.848239 2.146875 2.146872
150 8.848239 8.848240 2.146853 2.146868

неустойчивой волны Толлмина-Шлихтинга, а действительная и мнимая ча-
сти найденного собственного значения 𝛼 будут соответственно локальным
волновым числом этой волны и ее инкрементом нарастания, взятым с об-
ратным знаком.

На Рис. 3 представлена абсолютная величина продольной компонен-
ты скорости собственной функции, отвечающей найденному собственному
значению, вычисленная методами, описанными в разделе 6, с использова-
нием однородных и асимптотических граничных условий. Параметры вы-
числений (величина 𝜎, число узлов сетки 𝑁 и граница расчетной области
𝑦0) использовались те же, что и в случае задачи временной устойчивости.
Выводы из полученных результатов в точности те же.

В Таблице 2 приведены 7 значащих десятичных цифр действительной
и мнимой частей искомого собственного значения, рассчитанного методами,
описанным в разделе 6, с использованием однородных граничных условий
при 𝑦0 = 40 (столбцы 2 и 4) и с использованием асимптотических гранич-
ных условий (столбцы 3 и 5). В первом случае возникающие проблемы соб-
ственных значений имеют алгебраическую размерность 3𝑁 , а во втором —
3𝑁 + 2. Видно, что, как и в случае задачи временной устойчивости, чет-
вертая значащая цифра в действительной части собственного значения при
вычислении методом, использующим асимптотические граничные условия,
не меняется с увеличением 𝑁 начиная с 𝑁 = 15, в то время как для мето-
да, использующего однородные граничные условия, — начиная с 𝑁 = 50.
Для мнимой части — соответственно с 𝑁 = 20 и 𝑁 = 70. Таким образом,
при той же погрешности аппроксимации использование асимптотических
граничных условий приводит к частичной нелинейной проблеме собствен-
ных значений с матричным пучком порядка 62, а использование однородных
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Рис. 3: Абсолютные величины продольной компоненты скорости собственной функции
во всей расчетной области (a) и до 𝑦 = 5 (б ), вычисленной при 𝑁 = 500 методами
из раздела 6 с использованием однородных граничных условий при 𝑦0 = 𝑦BL (черный),
10 (синий), 20 (зеленый), 40 (красный) и асимптотических граничных условий (черный
пунктир).

условий — с матричным пучком порядка 210. Учитывая, что суммарное чис-
ло арифметических операций в обеих случаях пропорционально 𝑛3, где 𝑛
— порядок соответствующего матричного пучка 𝒜(𝛼), и то, что константы
пропорциональности почти одинаковые, вычислительные затраты благода-
ря использованию асимптотических граничных условий меньше почти в 40
раз.

8. Заключение

Предложен и обоснован новый подход к выводу асимптотических гра-
ничных условий для проблем собственных значений, возникающих при чис-
ленном анализе устойчивости несжимаемых сдвиговых течений. В отличие
от известного подхода, основанного на аналитически вычисленных собствен-
ных функциях сопряженной проблемы собственных значений, предложен-
ный новый подход основан на аналитически вычисленном инвариантном
подпространстве решений, затухающих на бесконечности. Это позволяет из-
бежать некорректных постановок при возникновении кратного дефектного
собственного значения. В качестве примера рассмотрены задачи временной
и пространственной устойчивости пограничного слоя Блазиуса. Показано,
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Таблица 2: Действительная и мнимая части собственного значения 𝛼, найденного с ис-
пользованием однородных при 𝑦0 = 40 и асимптотических граничных условий, в зависи-
мости от числа 𝑁 узлов сетки.

Real(𝛼)× 10−1 Imag(𝛼)× 10−3

𝑁 𝑦0 = 40 𝑦0 = 𝑦BL 𝑦0 = 40 𝑦0 = 𝑦BL

15 2.420935 2.505527 -8.040224 -5.094611
20 2.530050 2.505575 -7.594081 -5.123753
30 2.504354 2.505566 -5.425765 -5.123288
50 2.505551 2.505566 -5.121799 -5.123317
70 2.505574 2.505569 -5.123319 -5.123390
90 2.505566 2.505567 -5.123674 -5.123439
110 2.505564 2.505567 -5.123166 -5.123400
130 2.505565 2.505567 -5.123489 -5.123458
150 2.505567 2.505567 -5.123411 -5.123448

что использование полученных асимптотических граничных условий позво-
ляет решать в полном объеме задачи временной и пространственной устой-
чивости в локально-параллельном приближении существенно быстрее, чем
при использовании однородных граничных условий, поскольку требует су-
щественно меньшего количества узлов сетки для получения решения с той
же точностью.

Следует отметить, что собственные функции проблем собственных
значений, к которым приводят задачи временной и пространственной устой-
чивости сдвиговых сжимаемых сверхзвуковых течений, пренебрежимо малы
на расстояниях от подстилающей поверхности не в десятки, как в несжимае-
мом случае, а в сотни толщин пограничного слоя. Поэтому, можно ожидать,
что применение асимптотических граничных условий при численном анали-
зе устойчивости таких течений даст еще более значительный выигрыш.
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