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Параллельный алгоритм для решения уравнений термогравитацион-

ной конвекции

В работе предложен алгоритм типа предиктор-корректор для решения
трехмерных нестационарных уравнений термогравитационной конвекции. В
нем используется явная разностная схема для аппроксимации уравнений
Навье–Стокса в естественных переменных. Уравнение для давления решает-
ся методом дискретного преобразования Фурье. В случае больших и умерен-
ных значениях числа Прандтля уравнение теплопроводности также аппрок-
симируется с помощью явной схемы. При малых значениях числа Прандтля
используется неявная схема. Программный комплекс, реализующий предло-
женный алгоритм, выполнен в двух вариантах: OpenMP и OpenACC . По-
казано, что технология OpenACC позволяет существенно сократить затраты
машинного времени на расчет задачи. Проведено сравнение с неявными сов-
местными разностными алгоритмами.

Ключевые слова: термогравитационная конвекция, уравнения Навье –
Стокса, математическое моделирование, дискретное преобразование Фурье.
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Parallel algorithm for the solution of thermogravitational convection
equations

This paper presents projection method for the solution of three dimensional
unsteady thermogravitational convection equations. An explicit finite-difference
scheme is used for approximation Navier–Stokes equations in the natural variables.
The Poisson equation for pressure is solved by the discrete Fourier transform
method. An explicit finite-difference scheme is also used to solve heat transfer
equation in the case of large and medium Prandtl numbers. For small Prandtl
number an implicit scheme is used. Program is written for two cases: OpenMP
and OpenACC. It is shown that OpenACC technology significantly reduces the
computation time. The comparison with the fully implicit coupled method is
made.
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1. Введение

Быстрое развитие многопроцессорной вычислительной техники сопровож-

дается все возрастающим интересом к разработке и использованию явных

разностных схем для решения многомерных нестационарных задач матема-

тической физики. Явные алгоритмы легко поддаются распараллеливанию,

позволяя тривиальным образом разбивать расчетную область на подобласти

и рассчитывать неизвестные величины во всех подобластях независимо и

параллельно.

В отличие от явных алгоритмов, вычислительные методы, в основе ко-

торых лежат неявные разностные схемы, требуют дополнительных усилий

для реализации параллельного кода. В первую очередь это связано с необхо-

димостью решать на каждом временном слое систему сеточных уравнений.

Эта процедура занимает бо́льшую часть машинного времени. Время счета и

затраты оперативной памяти растут непропорционально быстро с ростом чис-

ла узлов сетки, что существенно ограничивает возможность использования

подробных сеток [1].

Явные формулы расчета значений искомых функций на новом временном

слое дают возможность избежать трудоемкой процедуры решения системы

сеточных уравнений. Вместе с тем возникают жесткие ограничения на вели-

чину шага по времени � � h2, связанные с устойчивостью разностной схемы.

Современные многоядерные процессоры и графические ускорители позволя-

ют на пространственных сетках с большим числом узлов очень быстро вы-

числять на каждом слое искомые неизвестные и тем самым компенсировать

недостаток устойчивости разностной схемы.

В данной работе предложен явный алгоритм типа предиктор-корректор

для решения трехмерных нестационарных уравнений Навье–Стокса в есте-

ственных переменных. Уравнение Пуассона для давления решается с помо-

щью дискретного преобразования Фурье. Возможности метода продемонстри-

рованы на примере решения задачи о конвективном движении жидкости в го-

ризонтальном слое несжимаемой жидкости. В работе также приведены срав-

нительные времена расчета задачи на различных сетках при использовании

технологий OpenMP и OpenACC.

Авторы выражают благодарность Бахтину В.А. за ценные предложения
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и рекомендации по вопросам оптимизации параллельного кода, а также за

помощь в организации расчетов на современном графическом ускорителе.

2. Постановка задачи

Рассматривается математическая модель движения вязкой несжимаемой

жидкости в трехмерном случае. В основе модели лежит система уравнений

гидродинамики, которая состоит из уравнений Навье–Стокса и уравнения

конвективной теплопроводности. В безразмерном виде система уравнений

термогравитационной конвекции имеет вид [2]:

@V

@t
+ (Vr)V = �rp+ �V +

Ra

Pr
T
; (1)

r �V = 0; (2)
@T

@t
+ (Vr)T =

1

Pr
�T +

1

Pr
Q: (3)

В системе уравнений (1) – (3) используются следующие обозначения:

V = (V1; V2; V3) — скорость движения жидкости, t — время, p — давление,

� — вязкость, g — модуль ускорения свободного падения, � — коэффициент

объемного расширения, T — температура, 
 — единичный вектор, направ-

ленный вертикально вверх, { — коэффициент температуропроводности, Q —

внутренний источник теплоты, считающийся постоянным во всей области.

Задача рассматривается в декартовой системе координат (x1; x2; x3) в обла-

сти 
 = [0; L1]� [0; L2]� [0; L3]. Температура на верхней и нижней границах

фиксирована, соответственно Ttop и Tbot, Ttop < Tbot: Боковая поверхность

теплоизолирована. На всех границах заданы условия прилипания и непроте-

кания. В начальный момент времени (t = 0):

V = 0; T = Tbot(1� x3) + 0:5x3(Q+ 2Ttop �Qx3):

В качестве независимых параметров обезразмеривания выбраны: высота

области L� = L3, перепад температуры �T = Tbot � Ttop, время t� = L2
�=�;

Ra = g��TL3
�=(�{) — число Рэлея, Pr = �={ — число Прандтля.
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3. Разностная схема

3.1. Сетка и сеточные функции

Вдоль каждого направления x� введем одномерную сетку по пространству


h
� = f0 = x�;0 < x�;1 < : : : < x�;N� = L�g, � = 1; 2; 3 с шагами h�i+1=2 =

x�;i+1 � x�;i; i = 0; N� � 1. Обозначим x�;i+1=2 = (x�;i + x�;i+1)=2; i = 0; N� � 1

и шаги �h�0 = h�1=2=2; �h
�
N�

= h�N��1=2=2; �h�i = (h�i�1=2 + h�i+1=2)=2; i = 1; N� � 1:

Введем дополнительные сетки 

h
� = fx�;i+1=2; i = 0; N� � 1g, � = 1; 2; 3 и

сетку по времени 
t = ftl = � l; l = 0; 1; 2 : : :g.
Разностная схема для задачи (1) – (3) строится на разнесенных сетках.

Скорость V1 будем рассматривать на множестве 
h
V1

= 
h
1 � 


h
2 � 


h
3 , V2 на


h
V2

= 

h
1 � 
h

2 � 

h
3 , V3 на 
h

V3
= 


h
1 � 


h
2 � 
h

3 , давление на множестве 
h
p =



h
1�


h
2�


h
3 , температуру будем относить к узлам основной сетки 
h = 
h

1�

h

2 � 
h
3 . Структура разнесенной сетки изображена на рисунке 1. Вершины

ячейки для давления отмечены кружками, а для компоненты скорости V2 –

квадратами.

Каждой сетке 
h
V�
, 
h

p и 
h сопоставим систему ячеек с центрами в узлах

соответствующей сетки. Пусть � = (�1; �2; �3), �(0) = (�1 + 1=2; �2 + 1=2; �3 +

1=2), �(1) = (�1; �2 + 1=2; �3 + 1=2), �(2) = (�1 + 1=2; �2; �3 + 1=2), �(3) =

Рис. 1: Структура разнесенной сетки.
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(�1+1=2; �2+1=2; �3). Точка x�(�) 2 
h
V�
; � = 1; 2; 3, где задается компонента V�

вектора скорости, лежит в центре ячейки 
�(�), которая имеет объем d
�(�) =

�h���
Q
� 6=�

h���+1=2. Точка x�(0) является центром ячейки 
�(0) 2 
h
p , ее объем

d
�(0) =
Q
�
h���+1=2. Аналогично для температуры: точка x� является центром

ячейки 
� 2 
h, ее объем d
� =
Q
�

�h��. Введем также dS�
�(�) =

Q

 6=�

h

�(
)+1=2

,

если � = �, dS�
�(�) = �h�

�(�)h


�(
)+1=2

, причем 
 6= � 6= �, dS�� =
Q
� 6=�

�h�
�(�), dS��(0) =Q

� 6=�
h�
�(�)+1=2

.

Таким образом, количество ячеек для V1 равняется (N1 + 1)�N2�N3, для

V2 : N1 � (N2 + 1)�N3, для V3 : N1 �N2 � (N3 + 1), для p : N1 �N2 �N3, а

для температуры (N1 + 1)� (N2 + 1)� (N3 + 1).

Разностные производные от сеточных функций определим обычным об-

разом [3, стр.18]. Если по переменной x� функция f задана на сетке 

h
�,

то
@f

@x�
� L~x�f=f~x� =

f(x�;��+1=2)� f(x�;���1=2)

�h���
; (4)

для функций, заданных в узлах сетки 
h
�,

@f

@x�
� Lx�f=fx� =

f(x�;��+1)� f(x�;��)

h���+1=2

: (5)

В формулах (4), (5) указаны только изменяющиеся переменные. Результат

действия операторов L~x� и Lx� будем относить, соответственно, к точкам

x�;�� и x�;��+1=2.

3.2. Аппроксимация по пространству

Разностная аппроксимация уравнения для скорости V� получается инте-

грированием уравнения (1) по ячейке 
�(�): При этом производная от давле-

ния и оператор Лапласа записываются на сетке естественным образом:

@p

@x�
� L~x�p; �V� � �h

�V� = (V�)x�~x� +
X
� 6=�

(V�)~x�x� : (6)

Построим теперь аппроксимацию конвективных членов. Следуя стандартной

процедуре применения интегро-интерполяционного метода, проинтегрируем
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дивергентную форму записи конвективных членов в уравнении для V� по

ячейке 
�(�). После деления на объём ячейки получим:

K�(V)V� =
@

@x�
(V�V�) �

� Kh�(V)V� = L~x�(V�;�(0)V�;�(0)) +
X
� 6=�

Lx�(V�;�(��)V�;�(��)): (7)

В данной записи используются значения компонент вектора скорости в

точках, в которых они не определены. Необходимо доопределить скорость в

этих точках так, чтобы полученный сеточный оператор конвективного пере-

носа обладал свойством кососимметричности. Для этого компоненты вектора

скорости в операторе Kh�(V)V� должны вычисляться по формулам [4]

V�;��+1=2 =
V�;�(�)(+1�) + V�;�(�)

2
;

V�;��+1=2 =
V�;�(�) + V�;�(�)(�1�)

2
; � 6= �;

V�;�� =
V�;�(�)h���+1=2

+ V�;�(�)(�1�)h����1=2

2�h��
:

(8)

Здесь и в дальнейшем f�(�)(�1�) — значение функции f в точке, сдвинутой

относительно узла сетки x�(�) на �1 в направлении �. Интерполяция (8)

обеспечивает равенство нулю дивергенции по ячейкам сетки, связанным с

компонентами вектора скорости: 
�(�); � = 1; 2; 3:

Дифференциально-разностная аппроксимация уравнения (1), основанная

на разностных операторах (6) и (7) с учетом (8), выглядит следующим обра-

зом:

@V�
@t

+Kh�(V)V� = �L~x�p+4h
�V� +

Ra

Pr
T
: (9)

Аналогично строится аппроксимация уравнения теплопереноса (3):

@T

@t
+Kh(V)T =

1

Pr
�hT +

1

Pr
Q:

Оператор конвективного переноса в уравнении (3) также является кососим-

метричным. Следовательно, для того чтобы дискретный аналог Kh(V)T на-

следовал свойства непрерывного оператора, компоненты вектора скорости и
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температуры необходимо переинтерполировать следующим образом [5]:

T��+1=2 =
T�(+1�) + T�

2
;

V�;��+1=2 =
V�;�(�)(+1�) + V�;�(�)

2
;

V�;�� =
1

4dS��

X
�=���1=2

� 6=�

V�;�dS
�
� :

3.3. Аппроксимация по времени

3.3.1. Уравнения Навье–Стокса

Для решения задачи используется явная разностная схема, причем для

решения системы уравнений Навье–Стокса применяется классическая схема

типа предиктор–корректор [6]. Система уравнений (1) – (2) решается в два

этапа:

1) Предиктор
Предиктор давления выбирается следующим образом:

ep = p;

где p – давление с предыдущего временного слоя. В начальный момент вре-

мени предполагается, что давление находится в равновесии с полем темпера-

туры. По полю давления ep вычисляется предиктор скорости eV�:
eV� = V� + �

�
�h
�V� �Kh�(V)V� � L~x�ep+

Ra

Pr
T


�
:

Каждая компонента вектора скорости может быть вычислена независимо,

и, следовательно, их можно вычислять параллельно. Для того чтобы поле

скоростей удовлетворяло условию несжимаемости (2), его необходимо откор-

ректировать.

2) Корректор
Внутри области скорость подправляется, используя давление на следую-

щем временном слое:

bV� = eV� � �r(bp� ep); x 2 
n@
: (10)
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Поскольку давление bp неизвестно, а скорость bV� должна удовлетворять усло-
вию несжимаемости, то, применяя оператор r к обеим частям равенства (10),

получаем следующее уравнение для поправки давления �p = bp� ep:
�(�p) =

r � eV
�

; (11)

@(�p)

@n

����
@


= 0: (12)

По вычисленной поправке давления из (10) определяется скорость на сле-

дующем временном слое. Таким образом, этап коррекции обеспечивает соле-

ноидальность поля скоростей внутри области.

3.3.2. Способ решения уравнения Пуассона для давления

Для численного решения уравнения Пуассона (11) с граничными усло-

виями (12) используется метод дискретного преобразования Фурье [7]. В

дискретном виде уравнение (11) можно записать следующим образом:

�hu = fi;j;k; (i; j; k) 2 f0 : N1 � 1g � f0 : N2 � 1g � f0 : N3 � 1g; (13)

где u = �p, f =
�
r � eV � =� . Собственными функциями оператора Лапласа с

граничными условиями @u=@n = 0 являются функции вида

 �k (i) = cos
�k(i+ 1

2)

N�
; i; k = 0; : : : ; N� � 1; � = 1; 2; 3;

а соответствующие им собственные числа

��k =
4

h2
�

sin2 �k

2N�
; k = 0; : : : ; N� � 1:

Применяя прямое преобразование Фурье к левой и правой частям уравнения

(13), получим:

�
���1
l + �2

m + �3
n

�� Ul;m;n = Fl;m;n;

где

Fl;m;n =

N1�1X
i=0

N2�1X
j=0

N3�1X
k=0

fi;j;k 
1
l (i) 

2
m(j) 3

n(k):

Далее,

Ul;m;n = � Fl;m;n
j�1
l + �2

m + �3
nj
: (14)
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Задача (11) – (12) вырождена, то есть ее решение можно найти с точностью

до константы. При l = m = n = 0 собственные значения �1
0 = �2

0 = �3
0 = 0,

следовательно, соответствующая собственная функция может быть произ-

вольной, и в выражении (14) допустимо делить на любое отличное от нуля

число. После этого выполняется обратное преобразование:

ui;j;k =
8

N1N2N3

N1�1X
l=0

N2�1X
m=0

N3�1X
n=0

Ul;m;n 
1
l (i) 

2
m(j) 3

n(k):

Ядром этого алгоритма является одномерное преобразование Фурье. Та-

ким образом, вычисление трехмерного преобразования сводится к последо-

вательности трех одномерных. Для вычисления одномерного преобразования

используется алгоритм быстрого преобразования Фурье, который для своей

работы требует, чтобы число узлов N1; N2; N3 было степенью двойки.

3.3.3. Уравнение конвективной теплопроводности

После того как уравнение (11) решено и скорость подправлена по формуле

(10), определяется поле температуры:

bT = T + �

�
1

Pr
�hT �Kh(V)T +

1

Pr
Q

�
: (15)

Предлагаемый алгоритм накладывает ограничения на максимально воз-

можное значение шага по времени � . Для того чтобы явная разностная схема

для системы уравнений Навье–Стокса была устойчивой, необходимо, чтобы

� < h2Re=4 [8], где Re – число Рейнольдса, которое при текущем обезразме-

ривании равно единице, а для устойчивости разностной схемы для уравнения

теплопереноса требуется выполнение условия � < h2Pr=2 [9]. Таким образом,

выбираемый шаг по времени должен удовлетворять обоим этим критериям.

Поскольку устойчивость разностной схемы для уравнения теплопроводно-

сти зависит от числа Прандтля, то при малых значениях этого параметра

на шаг � могут накладываться очень строгие ограничения. В этом случае

вместо схемы (15) можно использовать полностью неявную схему вида

Tt +Kh(V)bT =
1

Pr
�h bT +

1

Pr
Q: (16)

При этом для решения сеточных уравнений использование стабилизирован-

ного метода бисопряженных градиентов [10] или обобщенного метода мини-
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