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1. Введение

Мы рассматриваем бесконечную гармоническую цепочку частиц на прямой

со взаимодействием в соседних точках и массой, равной единице. Предполага-

ется, что частицы, расположенные в точках x > 0, имеют одинаковые силовые
константы взаимодействия ν+ > 0, и на них действуют одинаковые внешние
гармонические силы c константами κ+ ≥ 0, а частицы, расположенные в точках
x < 0, имеют константы ν+ > 0 и κ− ≥ 0, соответственно. В то же время на

частицу, расположенную в начале координат действует внешняя сила c констан-

той κ0 ≥ 0. Отклонение частицы, расположенной в точке x ∈ Z, от положения
равновесия удовлетворяет следующим уравнениям:

ü(x, t) = (ν2+∆L − κ2+)u(x, t), x ≥ 1, t > 0, (1.1)

ü(0, t) = ν2+(u(1, t)− u(0, t)) + ν2−(u(−1, t)− u(0, t))− κ20u(0, t), (1.2)

ü(x, t) = (ν2−∆L − κ2−)u(x, t), x ≤ −1, t > 0. (1.3)

Здесь u(x, t) ∈ R, ∆L обозначает вторую производную на Z = {0,±1,±2, . . . }:

∆Lu(x) = u(x+ 1)− 2u(x) + u(x− 1), x ∈ Z.

Для системы (1.1)–(1.3) изучаем задачу Коши с начальными данными

u(x,0) = u0(x), u̇(x,0) = v0(x), x ∈ Z. (1.4)

Формально эта система является гамильтоновой c функцией Гамильтона следу-

ющего вида

H(u, u̇) = H+(u, u̇) + H−(u, u̇) + H0(u, u̇), (1.5)

H±(u, u̇) =
1

2

∑
±x≥1

(
|u̇(x, t)|2 + ν2±|u(x± 1, t)− u(x, t)|2 + κ2±|u(x, t)|2

)
,

H0(u, u̇) =
1

2

(
|u̇(0, t)|2 + κ20|u(0, t)|2 +

∑
±
ν2±|u(±1, t)− u(0, t)|2

)
.

На коэффициенты уравнений ν± > 0, κ0, κ± ≥ 0 накладывается условие C.
Чтобы сформулировать это условие, введем следующие обозначения. Для про-

стоты, допустим, что κ− ≤ κ+. Положим

κ̄2 :=
(
κ2− + κ2+

)
/2; a± :=

√
4ν2± + κ2±;

K±(ω) := κ̄2 +
1

2

√
ω2 − κ2±

√
ω2 − a2±, ω ∈ R : |ω| ≥ a±;

K0(ω) := κ̄2 − 1

2

√
κ2+ − ω2

√
a2+ − ω2, ω ∈ R : |ω| ≤ κ+ (если κ+ > 0).
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Условие C: При различных значениях κ± и ν± константа κ0 удовлетворяет сле-
дующим условиям:

κ20 < K+(a−), если a− ≥ a+; κ20 < K−(a+), если a+ ≥ a−;
κ20 > K0(κ−), если κ− 6= 0;
κ20 > K−(κ+) или κ20 < K0(a−), если a− ≤ κ+;
κ0 6= 0, если κ− = κ+ = 0.

Например, из условия C вытекает, что κ20 ∈
(
0,2max(ν−, ν+)

√
|ν2− − ν2+|

)
, если

κ± = 0 и ν− 6= ν+.

Обозначим Y (t) = (u(·, t), u̇(·, t)), Y0(x) ≡ (Y 0
0 (x), Y

1
0 (x)) = (u0(x), v0(x)).

Предполагается, что начальные данные Y0(x) принадлежат фазовому простран-
ствуHα, α ∈ R, определенному ниже.

Определение 1.1. `2α ≡ `2α(Z), α ∈ R, – гильбертово пространство последова-
тельностей u(x), x ∈ Z, с нормой

‖u‖2α =
∑
x∈Z

〈x〉2α|u(x)|2 <∞, 〈x〉 := (1 + x2)1/2.

Hα = `2α⊗`2α – гильбертово пространство пар Y = (u, v) последовательностей
с нормой ‖Y ‖2α = ‖u‖2α + ‖v‖2α <∞.

Задачу (1.1)–(1.4) с начальными данными из пространства Hα, α > 3/2,
мы уже изучали в [6, 8], однако в данной работе мы применим полученные

результаты к случаю, когда начальные данные Y0 являются случайным элементом

пространстваHα, α < −3/2. Через µ0 обозначим вероятностную борелевскую

меру, которая является распределением Y0. Мы налагаем ряд условий на меру

µ0. В частности, предполагается, что µ0 обладает нулевым средним значением.

Кроме того, ее корреляционная матрица Q0(x, y) =
(
Qij

0 (x, y)
)
i,j=0,1

, где

Qij
0 (x, y) =

∫ (
Y i
0 (x)Y

j
0 (y)

)
µ0(dY ), x, y ∈ Z, (1.6)

убывает как |x− y|−N при |x− y| → ∞ с некоторым N > 1 (см. оценку (2.10)
ниже), и удовлетворяет следующей оценке

Q0(y + z, y) →
{
q−(z) при y → −∞
q+(z) при y → +∞

∣∣∣∣ z ∈ Z. (1.7)

Здесь через q±(z) обозначаются корреляционные матрицы некоторых трансляци-

онно-инвариантныхмерµ± с нулевым средним значением вHα. По определению,
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мера µ называется трансляционно-инвариантной, если

µ(ThB) = µ(B), ∀B ∈ B(Hα) и ∀h ∈ Z, где ThY (x) = Y (x− h), x ∈ Z.

Обозначим через µt, t ∈ R, вероятностную меру на Hα, которая является

распределением случайного решения Y (t) задачи (1.1)–(1.4). Первая цель работы
– это доказать сходимость корреляционных функций мер µt к пределу, т.е.

Qt(x, y) ≡
∫ (

Y0(x)⊗ Y0(y)
)
µt(dY0) → Q∞(x, y), t→ ∞, x, y ∈ Z, (1.8)

и вывести точные формулы для предельной корреляционной матрицы Q∞, см.
формулы (2.25) ниже.

Второй целью работы является доказать, что меры µt слабо сходятся на

пространствеHα с α < −3/2 к некоторой предельной гауссовской мере µ∞,

µt ⇁ µ∞ при t→ ∞. (1.9)

По определению, это означает, что для любого непрерывного ограниченного

функционала f на пространствеHα имеет место следующая сходимость∫
f(Y )µt(dY ) →

∫
f(Y )µ∞(dY ), t→ ∞.

Доказательство утверждений (1.8) и (1.9) основано на следующей асимптотике

решений в среднем

Y (t) ∼ Ω(U0(t)Y0), t→ ∞,

где U0(t) – разрешающий оператор задачи (1.1), (1.3), (1.4) с нулевым граничным

условием при x = 0, а Ω – некоторый линейный ограниченный оператор. Эта

асимптотика выводится в разделе 4 (см. лемму 4.3), используя технику работ

[6, 8].

2. Главные результаты

Теорема 2.1. Пусть κ±, κ0 ≥ 0, ν± > 0 и Y0 ∈ Hα , α ∈ R. Тогда
(i) задача (1.1)–(1.4) имеет, и притом единственное, решение Y (t) ∈ C(R,Hα).
(ii) Оператор U(t) : Y0 → Y (t) непрерывен на Hα . Более того, существуют

константы C,B <∞, такие, что ‖U(t)Y0‖α ≤ CeB|t|‖Y0‖α , t ∈ R.
(iii) Если Y0 ∈ H0 , то справедливо следующее тождество

H(Y (t)) = H(Y0), t ∈ R, (2.1)

где H(Y ) – гамильтониан, определенный в (1.5).
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Эта теорема может быть доказана аналогично теореме 2.1 из [4]. Доказатель-

ство ее основано на следующем представлении решений задачи (1.1)–(1.4):

u(x, t) = z(x, t) + r(x, t), x ∈ Z, t > 0, (2.2)

где z(x, t) – решение задачи с нулевым граничным условием

z̈(x, t) = (ν2±∆L − κ2±)z(x, t), ±x > 0, t > 0, (2.3)

z(0, t) = 0, t ≥ 0, (2.4)

z(x,0) = u0(x), ż(x,0) = v0(x), x 6= 0. (2.5)

Следовательно, r(x, t) является решением следующей смешанной задачи

r̈(x, t) = (ν2±∆L − κ2±)r(x, t), ±x > 0, t > 0, (2.6)

r̈(0, t) = ν2+(r(1, t)− r(0, t)) + ν2−(r(−1, t)− r(0, t))− κ20 r(0, t), (2.7)

r(x,0) = 0, ṙ(x,0) = 0, x 6= 0, (2.8)

r(0,0) = u0(0), ṙ(0,0) = v0(0). (2.9)

2.1. Условия на начальную меру. Предполагается, что начальные данные

Y0(x) = (Y 0
0 (x), Y

1
0 (x)) в уравнении (1.4) – это измеримая случайная функция

со значениями в (Hα, B(Hα)), α < −3/2, где B(Hα) обозначает борелевскую
σ-алгебру вHα. Обозначим через µ0 вероятностную борелевскую меру наHα,

которая является распределением Y0, а через E – математическое ожидание по

этой мере. На начальную меру µ0 накладываются следующие условия.

S1 µ0 обладает нулевым средним значением, т.е.

E (Y0(x)) ≡
∫
Y0(x)µ0(dY0) = 0, x ∈ Z.

S2 µ0 имеет конечную “среднюю плотность энергии”,

E(|Y0(x)|2) = Q00
0 (x, x) + Q11

0 (x, x) ≤ e0 <∞, x ∈ Z,

где Qij
0 (x, y) определены в (1.6).

Введем меру P0 = µ0{Y0 ∈ Hα : Y0(0) = 0}. Через E0 обозначим матема-

тическое ожидание по мере P0. Корреляционные функции меры P0 обозначим

через

QP,ij
0 (x, y) = E0(Y

i
0 (x)Y

j
0 (y)), x, y ∈ Z, i, j = 0,1.

Эти функции удовлетворяют следующим условиям S3 и S4.

S3 Корреляционные функции QP,ij
0 (x, y) удовлетворяют условию (1.7).

S4 Функции QP,ij
0 (x, y) удовлетворяют следующей оценке

|QP,ij
0 (x, y)| ≤ h(|x− y|), где h(r) ∈ L1(0,+∞). (2.10)
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Для того чтобы доказать сходимость (1.9), мы наложим более сильное усло-

вие S5 на меру P0, чем оценка (2.10). Чтобы сформулировать это условие, обо-

значим через σ(A) (где A – некоторый интервал в Z) σ-алгебру в пространстве
Hα, порожденную начальными данными Y0(x) с x ∈ A. Введем коэффициент

перемешивания меры P0 следующим образом

ϕ(r) ≡ sup

A,B ⊂ Z :
dist(A,B) ≥ r

sup

A ∈ σ(A), B ∈ σ(B)
P0(B) > 0

|P0(A ∩B)− P0(A)P0(B)|
P0(B)

.

Определение 2.2. Мера P0 удовлетворяет равномерно сильному условию пере-

мешивания Ибрагимова, если ϕ(r) → 0 при r → ∞.

S5 Мера P0 удовлетворяет равномерно сильному условию перемешивания

Ибрагимова, и ∫ +∞

0

ϕ1/2(r) dr <∞.

Замечание 2.3. Из условий S1, S2 и S5 вытекает оценка (2.10) с функцией h(r) =
Ce0ϕ

1/2(r).

2.2. Задача с нулевым граничным условием. Сформулируем результаты, ка-

сающиеся решений задачи (2.3)–(2.5).

Лемма 2.1. Пусть α ∈ R. Тогда для любых Y0 ∈ Hα существует, и притом

единственное, решение Z(t) ≡ (z(·, t), ż(·, t)) ∈ C(R,Hα) задачи (2.3)–(2.5);

оператор U0(t) : Y0 7→ Z(t) непрерывен наHα.

Доказательство. Решение задачи (2.3)–(2.5) можно представить в виде

z(x, t) = z±(x, t) при ± x ≥ 0, t > 0,

где z±(x, t) – решения смешанных задач с нулевым граничным условием:

z̈±(x, t) = (ν2±∆L − κ2±)z±(x, t), ±x ≥ 1, t > 0, (2.11)

z±(0, t) = 0, t > 0, (2.12)

z±(x,0) = u0(x), ż±(x,0) = v0(x), ±x ≥ 1. (2.13)

Чтобы сформулировать результаты для решений Z±(t) ≡ (z±(·, t), ż±(·, t)) зада-
чи (2.11)–(2.13), введем гильбертовы пространства `2α,± ≡ `2α,±(Z±), α ∈ R, с
нормой

‖u‖2α,± =
∑
x∈Z±

〈x〉2α|u(x)|2 <∞, Z± = {x ∈ Z : ±x ≥ 0}.
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Лемма 2.2. ([4, лемма 2.7]) Для любых начальных данных Y0 ∈ Hα,± существу-

ет, и притом единственное, решение Z±(t) ∈ C(R,Hα,±) смешанной задачи
(2.11)–(2.13). Оператор U±(t) : Y0 7→ Z±(t) непрерывен на Hα,±. Более того,
справедливы следующие оценки

‖U±(t)Y0‖α,± ≤ C〈t〉σ‖Y0‖α,±

с константами C = C(α), σ = σ(α) <∞.

Доказательство этой леммы основано на следующей формуле для решений

задачи (2.11)–(2.13):

z
(i)
± (x, t) =

∑
±y≥0

Gij
t,±(x, y)Y

j
0 (y), ±x ≥ 1, i = 0,1, (2.14)

где z
(0)
± (x, t) ≡ z±(x, t), z

(1)
± (x, t) ≡ ż±(x, t), Y

0
0 (x) ≡ u0(x), Y

1
0 (x) ≡ v0(x),

функция Грина Gt,±(x, y) = (Gij
t,±(x, y))

1
i,j=0 – это матричнозначная функция

вида

Gij
t,+(x, x

′) := Gijt,±(x− x′)− Gijt,±(x+ x′), (2.15)

Gijt,±(x) ≡
1

2π

∫
T

e−ixθĜijt,±(θ) dθ,

(
Ĝijt,±(θ)

)1

i,j=0
=

(
cosφ±(θ)t sinφ±(θ)t/φ±(θ)
−φ±(θ) sinφ±(θ)t cosφ±(θ)t

)
, (2.16)

φ±(θ) =
√
ν2±(2− 2 cos θ) + κ2±.

В частности, φ±(θ) = 2ν±| sin(θ/2)|, если κ± = 0. Очевидно, что для любых t

z±(0, t) ≡ 0, так как Gijt,±(−x) = Gijt,±(x).
Введем оператор U0(t), t ∈ R, следующим образом

(U0(t)Y0) (x) =
(
U±(t)Y0|Z±

)
(x) при ± x ≥ 0.

В частности, (U0(t)Y0) (0) = 0 для любых t. Тогда лемма 2.1 вытекает из лем-
мы 2.2.

Определение 2.4. Обозначим через Pt, t ∈ R, вероятностную борелевскую меру

на Hα, которая является распределением решения U0(t)Y0 задачи (2.3)–(2.5),
т.е. Pt(B) = P0(U0(−t)B) для любых B ∈ B(Hα).
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Теорема 2.5. Пусть выполнены условия S1–S4, α < −1/2, если κ± 6= 0, и α < −1
в противном случае. Тогда имеют место следующие утверждения.

(i) Справедлива следующая равномерная оценка,

sup
t≥0

E0‖U0(t)Y0‖2α <∞. (2.17)

(ii) Корреляционные функции мер Pt сходятся к пределу,

QP
t (x, y) :=

∫ (
Z(x)⊗ Z(y)

)
Pt(dZ) → QP

∞(x, y), t→ ∞, x, y ∈ Z.

Предельная корреляционная матрица QP
∞(x, y) имеет вид

QP
∞(x, y) =

 Q∞,+(x, y), если x, y > 0,
Q∞,−(x, y), если x, y < 0,
0, в противном случае,

(2.18)

где

Q∞,±(x, y) := q∞,±(x−y)− q∞,±(x+y)− q∞,±(−x−y)+ q∞,±(−x+y), (2.19)

x, y ∈ Z±. Члены матриц q∞,±(x), x ∈ Z, в преобразовании Фурье имеют вид

q̂00∞,±(θ) =
1

4

(
q̂00± (θ) + q̂11± (θ)φ−2

± (θ)
)
± i

4
sign(θ)φ−1

± (θ)
(
q̂10± (θ)− q̂01± (θ)

)
,

q̂11∞,±(θ) = φ2±(θ)q̂
00
∞,±(θ),

q̂10∞,±(θ) =
1

4

(
q̂10± (θ)− q̂01± (θ)

)
∓ i

4
sign(θ)φ±(θ)

(
q̂00± (θ) + q̂11± (θ)φ−2

± (θ)
)

= ∓i sign(θ)φ±(θ)q̂00∞,±(θ),

(2.20)

где θ ∈ T, если κ± 6= 0, и θ ∈ T \ {0} в противном случае, функции qij± , i, j = 0,1,
введены в условии (1.7), φ±(θ) – в (2.16). Кроме того,

q̂11∞,±(θ) = q̂11∞,±(−θ), q̂01∞,±(θ) = −q̂01∞,±(−θ) = −q̂10∞,±(θ). (2.21)

Эта теорема может быть доказана, используя результаты работы [4] и следу-

ющее утверждение:

QP
t (x, y) → 0 при t→ ∞, если x ≥ 0, а y ≤ 0. (2.22)

Это утверждение мы докажем в Дополнении.
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Теперь введем действительную квадратичную форму Q∞,±(Ψ,Ψ) на про-
странстве S± = [S(Z±)]

2 следующего вида

Q∞,±(Ψ,Ψ) = 〈Q∞,±(x, y),Ψ(x)⊗Ψ(y)〉±, Ψ = (Ψ0,Ψ1) ∈ S±,

где через S(Z±) обозначается пространство последовательностей, убывающих
быстрее любой степени 1/|x|, и

〈Y,Ψ〉± :=
∑
i=0,1

∑
x∈Z±

Y i(x)Ψi(x), Y = (Y 0, Y 1), Ψ = (Ψ0,Ψ1).

Пусть QP
∞(Ψ,Ψ) обозначает действительную квадратичную форму на S =

[S(Z)]2, где S(Z) определяется аналогично S(Z±),

QP
∞(Ψ,Ψ) = 〈QP

∞(x, y),Ψ(x)⊗Ψ(y)〉

=
∑

±〈Q∞,±(x, y),Ψ(x)⊗Ψ(y)〉± =
∑

±Q∞,±(Ψ,Ψ).
(2.23)

Здесь 〈Y,Ψ〉 :=
∑
i=0,1

∑
x∈Z

Y i(x)Ψi(x). Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 2.6. Пусть выполнены условия S1–S3, S5, α < −1/2, если κ± 6= 0, и
α < −1 в противном случае. Тогда меры Pt слабо сходятся при t → ∞ на

пространствеHα. Предельная мера P∞ является гауссовой с нулевым средним

и с корреляционной матрицей QP
∞, определенной в (2.18).

Эта теорема может быть доказана аналогично теореме A в [4].

Замечание 2.7. (i) В случае гауссовых мер P0 вместо условия S5 достаточно

наложить более слабое условие S4.

(ii) Из равенств (2.21) вытекает, что функции qij∞,±(x) нечетные, если i 6= j,
и четные, если i = j. Поэтому, в силу (2.19), имеем

Qij
∞,±(x, y) = 0 и

(
QP

∞(x, y)
)ij

= 0 при i 6= j, (2.24)

Qii
∞,±(x, y) =

2

π

∫
T
q̂ii∞,±(θ) sin(xθ) sin(yθ) dθ =

(
QP

∞(x, y)
)ii
, x, y ∈ Z±.

2.3. Результаты. Обозначим через µt, t ∈ R, борелевскую вероятностную меру

наHα, которая является распределением Y (t): µt(B) = µ0(U(−t)B) для любо-
го B ∈ B(Hα). Корреляционные функции меры µt определяются следующим
образом:

Qij
t (x, y) = E

(
Y i(x, t)Y j(y, t)

)
, i, j = 0,1, x, y ∈ Z, t ∈ R.
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Здесь Y i(x, t) – координаты случайного решения Y (t) = (Y 0(·, t), Y 1(·, t)). Обо-
значим через Qt квадратичную форму с матричным ядром (Qij

t (x, y))i,j=0,1,

Qt(Ψ,Ψ)=

∫
|〈Y,Ψ〉|2 µt(dY ) =

∑
ij=0,1

〈Qij
t (x, y),Ψ

i(x)Ψj(y)〉, t ∈ R.

Обозначим через Q∞(Ψ,Ψ) квадратичную форму на S вида

Q∞(Ψ,Ψ) = QP
∞(Ω′Ψ,Ω′Ψ), (2.25)

где квадратичная форма QP
∞ введена в (2.23), а оператор Ω′ – в (4.24).

Первым результатом работы является следующая теорема.

Теорема 2.8. Пусть выполнены условия S1–S4 и C. Тогда имеет место сходи-

мость (1.8), и для всех Ψ ∈ S имеем

lim
t→∞

E|〈Y (t),Ψ〉|2 = Q∞(Ψ,Ψ).

Замечание 2.9. (i) Из явных формул для Ω′ и Q∞ вытекает, что Qij
∞(0,0) = 0,

если i 6= j, а при i = j имеем

Qii
∞(0,0) =

1

2π

∫
T

sin2(θ)
(∑

±
q̂ii∞,±(θ)

∣∣∣ +∞∫
0

N(s)eiφ±(θ)s ds
∣∣∣2) dθ.

(ii) Предположим, что члены матриц q±(x) из условия (1.7) в преобразовании
Фурье имеют вид

q̂00± (θ) = T±φ
−2
± (θ), q̂11± (θ) = T±, q̂01± (θ) = q̂10± (θ) = 0, (2.26)

где T± > 0, функция φ(θ) введена в (2.16), θ ∈ T, если κ± 6= 0, и θ ∈ T\{0}, если
κ± = 0. Другими словами, меры µ± из условия (1.7) являются гиббсовскими

мерами с температурами T±. Тогда

q̂11∞,±(θ) = q̂00∞,±(θ)φ
2
±(θ) =

1

2
T±,

q̂01∞,±(θ) = −q̂10∞,±(θ) = ± i

2
T± sign(θ)φ

−1
± (θ).

Кроме того,
(
QP

∞(x, y)
)ij

= 0 при i 6= j,(
QP

∞(x, y)
)ii

=
T±
π

∫
T
φ̂2i−2
± (θ) sin(xθ) sin(yθ) dθ, i = 0,1, x, y ∈ Z±.

Вторым результатом работы является следующая теорема.

Теорема 2.10. Пусть выполнены условия S1–S3, S5 и C. Тогда справедлива схо-

димость (1.9). При этом предельная мера µ∞ является гауссовой мерой на

Hα.



– 12 –

3. Преобразование Фурье–Лапласа

В этом разделе мы изучаем свойства решений r(x, t) задачи (2.6)–(2.9), ис-
пользуя преобразование Фурье–Лапласа.

Определение 3.1. Пусть |r(t)| ≤ CeBt. Преобразование Фурье–Лапласа функ-

ции r(t) задается следующей формулой

r̃(ω) =

+∞∫
0

eiωtr(t) dt, =ω > B. (3.1)

Из неравенства Гронуолла вытекает стандартная априорная оценка для ре-

шений r(x, t), x ∈ Z. В частности, существуют константы A,B < ∞, такие,

что ∑
x∈Z

(|r(x, t)|2 + |ṙ(x, t)|2) ≤ CeBt при t→ +∞.

Следовательно, преобразование Фурье–Лапласа решений r(x, t) задачи (2.6),

(2.8) относительно переменной t (т.е. r(x, t) → r̃(x, ω)) существует по крайней
мере для =ω > B и удовлетворяет следующему уравнению

(−ν2±∆L + κ2± − ω2)r̃(x, ω) = 0 ± x ≥ 1, =ω > B. (3.2)

Построим решение уравнения (3.2). Заметим, что преобразование Фурье опера-

тора −ν2±∆L + κ2± есть оператор умножения на функцию

φ2±(θ) = ν2±(2− 2 cos θ) + κ2±.

Таким образом, −ν2±∆L + κ2± является самосопряженным оператором, а его

спектр является абсолютно непрерывным и совпадает с областью значений

функции φ2±(θ), т.е. с отрезком [κ2±, a
2
±], где a

2
± := κ2± + 4ν2±. Обозначим

Λ = Λ+ ∪ Λ−, Λ± := [−a±,−κ±] ∪ [κ±, a±], где a± =
√
κ2± + 4ν2±,

и

Λ0 = Λ0
− ∪ Λ0

+, где Λ0
± := {−a±,−κ±, κ±, a±}.

Лемма 3.1. (см. [9, лемма 2.1]) Для ω ∈ C \ Λ уравнение

ν2±(2− 2 cos θ) + κ2± = ω2 (3.3)

имеет, и притом единственное, решение θ±(ω) в области {θ ∈ C : =θ >
0, −π < < θ ≤ π}. Более того, θ+(ω) (θ−(ω)) – аналитическая функция в обла-
сти C \ Λ+ (в C \ Λ−, соответственно).
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Так как мы ищем решение r(·, t) ∈ `2α с некоторым α, то r̃(x, ω) имеет вид

r̃(x, ω) =

{
r̃(0, ω)eiθ+(ω)x, x ≥ 0,
r̃(0, ω)e−iθ−(ω)x, x ≤ 0.

Введем функцию

Γ̃±
x (ω) = e±iθ±(ω)x, ±x ≥ 1.

Применяя обратное преобразование Фурье–Лапласа относительно переменной

ω, перепишем решение r(x, t) задачи (2.6), (2.8) в виде

(r(x, t), ṙ(x, t)) =

∫ t

0

Γ±
x (t− s)

(
r(0, s), ṙ(0, s)

)
ds ± x ≥ 1, t > 0, (3.4)

где

Γ±
x (t) :=

1

2π

+∞+iµ∫
−∞+iµ

e−iωtΓ̃±
x (ω) dω, x 6= 0, t > 0, (3.5)

с некоторым µ > 0. Следующая теорема была доказана в работе [5].

Теорема 3.2. Для любых α < −3/2 справедлива следующая оценка

‖Γ+
x (t)‖′−α,+ ≤ C〈t〉−3/2, ‖Γ−

x (t)‖′−α,− ≤ C〈t〉−3/2, t > 0, (3.6)

где по определению

‖f(x)‖′α,± :=
( ∑

±x≥1

〈x〉2α|f(x)|2
)1/2

. (3.7)

В частности,

|Γ+
1 (t)| ≤ C(1 + t)−3/2, |Γ−

−1(t)| ≤ C(1 + t)−3/2, t > 0. (3.8)

Чтобы оценить r(0, t), перепишем уравнение (2.7), используя (3.4), в виде

r̈(0, t) = −(ν2+ + ν2− + κ20)r(0, t) + ν2+z+(1, t) + ν2−z−(−1, t)

+

t∫
0

(
ν2+Γ

+
1 (t− s) + ν2−Γ

−
−1(t− s)

)
r(0, s) ds, t > 0.

Сначала изучим решения соответствующего однородного уравнения

r̈(0, t) = −(ν2+ + ν2− + κ20)r(0, t) +
∑
±
ν2±

t∫
0

Γ±
±1(t− s)r(0, s) ds, (3.9)
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с начальными данными

r(0, t)|t=0 = u0(0), ṙ(0, t)|t=0 = v0(0). (3.10)

Применяя преобразование Фурье–Лапласа к решениям q(0, t) уравнения (3.9),
получим

r̃(0, ω) = Ñ(ω) (−iωu0(0) + v0(0)) при =ω > B, (3.11)

где Ñ(ω) := [D̃(ω)]−1 и

D̃(ω) := κ20 − ω2 + ν2+(1− eiθ+(ω)) + ν2−(1− eiθ−(ω)) ω ∈ C. (3.12)

Свойства функций D̃(ω) и Ñ(ω) изучаются в [6, 8]. В частности, в [8] дока-

зано, что Ñ(ω) – аналитическая функция в верхней полуплоскости. Кроме того,
для произвольных констант ν± > 0 κ±, κ0 ≥ 0 мы доказали, что D̃(ω) 6= 0, если
ω ∈ C+ = {ω ∈ C : =ω > 0}, и D̃(ω ± i0) 6= 0 для любых ω ∈ Λ \ Λ0, где

D̃(ω ± i0) := lim
ε→+0

D̃(ω ± iε).

Однако могут быть такие значения констант ν±, κ±, κ0, при которых D̃(ω) = 0
в некоторой точке ω ∈ (R \ Λ) ∪ Λ0. Условие C включает все значения этих

констант, при которых D̃(ω) 6= 0 для любых ω ∈ R. Кроме того, в окрестности
сингулярных точек ω0 ∈ Λ0 имеем =D̃(ω) ∼ C

√
ω2 − ω2

0 при ω → ω0, ω ∈ C+.

Обозначим

N(t) =
1

2π

+∞+iµ∫
−∞+iµ

e−iωtÑ(ω) dω, t ≥ 0, с некоторымµ > 0. (3.13)

Следующая теорема доказана в [6, 8].

Теорема 3.3. Пусть выполнено условие C. Тогда

|N (k)(t)| ≤ C(1 + t)−3/2, t ≥ 0, k = 0,1,2. (3.14)

Следствие 3.4. Обозначим через S(t) разрешающий оператор задачи Коши

(3.9), (3.10). Применяя формулу вариации постоянной, получаем следующее

представление для решений задачи (3.9), (3.10):(
r(0, t)
ṙ(0, t)

)
=S(t)

(
u0(0)
v0(0)

)
+

t∫
0

S(τ)

(
0

ν2+z+(1, t−τ) + ν2−z−(−1, t−τ)

)
dτ.

Очевидно, S(0) = I . Более того, матрица S(t) имеет вид

(
Ṅ(t) N(t)

N̈(t) Ṅ(t)

)
.

Следовательно, |S(t)| ≤ C〈t〉−3/2.
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4. Асимптотическое поведение решений в среднем

Введем следующие обозначения.

(i) Пусть

g0±(y, t) :=
(
G00
t,±(±1, y), G01

t,±(±1, y)
)

=
(
G00
t,±(±1− y)− G00

t,±(±1 + y),G01
t,±(±1− y)− G01

t,±(±1 + y)
)
,
(4.1)

где y ∈ Z, t ∈ R, функции Gijt,± определены в (2.15) и (2.16).

(ii) G
j
±(y), j = 0,1, обозначает векторнозначную последовательность

G
j
±(y) =

+∞∫
0

N (j)(s)g0±(y,−s) ds, y ∈ Z, j = 0,1, (4.2)

где N (0)(s) ≡ N(s), N (1)(s) ≡ Ṅ(s), функция N(s) введена в (3.13). Заметим,

что g0±(0, t) = 0 и Gj
±(0) = 0. Введем

G
j
(y) = ν2±G

j
±(y) при ± y ≥ 0, j = 0,1. (4.3)

(iii) Обозначим через U ′
±(t) оператор, сопряженный к U±(t), t ∈ R,

〈Y, U ′
±(t)Ψ〉± = 〈U±(t)Y,Ψ〉±, Y ∈ Hα,±, Ψ = (Ψ0,Ψ1) ∈ [S(Z±)]

2. (4.4)

Применяя функцию Грина Gt,±, перепишем U
′
±(t)Ψ в виде

(U ′
±(t)Ψ)j(y) =

∑
i=0,1

∑
±x≥0

Gij
t,±(x, y)Ψ

i(x), t ∈ R, ±y ≥ 0, j = 0,1. (4.5)

В частности (см. (4.1)),

g0±(y, t) = (U ′
±(t)Y0)(y) с Y0(x) = (δ±1x,0), x, y ∈ Z±, (4.6)

где δij обозначает символ Кронекера. Поэтому

U±(t)g
0
±(y,−s) = g0±(y, t− s).

(iv) Обозначим через U ′
0(t) следующий оператор

(U ′
0(t)Y0) (x) =

(
U ′
±(t)Y0|Z±

)
(x) при ± x ≥ 0, t ∈ R. (4.7)

В частности, (U ′
0(t)Y0) (0) = 0 для любого t и(

U ′
0(t)G

j
)
(x) = ν2±

(
U ′
±(t)G

j
±

)
(x) при ± x ≥ 0, t ∈ R, j = 0,1.
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(v) Введем векторнозначную функцию Γ
j
(x, y), j = 0,1, x, y ∈ Z, следующим

образом

Γ
j
(x, y) =


+∞∫
0

Γ±
x (s)

(
U ′
0(−s)G

j
)
(y) ds, если ± x > 0

G
j
(y), если x = 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ y ∈ Z, (4.8)

где функция Γ±
x (s) введена в (3.5), G

j
– в (4.3). В частности, Γ

j
(x, y) нечетна по

y ∈ Z для любых x ∈ Z.
Положим r(0)(x, t) = r(x, t), r(1)(x, t) = ṙ(x, t), x ∈ Z.

Лемма 4.1. Пусть выполнены условия S1–S4 иC, а r(0, t) – решение задачи (3.9),
(3.10). Тогда

r(j)(0, t) = 〈U0(t)Y0,G
j〉+ δj(t), t > 0, где E|δj(t)|2 ≤ C〈t〉−1. (4.9)

Доказательство. Из следствия 3.4 вытекает, что

E

∣∣∣∣∣∣
(
r(0, t)
ṙ(0, t)

)
−
∑
±

t∫
0

S(τ)

(
0

ν2±z(±1, t− τ)

)
dτ

∣∣∣∣∣∣
2

≤ C〈t〉−3.

Заметим, что

S(τ)

(
0

z±(±1, t− τ)

)
=

(
N(τ)

Ṅ(τ)

)
z±(±1, t− τ).

Более того, для j = 0,1,

E

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
t

N (j)(τ)z±(±1, t− τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
2

=

+∞∫
t

N (j)(τ1)dτ1

+∞∫
t

N (j)(τ2)E
(
z±(±1, t− τ1)z±(±1, t− τ2)

)
dτ2.

Применяем оценку (2.17) и получаем

|E (z±(±1, t− τ1)z±(±1, t− τ2))| ≤ C sup
s∈R

E|z±(±1, s)|2 ≤ C1 <∞.
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Следовательно, из оценки (3.14) вытекает

E

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
t

S(τ)

(
0

z±(±1, t− τ)

)
dτ

∣∣∣∣∣∣
2

≤ C1〈t〉−1.

Отсюда следует представление (4.9), так как в силу (4.6) имеем

z±(±1, t− τ) = 〈U±(−τ)U±(t)Y0(x), (δ±1x,0)〉± = 〈U±(t)Y0(·), g0±(·,−τ)〉±.

Замечание 4.1. (i) Применяя преобразование Фурье, получаем

ĝ0±(θ, t) = ±2i sin θ
(
cos(φ±(θ)t), sin(φ±(θ)t)/φ±(θ)

)
, θ ∈ T.

Поэтому из формул (2.16) вытекает, что

‖g0±(·, t)‖20 = C

∫ π

−π

(
cos2(φ±(θ)t) +

sin2(φ±(θ)t)

φ2±(θ)

)
sin2(θ) dθ ≤ C <∞. (4.10)

(ii) Функция G
j
±(·) нечетна. Из оценок (3.14) и (4.10) следует, что G

j
± ∈ H0, так

как

‖Gj
±(·)‖0 ≤

+∞∫
0

|N (j)(s)|‖g0±(·,−s)‖0 ds ≤ C

+∞∫
0

|N (j)(s)| ds <∞. (4.11)

В преобразовании Фурье

Ĝ
j
±(θ) = ±2i sin θ

+∞∫
0

N (j)(s)
(
cos(φ±(θ)s),− sin(φ±(θ)s)/φ±(θ)

)
ds, θ ∈ T.

Следствие 4.2. (i) Из условия S4 вытекает, что

|〈Q0(x, y),Ψ1(x)⊗Ψ2(y)〉| ≤ C‖Ψ1‖0‖Ψ2‖0 для любых Ψ1,Ψ2 ∈ H0. (4.12)

(ii) Для функции G
j
, определенной в (4.3), справедлива следующая оценка

sup
t∈R

E|〈U0(t)Y0,G
j〉|2 = sup

t∈R
E|〈Y0, U ′

0(t)G
j〉|2 ≤ C <∞. (4.13)

Действительно, так как U ′
±(t)g

0
±(y, τ) = g0±(y, τ + t), то

sup
t∈R

‖U ′
0(t)G

j‖0 ≤ C <∞, (4.14)
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в силу (4.2), (4.3), (4.10) и (3.14). Следовательно, (4.13) вытекает из оценок

(4.12) и (4.14).

(iii) Представление (4.9), лемма 2.5 и оценка (4.13) приводят к следующей схо-

димости

E
(
r(i)(0, t)r(j)(0, t)

)
→ QP

∞(G
i
,G

j
) при t→ ∞, (4.15)

где квадратичная форма QP
∞ определена в (2.23).

(iv) Заметим, что Γ
j
(x, ·) ∈ H0 для любых x 6= 0, и ‖Γj(x, ·)‖0 ∈ Hα с α < −3/2

в силу (3.6), (4.8) и (4.14).

Лемма 4.2. Пусть α < −3/2. Тогда справедливы следующие утверждения.

(i) Решение r(x, t), x 6= 0, задачи (2.6)–(2.9) допускает следующее представление

r(j)(x, t) = 〈U0(t)Y0,Γ
j
(x, ·)〉+ δj(x, t), j = 0,1, t > 0, (4.16)

где E(‖δj(·, t)‖′α)2 ≤ C〈t〉−1.

(ii) Корреляционные функции сходятся к пределу, т.е. для x, y 6= 0

lim
t→∞

E
(
r(i)(x, t)r(j)(y, t)

)
= QP

∞(Γ
i
(x, ·),Γj(y, ·)), i, j = 0,1.

Доказательство. Из (3.4) и (4.9) следует, что для ±x ≥ 1

r(j)(x, t) =

t∫
0

Γ±
x (t− s)r(j)(0, s) ds

=

t∫
0

Γ±
x (t− s)〈U0(s)Y0,G

j〉 ds+ δ′j(x, t), (4.17)

где E
(
‖δ′j(·, t)‖′α,±

)2 ≤ C〈t〉−1. Действительно, в силу (4.9) и (3.6),

E
(
‖δ′j(·, t)‖′α,±

)2
= E

(∥∥∥ t∫
0

Γ±
x (t− s)δj(s) ds

∥∥∥′
α,±

)2

≤
( t∫

0

‖Γ±
x (t− s)‖′α,±

√
E|δj(s)|2 ds

)2

≤ C
( t∫

0

(1 + t− s)−3/2(1 + s)−1/2 ds
)2

≤ C1〈t〉−1.
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Первый член в правой части (4.17) имеет вид (см. (4.8))

t∫
0

Γ±
x (s)〈U0(t− s)Y0,G

j〉 ds = 〈U0(t)Y0,Γ
j
(x, ·)〉+ δ′′j (x, t), ±x ≥ 1, (4.18)

где

δ′′j (x, t) := −
+∞∫
t

Γ±
x (s)〈U0(t− s)Y0,G

j〉 ds, ±x ≥ 1.

Из оценок (3.6) и (4.13) вытекает

E
(
‖δ′′j (·, t)‖′α,±

)2 ≤
( +∞∫

t

‖Γ±
x (s)‖′α,±

(
E0

∣∣∣〈U0(t− s)Y0,G
j〉
∣∣∣2 )1/2

ds
)2

≤ C〈t〉−1 (4.19)

Следовательно, из (4.17)–(4.19) следует (4.16) с δj(x, t) = δ′j(x, t) + δ′′j (x, t).
Окончательно утверждение (ii) леммы 4.2 вытекает из представления (4.16) и

леммы 2.5.

Замечание. Если мы определим Γ̃0(ω) := eiθ(ω)|x||x=0 = 1, то формально Γ0(t) =

δ0t. Поэтому будем считать, что Γ
j
(0, y) = G

j
(y), y ∈ Z. Тогда представление

(4.9) следует из (4.16).

Для любых ψ ∈ S(Z) и j = 0,1 определим

Γjψ(y) := 〈Γj(·, y), ψ(·)〉 = G
j
(y)ψ(0) +

∑
x 6=0

Γ
j
(x, y)ψ(x), y ∈ Z. (4.20)

Так как функция Γ
j
(x, y) нечетная по y ∈ Z, то Γjψ тоже нечетная функция.

Следствие 4.3. (i) Для любых ψ ∈ S(Z) и j = 0,1 имеет место следующее

представление

〈r(j)(·, t), ψ〉 = 〈U0(t)Y0,Γ
j
ψ〉+ δj(t), t > 0, где E|δj(t)|2 ≤ C〈t〉−1. (4.21)

(ii) Для любых ψ ∈ S(Z)

sup
t∈R

E|〈U0(t)Y0,Γ
j
ψ〉|

2 = sup
t∈R

E|〈Y0, U ′
0(t)Γ

j
ψ〉|

2 ≤ C <∞. (4.22)

(iii) Для любых ψ, χ ∈ S

E
(
〈r(i)(·, t), ψ〉〈r(j)(·, t), χ〉

)
→ QP

∞(Γiψ,Γ
j
χ) при t→ ∞.
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Доказательство. Представление (4.21) вытекает из (4.16). Проверим (4.22).

В силу (4.20),

U ′
0(t)Γ

j
ψ(y) = U ′

0(t)G
j
(y)ψ(0) +

∑
±

+∞∫
0

( ∑
±x>0

Γ±
x (s)ψ(x)

)
U ′
0(t− s)G

j
(y) ds.

Следовательно, из (4.14) и (3.6) вытекает следующая равномерная оценка

sup
t∈R

‖U ′
0(t)Γ

j
ψ‖0 ≤ C1ψ(0) +

∑
±
C2

+∞∫
0

‖Γ±
x (s)‖′α,±‖ψ‖−α,± ds <∞. (4.23)

Поэтому (4.22) вытекает из оценок (4.12) и (4.23). Окончательно из (4.21) и

леммы 2.5 вытекает пункт (iii) следствия 4.3.

Введем оператор Ω′ следующим образом. Для любых Ψ = (Ψ0,Ψ1) ∈ S
определим

(Ω′Ψ) (y) := Ψ(y) +
∑
j=0,1

〈Γj(·, y),Ψj(·)〉 = Ψ(y) +
∑
j=0,1

ΓjΨj(y). (4.24)

Из оценки (4.23) имеем supt∈R ‖U ′
0(t)Ω

′Ψ‖0 ≤ C < ∞. Из формулы (2.2) и

лемм 4.1 и 4.2 вытекает следующее утверждение.

Лемма 4.3. Пусть Y0 ∈ Hα, α < −3/2. Тогда для решений (u(·, t), u̇(·, t)) ≡
(Y 0(·, t), Y 1(·, t)) задачи (1.2)–(1.4) имеет место следующее представление

Y j(x, t) = (U0(t)Y0)
j(x) + 〈(U0(t)Y0) (·),Γ

j
(x, ·)〉+ δj(x, t), j = 0,1,

где E‖δj(·, t)‖2α ≤ C〈t〉−1. Кроме того, для любых Ψ = (Ψ0,Ψ1) ∈ S имеем

〈Y (t),Ψ〉 = 〈U0(t)Y0,Ω
′Ψ〉+ δ(t), (4.25)

где δ(t) =
∑1

j=0〈δj(·, t),Ψj〉 и E|δ(t)|2 ≤ C〈t〉−1.

Из леммы 4.3, теоремы 2.5 и формулы (2.25) вытекает теорема 2.8. Теоре-

ма 2.10 может быть доказана аналогично теореме 2.10 из [5].
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5. Дополнение: Доказательство сходимости (2.22)

Для доказательства асимптотики (2.22) достаточно проверить, что для любых

Ψ ∈ S справедлива сходимость

It(Ψ) :=
∑

x≥0,y≤0

(QP
t (x, y),Ψ(x)⊗Ψ(y)) → 0, t→ ∞. (5.1)

Введем функцию Φ±(y, t), где±y ≥ 0, t ∈ R, следующим образом (cf (4.4), (4.5))

Φ±(y, t) = (U ′
±(t)Ψ) (y) =

∑
±x>0

GT
t,±(x, y)Ψ(x) =

∑
x∈Z

GTt,±(x− y)Ψ0(x), (5.2)

где Ψ0(x) определяется следующим образом

Ψ0(x) =

 Ψ(x), ±x > 0,
0, x = 0,
−Ψ(−x), ±x < 0,

и положим функцию Φ±(y, t) при ±y < 0, равной правой части равенства (5.2).
Используя преобразование Фурье и формулы (2.16), (5.2), перепишем Φ+(y, t) в
виде

Φ+(y, t) =
1

2π

∫
T

e−iyθΦ̂+(θ, t) dθ =
1

2π

∑
±

∫
T

e−iyθe±iφ+(θ)ta±(θ)Ψ̂0(θ) dθ, (5.3)

где через a±(θ) обозначаются матрицы вида

a±(θ) =
1

2

(
1 ±iφ+(θ)
∓iφ−1

+ (θ) 1

)
.

Здесь θ ∈ T, если κ+ 6= 0, и θ ∈ T \ {0} в противном случае. Заметим, что

|Ψ̂0(θ)| ≤ C(Ψ)| sin θ| ∀Ψ ∈ S. В частности, |a±(θ)Ψ̂0(θ)| ≤ C(Ψ). В случае

κ+ 6= 0 получаем, что при фиксированном y ∈ Z

Φ+(y, t) → 0, t→ ∞, (5.4)

что вытекает из формулы (5.3) и теоремы Лебега–Римана. Пусть κ+ = 0. Тогда
φ+(θ) = 2ν+| sin(θ/2)|. В этом случае при любом фиксированном ε > 0 введем
разбиение единицы ζ(θ) + η(θ) = 1, θ ∈ T, где ζ, η ∈ C∞

0 (T),

supp ζ(θ) ⊂ {θ ∈ T : |θ| < ε}, supp η(θ) ⊂ {θ ∈ T : |θ| ≥ ε/2}.
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Разобьем интеграл в правой части (5.3) на сумму двух интегралов:

Φ+(y, t) =
1

2π

∫
T
ζ(θ)

[
e−iyθe±iφ+(θ)ta±(θ)Ψ̂0(θ)

]
dθ +

1

2π

∫
T
η(θ) [...] dθ

= I1(ε, t) + I2(ε, t).

Первый интеграл I1(ε, t) стремится к нулю при ε→ 0 равномерно по t, так как

sup
t∈R

|I1(ε, t)| ≤ C

∫
|θ|<ε

ζ(θ)|a±(θ)||Ψ̂0(θ)| dθ → 0, ε→ 0.

С другой стороны, при фиксированном ε > 0 второй интеграл I2(ε, t) → 0 при
t→ ∞ в силу теоремы Лебега–Римана. Поэтому справедлива сходимость (5.4).

Аналогичное утверждение имеет место для Φ−(x, t).
Теперь вернемся к доказательству утверждения (5.1). Перепишем It(Ψ) в

виде

It(Ψ) = E0 (〈U+(t)Y0,Ψ〉+〈U−(t)Y0,Ψ〉−)
= E0 (〈Y0,Φ+(·, t)〉+〈Y0,Φ−(·, t)〉−) =

∑
x≥0,y≤0

Φ+(x, t)Q0(x, y)Φ
T
−(y, t).

Заметим, что Φ±(0, t) = 0. Более того,

It(Ψ) =
∑
z≥0

∑
z≤y≤0

Φ+(y + z, t)Q0(y + z, y)ΦT
−(y, t) =

∑
z∈Z

Ft(z), (5.5)

где

Ft(z) :=
∑
z≤y≤0

Φ+(y + z, t)Q0(y + z, y)ΦT
−(y, t).

В силу условия (2.10) и формулы (5.3) имеем

sup
t∈R

sup
y∈Z

|Φ+(y + z, t)Q0(y + z, y)ΦT
−(y, t)| ≤ C(Ψ)h(|z|), где h ∈ L1(0,+∞).

Поэтому ряд в правой части (5.5) сходится равномерно. Следовательно, доста-

точно доказать, что Ft(z) → 0 при t→ ∞ при фиксированном значении z. Так
как при фиксированной точке z точка y пробегает конечное число значений, то
достаточно проверить, что при фиксированных значениях y, z

Φ+(y + z, t)Q0(y + z, y)ΦT
−(y, t) → 0, t→ ∞.

Последнее утверждение вытекает из сходимости (5.4).
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