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Яшунский А. Д.
О предельных точках алгебр бернуллиевских распределений
Рассматриваются алгебры бернуллиевских распределений—множе-

ства распределений, замкнутые относительно преобразований распре-
делений путем подстановки независимых случайных величин в булевы
функции из некоторой заданной системы. Установлено, что если пре-
образующие функции не содержатся в множестве унарных функций, то
множество предельных точек алгебры распределений либо пусто, либо
одноэлемнтно, либо не менее чем счетно.
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On limit points of Bernoulli distribution algebras
We consider algebras of Bernoulli distributions, i. e. sets of distributions

that are closed under transformations defined by substituting independent
random variables for variables of a Boolean function from a given system. We
establish that unless the transforming functions are unary the set of algebra’s
limits point is either empty, one-element, or at least countable.
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Введение

Настоящая работа продолжает исследования, начатые в [6, 7], по-
священные предельным точкам в алгебрах бернуллиевских распреде-
лений. Рассмотрение множества предельных точек позволяет класси-
фицировать различные алгебры и является шагом на пути к описанию
всевозможных решеток алгебр распределений.

После описания алгебр, не имеющих предельных точек [7], и ал-
гебр, имеющих единственную предельную точку [6], представляется
естественным рассмотреть вопрос о возможной мощности множества
предельных точек. В данной работе установлено, что, за исключением
некоторых достаточно тривиальных случаев, множество предельных
точек, содержащее более одного элемента, как минимум счетно.

Определения и свойства

Алгебры бернуллиевских распределений

Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)—булева функция, а 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛—независимые в
совокупности бернуллиевские случайные величины со значениями в
множестве {0, 1}, причем 𝑋𝑖 = 1 с вероятностью 𝑝𝑖 ∈ [0, 1]. Тогда
𝑓(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛)—также бернуллиевская случайная величина со значения-
ми вмножестве {0, 1}. Вероятность ее обращения в 1 является функцией
от значений 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, обозначим ее через 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛). Тогда:

̂︀𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = ∑︁
𝑓(𝜎1,...,𝜎𝑛)=1

𝜋(𝑝1, 𝜎1) · · · 𝜋(𝑝𝑛, 𝜎𝑛), (1)

где 𝜋(𝑝, 1) = 𝑝 и 𝜋(𝑝, 0) = 1 − 𝑝. Каждая функция 𝑓 : {0, 1}𝑛 → {0, 1}
индуцирует таким образом функцию 𝑓 : [0, 1]𝑛 → [0, 1]. Эта функция
описывает преобразование распределений, осуществляемое при под-
становке случайных величин в функцию 𝑓 .

Распределение бернуллиевской случайной величиныоднозначно за-
дается вероятностью 𝑝 ее обращения в 1, поэтому далее будем отож-
дествлять бернуллиевские распределения с точкамииз отрезка [0, 1]. От-
метим, что при 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 ∈ {0, 1} выполнено 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛).

Для индуцированныхфункцийимеетместо разложениепоперемен-
ной, аналогичное соответствующему разложению для булевых функ-
ций. Обозначим подфункции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, 0) и 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, 1) функ-
ции 𝑓 через 𝑓0 и 𝑓1 соответственно. Тогда для всех 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 ∈ [0, 1]
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выполнено равенство:

̂︀𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = (1− 𝑝𝑛)̂︀𝑓0(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛−1) + 𝑝𝑛 ̂︀𝑓1(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛). (2)

Непосредственно из определения 𝑓 вытекает, что функция 𝑓 непре-
рывна по всем переменным, а также то, что для любых распределений
𝑝1, . . . , 𝑝𝑖−1, 𝑝

′
𝑖, 𝑝

′′
𝑖 , 𝑝𝑖+1, . . . , 𝑝𝑛 ∈ [0, 1] и произвольного 𝛼 выполнено:

𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑖−1, 𝛼𝑝
′
𝑖 + (1− 𝛼)𝑝′′𝑖 , 𝑝𝑖+1, . . . , 𝑝𝑛) =

= 𝛼𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑖−1, 𝑝
′
𝑖, 𝑝𝑖+1, . . . , 𝑝𝑛) + (1− 𝛼)𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑖−1, 𝑝

′′
𝑖 , 𝑝𝑖+1, . . . , 𝑝𝑛). (3)

Это влечет следующие два утверждения.

Лемма 1. Пусть для некоторых 𝑝′, 𝑝′′, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, 𝑝′ ̸= 𝑝′′ выполнено ра-
венство 𝑓(𝑝′, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛) = 𝑓(𝑝′′, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛). Тогда для любого 𝑡 выполнено
𝑓(𝑡, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛) = 𝑓(𝑝′, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛) = 𝑓(𝑝′′, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛).

Следствие 1. Пусть {𝑝′𝑠}𝑠∈N— счетное множество. Тогда для задан-
ных 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 множество {𝑓(𝑝′𝑠, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛)}𝑠∈N либо одноэлементное, либо
счетное.

Естественно, как в лемме, так и в ее следствии вместо первой пере-
менной можно рассматривать любую другую переменную функции 𝑓 .

Множеству булевых функций 𝐵 сопоставим множество индуциро-
ванных функций ̂︀𝐵 = {𝑓 | 𝑓 ∈ 𝐵}. Тогда ⟨[0, 1], ̂︀𝐵⟩—алгебра, ее подал-
гебры ⟨𝐻, ̂︀𝐵⟩ будем называть алгебрами (бернуллиевских) распределений.
Для заданного множества 𝐺 ⊆ [0, 1] положим: 𝑉𝐵(𝐺) =

⋂︀
⟨𝐻, ̂︀𝐵⟩—алгебра,

𝐻⊇𝐺

𝐻,

т. е. 𝑉𝐵(𝐺)—замыкание множества 𝐺 относительно операций из ̂︀𝐵.
Естественно, для всякой алгебры распределений ⟨𝐻, ̂︀𝐵⟩ выполнено ра-
венство 𝑉𝐵(𝐻) = 𝐻.

Предельные точки

Точка 𝑞 ∈ [0, 1] называется предельной для множества 𝐺 ⊆ [0, 1], если
для любого 𝜀 > 0 найдется такое 𝑔 ∈ 𝐺, что 0 < |𝑞 − 𝑔| < 𝜀. Точка 𝑞
может не принадлежать множеству 𝐺. Множество всех предельных то-
чек множества 𝐺 обозначим через 𝜆(𝐺). Если 𝑞 ∈ 𝜆(𝐺), то найдутся
такие 𝑞𝑛 ∈ 𝐺 ∖ {𝑞}, 𝑛 ∈ N, что 𝑞𝑛 → 𝑞 при 𝑛 → ∞, причем последователь-
ность {𝑞𝑛}𝑛∈N можно выбрать монотонной.
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Несложно проверить выполнение включения 𝜆(𝜆(𝐺)) ⊆ 𝜆(𝐺). Кроме
того, для произвольных 𝐺,𝐻 ⊆ [0, 1] выполнено 𝜆(𝐺∪𝐻) = 𝜆(𝐺)∪ 𝜆(𝐻).
Отсюда вытекает, что 𝐺 ⊆ 𝐻 влечет 𝜆(𝐺) ⊆ 𝜆(𝐻). Наконец, отметим,
что для всякого отрезка [𝑎, 𝑏] выполнено 𝜆([𝑎, 𝑏]) = [𝑎, 𝑏].

Множество 𝐺 называется топологически замкнутым, если 𝜆(𝐺) ⊆ 𝐺.
Топологическим замыканиеммножества𝐺называетсямножество 𝑐𝑙(𝐺) =
=

⋂︀
𝐻⊇𝐺,

𝜆(𝐻)⊆𝐻

𝐻. Несложно проверить, что 𝑐𝑙(𝐺) = 𝐺 ∪ 𝜆(𝐺). Из этого равен-

ства, в частности, следует, что 𝑐𝑙(𝜆(𝐺)) = 𝜆(𝐺).
Для множества распределений 𝐺 положим 𝑊𝐵(𝐺) =

⋂︀
⟨𝐻, ̂︀𝐵⟩—алгебра,
𝐻⊇𝐺,𝑐𝑙(𝐻)=𝐻

𝐻,

т. е.𝑊𝐵(𝐺)—наименьшая по включению топологически замкнутая ал-
гебра распределений, содержащая 𝐺. Из непрерывности индуциро-
ванных функций и ранее упомянутых соотношений вытекают равен-
ства 𝑊𝐵(𝐺) = 𝑐𝑙(𝑉𝐵(𝐺)) = 𝑉𝐵(𝐺) ∪ 𝜆(𝑉𝐵(𝐺)). Отметим, что при этом
имеет место: 𝜆(𝑊𝐵(𝐺)) = 𝜆(𝑉𝐵(𝐺) ∪ 𝜆(𝑉𝐵(𝐺))) = 𝜆(𝑉𝐵(𝐺)).

Функциональные замыкания

Введем обозначения для некоторых булевых функций. Через 𝑐0, 𝑐1
будем обозначать булевы функции, тождественно равные константам 0
и 1 соответственно. Обозначим 𝑥 ⊕ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 (mod 2), 𝑥 = 𝑥 ⊕ 1, 𝑥&𝑦 =
min(𝑥, 𝑦), 𝑥∨𝑦 = max(𝑥, 𝑦), и будемдалее считать⊕,&и∨ обозначениями
функций двух переменных.

Определим терм над системой функций 𝐵 и некоторым бесконеч-
ным множеством символов переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, . . . . По определе-
нию символы переменных считаем термами. Если 𝑇1, . . . , 𝑇𝑛—термы
и 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵—функция от 𝑛 переменных, то 𝑓(𝑇1, . . . , 𝑇𝑛) явля-
ется термом. Каждому терму естественным образом сопоставляется
выражаемая этим термом булева функция. Терм называется беспо-
вторным, если каждый символ переменной встречается в нем не более
одного раза. Множество функций, выразимых термами над 𝐵, будем
обозначать [𝐵] и называть функциональным замыканием множества 𝐵
(за исключением некоторых деталей это совпадает с функциональным
замыканием, определяемым, например, в [2]). Множество функций,
выразимых бесповторными термами над 𝐵, будем обозначать [𝐵]0 и
называть бесповторным замыканием множества 𝐵.

Оператор замыкания 𝑉𝐵(𝐺)можно описать, используя термынад си-
стемой ̂︀𝐵: 𝑉𝐵(𝐺) = {𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) | 𝑓 ∈

[︁ ̂︀𝐵]︁
, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 ∈ 𝐺}. Это описание
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можно переформулировать в терминах замыканий самого множества𝐵
(а не ̂︀𝐵), используя следующие соображения. Если булева функция 𝜙 за-
дана бесповторной формулой

𝜙(𝑥11, . . . , 𝑥𝑚𝑛𝑚
) = 𝑓(𝑓1(𝑥11, . . . , 𝑥1𝑛1

), . . . , 𝑓𝑚(𝑥𝑚1, . . . , 𝑥𝑚𝑛𝑚
)),

то для индуцированной функции имеет место равенство:

̂︀𝜙(𝑝11, . . . , 𝑝𝑚𝑛𝑚
) = ̂︀𝑓(̂︀𝑓1(𝑝11, . . . , 𝑝1𝑛1

), . . . ,̂︁𝑓𝑚(𝑝𝑚1, . . . , 𝑝𝑚𝑛𝑚
)). (4)

(доказательство cм., например, в [5]). Из равенства (4) вытекает, что
каждому терму над ̂︀𝐵 можно поставить в соответствие некоторуюфунк-
цию из [𝐵]0. Как следствие, получаем следующее соотношение:

𝑉𝐵(𝐺) = {̂︀𝜙(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) | 𝜙 ∈ [𝐵]0, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 ∈ 𝐺}. (5)

Отсюда, в частности, следует, что 𝑉𝐵(𝐺) = 𝑉[𝐵]0(𝐺), а в силу непрерыв-
ности функций из ̂︀𝐵, и𝑊𝐵(𝐺) = 𝑊[𝐵]0(𝐺).

Напомним, что булева функция 𝑓 *(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) назы-
вается двойственной к функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Непосредственно из (1)
вытекает соотношение:̂︀𝑓 *(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 1− 𝑓(1− 𝑝1, . . . , 1− 𝑝𝑛). (6)

Для множества булевых функций 𝐵 положим 𝐵* = {𝑓 * | 𝑓 ∈ 𝐵}. То же
обозначение будем использовать для множеств бернуллиевских рас-
пределений, полагая 𝐺* = {1 − 𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺}. Из соотношений (5) и (6)
выводится следующая лемма.

Лемма 2. 𝑉𝐵*(𝐺*) = (𝑉𝐵(𝐺))
*,𝑊𝐵*(𝐺*) = (𝑊𝐵(𝐺))

*.

В дальнейшем изложении используются следующие функциональ-
но замкнутые классы булевых функций: 𝑈 = [{𝑐0, 𝑥}] (функции одной
переменной), 𝐾 = [{𝑐0, 𝑐1,&}] (конъюнкции), 𝐷 = [{𝑐0, 𝑐1,∨}] (дизъюнк-
ции), 𝐿 = [{𝑐1,⊕}] (линейные функции),𝑀 = [{𝑐0, 𝑐1,&,∨}] (монотонные
функции).

Докажем несколько утверждений о бесповторном замыкании буле-
вых функций, которые будут использованы впоследствии. Следующие
два утверждения обычно формулируются для обычного функциональ-
ного замыкания (см. [2]), однако анализ доказательств показывает, что
утверждения остаются верными, а доказательства переносятся без из-
менений на случай бесповторных замыканий.

Лемма 3. Если 𝑓 ̸∈𝑀 , то [{𝑓, 𝑐0, 𝑐1}]0 ∋ 𝑥.
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Лемма 4. Если 𝑓 ̸∈ 𝐿, то [{𝑓, 𝑐0, 𝑐1, 𝑥}]0 ∋ 𝑥&𝑦.
Свойства булевых функций, составляющие суть лемм 5 и 6, весьма

близки к известным свойствам булевых функций, приведенным, в част-
ности, в [1,3], однако в обоих указанных источниках при доказательстве
существенным образом используется отождествление переменных, по-
этому эти утверждения не могут быть перенесены без изменений на
случай бесповторного замыкания. Для бесповторных замыканий соот-
ветствующие утверждения доказаныв [4], их доказательства приведены
здесь для полноты изложения.

Лемма 5. Пусть 𝑓 ∈𝑀 ∖𝐾, тогда [{𝑓, 𝑐0, 𝑐1}]0 ∋ 𝑥 ∨ 𝑦.
Доказательство. Докажем утверждение индукцией по числу перемен-
ных функции 𝑓 . В случае функций двух переменных утверждение три-
виально— единственной функцией 𝑓 ∈ 𝑀 ∖ 𝐾 от двух переменных
является 𝑥 ∨ 𝑦.

Пусть утверждение леммы выполняется для функций от 𝑟 − 1 пере-
менной, покажем, что оно выполнено для функций от 𝑟 переменных.
Пусть 𝑓 —функция от 𝑟 переменных. Рассмотрим такой набор �̃� ∈
∈ {0, 1}𝑟, что 𝑓(�̃�) = 0 и вес 𝑤(�̃�) =

𝑟∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖 максимален, т. е. для любого

такого набора �̃�′, что 𝑤(�̃�′) > 𝑤(�̃�), имеет место 𝑓(�̃�′) = 1. По условию
леммы функция 𝑓 ∈𝑀 и 𝑓 ̸= 𝑐0, следовательно, 𝑤(�̃�) < 𝑟.

Если 𝑤(�̃�) 6 𝑟 − 2, то найдутся такие 𝑖, 𝑗, что 𝛼𝑖 = 0, 𝛼𝑗 = 0. Тогда

𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝛼𝑖+1, . . . , 𝛼𝑗−1, 𝑥𝑗, 𝛼𝑗+1, . . . , 𝛼𝑟) = 𝑥𝑖 ∨ 𝑥𝑗
и, следовательно, 𝑥 ∨ 𝑦 ∈ [{𝑓, 𝑐0, 𝑐1}]0. Если же 𝑤(�̃�) = 𝑟 − 1, то найдет-
ся такое 𝑖, что 𝛼𝑖 = 0. Тогда в силу 𝑓 ∈ 𝑀 имеет место соотношение
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 0, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑟) 6 𝑓(�̃�) = 0. Следовательно, функция 𝑓 пред-
ставляется в виде:

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑟) = 𝑥𝑖𝑓(𝑥1, .., 𝑥𝑖−1, 1, 𝑥𝑖+1, .., 𝑥𝑟) ∨ 𝑥𝑖𝑓(𝑥1, .., 𝑥𝑖−1, 0, 𝑥𝑖+1, .., 𝑥𝑟) =

= 𝑥𝑖𝑓(𝑥1, .., 𝑥𝑖−1, 1, 𝑥𝑖+1, .., 𝑥𝑟).

Из условия 𝑓 ̸∈ 𝐾 вытекает, что

𝑓 ′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑟) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑟) ̸∈ 𝐾.

Тогда по предположению индукции имеет место [{𝑓 ′, 𝑐0, 𝑐1}]0 ∋ 𝑥 ∨ 𝑦,
откуда очевидно вытекает, что [{𝑓, 𝑐0, 𝑐1}]0 ∋ 𝑥 ∨ 𝑦. Шаг индукции, а
вместе с ним и лемма доказаны.

Заменяя в утверждении леммы 5 все функции на двойственные,
получаем следующее утверждение.

Лемма 6. Пусть 𝑓 ∈𝑀 ∖𝐷, тогда [{𝑓, 𝑐0, 𝑐1}]0 ∋ 𝑥&𝑦.



8

Аппроксимационная полнота

Среди различных систем булевых функций 𝐵 и множеств распре-
делений 𝐺 некоторые пары удовлетворяют равенству 𝑊𝐵(𝐺) = [0, 1],
которое можно называть условием аппроксимационной полноты—
возможности сколь угодно точно приблизить любое распределение,
подставляя случайные величины с распределениями из 𝐺 в булевы
функции из 𝐵. Ниже приведен ряд утверждений, описывающих усло-
вия аппроксимационной полноты.

Лемма 7 [6]. Если 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1& . . .&𝑥𝑛, то 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) =
𝑛∏︀

𝑖=1

𝑝𝑖.

Если 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1⊕· · ·⊕𝑥𝑛⊕𝑐, то 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 1
2(1−(−1)𝑐

𝑛∏︀
𝑖=1

(1−2𝑝𝑖)).

Лемма 8. Пусть 𝑓 ∈ 𝐾 ∖ 𝑈 и 1 ∈ 𝜆(𝐺). Тогда𝑊{𝑓}(𝐺) = [0, 1].

Доказательство. Покажем, что множество 𝑉{𝑓}(𝐺) = 𝑉[{𝑓}]0(𝐺) всюду
плотно на отрезке [0, 1]. Если 𝑓 ∈ 𝐾 ∖ 𝑈 , то 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑥1& . . .&𝑥𝑚,
где 𝑚 > 1. Зафиксируем произвольное 𝜀 > 0. В силу 1 ∈ 𝜆(𝐺) найдется
такое ℎ ∈ 𝐺, что (1− 𝜀)

1
𝑚−1 < ℎ < 1, т. е. 1− 𝜀 < ℎ𝑚−1 < 1.

Заметим, что в множестве [{𝑓}]0 лежат функции 𝑓𝑙, 𝑙 ∈ N, явля-
ющиеся конъюнкциями 𝑙(𝑚 − 1) + 1 переменных. По лемме 7 полу-
чаем, что 𝑉{𝑓}(𝐺) ∋ ̂︀𝑓𝑙(ℎ, . . . , ℎ) = ℎ𝑙(𝑚−1)+1. В силу условия ℎ < 1 по-
следовательность ℎ𝑙(𝑚−1)+1 монотонно убывает к нулю с ростом 𝑙. Рас-
смотрим разность ̂︀𝑓𝑙(ℎ, . . . , ℎ) − ̂︂𝑓𝑙+1(ℎ, . . . , ℎ) = ℎ𝑙(𝑚−1)+1 − ℎ(𝑙+1)(𝑚−1)+1 =

= ℎ𝑙(𝑚−1)+1(1− ℎ𝑚−1) < 𝜀. Отсюда вытекает, что {̂︀𝑓𝑙(ℎ, . . . , ℎ)}𝑙∈N ⊆ 𝑉{𝑓}(𝐺)
является 𝜀-сетью на отрезке [0, 1]. В силу произвольности 𝜀 > 0 множе-
ство 𝑉{𝑓}(𝐺) всюду плотно на [0, 1]. Лемма доказана.

Двойственность классов𝐾 и𝐷 по лемме 2 влечет следующую лемму.

Лемма 9. Пусть 𝑓 ∈ 𝐷 ∖ 𝑈 и 0 ∈ 𝜆(𝐺). Тогда𝑊{𝑓}(𝐺) = [0, 1].

Лемма 10. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿 ∖ 𝑈 и 0 ∈ 𝜆(𝐺). Тогда𝑊{𝑓}(𝐺) ⊇ [0, 12 ].

Доказательство. Покажем, что множество 𝑉{𝑓}(𝐺) = 𝑉[{𝑓}]0(𝐺) всюду
плотно на отрезке [0, 12 ]. Если 𝑓 ∈ 𝐿 ∖ 𝑈 , то 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑥1 ⊕ · · · ⊕
𝑥𝑚 ⊕ 𝑐, где 𝑚 > 1 и 𝑐 ∈ {0, 1}. Если 𝑐 = 1, то рассмотрим функцию
𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥2𝑚−1) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚−1, 𝑓(𝑥𝑚, . . . , 𝑥2𝑚−1)) ∈ [{𝑓}]0, тогда выпол-
нено 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥2𝑚−1) = 𝑥1 ⊕ . . . ⊕ 𝑥2𝑚−1 и вместо функции 𝑓 можно рас-
сматривать далее функцию 𝑔. Итак, не ограничивая общности, мо-
жем считать, что 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑥1 ⊕ · · · ⊕ 𝑥𝑚. Зафиксируем произволь-
ное 𝜀 > 0. Из условия 0 ∈ 𝜆(𝐺) вытекает, что найдется такое ℎ ∈ 𝐺, что
0 < ℎ < 1

2 min{(2𝜀) 1
𝑚−1 , 1}.
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Заметим, что в множестве [{𝑓}]0 лежат функции 𝑓𝑙, 𝑙 ∈ N, являю-
щиеся суммами 𝑙(𝑚 − 1) + 1 переменных mod 2. По лемме 7 получаем,
что 𝑉{𝑓}(𝐺) ∋ ̂︀𝑓𝑙(ℎ, . . . , ℎ) = 1

2(1 − (1 − 2ℎ)𝑙(𝑚−1)+1). Рассмотрим разность:̂︂𝑓𝑙+1(ℎ, . . . , ℎ)−̂︀𝑓𝑙(ℎ, . . . , ℎ) = 1
2(1−(1−2ℎ)(𝑙+1)(𝑚−1)+1)−1

2(1−(1−2ℎ)𝑙(𝑚−1)+1) =

= 1
2(1 − 2ℎ)𝑙(𝑚−1)+1(2ℎ)𝑚−1. В силу выбора ℎ эта разность положитель-

ная, и, следовательно, последовательность значений ̂︀𝑓𝑙(ℎ, . . . , ℎ) мо-
нотонно возрастает к 1

2 с ростом 𝑙. Кроме того, рассмотренная раз-
ность не превышает 𝜀 в силу неравенства (2ℎ)𝑚−1 < 2𝜀. Таким обра-
зом {̂︀𝑓𝑙(ℎ, . . . , ℎ)}𝑙∈N ∈ 𝑉[{𝑓}]0(𝐺) является 𝜀-сетью на отрезке [0, 12 ], и в
силу произвольности 𝜀 получаем, что 𝑉[{𝑓}]0(𝐺) всюду плотно на отрезке
[0, 12 ]. Лемма доказана.

По лемме 2 также получаем следующее утверждение.

Лемма 11. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿 ∖ 𝑈 и 1 ∈ 𝜆(𝐺). Тогда𝑊{𝑓}(𝐺) ⊇ [12 , 1].

Частный случай леммы 12 доказан в [4], причем доказательство пе-
реносится практически без изменений на более общую формулировку,
используемую в данной работе. Приводим его для полноты изложения.

Лемма 12. Пусть 0, 1 ∈ 𝜆(𝑊𝐵(𝐺)). Тогда𝑊𝐵(𝐺) = 𝑊𝐵∪{𝑐0,𝑐1}(𝐺).

Доказательство. Очевидно, что 𝑊𝐵(𝐺) ⊆ 𝑊𝐵∪{𝑐0,𝑐1}(𝐺), покажем, что
обратное включение также имеет место. Пусть 𝑔 ∈ 𝑊𝐵∪{𝑐0,𝑐1}(𝐺). Тогда
для любого 𝜀 > 0 найдется такая функция 𝜙𝜀 ∈ [𝐵 ∪ {𝑐0, 𝑐1}]0 и такие
распределения 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 ∈ 𝐺, что |𝑔 − ̂︀𝜙𝜀(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)| < 𝜀

2. Заметим, что
𝜙𝜀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) можно представить в виде 𝜓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑐𝑖1, . . . , 𝑐𝑖𝑚), где 𝜓 ∈
∈ [𝐵]0 и 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚 ∈ {0, 1}. Поскольку 0, 1 ∈ 𝜆(𝑊𝐵(𝐺)), найдутся такие
ℎ0 ∈ 𝑊𝐵(𝐺) и ℎ1 ∈ 𝑊𝐵(𝐺), что ℎ0 < 𝜀

2𝑚 и ℎ1 > 1 − 𝜀
2𝑚. Рассмотрим

разность:

̂︀𝜓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚)− ̂︀𝜓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, ℎ𝑖1, . . . , ℎ𝑖𝑚) =
=

𝑚−1∑︁
𝑗=0

(︁̂︀𝜓(𝑔1 . . . , 𝑔𝑛, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚−𝑗−1, 𝑖𝑚−𝑗, ℎ𝑖𝑚−𝑗+1
, . . . , ℎ𝑖𝑚)−

− ̂︀𝜓(𝑔1 . . . , 𝑔𝑛, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚−𝑗−1, ℎ𝑖𝑚−𝑗
, ℎ𝑖𝑚−𝑗+1

, . . . , ℎ𝑖𝑚)
)︁
. (7)

В каждой скобке берется разность значений функции ̂︀𝜓 на наборах,
различающихся ровно в одной компоненте, причем в одном случае эта
компонента равна 𝑖𝑚−𝑗, а в другом ℎ𝑖𝑚−𝑗

. Покажем, что для выбранных
значений ℎ𝑖 абсолютное значение такой разности не превышает 𝜀

2𝑚.
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Пусть различающаяся компонента— последняя (в остальных случаях
доказательство аналогичное), все прочие компоненты обозначим за
𝛼1, . . . , 𝛼𝑙 ∈ [0, 1] и рассмотрим величину | ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 𝑖)− ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, ℎ𝑖)|.
В случае 𝑖 = 0 получаем, используя (2):

| ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 0)− ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, ℎ0)| =
= | ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 0)− (1− ℎ0) ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 0)− ℎ0 ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 1)| =

= ℎ0| ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 0)− ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 1)|.

В случае 𝑖 = 1 аналогично, используя (2), получаем:

| ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 1)− ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, ℎ1)| =
= | ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 1)− (1− ℎ1) ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 0)− ℎ1 ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 1)| =

= (1− ℎ1)| ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 1)− ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 0)|.

В силу выбора ℎ𝑖 имеет место неравенство |ℎ𝑖 − 𝑖| < 𝜀
2𝑚, а кроме то-

го, легко проверяется неравенство | ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 1) − ̂︀𝜓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 0)| 6 1.
Используя эти оценки и равенство (7), приходим к неравенству:

| ̂︀𝜓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚)− ̂︀𝜓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, ℎ𝑖1, . . . , ℎ𝑖𝑚)| 6 𝑚 · 𝜀

2𝑚
=
𝜀

2
.

Вместе с условием выбора функций 𝜙𝜀 и 𝜓 это дает неравенства:

|𝑔 − ̂︀𝜓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, ℎ𝑖1, . . . , ℎ𝑖𝑚)| 6 |𝑔 − ̂︀𝜓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚)|+
+ | ̂︀𝜓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚)− ̂︀𝜓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, ℎ𝑖1, . . . , ℎ𝑖𝑚)| < 𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀.

В силупроизвольности 𝜀 > 0получаем, что 𝑔 ∈ 𝑊𝐵(𝐺), что и требовалось
доказать.

Лемма 13. Пусть 𝐵 ̸⊆ 𝑈 и 𝐺 = 𝑊𝐵(𝐺). Равенство 𝐺 = [0, 1] выполнено
тогда и только тогда, когда 𝜆(𝐺) ∋ 0, 1.

Доказательство. Необходимость условия 𝜆(𝐺) ∋ 0, 1 очевидна, пока-
жем его достаточность.

Рассмотрим сначала случай 𝐵 ⊆ 𝑀 . Поскольку 𝐵 ̸⊆ 𝑈 , найдется
либо 𝑓 ∈ 𝐵 ∩ (𝑀 ∖ 𝐾), либо 𝑓 ∈ 𝐵 ∩ (𝑀 ∖ 𝐷). Тогда [{𝑓, 𝑐0, 𝑐1}]0 ∋ 𝑥 ∨ 𝑦
(соответственно, [{𝑓, 𝑐0, 𝑐1}]0 ∋ 𝑥&𝑦), откуда по лемме 12 получаем, что
𝑊{𝑓}(𝐺) ⊇ 𝑊{𝑥∨𝑦}(𝐺) (соответственно, 𝑊{𝑓}(𝐺) ⊇ 𝑊{𝑥&𝑦}(𝐺)). Применяя
затем либо лемму 9, либо лемму 8, получаем, что 𝑊𝐵(𝐺) ⊇ 𝑊{𝑓}(𝐺) ⊇
⊇ [0, 1], откуда 𝐺 = 𝑊𝐵(𝐺) = [0, 1].
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Пусть теперь 𝐵 ̸⊆𝑀 . Если при этом 𝐵 ⊆ 𝐿, то найдется функция 𝑓 ∈
∈ 𝐵 ∩ (𝐿 ∖ 𝑈) и в силу лемм 10 и 11 получаем, что

𝐺 = 𝑊𝐵(𝐺) ⊇ 𝑊{𝑓}(𝐺) ⊇ [0, 12 ] ∪ [12 , 1] = [0, 1].

Еслиже𝐵 ̸⊆ 𝐿, то выберем, во-первых,функцию 𝑓 ∈ 𝐵∖𝑀 . Тогдаполем-
ме 3 выполнено [{𝑓, 𝑐0, 𝑐1}]0 ∋ 𝑥. Во-вторых, поскольку 𝐵 ̸⊆ 𝐿, найдется
функция 𝑔 ∈ 𝐵 ∖ 𝐿, и тогда по лемме 4 выполнено [{𝑓, 𝑔, 𝑐0, 𝑐1}]0 ∋ 𝑥&𝑦.
В силу леммы 12 выполнено𝑊{𝑓,𝑔}(𝐺) = 𝑊{𝑓,𝑔,𝑐0,𝑐1}(𝐺), что с использова-
нием леммы 8 влечет:

𝐺 = 𝑊𝐵(𝐺) ⊇ 𝑊{𝑓,𝑔}(𝐺) = 𝑊{𝑓,𝑔,𝑐0,𝑐1}(𝐺) ⊇ 𝑊{𝑥&𝑦}(𝐺) = [0, 1].

Лемма доказана.

Алгебры предельных точек

Теорема 1. Пусть 𝑉𝐵(𝐺) = 𝐺. Тогда 𝑉𝐵∖{𝑐0,𝑐1}(𝜆(𝐺)) = 𝜆(𝐺).

Доказательство. Рассмотрим распределения 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛 ∈ 𝜆(𝐺) и функ-
цию 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵 ∖ {𝑐0, 𝑐1}. Покажем, что 𝑓(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) ∈ 𝜆(𝐺), тогда
утверждение теоремы будет доказано.

В силу определения предельных точек для каждого 𝑞𝑖 ∈ 𝜆(𝐺) найдет-
ся такая последовательность {𝑝𝑖,𝑠}𝑠∈N, что 𝑝𝑖,𝑠 ̸= 𝑞𝑖, 𝑝𝑖,𝑠 → 𝑞𝑖 при 𝑠 → ∞
монотонно.

Определим множества 𝐴𝑗
𝑖1,...,𝑖𝑗−1,𝑖𝑗+1,...,𝑖𝑛

следующим образом:

𝐴𝑗
𝑖1,...,𝑖𝑗−1,𝑖𝑗+1,...,𝑖𝑛

= {𝑓(𝑝1,𝑖1, . . . , 𝑝𝑗−1,𝑖𝑗−1
, 𝑝𝑗,𝑠, 𝑝𝑗+1,𝑖𝑗+1

, . . . , 𝑝𝑛,𝑖𝑛)}𝑠∈N,

где 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 ∈ N. То есть в каждом таком множестве со-
держатся значения функции 𝑓 на наборах, в которых все переменные,
кроме 𝑗-й, фиксированы, а 𝑗-я переменная принимает всевозможные
значения из множества {𝑝𝑗,𝑠}𝑠∈N. По следствию 1 каждое такое множе-
ство либо счетное, либо одноэлементное. Положим

𝐼𝑗 = {(𝑖1, . . . , 𝑖𝑗−1, 𝑖𝑗+1, . . . , 𝑖𝑛) | 𝐴𝑗
𝑖1,...,𝑖𝑗−1,𝑖𝑗+1,...,𝑖𝑛

—счетное}.

Для наборов натуральных чисел �̃� = (𝜇1, . . . , 𝜇𝑛−1) и 𝜈 = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑛−1)
будем писать, что �̃� > 𝜈, если это неравенство выполнено для каж-
дой компоненты наборов: 𝜇𝑖 > 𝜈𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 − 1. Тем самым введен
(строгий) частичный порядок на множестве наборов длины 𝑛 − 1, под-
множествами которого являются множества 𝐼𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.
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В каждом из множеств 𝐼𝑗 либо содержится, либо не содержит-
ся бесконечная последовательность из монотонно возрастающих (в
смысле определенного выше частичного порядка) наборов. Если такой
последовательности в множестве 𝐼𝑗 нет, то существует такой набор
𝛽𝑗 = (𝛽𝑗

1, . . . , 𝛽
𝑗
𝑗−1, 𝛽

𝑗
𝑗+1, . . . , 𝛽𝑛), что {�̃� | �̃� > 𝛽𝑗} ∩ 𝐼𝑗 = ∅. Если же мо-

нотонно возрастающая последовательность наборов в множестве 𝐼𝑗

существует, обозначим ее наборы через

�̃�𝑗,𝑠 = (𝛼𝑗,𝑠
1 , . . . , 𝛼

𝑗,𝑠
𝑗−1, 𝛼

𝑗,𝑠
𝑗+1, . . . , 𝛼

𝑗,𝑠
𝑛 ).

Тогда для всех 𝑠 ∈ N и всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑗 − 1, 𝑗 + 1, . . . , 𝑛 выполнено
𝛼𝑗,𝑠+1
𝑖 > 𝛼𝑗,𝑠

𝑖 .
Возможны два случая:

1. ни в одном множестве 𝐼𝑗 нет монотонно возрастающей последо-
вательности наборов;

2. найдется множество 𝐼𝑗, содержащее возрастающую последова-
тельность наборов.

Рассмотрим каждый из этих случаев.
1. Пусть для каждого множества 𝐼𝑗 нашелся такой набор 𝛽𝑗, что

{�̃� | �̃� > 𝛽𝑗} ∩ 𝐼𝑗 = ∅. Тогда возьмем 𝛾𝑗 = max
𝑘 ̸=𝑗

𝛽𝑘
𝑗 для 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 и

определим 𝛾𝑗 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑗−1, 𝛾𝑗+1, . . . , 𝛾𝑛). Тогда для любого 𝑗 = 1, . . . , 𝑛
выполнено {�̃� | �̃� > 𝛾𝑗} ∩ 𝐼𝑗 = ∅. Следовательно, при всех 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 и
всевозможных 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, удовлетворяющих неравенствам 𝑖𝑙 > 𝛾𝑙 для всех
𝑙 = 1, . . . , 𝑛, множества 𝐴𝑗

𝑖1,...,𝑖𝑗−1,𝑖𝑗+1,...,𝑖𝑛
—одноэлементные.

Рассмотрим два 𝑛-элементных набора индексов �̃� = (𝜇1, . . . , 𝜇𝑛) и
𝜈 = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑛), удовлетворяющих соотношениям 𝜇𝑖 > 𝛾𝑖 и 𝜈𝑖 > 𝛾𝑖 при
всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Заметим, что если �̃� и 𝜈 различаются только в 𝑗-й ком-
поненте, то значения 𝑓(𝑝1,𝜇1

, . . . , 𝑝𝑛,𝜇𝑛
) и 𝑓(𝑝1,𝜈1, . . . , 𝑝𝑛,𝜈𝑛) лежат (напри-

мер) в множестве 𝐴𝑗
𝜇1,...,𝜇𝑗−1,𝜇𝑗+1,...,𝜇𝑛

и, следовательно, 𝑓(𝑝1,𝜇1
, . . . , 𝑝𝑛,𝜇𝑛

) =

𝑓(𝑝1,𝜈1, . . . , 𝑝𝑛,𝜈𝑛). Из совпадения значений 𝑓 на наборах, различающихся
в одной компоненте, вытекают следующие равенства:

𝑓(𝑝1,𝜇1
, 𝑝2,𝜇2

, . . . , 𝑝𝑛−1,𝜇𝑛−1
, 𝑝𝑛,𝜇𝑛

) = 𝑓(𝑝1,𝜇1
, 𝑝2,𝜇2

, . . . , 𝑝𝑛−1,𝜇𝑛−1
, 𝑝𝑛,𝜈𝑛) = . . . =

= 𝑓(𝑝1,𝜇1
, 𝑝2,𝜈2, . . . , 𝑝𝑛−1,𝜈𝑛−1

, 𝑝𝑛,𝜈𝑛) = 𝑓(𝑝1,𝜈1, 𝑝2,𝜈2, . . . , 𝑝𝑛−1,𝜈𝑛−1
, 𝑝𝑛,𝜈𝑛).

Таким образом, равенство 𝑓(𝑝1,𝜇1
, . . . , 𝑝𝑛,𝜇𝑛

) = 𝑓(𝑝1,𝜈1, . . . , 𝑝𝑛,𝜈𝑛) в действи-
тельности выполнено для любых наборов индексов �̃� и 𝜈, удовлетворя-
ющих условиям 𝜇𝑖 > 𝛾𝑖 и 𝜈𝑖 > 𝛾𝑖 при всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
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Пусть далее �̃� и 𝜈 таковы, что 𝜇𝑖 ̸= 𝜈𝑖 при всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тогда в
силу монотонности каждой из последовательностей {𝑝𝑖,𝑠}𝑠∈N также при
всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 выполнено 𝑝𝑖,𝜇𝑖

̸= 𝑝𝑖,𝜈𝑖.
Пусть 𝑟 = 𝑓(𝑝1,𝜇1

, . . . , 𝑝𝑛,𝜇𝑛
) (то же значение функция 𝑓 принимает и

на любом другом наборе 𝑝1,𝜉1, . . . , 𝑝𝑛,𝜉𝑛, где 𝜉𝑖 > 𝛾𝑖 при всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑛).
Покажем, что для любых 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 выполнено 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = 𝑟. Действи-
тельно, для любых заданных 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ∈ [0, 1] найдутся такие 𝜏1, . . . , 𝜏𝑛,
что 𝑡𝑖 = 𝑝𝑖,𝜇𝑖

+ 𝜏𝑖(𝑝𝑖,𝜈𝑖 − 𝑝𝑖,𝜇𝑖
) = (1− 𝜏𝑖)𝑝𝑖,𝜇𝑖

+ 𝜏𝑖𝑝𝑖,𝜈𝑖 для каждого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
Используя эти представления и соотношение (3), получаем:

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = 𝑓((1− 𝜏1)𝑝1,𝜇1
+ 𝜏1𝑝1,𝜈1, . . . , (1− 𝜏𝑛)𝑝𝑛,𝜇𝑛

+ 𝜏𝑛𝑝𝑛,𝜈𝑛) =

= (1− 𝜏1)𝑓(𝑝1,𝜇1
, (1− 𝜏2)𝑝2,𝜇2

+ 𝜏2𝑝2,𝜈2, . . . , (1− 𝜏𝑛)𝑝𝑛,𝜇𝑛
+ 𝜏𝑛𝑝𝑛,𝜈𝑛)+

+ 𝜏1𝑓(𝑝1,𝜈1, (1− 𝜏2)𝑝2,𝜇2
+ 𝜏1𝑝2,𝜈2, . . . , (1− 𝜏𝑛)𝑝𝑛,𝜇𝑛

+ 𝜏𝑛𝑝𝑛,𝜈𝑛) =

= (1− 𝜏1)(1− 𝜏2)𝑓(𝑝1,𝜇1
, 𝑝2,𝜇2

, (1− 𝜏3)𝑝3,𝜇3
+ 𝜏3𝑝3,𝜈3, . . . , (1− 𝜏𝑛)𝑝𝑛,𝜇𝑛

+ 𝜏𝑛𝑝𝑛,𝜈𝑛)+

+ (1− 𝜏1)𝜏2𝑓(𝑝1,𝜇1
, 𝑝2,𝜈2, (1− 𝜏3)𝑝3,𝜇3

+ 𝜏3𝑝3,𝜈3, . . . , (1− 𝜏𝑛)𝑝𝑛,𝜇𝑛
+ 𝜏𝑛𝑝𝑛,𝜈𝑛)+

+ 𝜏1(1− 𝜏2)𝑓(𝑝1,𝜈1, 𝑝2,𝜇2
, (1− 𝜏3)𝑝3,𝜇3

+ 𝜏3𝑝3,𝜈3, . . . , (1− 𝜏𝑛)𝑝𝑛,𝜇𝑛
+ 𝜏𝑛𝑝𝑛,𝜈𝑛)+

+ 𝜏1𝜏2𝑓(𝑝1,𝜈1, 𝑝2,𝜈2, (1− 𝜏3)𝑝3,𝜇3
+ 𝜏3𝑝3,𝜈3, . . . , (1− 𝜏𝑛)𝑝𝑛,𝜇𝑛

+ 𝜏𝑛𝑝𝑛,𝜈𝑛) =

= . . . = (1− 𝜏1) · · · (1− 𝜏𝑛)𝑓(𝑝1,𝜇1
, . . . , 𝑝𝑛,𝜇𝑛

)+ . . .+ 𝜏1 · · · 𝜏𝑛𝑓(𝑝1,𝜈1, . . . , 𝑝𝑛,𝜈𝑛) =
= (1− 𝜏1) · · · (1− 𝜏𝑛)𝑟 + (1− 𝜏1) · · · (1− 𝜏𝑛−1)𝜏𝑛𝑟 + . . .+ 𝜏1 · · · 𝜏𝑛𝑟 = 𝑟.

Итак, для произвольных 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 выполнено 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = 𝑟, и, в
частности, это верно для 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ∈ {0, 1}. Но для 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ∈ {0, 1} вы-
полнено 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛), и, следовательно, при всех 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ∈
∈ {0, 1} выполняется 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = 𝑟, откуда 𝑟 ∈ {0, 1}, и тогда 𝑓 —
одна из константных функций 𝑐0, 𝑐1. Это противоречит тому, что 𝑓 ∈
𝐵 ∖ {𝑐0, 𝑐1}, а значит, для рассматриваемой функции 𝑓 невозможен
случай, когда для каждого множества 𝐼𝑗 нашелся такой набор 𝛽𝑗, что
{�̃� | �̃� > 𝛽𝑗} ∩ 𝐼𝑗 = ∅.

2. Следовательно, в условиях теоремы обязательно найдется та-
кое множество 𝐼𝑗, в котором содержится последовательность набо-
ров {�̃�𝑗,𝑠}𝑠∈N, возрастающих по каждой компоненте при 𝑠 → ∞. Рас-
смотрим для всех 𝑠 ∈ N множества:

𝐴𝑗

𝛼𝑗,𝑠
1 ,...,𝛼𝑗,𝑠

𝑗−1,𝛼
𝑗,𝑠
𝑗+1,...,𝛼

𝑗,𝑠
𝑛

= {𝑓(𝑝1,𝛼𝑗,𝑠
1
, . . . , 𝑝𝑗−1,𝛼𝑗,𝑠

𝑗−1
, 𝑝𝑗,𝑡, 𝑝𝑗+1,𝛼𝑗,𝑠

𝑗+1
, . . . , 𝑝𝑛,𝛼𝑗,𝑠

𝑛
)}𝑡∈N.

Каждое из них счетное, следовательно, имеет (по крайней мере од-
ну) предельную точку 𝑞𝛼𝑗,𝑠

1 ,...,𝛼𝑗,𝑠
𝑗−1,𝛼

𝑗,𝑠
𝑗+1,...,𝛼

𝑗,𝑠
𝑛
, к которой сходится некоторая

последовательность точек множества:

lim
𝑚→∞

𝑓(𝑝1,𝛼𝑗,𝑠
1
, . . . , 𝑝𝑗−1,𝛼𝑗,𝑠

𝑗−1
, 𝑝𝑗,𝑡𝑚, 𝑝𝑗+1,𝛼𝑗,𝑠

𝑗+1
, . . . , 𝑝𝑛,𝛼𝑗,𝑠

𝑛
) = 𝑞𝛼𝑗,𝑠

1 ,...,𝛼𝑗,𝑠
𝑗−1,𝛼

𝑗,𝑠
𝑗+1,...,𝛼

𝑗,𝑠
𝑛
.
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В силу непрерывности функции 𝑓 по 𝑗-ой переменной и равенств
lim
𝑚→∞

𝑝𝑗,𝑡𝑚 = lim
𝑡→∞

𝑝𝑗,𝑡 = 𝑞𝑗 получаем, что выполнено равенство:

𝑓(𝑝1,𝛼𝑗,𝑠
1
, . . . , 𝑝𝑗−1,𝛼𝑗,𝑠

𝑗−1
, 𝑞𝑗, 𝑝𝑗+1,𝛼𝑗,𝑠

𝑗+1
, . . . , 𝑝𝑛,𝛼𝑗,𝑠

𝑛
) = 𝑞𝛼𝑗,𝑠

1 ,...,𝛼𝑗,𝑠
𝑗−1,𝛼

𝑗,𝑠
𝑗+1,...,𝛼

𝑗,𝑠
𝑛
.

В силу включения𝐴𝑗

𝛼𝑗,𝑠
1 ,...,𝛼𝑗,𝑠

𝑗−1,𝛼
𝑗,𝑠
𝑗+1,...,𝛼

𝑗,𝑠
𝑛

⊆ 𝐺 точка 𝑞𝛼𝑗,𝑠
1 ,...,𝛼𝑗,𝑠

𝑗−1,𝛼
𝑗,𝑠
𝑗+1,...,𝛼

𝑗,𝑠
𝑛
принад-

лежит множеству 𝜆(𝐺).
Поскольку последовательность {𝑞𝛼𝑗,𝑠

1 ,...,𝛼𝑗,𝑠
𝑗−1,𝛼

𝑗,𝑠
𝑗+1,...,𝛼

𝑗,𝑠
𝑛
}𝑠∈N ограничена, из

нее можно выбрать подпоследовательность {𝑞𝛼𝑗,𝑠𝑚
1 ,...,𝛼𝑗,𝑠𝑚

𝑗−1 ,𝛼𝑗,𝑠𝑚
𝑗+1 ,...,𝛼𝑗,𝑠𝑚

𝑛
}𝑚∈N,

сходящуюся к 𝑞 при 𝑚 → ∞. Ее предел 𝑞 будет либо совпадать с одним
из элементов последовательности, либо лежать в множестве 𝜆(𝜆(𝐺)) ⊆
𝜆(𝐺), т. е. в любом случае 𝑞 ∈ 𝜆(𝐺).

Наконец, заметим, что для каждого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 последовательность
{𝑝𝑖,𝛼𝑗,𝑠𝑚

𝑖
}𝑚∈N есть подпоследовательность последовательности {𝑝𝑖,𝑠}𝑠∈N,

а следовательно, выполнены равенства lim
𝑚→∞

𝑝𝑖,𝛼𝑗,𝑠𝑚
𝑖

= lim𝑠→∞ 𝑝𝑖,𝑠 = 𝑞𝑖. В

силу непрерывности функции 𝑓 получаем:

𝜆(𝐺) ∋ 𝑞 = lim
𝑚→∞

𝑞𝛼𝑗,𝑠𝑚
1 ,...,𝛼𝑗,𝑠𝑚

𝑗−1 ,𝛼𝑗,𝑠𝑚
𝑗+1 ,...,𝛼𝑗,𝑠𝑚

𝑛
=

= lim
𝑚→∞

𝑓(𝑝1,𝛼𝑗,𝑠𝑚
1
, . . . , 𝑝𝑗−1,𝛼𝑗,𝑠𝑚

𝑗−1
, 𝑞𝑗, 𝑝𝑗+1,𝛼𝑗,𝑠𝑚

𝑗+1
, . . . , 𝑝𝑛,𝛼𝑗,𝑠𝑚

𝑛
) =

= 𝑓
(︁
lim
𝑚→∞

𝑝1,𝛼𝑗,𝑠𝑚
1
, . . . , lim

𝑚→∞
𝑝1,𝛼𝑗,𝑠𝑚

𝑗−1
, 𝑞𝑗, lim

𝑚→∞
𝑝1,𝛼𝑗,𝑠𝑚

𝑗+1
, . . . , lim

𝑚→∞
𝑝1,𝛼𝑗,𝑠𝑚

𝑛

)︁
=

= 𝑓(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛).

Теорема доказана.

Используя теорему 1, можно получить описание алгебр с конечным
множеством предельных точек. Для этого нам также потребуется сле-
дующая теорема, характеризующая конечные алгебры бернуллиевских
распределений.

Теорема 2 [7]. Пусть 𝑉𝐵(𝐺) = 𝐺 и |𝐺| < ∞. Тогда имеет место по
крайней мере одно из следующих утверждений: (1) 𝐺 ⊆ {0, 1}; (2) 𝐵 ⊆ 𝑈 ;
(3) 𝐺 = {𝑝}, 𝑝 ̸∈ {0, 1}—алгебраическое число; (4) 𝐺 ⊆ {0, 1, 12}, 𝐵 ⊆ 𝐿.

Теорема 3. Пусть 𝑉𝐵(𝐺) = 𝐺. Если при этом 𝜆(𝐺) конечно, то либо
𝐵 ⊆ 𝑈 , либо |𝜆(𝐺)| < 2.

Доказательство. Для заданного в условии теоремы множества 𝐵 рас-
смотрим множество 𝐵′ = 𝐵 ∖ {𝑐0, 𝑐1}. Тогда по теореме 1 получаем,
что 𝑉𝐵′(𝜆(𝐺)) = 𝜆(𝐺), причем по условию теоремы 𝜆(𝐺)—конечное
множество. Тогда в силу теоремы 2 выполнено одно из следующих
утверждений:



15

1. 𝜆(𝐺) ⊆ {0, 1};

2. 𝐵′ ⊆ 𝑈 ;

3. 𝜆(𝐺) = {𝑝}, 𝑝 ̸∈ {0, 1}—алгебраическое число;

4. 𝜆(𝐺) ⊆ {0, 1, 12}, 𝐵
′ ⊆ 𝐿.

Предположим, что при этом 𝐵 ̸⊆ 𝑈 и |𝜆(𝐺)| > 1. Тогда пп. 2 и 3
заведомо не могут выполняться, и должно быть выполнено хотя бы
одно из следующих двух утверждений:

1. 𝜆(𝐺) = {0, 1}, 𝐵 ̸⊆ 𝑈 .

2. 𝜆(𝐺) ∋ 𝑐, где 𝑐 ∈ {0, 1}, 𝐵 ⊆ 𝐿, 𝐵 ̸⊆ 𝑈 .

Рассмотрим сначала такие множества 𝐵, что 𝐵 ⊆ 𝐿,𝐵 ̸⊆ 𝑈 : при
этом может быть выполнено как первое, так и второе из приведенных
выше утверждений. Если выполнено первое, то 𝜆(𝐺) = {0, 1} и, оче-
видно, 𝜆(𝐺) ∋ 𝑐, где 𝑐 ∈ {0, 1}. Если же выполнено второе, то также
имеет место 𝜆(𝐺) ∋ 𝑐, где 𝑐 ∈ {0, 1}. Таким образом, из предположения
конечности множества 𝜆(𝐺), условий 𝐵 ̸⊆ 𝑈 , |𝜆(𝐺)| > 1 и 𝐵 ⊆ 𝐿 выте-
кает, что 𝜆(𝐺) ∋ 𝑐 для некоторого 𝑐 ∈ {0, 1}. Используя в зависимости
от значения 𝑐 либо лемму 10, либо лемму 11, получаем, что 𝑊𝐵(𝐺), а
следовательно, и 𝜆(𝐺), содержит либо отрезок [0, 12 ], либо отрезок [12 , 1],
и значит множество 𝜆(𝐺) не может быть конечным. Итак, 𝐵 ̸⊆ 𝐿, и,
следовательно, второе утверждение выполняться не может.

Таким образом, из предположения 𝐵 ̸⊆ 𝑈 , конечности множе-
ства𝜆(𝐺)инеравенства |𝜆(𝐺)| > 1неизбежновытекает равенство𝜆(𝐺) =
= {0, 1} и соотношение 𝐵 ̸⊆ 𝐿. Если при этом 𝐵 ⊆ 𝐾 или 𝐵 ⊆ 𝐷, то,
используя лемму 8 или лемму 9, получаем, что 𝑊𝐵(𝐺) = [0, 1], а следо-
вательно, 𝜆(𝐺) = [0, 1], что противоречит конечности множества 𝜆(𝐺).

Если же 𝐵 ̸⊆ 𝐾,𝐷, то рассмотрим 𝐺′ = 𝑊𝐵(𝐺). Тогда по лемме 13 по-
лучаем, что𝐺′ = [0, 1] = 𝐺∪𝜆(𝐺), откуда 𝜆(𝐺) = [0, 1], а это противоречит
конечностимножества 𝜆(𝐺). Таким образом, наше предположение о на-
личии в случае 𝐵 ̸⊆ 𝑈 конечного множества 𝜆(𝐺) с |𝜆(𝐺)| > 1 неверно.
Теорема доказана.

Заключение

Теорема 3 вместе с результатами работ [7] и [6] практически полно-
стью закрывает вопрос об устройстве алгебр бернуллиевских распре-
делений с конечным множеством предельных точек. За исключением
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вырожденного (в определенном смысле) случая множеств𝐵 ⊆ 𝑈 , алгеб-
ры бернуллиевских распределений могут иметь только ноль или одну
предельную точку, причем соответствующие алгебры охарактеризова-
ны достаточно полно в работах [6,7].

Согласно теореме 3, алгебр с каким-либо другим конечным числом
предельных точек не существует, и, следовательно, все прочие алгебры
обязаны иметь как минимум счетное множество предельных точек.
Примером алгебры, в которой 𝜆(𝐺) именно счетно (а не континуально),
может служить алгебра𝑊{(𝑥&𝑦)∨(𝑦&𝑧)∨(𝑧&𝑥)}(𝑝), где 𝑝 ̸∈ {0, 12 , 1} (см. [4]).

Автор выражает признательность О.М.Касим-Заде за внимание к
данной работе.
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