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аналог цепочки Тоды. Предельный случай, когда второй отрезок стя-
нут в точку 1

Аннотация. В работе рассмотрен предельный случай векторной за-
дачи равновесия Анжелеско и Никишина, когда на первом отрезке лежит
масса x, а на втором отрезке, который стянут в точку, лежит масса y.
Рассмотрена линейная зависимость внешнего поля от времени. Приведе-
ны уравнения в частных производных на концы носителя равновесных
мер. Стр.~12, библ. назв.~11

Ключевые слова: цепочка Тоды, векторная задача равновесия ло-
гарифмического потенциала.
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Nikishin and Anjelesko vector equilibrium problems and multidimensional
Toda lattice. The limiting case when the second interval is a point

Abstract In this paper we consider the limiting case of vector equilib-
rium problems of Angelesco and Nikishin when on the first segment is the
mass x, and on the second segment, which is pulled to a point, lies mass
y. The linear dependence of the external field on time’s. Partial differen-
tial equations on the ends of the support of equilibrium measures are given.
Pages~12, Bibl.~11
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1 Введение

1.1 Основные определения

Связь задач теории логарифмического потенциала и систем уравнений с
частными производными известна достаточно давно (см. [7], [8], [9]).

Напомним сначала некоторые основные понятия теории логарифми-
ческого потенциала в векторном и скалярном случаях, подробные дока-
зательства читатель может найти в [3], [5], [11]. Пусть Mx − множество
конечных положительных борелевских мер массы x с носителями Sµx

Q

на R. В качестве внешнего поля мы будем рассматривать непрерывную
функцию Q : R → R ∪ {+∞}, не равную тождественно бесконечности.
Дополнительно потребуем, чтобы оно росло на бесконечности достаточно
быстро:

lim
|z|→∞,z∈Σ

Q(z)

log |z|
= +∞.

Это обеспечивает компактность носителя экстремальной меры.
Логарифмическим потенциалом меры µ ∈ Mx называют функцию

Uµ(z) =

∫
log

1

|z − y|
dµ(y),

а энергией меры во внешнем поле − величину

IQ(µ) =

∫ ∫
log

1

|z − y|
dµ(y) dµ(z) + 2

∫
Qdµ. (1)

Равновесной или экстремальной мерой в поле Q называют меру µx
Q с

минимальной энергией в своем классе:

IQ(λ
x
Q) = inf

µ∈Mx
IQ(µ). (2)

Экстремальные меры существуют и единственны (конечно, в случае ко-
нечных энергий). Отметим существование условий равновесия, которые
однозначно характеризуют равновесную меру:

Uλx
Q +Q =

{
= wx

Q на Sλx
Q
,

≥ wx
Q на R, (3)

где wx
Q есть некоторая константа.

Если поле Q специальным образом зависит от параметра t:

Q(z, t) := −zt

2
+Q(z, 0),
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то концевые точки носителя Sλx
Q
= [α(x, t), β(x, t)] удовлетворяют неко-

торым гиперболическим системам уравнений в частных производных по
x и t (так называемый непрерывный предел цепочки Тоды):

∂α

∂t
= −β − α

4

∂α

∂x
,

∂β

∂t
=

β − α

4

∂β

∂x
.

(4)

В рассмотренной выше задаче теории логарифмического потенциала но-
сители мер растут по x при фиксированном t. Следовательно, мы можем
рассматривать только монотонные начальные условия и монотонные по
x решения. Для расширения класса начальных условий можно рассмат-
ривать более общий класс задач теории логарифмического потенциала.
Существует и другой путь обобщения: можно рассматривать многомер-
ные по пространственной переменной x системы. С этой целью были рас-
смотрены векторные задачи равновесия логарифмического потенциала,
см. [6], [7].

Авторы выражают глубокую признательность А. И. Аптекареву
за внимание к этой работе.

1.2 Мотивация задачи

Рассмотрим систему двух отрезков Γ = {Γ1,Γ2} в R, не пересекающихся
по внутренним точкам. Пусть Mxy = Mxy(Γ) − множество векторных
положительных конечных борелевских мер на Γ и

Mxy(Γ) = {µ = (µ1, µ2) : µi ∈ M(Γi), |µ1| = x, |µ2| = y}.

Мы будем рассматривать матрицу взаимодействия Никишина (-) и Ан-
желеско (+):

C± =

(
2 ±1

±1 2

)
= (c±ij). (5)

Внешним полем будем называть непрерывную вектор-функцию:

Q = (Q1, Q2), Qi : Γi −→ R, i = 1, 2. (6)

Векторный логарифмический потенциал меры µ во внешнем поле Q
с матрицей взаимодействия C определим как вектор-функцию Wµ =
(W µ

1 ,W
µ
2 ), такую что(

W µ
1 , W µ

2

)
=
(
Uµ1, Uµ2

)
C± +

(
Q1 Q2

)
.
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Энергия во внешнем поле для векторных мер из Mxy задается следую-
щим функционалом

I(µ) = I1(µ) + I2(µ), Ii(µ) =

∫ (
W µ

i (z) +Qi(z)
)
dµi(z). (7)

Аналогично скалярному случаю ставится векторная экстремальная
задача во внешнем поле: найти меру λxy ∈ Mxy с минимальной энергией
(7) в соответствующем классе:

I(λ
xy
) = inf

µ∈Mxy

I(µ). (8)

Существует единственное решение λ
xy ∈ Mxy задачи (8) см. [4], [5]. Там

же были приведены условия равновесия для векторной задачи во внеш-
нем поле, однозначно характеризующие экстремальные меры. Точнее,
существуют и единственны такие константы F xy

i , i = 1, 2, что
2Uλxy

1 (z)± Uλxy
2 (z) +Q1(z)

{
= F xy

1 на Sλxy
1
,

≥ F xy
1 на Γ1,

±Uλxy
1 (z) + 2Uλxy

2 (z) +Q2(z)

{
= F xy

2 на Sλxy
2
,

≥ F xy
2 на Γ2.

(9)

В случае аналитических полей (мы далее будем считать Q2 ≡ 0) и ко-
гда носители мер суть отрезки, известна (см., например, [7]) связь задачи
(9) с мероморфными функциями на трехлистных римановых поверхно-
стях. Далее мы кратко опишем вышеупомянутую связь и сформулируем
нашу основную задачу, решению которой посвящена данная работа.

Рассмотрим трехлистную риманову поверхность ℜ с тремя двойными
точками ветвления в точках a, b, c и d:

ℜ = ℜ0
∪

ℜ1
∪

ℜ2, (10)

где ℜ0 = C\ [a, b], ℜ1 = C\
(
[a, b]

∪
[c, d]

)
и ℜ2 = C\ [c, d] (см. рис. 1) Для

системы Анжелеско поверхность отличается только нумерацией листов:
ℜ1 = C \ [a, b], ℜ0 = C \

(
[a, b]

∪
[c, d]

)
и ℜ2 = C \ [c, d] (см. рис. 2)

Определим на римановой поверхности ℜ алгебраические функции hAN

(см. рис. 1,2) для систем Анжелеско и Никишина. Выделим три голо-
морфные ветви функций hAN

h0
AN(z) ∈ H(ℜ0),

h1
AN(z) ∈ H(ℜ1),

h2
AN(z) ∈ H(ℜ2).

(11)
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Рис. 1: Риманова поверхность для задачи с матрицей Никишина, функция hN

Q′(z)− x
z
+ ...

−y
z
+ ...

x+y
z

+ ...

ℜ2

ℜ1

ℜ0

E
E
EE

�
�
��

E
E
EE

�
�
��

E
E
E
E
E
EE

�
�
�
�
�
��

∞1∞1

E
E
E
E
E
EE

�
�
�
�
�
��
da cb

Рис. 2: Риманова поверхность для задачи с матрицей Анжелеско, функция hA

В точках ветвления c и d будут полюса первого порядка, поведение на
бесконечности задается следующими формулами для матриц Никишина
и Анжелеско соответственно:

h0
N(z) = Q′(z)− x

z +O
(

1
z2

)
,

h1
N(z) = x−y

z +O
(

1
z2

)
,

h2
N(z) = y

z +O
(

1
z2

)
.

(12)

h0
A(z) = −x+y

z +O
(

1
z2

)
,

h1
A(z) = Q′(z)− x

z +O
(

1
z2

)
,

h2
A(z) = −y

z +O
(

1
z2

)
.

(13)

Тогда верно следующее утверждение:

Утверждение 1. Плотность равновесной меры λ
xy

= (λxy
1 , λxy

2 ) для
задачи с матрицей Никишина или Анжелеско равна скачку соответ-
ствующей аналитической функции hxy

AN(z) = hAN(z) (12),(13) на [a, b]
и [c, d]:

dλxy
1 :=

(h0
N − h1

N)+
2πi dz,

dλxy
2 =

(h2
N − h1

N)+
2πi dz.

(14)

dλxy
1 :=

(h0
A − h1

A)+
2πi dz,

dλxy
2 =

(h0
A − h2

A)+
2πi dz.

(15)
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Теперь рассмотрим следующую задачу: стянем отрезок [c, d] в точку,
тогда поверхность превратится в двулистную, а у функции hxy

AN появится
еще один полюс в точке p, в которой находится точечная масса y.

x−y
z

+ ...− y
z−p

+ ...

Q′(z)− x
z
+ ...

ℜ2

∞1

∞1

ℜ1

ℜ0

E
E
EE

�
�
��

E
E
EE

�
�
��

y
z
+ ...

da cb p

◦

◦

Рис. 3: Риманова поверхность для задачи с матрицей Никишина, второй отрезок
стянут в точку, функция h+

Q′(z)− x
z
+ ...

y
z−p

+ ... x+y
z

+ ...

ℜ2

∞1

∞1

ℜ1

ℜ0

E
E
EE

�
�
��

E
E
EE

�
�
��

−y
z
+ ...

da cb p

◦

◦

Рис. 4: Риманова поверхность для задачи с матрицей Анжелеско, второй отрезок
стянут в точку, функция h−

Для матрицы Анжелеско аналогично предыдущему случаю, мы полу-
чаем после стягивания распавшуюся риманову поверхность и мероморф-
ную функцию на ней. Система Анжелеско в этом случае отличается от
системы Никишина знаком при y.

2 Постановка задачи. Основные результаты

Пусть в точке p > 0 находится точечная масса y, которая взаимодей-
ствует с мерой λxy массы x на (−∞, 0]. Поле Q1 такое, что носитель
равновесной меры λxy есть отрезок [α, β], α, β < 0. Для этого достаточ-
но рассматривать выпуклые поля, растущие на бесконечности быстрее,
чем логарифм. Внешнее поле линейно зависит от времени:

∆1 = Sλxy = [α(x, y, t), β(x, y, t)] Q1(z) = Q(z) + ctz, c = const,

∆2 = [p, p] Q2 ≡ 0.
(16)
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Условия равновесия для такой задачи выглядят следующим образом
("+"соответствует случаю Анжелеско,"−" соответствует случаю Ники-
шина)

2Uλxy

(z)± yU δ(z−p)(z) +Q(z) + 2tz

{
= F xy на Sλxy ,
≥ F xy на (−∞, 0].

(17)

Решение такой задачи существует и единственно. Далее считаем, что y
может принимать отрицательные значения (случай матрицы взаимодей-
ствия Никишина).

Tеорема 1. Пусть Q ∈ C2(−∞, 0] и выпукло, тогда концы носителя
равновесной меры Sλxy = [α(x, y, t), β(x, y, t)] в задаче (16 -17) удовле-
творяют системе уравнений

∂α

∂t
=

β − α

2

∂α

∂x
,

∂β

∂t
= −β − α

2

∂β

∂x

2
∂β

∂y
=

(
1−

√
p− α

p− β

)
∂β

∂x
,

2
∂α

∂y
=

(
1−

√
p− β

p− α

)
∂α

∂x
.

(18)

3 Доказательства

Для нахождения носителей равновесных мер полезным оказывается рас-
смотрение функционала F (K) на регулярных компактах K ⊆ R, введен-
ного Машкаром и Саффом в [10]. Пусть ωK − мера Робена компакта K
(т.е. вероятностная равновесная мера в нулевом векторном поле) и через
cap(K) обозначена логарифмическая емкость компакта K. По определе-
нию

FQ(K) := −x log cap(K) +

∫
Q(z) dωK(z). (19)

Оказывается (см. [10], [11], [2]), что носитель равновесной меры Sλxy ми-
нимизирует этот функционал, точнее, для любого компакта K справед-
ливо

F (K) ≥ F (Sλxy). (20)
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Мы можем рассматривать только этот функционал только на K = [α, β],
поскольку известно, что носители мер Sλxy суть отрезки. Запишем функ-
ционал (19) для задачи (17):

F (α, β) = −(y + 2x) log
β − α

4
− yg[α,β](p) +

1

π

∫
Q1(z) d(z)√
(β − z)(z − α)

, (21)

g[α,β](p) = log

∣∣∣∣∣(2p− α− β

β − α

)
+

√(2p− α− β

β − α

)2
− 1

∣∣∣∣∣. (22)

Фиксируем ветвь корня:
√
1 = 1. В интеграле сделаем замену перемен-

ных ∫
Q1 dω[α,β] =

1

π

∫ π

0

Q1(
β + α

2
+

β − α

2
cos(θ)) dθ.

Поскольку носитель равновесных мер является экстремальной точкой,
мы можем записать систему уравнений на концы носителя

∂F

∂α
(α, β) =

∂F

∂β
(α, β) = 0. (23)

Выполним дифференцирование функционала Маскара−Саффа, ниже при-
ведены промежуточные действия.

∂

∂α
g[α,β](p) =

|p− β|
β − α

1√
(p− α)(p− β)

=
1

β − α

√
p− β

p− α
.

∂

∂β
g[α,β](p) = −|p− α|

β − α

1√
(p− α)(p− β)

= − 1

β − α

√
p− α

p− β
.

∂

∂α

∫
Q1 dω[α,β] =

1

π

∫ β

α

β − z

β − α

Q′(z)√
(z − α)(β − z)

dz + ct,

∂

∂β

∫
Q1 dω[α,β] =

1

π

∫ β

α

z − α

β − α

Q′(z)√
(z − α)(β − z)

dz + ct.

Уравнения (23) выглядят следующим образом:
2x+ y − y

√
p− β

p− α
+

1

π

∫ β

α

Q′(z)

√
β − z

z − α
dz + t(β − α) = 0,

−2x− y + y

√
p− α

p− β
+

1

π

∫ β

α

Q′(z)

√
z − α

β − z
dz + t(β − α) = 0.

(24)
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После сложения и вычитания получаем

y√
(p− β)(p− α)

+ 2t+
1

π

∫ β

α

Q′(z)√
(z − α)(β − z)

dz = 0,

4x+ 2y − y(2p− α− β)√
(p− α)(p− β)

− 1

π

∫ β

α

Q′(z)(2z − α− β)√
(z − α)(β − z)

dz = 0.

(25)

Продифференцируем по x, y, и t соответственно каждое из выражений
в (24), полагая, что α, β зависят от x, y, и t.

Чтобы завершить доказательство теоремы, нам осталось обосновать
дифференцирование интегралов в (24). Рассмотрим второй интеграл в

(24), обоснуем дифференцируемость функции F (α) =

∫ β

α

Q′(z)

√
z − α

β − z
dz

по a справа.

F (α +
1

n
)− F (α)

1

n

=

∫ β

α+ 1
n

Q′(z)

√
z − α− 1

n

β − z
dz −

∫ β

α+ 1
n

Q′(z)

√
z − α

β − z
dz

1

n

+

+

∫ β

α+ 1
n

Q′(z)

√
z − α

β − z
dz −

∫ β

α

Q′(z)

√
z − α

β − z
dz

1

n
.

Второе слагаемое в пределе при n → ∞ дает 0, поскольку∣∣∣∣∣
∫ α

α+ 1
n

Q′(z)

√
z − α

β − z
dz

∣∣∣∣∣ ≤ ||Q′||L∞ ∗ 1

n
∗

√
1/n

β − α
.

Рассмотрим первое слагаемое, для этого определим последовательность
функций hn(z)

hn(z) :=


Q′(z)

√
z − α− 1/n

β − z
−
√

z − α

β − z
1

n

, z ≥ α + 1
n ,

0, z ∈ (α, α + 1
n).
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Заметим, что∫ β

α+ 1
n

Q′(z)

√
z − α− 1

n

β − z
dz −

∫ β

α+ 1
n

Q′(z)

√
z − α

β − z
dz

1

n

=

∫ β

α

hn(z) dz

и модуль hn(z) меньше ||Q′||L∞√
(z − α)(β − z)

. Далее применяем теорему Ле-

бега. Аналогично рассматривается левая производная. Используя (25)
получим выражение для производной

∂

∂α

1

π

∫ β

α

Q′(z)

√
z − α

β − z
dz =

y

2
√
(p− β)(p− α)

+ t

∂

∂β

1

π

∫ β

α

Q′(z)

√
β − z

z − α
dz =

−y

2
√

(p− β)(p− α)
− t

Чтобы продифференцировать
∫ β

α

Q′(z)

√
z − α

β − z
dz по β нужно восполь-

зоваться заменой переменных:

∂

∂β

1

π

∫ β

α

Q′(z)

√
z − α

β − z
dz =

=
∂

∂β

[
β − α

2π

∫ π

0

Q
′′
(
β + α

2
+

β − α

2
cos(θ))(1 + cos(θ)) dθ

]
=

1

(β − α)π
·

·
∫ β

α

Q′(z)

√
z − α

β − z
dz +

β − α

4π

∫ π

0

Q
′′
(z(θ))(1 + cos(θ))2 dθ =

=
2x+ y − y

√
p−α
p−β

β − α
− t+

β − α

4π

∫ π

0

Q
′′
(z(θ))(1 + cos(θ))2 dθ.

Другой интеграл дифференцируется аналогично:

∂

∂α

1

π

∫ β

α

Q′(z)

√
β − z

z − α
dz =

=
∂

∂α

[
β − α

2π

∫ π

0

Q
′′
(
β + α

2
+

β − α

2
cos(θ))(1− cos(θ)) dθ

]
=

−1

(β − α)π
·

·
∫ β

α

Q′(z)

√
β − z

z − α
dz +

β − α

4π

∫ π

0

Q
′′
(z(θ))(1− cos(θ))2 dθ

=
2x+ y − y

√
p−β
p−α

β − α
− t+

β − α

4π

∫ π

0

Q
′′
(z(θ))(1− cos(θ))2 dθ.
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После последовательного дифференцирования (24) получается систе-
ма из шести уравнений. Исключая из нее интегралы получим систему
уравнений (18). Теорема доказана.
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